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Uvod

Tento ucebni text by mél slouzit jako doplne€k ke skriptim Matematika 3. Na zacatku
kazdé kapitoly jsou vzdy zopakovany zakladni pojmy a vzorce vztahujici se k probirané
tématice. Vzdy je pfedvedeno nékolik podrobné fesenych prikladi, pak nasleduji priklady
pro samostatnou praci.

Pti ptiprave této sbirky jsme vychézely ze zkuSenosti z cviceni predmétu BMA3. Snazime
se upozornovat na chyby, kterych se studenti ¢asto dopoustéji, a ukazovat cestu k jejich
napravé. Doufame, ze nase sbirka jednak pomtze studenttim lépe pochopit probiranou
latku a jednak ze bude uzitecnym pomocnikem pii pripravé na zkousku.

Budeme c¢tenaitim vdécné za jakékoli vécné piipominky, upozornéni na pripadné chyby a
naméty pro zdokonaleni.

Autorky, bfezen 2015
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1  Zaklady popisné statistiky

1.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Nasledujici odstavec je tu viceméné ze zoufalstvi. Bohuzel se ukazuje, Ze stale vice studentti
mé potize s pochopenim vét typu: ,,Alespon 3 maji vlastnost tu a tu.“ V piikladech
z pravdépodobnosti a statistiky se podobné formulace vyskytuji pomérné ¢asto, a proto
struc¢né pripomeneme zakladni nazvoslovi.

Slovni vyjadfeni rovnosti a nerovnosti

X je pravé n X =n, tj. pfesné n, ani vice, ani méné
X jevicenezn X >n

X je alespon n X >n, tj. nnebo vice

X jeménénezn X <n

X jenanejvys n X <n, tj.n nebo méné

Priklad 1.1. V nésledujici tabulce je seznam zahradkart, vzdy jméno a rozloha pozemku
v metrech ¢tverecnich.

Benes 1200 || Horackova 500 || Razicka 700
Cerna 700 || Kucera 800 || Svobodova | 1000
Dolezal | 1000 || Moravcik 1500 || Vesely 1800
Dvorék 900 || Novak 900 || Zeman 2000
Fiala | 1100 || Prochizkova | 800 || Zak 500

a) Ktefi zahradkaii maji pozemek o rozloze pravé 1000 m??

b) Kolik zahradkait ma pozemek o rozloze alespoti 1000 m??
c) Kolik zahradkaitt ma pozemek o rozloze vétsi nez 1000 m??
d) Ktefi zahradkati maji pozemek o rozloze mensi nez 700 m??

e) Kolik zahradkait ma pozemek o rozloze nanejvys 700 m??

Reseni. a) Pozemek o rozloze pravé 1000 m? maji Dolezal a Svobodova.

b) Pozemek o rozloze alespoti 1000 m? m4 7 zahradkari (Benes, Dolezal, Fiala, Morav¢ik,
Svobodové, Vesely a Zeman).

c) Pozemek o rozloze vétsi nez 1000 m? ma 5 zahraddkaii (Benes, Fiala, Moravéik, Vesely
a Zeman).
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d) Pozemek o rozloze mensi nez 700 m? maji Hordckova a Z4k.
e) Pozemek o rozloze nanejvy$ 700 m? maji 4 zahradkati (Cerna, Horackova, Ruzicka a
74k).

A ted uz opravdu k popisné statistice:

Cetnosti

Predpokladejme, Ze v souboru o rozsahu n miize sledovany znak x nabyvat k rtiznych
hodnot (variant) xy, o, ..., zy. Cetnost varianty x; je pocet viskytd této hodnoty
ve sledovaném souboru a oznacime ji n;, + = 1,..., k. Pak plati

ny+ng+---+ng=n.

Relativni ¢etnost varianty z; zavedeme jako

n4
L=
n
Pro relativni cetnosti plati
n n n+---+n
f1_|_..._|_fk:_1_|_..._k:1—k:1_
n n n

Relativni cetnost se casto vyjadiuje v procentech.

Kumulativni ¢etnosti (opét absolutni nebo relativni) udavaji, kolik jednotek ma
hodnotu znaku mensi nebo rovnou vybrané varianté x;.

Pro spojité znaky, které mohou nabyt jakékoli hodnoty z urc¢itého intervalu, sestavu-
jeme intervalové rozdéleni ¢etnosti — stanovujeme pocty vyskytu hodnot znaku,
které nalezi do predem vymezenych intervalid. Pocet intervalli, do kterych hodnoty
rozdélime, mizeme volit zhruba y/n nebo 1+ log,n =1+ 3,3logn.

Aritmeticky prumér
Méme-li soubor rozsahu n a zjisténé hodnoty znaku jsou zq,...,x,, pak jejich arit-

meticky pramér je
_ omAetr, 1L
r= - = — €X;.
Tk
i=1
Jestlize zndme Cetnosti vyskytu jednotlivych hodnot znaku, miizeme aritmeticky pri-

mér vypocitat jako
k k
1
n
=1 =1

Modus
Modus je hodnota, kterd se v souboru vyskytuje nejcastéji, oznacime ji 2.




6 ZAKLADY POPISNE STATISTIKY

Median

Median je prostifedni hodnota ze souboru usporadaného podle velikosti. Oznacime
jej T nebo téz z¢ 5.

Oznacime-li prvky usporadané podle velikosti jako x1,xs,...,x, a pocet prvki n je
liché ¢islo, median je prostiedni hodnota,

T =Tmin))2-

Je-li rozsah souboru n sudé ¢islo, je median primér ze dvou prostiednich prvki,

T= (In/Q + x(n/2)+1) .

NN

Kvantily

Pro p € (0,1) je kvantil Z, neboli p-kvantil takové ¢islo, které oddéluje nejmensich
p - 100 % hodnot statistického znaku od nejvétsich (1 — p) - 100 % hodnot. Specidlné
0,5-kvantil je median, 0,25-kvantil je dolni kvartil a 0,75-kvantil je horni kvartil.

Aritmeticky primér, modus a medidn pati{ mezi charakteristiky polohy. Casto je ale
dilezité veédeét, jak jsou hodnoty statistického souboru rozptylené. Zajima néas, jestli se
znak pohybuje nejcastéji jen v urc¢itém nevelkém intervalu, nebo zda je jeho rozpéti siroké.
K popisu téchto vlastnosti slouzi charakteristiky variability:

Variac¢ni rozpéti
je rozdil nejvétsi a nejmensi hodnoty znaku:

R = Lmax — Lmin-

Mezikvartilové rozpéti
je rozdil tietiho a prvniho kvartilu:

To,75 — T0,25-
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Rozptyl statistického znaku v populaci ozna¢ime o2 a definujeme jej jako

0% = %Z(wi—E)Q. (1.2)

Rozptyl udava, jak se hodnoty statistického znaku primeérné lisi od primeérné hodnoty,
ovsem ve druhé mocniné. Vysledek je proto ve ¢tvercich pouzité mérné jednotky, coz
ztézuje jeho interpretaci. Abychom se dostali zpatky na ptvodni jednotky, rozptyl od-
mocnime, ¢imz ziskame tzv. smérodatnou odchylku:

Smérodatna odchylka o je odmocnina z rozptylu:

Vybérovy rozptyl
Jestlize nemame k dispozici data pro celou populaci, ale pouze pro vybrany vzorek,
pro odhad rozptylu se pouziva vybérovy rozptyl, ktery znacime s? a je definovan jako

1
2 —\2
s° = T, —T)°. 1.3
IR (1.3
Vybérova smérodatna odchylka se znaci s a je to odmocnina z vybérového roz-

ptylu,

n

§=Vs? = ! Z(ajZ —T)2 (1.4)

n—14%
=1

Vypocet rozptylu je jednodussi, pouzijeme-li vztah

n

1 n
2 _ 2] = 72 1.
S (n—lle) n—lx (1.5)

=1

Priklad 1.2. 15 optickych kabelt bylo testovano na pevnost v tahu. Byly zjistény né-
sledujici hodnoty (v N):

487, 530,507,499, 507, 498, 499, 515, 514, 514, 507, 488, 507, 516, 505.
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Vypocitejte aritmeticky primeér, vybérovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku.
Déle urcete median.

ResSeni. Aritmeticky prameér je

1
T = 1 (487 + 530 + 507 + - + 505) = 506.2

Vybérovy rozptyl bychom mohli pocitat jako

1
§% = ﬂ((487 —506,2)* + - - - + (505 — 506,2)?),

ale méné pracny je vypocet pomoci (1.5):
s* = i(4872 +530% + - - - + 505%) — E506,22 = 124,03.

14 14

Vybérova smérodatna odchylka je pak
s =Vs?=11,14.
K urceni medianu je zapotiebi hodnoty uspotadat podle velikosti:
487,488,498, 499, 499, 505, 507, 507, 507, 507, 514, 514, 515, 516, 530.
Median je prostiedni, tj. v nasem ptipadé osmé, z nich:
T = 507.

Priklad 1.3. Mame zaznamy o tydennich poc¢tech dopravnich nehod na urcitém tseku
dalnice béhem 20 tydni:

6,7,6,6,5,14,6,6,7,3,7,4,6,5,3,3,8,10,6, 7.
Zmazornéte Cetnosti a kumulativni ¢etnosti pomoci histogramu a najdéte modus.

Reseni. Tabulka ¢etnosti je
Tydenni pocet nehod z; || 3 |4 |5| 6 | 7 | 8 | 10| 14
Cetnost n; 312714111
Kumulativni ¢etnost 31416131718 19|20
Ptislusné histogramy vidime na obrazcich 1.1 a 1.2.
Jesté zbyva urcit modus. Nejcastéji doslo k 6 nehodam, a proto

T =6.

Priklad 1.4. V anketé byli studenti tazani, kolik hodin tydné stravi pfipravou na jisty

predmét. Ankety se tcastnilo 70 studentt, v nasledujici tabulce jsou ¢etnosti jejich odpo-

vedi:

Pocet hodin || 1 | 2 | 3 [4|5
n; 21129 17|21

Urcete aritmeticky primeér, modus a median poc¢tu hodin stravenych piipravou.
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cetnost kumul,
cetnost

7 20

6

5 15

4
10

345 6 7 8 9 1011 12 13 14 yehody 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 jehody
Obr. 1.1: Histogram cetnosti z pfi- Obr. 1.2: Histogram kumulativnich cet-
kladu 1.3 nosti

ResSeni. Vidime, Ze jednu hodinu travi pfipravou 21 studentt, dvé hodiny 29 student,
atd., celkem je studentt 70. Pramérny pocet hodin je tedy podle (1.1)

1 143

T=—(1-2142-2943-174+4-24+5-1)= — =2,04.

T=y 0( + + + + ) 0 ;
Modus je & = 2, protoze nejvice studentl travi pripravou 2 hodiny tydné.
Median bude pramér 35. a 36. hodnoty v souboru sefazeném podle velikosti. V nasem
piipadé jsou obé hodnoty rovny dvéma (prvnich 21 odpovédi je 1, nasledujicich 29 je 2).
Tedy

1

= 5(2 +2)=2.
Priklad 1.5. Na 50 mistech v urcité oblasti byla méfena koncentrace polétavého prachu
v ovzdu$i (v pug/m?). Byly zjistény nésledujici hodnoty (jsou jiz sefazené podle velikosti):
6 |10 |18 |18 |19 |21 |21 |22 |24 |25
25|28 12812929 |30|31|32]|32]32
3333|3434 |34 |34 |38]42]|42 |47
48 149 | 50 | 52 | 53 | 53 | 53 | 54 | 54 | 56
56 | 58 | 59 | 59 | 60 | 63 | 66 | 67 | 78 | 96
Najdéte intervalové rozdéleni cetnosti a znézornéte je pomoci histogramu. Pomoci in-

tervalovych ¢etnosti odhadnéte aritmeticky primér. Dale najdéte modalni (nejéetnéjsi)
interval.

ReSeni. Mame n = 50 hodnot, tedy pocet intervalt by mél byt kolem 7 (v/50 = 7,
1+ 3,3log 50 = 6,6). Hodnoty jsou zhruba v rozpéti od 0 do 100, miiZzeme proto volit
intervaly délky 15. Poznamenejme, ze pocet a délka intervalt nejsou urceny nijak exaktné,
mohli jsme si je zvolit i jinak. Nicméné neni dobré volit interval prilis malo ani prili§
mnoho. Rozdéleni intervalovych ¢etnosti v nasem ptipadé je

Interval || (0,15) | (15,30) | (30,45) | (45,60) | (60,75) | (75,90) | (90,105)
Cetnost 2 13 14 15 4 1 1




10 ZAKLADY POPISNE STATISTIKY

Histogram intervalovych Cetnosti je zndzornén na obrazku 1.3. Vidime, ze modalni interval
je (45,60), v ném se naléza nejvice hodnot.
Pro odhad priméru miizeme pouzit stfedy intervali:

1
T (15024225 134375 144 525 15+ 67.5 -4 + 82,5+ 97.5) = 41,4,

Zdaraznéme, ze se jedna pouze o odhad. Skute¢na hodnota primeéru, vypocitana z pres-
nych 50 hodnot, by vysla 40,7.

cetnost
15

10

15 30 45 50 75 90 105 prach

Obr. 1.3: Histogram intervalovych c¢etnosti z piikladu 1.5

1.2 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 1.6. Mame soubor hodnot
5,1,2,1,7,5,2,5,1,1.

Vypoctéte aritmeticky primeér, vybérovy rozptyl a smérodatnou odchylku. Dale najdéte
modus a median.

Vysledek: T = 3; 5% = 5,11; s = 2,26; modus & = 1; medidn & = 2
Priklad 1.7. Mame soubor hodnot
6,3,9,4,3,6,7,15,0,7,3,15,3,2,5,1,2,8,3,6,4, 3,1,4,0.
Urcete Cetnosti jednotlivych variant a pak pomoci téchto cetnosti vypocitejte pramer,
vybérovy rozptyl a smérodatnou odchylku. Déle najdéte modus a median.

Vysledek: Tabulka ¢etnosti viz nize; 7 = 4,8; 5% = 15,08; s = 3,88; modus & = 3; mediin
=4

x |01 1]2(3|4]5[6|7|8[9]|15
n (1212126313211 2
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Piiklad 1.8. Cetnosti zkoumaného statistického znaku jsou v nésledujici tabulce.

x; || 4]5]6|7]|8
n, |4133|7|3
a) UrCete relativni ¢etnosti a absolutni i relativni kumulativni ¢etnosti.
b) Vypocitejte prameér.
c¢) Najdéte median a horni a dolni kvartil.

Vysledek: a) viz nize; b) T = 6,1; ¢) median & = 6,5; dolni kvartil Z 25 = 5; horni kvartil
Tozs =1

T 4 5 6 7 8
rel. cetn. f; 0,2 0,15 0,15 | 0,35 | 0,15
kumul. Cetn. 4 7 10 17 20
rel. kumul. c¢etn. || 0,2 | 0,35 | 0,5 | 0,85 1

Priklad 1.9. Znidme rozdéleni kumulativnich ¢etnosti zkoumaného znaku:

T o123 |4]5]6]|8]10
kumul. ¢etnost || 41 | 70 | 84 190 | 93 | 95 | 97 | 99 | 100

Céasti a) a b) se pokuste vytesit, aniz byste hledali ,,oby&ejné* ¢etnosti jednotlivych vari-
ant.

a) Najdéte medidn a horni kvartil.

b) Kolikrat se ve statistickém souboru vyskytuje hodnota vétsi nez 47

c¢) Urcete rozdéleni Getnosti.

Vysledek: a) median = 1; horni kvartil Zo 75 = 2; b) sedmkrat; ¢) viz nize
z; || O] 1 ]2 (3]4|5]6]8]|10
n; |41 12914632221

Priklad 1.10. Testu inteligence se ti¢astnilo 60 lidi. Intervalové ¢etnosti jejich vysledki

jsou v nasledujici tabulce:

Interval || (90,100) | (100,110) | (110,120) | (120, 130) | (130, 140)
n; 6 23 24 6 1

a) Kolika ti¢astnikim testu bylo naméfeno 1Q) alespon 1107
b) Kolika tc¢astniktim testu bylo naméteno 1Q mensi nez 1107
c¢) Kolika tc¢astnikim testu bylo naméfeno 1Q) nanejvys 1107
d) Odhadnéte primérnou namétfenou hodnotu 1Q.

Vysledek: a) 31; b) 29; ¢) z informaci v tabulce nelze zjistit — nevime, kolik lidi mélo 1Q
ptresné 110; d) 7 = 110,5
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2  Zaklady kombinatoriky

Tato kapitola bude trochu odlisna od ostatnich kapitol nasi sbirky. Na rozdil od nich totiz
piimo nenavazuje na teorii probiranou v predmétu Matematika 3, ale méla by slouzit
spise jako opakovani a ptiprava pro studium tohoto predmétu. Kombinatorika se zabyva
problémem, kolik mame moznosti, jak z néjakého vychoziho souboru objektii sestavit
skupinu s ur¢itymi vlastnostmi, a pro nékteré partie pravdépodobnosti je zcela nepostra-
datelna. Ve skriptech z Matematiky 3 se pocita s tim, ze zaklady kombinatoriky jsou jiz
studentiim znamy ze stfedni skoly. Protoze vsak zkuSenost ukazuje, ze mnohé véci jsou
ve druhém roc¢niku vysoké skoly uz davno zapomenuty, povazujeme za vhodné nékteré
zékladni pojmy pripomenout. Budeme se vzdy snazit na konkrétnich prikladech vysvétlit,
jak se ke vzorctim pro pocty variaci, permutaci ¢i kombinaci vlastné dojde. Komu se vy-
klad, urc¢eny hlavné tém studentiim, pro které je toto odvétvi matematiky obtizné, bude
zdat prilis ,,polopatisticky*, mize jej samoziejmé pfeskocit a vénovat se feseni prikladt
samostatné.

2.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Priklad 2.1. Na vrchol kopce vedou Ctyfi cesty. Kolika zptsoby si muze turista, ktery
chce na tento kopec vystoupit, naplanovat vylet, jestlize si pro vystup i sestup muze
vybrat kteroukoli z cest?

ResSeni. Piedstavme si, Ze po onéch &tyfech cestach vedou turistické znacky: Gervend,
modra, zelena a zluta. Turista mtze jit nahoru po kterékoli z nich. Ma tedy ¢tyfi moznosti,
jak na kopec vystoupit. Dejme tomu, Ze si vybral ¢ervenou znacku. Dol pak muze jit
opét Ctyfmi riznymi cestami. Mame tedy ¢tyii plany vyletu, kdy se na kopec vystoupi po
cervené znacce. Podobné pak ¢tyfi plany zacinajici modrou, ¢tyfi zelenou a ¢tyii zlutou
znackou. Muzeme si je i vypsat (prvni pismeno oznacuje znacku, po které Sel turista
nahoru, druhé znacku pro sestup):

CC MC zC 1ZC
CM MM ZM ZM
CZ Mz 77 7%
CZ MZ 77 77
Pocet moznosti pro naplanovani vyletu je tedy 4 - 4 = 16.
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P¥iklad 2.2. Re$me nyni stejnou tlohu, ale tentokrat turista nechce jit zpét stejnou
cestou, kterou na kopec vysel. Kolik m& moznosti v tomto pripadé?

Reseni. Pro v{stup si opét miize vybrat kteroukoli ze étyt znacek. Jestlize si vybral cer-
venou, ma pro sestup uz jen tii moznosti: modrou, zelenou nebo zlutou znacku. Podobné
je to pro pripady, kdy si pro vystup zvolil nékterou jinou znacku — pro kazdy z téchto
pripadid méa 3 moznosti cesty dolti. Moznosti si opét miizeme vypsat:

CM MC ZzZC ZC

CZ MZ ZM IM

CZ MZ 77 7%
Celkem existuje 4 - 3 = 12 variant vyletu.

Jestlize postup pfedvedeny v pfedchozich dvou prikladech zobecnime, dostaneme tzv.

vvvvvv

Pravidlo soucinu
Jestlize objekt A mtzeme vybrat m zptsoby a po kazdém takovém vybéru lze objekt
B vybrat n zptisoby, pak vybér usporadané dvojice (A,B) lze uskutecnit m-n zpusoby.

Poznamenejme, Ze ¢isla m a n nemusi byt tak snadno urcitelna jako u priklada 2.1 a 2.2.
Pozdéji uvidime, ze nékdy budeme potiebovat slozitéjsi ivahu, abychom k nim dospéli.
Nyni zkusime pracovat s vétsimi skupinami nez s dvojicemi.

Priklad 2.3. U jistého typu automobilu si zdkaznik mutze zvolit viz jedné z péti barev.
Automobil miize a nemusi byt vybaven airbagy, stejné tak muiize a nemusi mit klimatizaci.
Kolika zptisoby si muze zakaznik vybrat?

ResSeni. Pro za¢atek z nasich tvah vypustime klimatizaci. Pokud budeme volit jen barvu
a piipadné vybaveni airbagy, mame celkem 5 -2 = 10 moZnosti. (Barvu mizeme zvolit
5 zplsoby. Ke kazdé zvolené barvé mame jesté dvé moznosti, jak se rozhodnout: airbagy
tam bud budou, nebo nebudou.) K libovolné z téchto 10 variant ted mame jesté dvé
moznosti ohledné klimatizace. Celkem tedy existuje 5 -2 -2 = 20 moznosti pro vybér
vybaveni automobilu. o

Priklad 2.4. V prvnim semestru prvniho ro¢niku studenti skladaji ¢tyti zkousky (BMA1,
BMTD, BFY1 a BEL1!). U kazdé zkousky miiZe byt student hodnocen stupném A a7 F.
Kolika raznych celkovych vysledku (,vysvédéeni®) mize dosdhnout?

ResSeni. Pro zkousku z BMAI mé 6 moznosti vysledku. Ke kazdému z nich pak pro
zkousku z BMTD zase 6. Tim mame 6 -6 moznosti pro prvni dvé zkousky. Ke kazdé z nich
je 6 moznosti pro zkousku z BFY1. To déla 6 - 6 - 6 moznosti a ke kazdé z nich pak jesté
je 6 moznosti pro vysledek zkousky z BEL1. Vyslednych moznosti pro celé studentovo
,vysvédceni“ je tedy 6-6-6-6 = 61 = 1296.

1Podle studijniho planu pro $kolni rok 2007/2008.
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V tomto prikladu jsme sestavovali usporadané c¢tverice, udavajici postupné znamky z ma-
tematiky, materiali, fyziky a elektrotechniky, ze Sestiprvkové mnoziny moznych vysledki
{A, B, C, D, E, F}. Jednalo se o tzv. variace s opakovanim.

Variace s opakovanim

Variace s opakovanim jsou usporadané k-tice vybirané z n prvkové mnoziny, piic¢emz
jednotlivé prvky se v k-ticich mohou opakovat.

Protoze kazdy z k prvkt mizeme vybrat n zptsoby, pocet téchto variaci je

N——
k krat

S variacemi s opakovanim jsme se setkali uz v prikladu 2.1, kde jsme sestavovali uspo-
fadané dvojice ze ¢tyfprvkové mnoziny {C, M, Z, Z}. Vysledek tohoto ptikladu mtizete
porovnat s vySe uvedenym vzorcem.

Priklad 2.5. Novy dékan jisté fakulty si vybird 3 prodékany: pro studium, pro védu a
vyzkum a pro vnéjsi vztahy. V tvahu pripada celkem 10 lidi, se kterymi je zadobre. Kolik
je moznosti pro nové vedeni fakulty?

ResSeni. Jako studijniho prodékana si mize vybrat kohokoli z 10. K nému pak jako vé-
deckého prodékana uz jen ne€koho ze zbyvajicich 9 lidi. Tim mame 10 - 9 moznosti pro
prvni dva prodékany a ke kazdé z nich je pak jesté 8 moznosti pro volbu tfetiho. Celkem
je 109 - 8 = 720 moznosti.

Tentokrat jsme z mnoziny deseti lidi sestavovali usporadané trojice prodékant, ve kterych
se prvky nemohly opakovat. Jak jiz asi tusite, byly to tzv. variace bez opakovani.

Variace bez opakovani
Variace bez opakovani jsou usporadané k-tice vybirané z n prvkové mnoziny, pricemz
jednotlivé prvky se v k-ticich nesmi opakovat.
Protoze prvni prvek mtzeme vybrat n zptsoby, druhy n—1 zptisoby atd., pocet téchto
variaci je

n-n—1)---(n—k+1)

7

~
celkem nasobime k cisel

Vsimavy ctenar jisté rozeznal, Ze na variace bez opakovani byl jiz priklad 2.2.

Priklad 2.6. Pét pratel si koupilo listky do kina. Kolika zptisoby se mohou na vyhraze-
nych péti sedadlech rozesadit?

Reseni. MizZeme v podstaté zopakovat tivahu z piikladu s prodékany. Na prvni sedadlo
si muze sednout kterykoli z péti kamaradi, na druhé pak uz jen nekdo ze zbylych ctyt,
na treti pak ze tii, atd. Celkem se mohou usadit 5-4-3-2-1 = 120 zptsoby.
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Nyni jsme zkoumali, kolika zpisoby se d& — co do pofadi — preskupit 5 objektti (v nasem
ptipadé navstévniki kina). Téz by se dalo Fict, Ze jsme sestavovali usporadané pétice z péti
prvki. Tim se dostavame k tzv. permutacim. Dfive, nez je budeme definovat, pfipomernme
pro jistotu pojem, ktery s permutacemi tizce souvisi.

Faktorial
Je-li n pfirozené ¢islo, pak symbolem n! (¢teno ,n faktoriadl“) rozumime souéin vSech

prirozenych cisel od 1 do n:
nl=n-(n—1)---1

Specialné se definuje
0! =1.

Vysledek predchoziho piikladu se tedy mohl zapsat jako 5!.

Permutace

Permutace jsou usporadané n-tice vybirané z n prvkové mnoziny, pricemz jednotlivé
prvky se nesmi opakovat.

Pocet permutaci z n prvkii (neboli pocet vSech moznych preskupeni n prvki) je

n-(n—1)---1=n!

vvvvvv

Priklad 2.7. Sedm pratel, ¢tyfi chlapci a t¥i divky, si koupilo listky do kina. Chtéji se
rozesadit tak, aby chlapci a divky sedéli stiidave. Kolik maji moznosti, jak to udélat?

Reseni. Na pocet moznych rozesazeni se da piijit vice zptisoby. Mtizeme si napiiklad ¥ict,
ze prvni sedadlo musi obsadit néktery ze ¢tyr chlapci. Ke kazdé z téchto ¢tyf moznosti
mame 3 moznosti, jak obsadit druhé sedadlo nékterou z divek. Ke kazdé z vyslednych 4 -3
moznosti pro prvni dvé sedadla mame 3 moznosti, jak obsadit tieti sedadlo nékterym ze
zbyvajicich chlapcti, atd. Timto zptsobem dostavame vysledek ve tvaru4-3-3-2-2-1-1 =
= 144.

K témuz vysledku se ale mtizeme dostat i tak, Ze si fekneme, Ze urcita 4 sedadla jsou
vyhrazena chlapcim. Ti je mohou obsadit 4! = 24 zpiisoby. Ke kazdému z téchto 24 zpi-
sobt rozesazeni chlapcti mame 3! rozesazeni divek na 3 sedadla, ktera jsou jim vyhrazena.
To dava celkem 4! - 3! = 24 - 6 = 144 moznosti.

Druhy z postupti predvedenych v tomto prikladu pouzijeme nyni.

Priklad 2.8. Kolik riznych slov se da sestavit ze vSech pismen slova ANANAS? (Slo-
vem zde rozumime libovolné preskupeni zadanych pismen; vyznam takovéto ,slovo® mit
nemusi. )
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Reseni. Méame k dispozici 6 pismen, z nichZ néktera se opakuji. Kdyby vSechna pismena
byla navzajem riznd, odpovéd na otézku by byla jednoducha. Proto budeme pro zaca-
tek povazovat jednotlivd A a N za razna pismena — slovo by pak mohlo vypadat napf.
ANANaS. Mame 6! moznosti, jak tyto znaky ptreskupit. Ovsem nékterd z téchto presku-
peni jsou ve skutecnosti totozna. Napt. ASNaNA je totéz slovo jako aSNANA. Vsech 6!
ptreskupeni proto mizeme rozdélit do nékolika (zatim nevime kolika — tento pocet je pravé
tkolem zjistit) skupin, které se skladaji vidy ze stejnych slov. Kdybychom to napt. brali
podle abecedy, v prvni skupiné by byla slova AAaNNS, AAaNNS, ..., ve druhé AaaNSN,
aAANSN, ..., atd.

Zkoumejme nyni, kolik prvkt mé prvni skupina (AAANNS). Je to podobny tkol jako
v piikladu 2.7. Pro rozmisténi tii riiznych pismen A na prvnich tfech mistech slova mame
3! moZnosti. Ke kazdé z téchto moznosti jsou pak 2 (nebo, chceme-li, 2!) moznosti, jak
usporadat dvé rizna pismena N na dalSich dvou mistech. Posledni S je pak umisténo
pevné. Celkem tedy je 3! - 2! slov (se zatim rozliSitelnymi A a N), kterda davaji slovo
AAANNS. Stejnym zptisobem bychom dospéli k tomu, ze v kazdé z ostatnich skupin je
také 3! - 2! slov. Kdyz situaci zrekapitulujeme, vidime, ze mame celkem 6! slov rozdéle-
nych do skupin. V kazdé skupiné je 3! - 2! slov. Pocet skupin neboli pocet raznych slov
sestavitelnych z pismen ANANAS je tedy

6l _ 654321
32l 3.2-1-2-1 =
Obecné, zkoumame-li preskupeni n predméti, z nich nékteré se opakuji, mluvime o per-

mutacich s opakovanim. Ke vzorci pro jejich celkovy pocet bychom dospéli stejnou ivahou
jako v predchozim prikladu.

Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim jsou permutace sestavované z n prvkové mmnoziny, ve které
je nq prvki prvniho druhu, ne prvka druhého druhu, ..., n; prvka k-tého druhu, kde
ny + ng + - -+ + ni = n. Jejich pocet je

n!

nyl - nel- - ng!

Priklad 2.9. Mame balicek 32 rtznych karet. Hra¢ dostane 5 karet. Kolik je moznosti
pro tuto pétici? (Nezalezi na tom, v jakém potadi byly karty rozdany. Zalezi pouze na
tom, které karty hra¢ dostal.)

Reseni. Kdyby na pofadi karet zélezelo, byli bychom ve stejné situaci jako v piikladu 2.5.
Slo by o variace bez opakovani. Prvni karta by mohla byt kterdkoli z 32, k ni druh4 pak
kterakoli z 31, atd. Celkem bychom méli 32 - 31 - 30 - 29 - 28 = 24165120 moznosti.
Jenze zde na poradi karet nezalezi. Usporadana pétice KO, Qd, 100, 8, 7 hraci vyjde
nastejno jako 8, Qde, 7, KO, 100. Vsech 24 165 120 moZnosti proto muzeme rozdélit do
(opét zatim nezndmého poctu) skupin. Kazda skupina se sklada z pétic karet, které se
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lisi pouze poradim. Pét karet mtizeme preskupit 5! zpisoby, kazda skupina ma proto 5!
prvki. Pocet skupin neboli pocet vSech riznjch pétic karet sestavitelnych z 32 karet je
proto
32-31-30-29-28
5! '
S timto vysledkem miizeme jesté chvili ,carovat®. Zlomek rozsifime vyrazem 27!. Po
upravé pak dostaneme vysledek v kompaktnéjsim tvaru:

32-31-30-29-28 32-31-30-29-28-27! 32!

5! 5l 27! 5!. 27!

Jiny zpusob freSeni: Predstavme si, Ze méame karty né&jak usporddané, napr.
AQ, A, AN, Ade, KO, K<, ..., 70,70, T8, Td. Kazdé pétice karet se ted dé interpreto-
vat jako 32-¢lenna posloupnost péti jednicek a dvaceti sedmi nul. Jednicky jsou na mistech
vybranych karet, nuly na vSech ostatnich. Nap¥. posloupnost (1,0,1,0,0,1,0,...,0,1,1)
by znamenala, Ze hra¢ dostal AQ, Ad, K,7# a 7&. Zadanou otédzku ted miZeme
prevést na problém, kolika zpiisoby lze navzajem preskupit pét jednicek a 27 nul. Na
tuto otdzku uz ale odpovéd znédme. Jde o néco podobného jako v piikladu s ananasem a
vysledek je
32!

5!- 27!
Obéma zpisoby jsme dospéli k témuz vysledku, ktery po vycisleni da 201 376 moznych
pétic sestavitelnych z 32 karet.

Tento ptiklad byl velmi dilezity. Otazka, kolika zptisoby lze vybrat z n-prvkové mnoziny
k-prvkovou skupinu, ve které nezalezi na poradi, ale pouze na tom, které prvky byly
vybrany, se vyskytuje velmi ¢asto. V pravé predvedeném piikladu jsme odvodili vztah pro
vypocet poctu pétiprvkovych podmnozin z dvaatticetiprvkové mnoziny. V nasledujicim
ramecku je situace popsana obecné.

Kombinace, kombinac¢ni ¢isla
Kombinace k-té tiidy z n prvki jsou k-prvkové skupiny vybirané z n-prvkové mnoziny,
pricemz nezalezi na potadi, v jakém prvky byly vybrany.
Jinymi slovy, jsou to k-prvkové podmnoziny z mnoziny majici n prvki.
Pocet takovychto kombinaci je
ny\ n!
<I<;) k- (n—k)

Symbol (Z) ¢teme ,n nad k“ a nazyvame jej kombina¢ni ¢islo.

¢isel pro jistotu v prvnich nékolika pripadech rozepiseme.

Piiklad 2.10. Kolika zpisoby muzeme z balicku 52 karet (4 x 13 karet v barvich
0, <, M, & o hodnotéach 2, 3, ..., K, A) vybrat pétici karet, v které jsou pravé dvé esa?
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Reseni. Nejprve se podivame, kolika zptisoby lze z bali¢ku vybrat dvojici es. Esa méame
celkem 4, z nich vybirame dvojici, nezalezi nam na tom, v jakém poradi jsme karty vybrali,
ale jen na tom, z kterych es se dvojice sklada. Pocet vsech moznych dvojic je proto

4\ 4 4-3-2-1 _6
2) 2.2 2.1.2.1
Jestlize uz je néjaka dvojice es vybrana, musime k ni — pro doplnéni do pétice — vybrat
jesté tii karty jiné nez esa. Takovychto karet mame 48, vybirdme z nich trojici. Pro tento
vybér je pocet moznosti
(48) 48l 48-47-46 - 45!
3

= 17296.

T 31-45!  3.2.1-45

Nyni pouzijeme pravidlo souc¢inu — dvojici es 1ze vybrat (3) zpisoby, ke kazdé takovéto
dvojici lze zbyvajici trojici doplnit (438) zpusoby, pétici slozenou ze dvou es a tii ,ne-es”

miizeme proto sestavit
4 48
(2) . <3) =6-17296 = 103776

Kombinac¢ni ¢isla se daji snadno vypocitat pomoci tzv. Pascalova trojihelnika. Timto
nazvem oznacujeme tabulku trojihelnikového tvaru

zpusoby.

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=23 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~o6 1 6 15 20 15 6 1

Kazdy radek zde obsahuje vSechna kombinacni ¢isla pro totéz n. Podle znamého vzorce,
) + (kil) = (ZE), dostaneme sec¢tenim dvou sousednich kombinac¢nich ¢isel nékterého
rfadku to kombinacni ¢islo, jez stoji v dalsim fadku pod mezerou mezi nimi. Pascaltv

trojihelnik tak mtze slouzit k dosti rychlému vypoc¢tu kombinacnich ¢isel.

Priklad 2.11. Kolika zptusoby muZzeme z balicku 52 karet vybrat 6 karet tak, aby nanej-
vys jedna z vybranych karet byla pikova?

Reseni. Mé-li byt ve vybrané Sestici nanejvys jedna pikové karta, znamena to, Ze Sestice
obsahuje bud pravé jednu takovou kartu, nebo zédnou. Celkovy pocet proto dostaneme
tak, Ze seCteme pocet Sestic skladajicich se z jedné pikové karty (takovychto karet mame
celkem k dispozici 13) a péti jinych karet (jinych karet je celkem 39) a pocet Sestic slo-
zenych ze samych karet jinych nez pikovych. Jednotlivé pocty urc¢ime podobné jako v
predchozim prikladu, celkovy vysledek je pak

13 <359) ; (369).
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Postup pouzity v tomto piikladu mizeme zobecnit. Casto se podaii objekty, jejichz pocet
chceme zjistit, rozdélit do vice skupin, jejichZ pocty prvkt umime urcit. Celkovy pocet
objektl je pak roven souctu poc¢tt prvki jednotlivych skupin. Musime vSak dat pozor na
to, aby jednotlivé skupiny byly disjunktni, tj. aby zadny objekt nespadal do vice skupin
soucasné. Jako varovani by nam mohl poslouzit nasledujici priklad.

Priklad 2.12. Jista vysoka skola promiji pfijimaci zkousku uchazeétim, ktefi maturovali
z matematiky nebo z fyziky a dosahli alespon z jednoho z téchto predméti klasifikace
vyborné. Z celkového poc¢tu 1000 pfihlaSenych na tuto skolu maturovalo z matematiky na
vybornou 100 uchazeci a z fyziky 80. Kolik uchazect bude prijato bez prijimaci zkousky?
Pokus o reseni: Nékdo by si tfeba mohl Fict, Ze vysledek je

100 + 80 = 180.

Tento vysledek vsak viibec nemusi byt spravny. Uchazeci, ktefi maturovali za jedna z ma-
tematiky i z fyziky, jsou zde zapocitani dvakrat. Na zakladé informaci, které mame, nejsme
schopni pocet lidi prijatych bez pfijimacek presné urcit. Kdybychom ale navic védéli, ze
30 uchazec¢tt maturovalo na vybornou z obou predmétii, tloha by jiz Fesitelna byla. Pocet
prijatych bez prijimaci zkousky by byl

100 + 80 — 30 = 150.

Vzali jsme 100 lidi, ktefi maji jednicku z matematiky, a k nim jsme pfidali z téch, kdo
maji jednicku z fyziky, jen ty, ktefi jesté nebyli zapocitani v ,,matematicich®.
Obecné je feseni naseho piikladu

100 + 80 — m, kde m je pocet uchazeci s jednickou z obou predmeétii.

Priklad 2.13. Kolik Ize sestavit péticifernych ¢isel z ¢islic 1, 2, 3, takovych Ze na zacatku
nebo na konci je jednicka?

Reseni. Cisel, kterd zac¢inaji jednickou, je 3* (na prvnim misté je napevno jednicka, na
druhém a7 patém misté mize byt kterdkoli ze t¥{ moznosti). Podobné mame 3* &isel,
ktera jednickou konci. Abychom ziskali pocet Cisel, kterd maji na zacatku nebo na konci
jednicku, nestaci vzit 2- 3%, protoZe ¢isla jednickou zacinajici i konéici by byla zapoditana
dvakrat. Takovychto ¢&isel je 3° (na prvnim a patém misté jednicky, na zbylych tiech
mistech cokoli ze t¥1 moznosti). Vysledek je tedy
3'+31 -3 =81 +81—27=135.

Jiny zpusob reSeni Priklad muzeme feSit téZz tak, Ze zjistime, kolik ¢isel nevyhovuje
pozadované podmince, a tento pocet pak odecteme od celkového po¢tu moznosti. Celkem
miiZzeme z éislic 1,2, 3 sestavit 3° péticifernych éisel. Pocet &isel, ktera jednicku na zacatku
ani na konci nemaji, je 2-3-3-3 -2, protoze prvni a patou cifru mizeme vybrat pouze ze
dvou moznosti, zatimco vSechny ostatni ze t¥i. Vysledek je pak

3°-92.3%.2=243-108 = 135
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Druhy ptfedvedeny zpiisob feSeni — urceni poc¢tu moznosti, které zadané podmince nevy-
hovuji, a jeho odecteni od poc¢tu vSech moznosti — je v nékterych pripadech vyhodné;jsi
nez piimé hledani poc¢tu vyhovujicich moznosti. Casto se pouziva v piikladech typu ,kolik
existuje skupin obsahujicich aspon jeden prvek s danou vlastnosti®.

Na zaveér si uvedeme piiklad, ktery jsme diky vhodnému preformulovani schopni vytesit
mnohem snadnéji.

Priklad 2.14. Kolik Ize sestavit trojcifernych ¢isel, takovych Ze ¢islice na misté jednotek
je mensi nez ¢islice na misté stovek, a ta je mensi nez Cislice na misté desitek ?

Reseni. Stac¢i si uvédomit, ze kdyz mame k dispozici tii rizné &islice (od 0 po 9), tak
hledané trojciferné ¢islo je uz jednoznacné dané — nejmensi ¢islice bude na misté jednotek,
prostfedni na misté stovek a nejvétsi na misté desitek. Proto ilohu mtzeme pieformulovat
nasledovné: Kolik je trojprvkovych podmnozin mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}7 Hledany

pocet je (130) = 120.

2.2 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 2.15. V zabavném testu v novinach je ikolem pfiradit k literarnim diltim jejich
autory. Celkem je zadano 10 dél a 10 autorti. Kolika zptisoby mtize byt tento test vyplnén,
jestlize ke kazdému dilu néjakého autora priradime?

Vysledek: 10!

Priklad 2.16. U pfijimaci zkousky z matematiky je 20 otazek a u kazdé z nich je 5
moznosti odpovédi. Kolika zptisoby miize uchazec test vyplnit, jestlize

a) u kazdé otazky zaskrtne pravé jednu odpovéd?

b) u kazdé otazky bud zaskrtne jednu odpovéd, nebo otézku necha nezodpovézenou?

Vysledek: a) 5%, b) 6%

Priklad 2.17. Kolika zptisoby je mozné rozménit 100 K¢, jestlize jsou k dispozici 50, 20,
10 a 5 - koruny? Bankovek a minci je neomezeny pocet.

Vysledek: 49*

Priiklad 2.18. Findle sportovni soutéZe se ucastni 12 zdvodnikt. Nikdo neni diskvalifi-
kovan, na zadném misté nemohou skoncit dva nebo vice zavodnikt soucasné.

a) Kolik je moznych vysledki soutéze?

b) Kolik je moznych vysledki takovych, ze lonisky vitéz neobhéji své umisténi? (Predpo-
kladame, ze lonisky vitéz se Gcastni.)

c¢) Kolik je moznych vysledkt takovych, Ze prvni t¥i mista budou obsazena stejnymi zé-
vodniky jako minule, i kdyz tfeba v jiném potadi?

Vysledek: a) 12!, b) 12! — 11! =11 - 11!, ¢) 3!- 9!

!Tento vysledek nebyl ziskdn pomoci variaci, kombinaci apod. P¥iklad je tu spiSe na ukézku, Ze ne vse
se da resit takto jednoduse. V vysledku se d4 dopracovat napiiklad systematickym rozepsanim moznosti.
Existuje i dimyslnéjsi cesta, ta ale presahuje ramec naseho kurzu.
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Priklad 2.19. U stanku prodavaji tricka v Sesti velikostech, ¢tyfech rtznych barvach
a bud s jednim ze ¢ty ruznych obrazki, nebo bez obrazku. Kolik riznych typtu tricek
mohou maximéalné mit?

Vysledek: 6 -4 -5 =120

Priklad 2.20. Kolik existuje ¢tyfpismennych slov skladajicich se z 26 pismen abecedy
(bez hacku a ¢arek), kterd obsahuji pismeno x?

Vysledek: 26* — 254

Priklad 2.21. V mateiské skolce je 10 déti. Kdyz jdou na prochazku, maji vytvorit 5
dvojic. Kolika zptisoby to miizou udélat? Zajima nas jen to, kdo je s kym ve dvojici,
potradi dvojic ne.

Vysledek: 945

Priklad 2.22. Do tanecnich chodi 20 chlapct a 30 divek.
a) Kolika zptsoby z nich lze vytvorit jeden tanecéni par?
b) Kolika zpiisoby mohou naréz vytvorit 20 tanecnich para?

Vysledek: a) 20 - 30, b) 30-29---12-11

Priklad 2.23. Otylka se rozhodla, ze bude dvakrat tydné chodit na aerobic.

a) Kolika zptsoby si muze vybrat dvojici dnt (mimo vikend)?

b) Kolika zptisoby si muze vybrat dvojici dnt (opét mimo vikend), jestlize nechce chodit
dva dny po sobé?

Vysledek: a) (3) =10,b) (}) —4=6

2

Priklad 2.24. Osm pratel, ¢tyfi chlapci a ¢tyfi divky, si koupilo listky do kina. Kolika
zplsoby se mohou rozesadit, jestlize

a) chlapci a divky chtéji sedét stiidave?

b) vSechny divky chtéji sedét pospolu? (Chlapci v jednom bloku sedét nemusi.)

c) Adam a Eva chtéji sedét vedle sebe?

Vysledek: a) 2-4!-4!l b) 5-4!-4! ¢) 7-2-6!

Priklad 2.25. Kolika zptsoby muzeme ze t¥idy, v niz je 15 chlapct a 17 divek, vybrat
sedmiclennou skupinu tak, aby v ni byli

a) tii chlapci a ¢tyfi divky,

b) aspon jeden chlapec,

c) aspoti jeden chlapec a aspon jedna divka,

d) aspon Sest chlapci?

, 15\ (17 32 17 32 17 15 15 15

Vysledek: a) () - (), b) (7) = (7). 0 (7) = (7) = (7). d) (§) - 17+ (7)

Priklad 2.26. Kolika zptsoby se muze 30 studentt rozdélit ke tfem uciteltim, jestlize
a) kazdy uditel jich mize pfijmout pravé 107

b) kazdy ucitel mize piijmout neomezené mnozstvi?

Vysledek: a) (30) - (30) - (50) = 30!/(10! - 10! - 10!), b) 3%

10 10 10
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Priklad 2.27. Pét zavodnik, Adam, Botek, Cyril, Dusan a Emil, bézelo 100m. Kolik je
takovych poradi, kdy Adam dobéhl diive nez Borek?

Vysledek: 60
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3 Klasicka a podminéna pravdépo-
dobnost

3.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Ptfed uvedenim formalni definice pravdépodobnostniho prostoru zac¢neme nékolika pii-
klady pro osvétleni problematiky. V kazdém z nich se jedna o dobie znamy nahodny
proces s jednim z nékolika (pfedem znadmych) moznych vysledki. Nase chapani nadhod-
nych jevi

e Hod minci— ma 2 mozné vysledky hlava / orel, neboli 1/0.
Kazdy pada se zhruba stejnou ¢etnosti (fikdme ,s pravdépodobnosti %“).

e Hod kostkou — ma 6 moznych vysledkt 1,2,3,4,5,6.
Opét kazdy pada se stejnou Cetnosti (Fikdme ,s pravdépodobnosti %“).

o Zamichani karet — predpokladame, ze kazdé mozné zamichani karet lze asi stejné
dobfe ocekavat. Zde je viak vSech moznosti nesrovnatelné vice — 32!==2,6 - 103, coz
viibec nejsme schopni ani vypsat.

Tento ptirozeny priklad zaroven prinasi zajimavou filozofickou otazku: Jak mizeme
tvrdit, ze kazdé mozné poradi karet nastane stejné pravdépodobné, kdyz se patrné
za celou dobu existence lidstva a karet skutecné objevi jen nepatrny zlomek vsech
zamichani? Toto 1ze seridzné roziesit pouze pouzitim presného formalniho matema-
tického modelu pravdépodobnosti.

e Tah sportky — ocekavame, ze kazdé pristi tazené cislo bude ,stejné pravdépodobné”
ze vSech ¢isel zbylych v osudi. Cely tah je vSak ve vysledku neusporadanym vybérem,
takze pocet vSech moznosti je (469) = 13983 816. I to je prilis vysoké ¢islo pro snadnou
predstavu.

A ted si pro takové priklady uvedeme prislusny matematicky aparat:
Oznac¢me 2 mnozinu vSech moznych vysledkii pokusu, ktery provadime.
Nahodny jev A je jakakoli podmnozina mnoziny §2, A C Q.
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Klasicka pravdépodobnost

Predpokladejme, Zze pokus ma n moznych vysledki (mnozina 2 méa n prvkia) a zZe
vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné. Dale predpokladejme, Ze z téchto n
vysledki jich je m pFiznivych jevu A (neboli mnozina A mé m prvki, |A| = m).
Klasicka pravdépodobnost jevu A se definuje jako podil poc¢tu priznivych vysledku
ku poctu vsech moznych vysledkii:

P(A) =

m
n

Opaény jev (doplnék) k jevu A: A = Q — A (obsahuje vSechny mozné vysledky, které
neodpovidaji jevu A).

P(A) =1 - P(A)

Priklad 3.1. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pti hodu klasickou Sestisténnou kostkou
padne ¢islo 67

Reseni. Vsech moznosti na jedné kostce je 6 a jen jedna z nich je, Ze padne ¢islo 6, tedy

P(padne Sestka) = .

Piiklad 3.2. Cislice 1, 2, 3, 4 jsou napsané na ¢tyiech kartach. Nahodné vybereme dvé

karty a naskladame je vedle sebe v tom poradi, v jakém jsme je vybrali. Vypocitejte
pravdépodobnost toho, Ze takto vzniklé dvouciferné ¢islo bude liché.

ResSeni. Vsech moznosti je 4 - 3, protoze prvni kartu vybirdme ze étyi karet a

druhou uz jenom ze t¥i. Liché ¢islo ma na misté jednotek liché ¢islo, v nasem pripadé

to mize byt 1 nebo 3. Na misto desitek pak miZzeme pouzit v obou pfipadech 2,

4 nebo zbylé liché ¢islo (21,31,41,13,23,43), ptiznivych piipadi je proto 6. Tedy
6 6 _ 1

P(vybereme liché dvouciferné ¢islo) = 25 = 15 = 3.

Priklad 3.3. Jaka je pravdépodobnost toho, ze prfi jednom hodu klasickou Sestisténnou
kostkou padne ¢islo mensi nez 67

Reseni. Jestlize mé padnout ¢islo mensi nez 6, musi padnout 1, 2, 3, 4 nebo 5. TakZe viech

moznosti je 6, priznivych je 5, pravdépodobnost je tedy P = g. Ulohu jsme mohli vyfesit i

jako pravdépodobnost dopliikového jevu, ktery v nasem piipadeé je, Ze padne Sestka. Tento
5

jev méa pravdépodobnost %, tedy pravdépodobnost naseho jevu je P =1 — % =3

Priklad 3.4. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pfi hodu tfemi klasickymi Sestisténnymi
kostkami padne soucet mensi nez 177

ResSeni. Zatimco v pfedchozim piikladu jsme vyhodu dopliitkového jevu nezaznamenali,
ted je rozhodné nejjednodussi doplitkovy jev pouzit. Dopliikovy jev zfejmé je, Ze soucet
bude alespon 17. Vime, ze maximalni soucet je 3 - 6 = 18. Proto si stac¢i vS§imnout jen
dvou moznych souctl, které jsou navic velice jednoduché. Soucet 18 padne, jen kdyz na
vSech kostkach padne Sestka (jedind moznost 6,6,6) a soucet 17 padne, jen kdyZz na dvou
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kostkach padnou Sestky a na jedné pétka (t¥i moznosti 5,6,6; 6,5,6; 6,6,5). VSech moznosti
na tfech kostkach je 6-6-6 = 216, pocet priznivych moznosti je 143, tedy pravdépodobnost
doplitkového jevu je P’ = ﬁ. Pravdépodobnost naseho jevuje P =1—P' =1— 24T6 = %.
Nespravny pokus o FeSeni: Nékdo by moznd mohl piiklad fesSit timto zptsobem:
Hézime-1i tfemi kostkami, mize padnout soucet 3 (padly t¥i jednicky), 4 (dvé jednicky a
dvojka), ..., 18 (tfi Sestky). Tj. madme 16 moznosti, jak mize nas ,pokus“ dopadnout.
7 toho spravnych — mensich nez 17 — je 14. Pravdépodobnost toho, Ze padne soucet mensi

nez 17, je proto }—‘61. Rozmyslete si, pro¢ je tento postup Spatny.

Priklad 3.5. Hazime tfemi klasickymi Sestisténnymi kostkami. Zjistéte, jestli je pravdeé-

Vv

Nespravny pokus o feSeni: Jedna z moznosti (bohuzel nespravna) muze vypadat takto:

100=6+3+1=64+24+2=5+4+1=5+34+2=4+4+2=4+34+3

9=6+2+1=5+3+1=5+2+2=4+4+1=4+3+2=3+3+3.

Jelikoz pocty rozkladu jsou u obou ¢isel stejné, miize nékdo nabyt dojmu, ze pravdépo-
dobnosti uvedenych soucti jsou stejné. Vsimavy ¢tenar (obzvlast jestlize se zamyslel nad
predchozim piikladem) vi, Ze napiiklad soucet 6 + 3 + 1 ma vétsi Sanci neZ napiiklad
soucet 4 4+ 4 4+ 2 nebo 3 4+ 3 + 3. Proc?

Reseni. Zatimco moZnost, Ze padnou tii trojky, je jedina, mame t¥i moznosti, Ze padnou
dvé ¢tyiky a jedna dvojka, Sest moznosti, Ze padne jedna Sestka, jedna trojka a jedna
jednic¢ka. Kdyz ted spocitame skutecné pocty moznosti pro jednotlivé soucty, zjistime,
ze pro soucet 10 jich je vic (zkuste si to sami ovéfit). Proto pravdépodobnost, ze padne
soucet 10, je vyssi nez pravdépodobnost souctu 9.

Priklad 3.6. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfemi klasickymi Sestisténnymi kost-
kami padne aspon jedna Sestka?

Reseni. Vsech moZnosti na t¥ech kostkach je 6 - 6 -6 = 216. Jestlize ma padnout aspoti
jedna Sestka, musime spocitat pravdépodobnosti toho, Ze padne jedna, dvé nebo tii Sestky,
a protoze to jsou jevy neslucitelné, vysledna pravdépodobnost bude souctem téchto tii
pravdépodobnosti. Jednodussi vsak je spocitat pravdépodobnost doplinkového jevu, tedy
pravdépodobnost toho, Ze nepadne ani jedna Sestka. To znamena, Ze na kazdé kostce mame
5 moznosti (to, Ze padne Sestka, nemiZe nastat), a proto pocet pfiznivych moZnosti je
5-5-5 = 125. Pravdépodobnost doplitkového jevu je

125

P(nepadne ani jedna Sestka) = —,

216

* 125 91
P(padne aspon jedna Sestka) =1 — — = — = (0,421.

216 216
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Priklad 3.7. Ve Sportce hrac tipuje 6 Cisel ze 49. Potom je 6 ¢isel vylosovano. Sazejici
ziskava vyhru v 1. pofadi, jestlize vyjde vSech 6 ¢isel, kterd vsadil. Vyhru ve 2. poradi
ziska, jestlize uhodl 5 ¢isel, ve 3. poradi, jestlize uhodl 4 ¢isla, a nejnizsi je vyhra ve 4.
poradi pro 3 uhodnutéa cisla. Jaka je pravdépodobnost, ze sazejici

a) ziskd vyhru v 1. poradi,

b) ziskd vyhru ve 4. potadi,

c¢) uhodne aspon jedno ¢islo?

Reseni. a) Viech moznosti, jak mohlo byt vylosovano 6 ¢isel ze 49, je (469). Ptizniva je

pouze jedind moznost — kdyz byla vylosovana pfesné ta Sestice, kterou hrac vsadil. Proto
r 1

(¥) 13983816

6

P = =7-10"% (s vyhrou moc nepoéitejte. . .)

b) Pocet vSech moznosti zustava (469). Nyni musime zjistit, kolik je moznosti pro vylo-

sované Sestice, tak aby se skladaly ze tfi vsazenych cisel a tii cisel, ktera hrac¢ nevsadil.
Trojici uhodnutych ¢isel mtizeme vybrat (g) zpusoby. Ke kazdému z nich jesté musime
doplnit trojici ,Spatnych®“ ¢isel. Tato c¢isla vybirame ze 43 cisel, ktera hrac¢ nevsadil, a
mame pro né (433) moznosti. Proto mizeme Sestici skladajici se ze tii vsazenych a tii
nevsazenych ¢isel sestavit (g) . (433) zpusoby. Celkem pak

() - (5) .
p=-33_232 20,018 (taky zddn4 slava...)
(s)
c¢) Zde bude nejlepsi vypocitat nejprve pravdépodobnost jevu opac¢ného, tj. toho, Ze ne-
uhodne vibec zadné cislo. Cela Sestice vylosovanych ¢isel tedy musi byt sestavena pouze
ze 43 cisel, ktera hrac nevsadil. Na to mame (463) moznosti. Pravdépodobnost, ze tipujici
uhodne aspon jedno c¢islo, je tedy

43
P =1 — P(neuhodne nic) =1 — (%9) =1-0,436 = 0,564.
(5)
Nyni si objasnime dalsi dilezité pojmy:

Prunik jeva A, B: AN B (obsahuje vSechny vysledky, které odpovidaji obéma jevim
A, B)

Sjednoceni jevii A a B: AU B (obsahuje vSechny vysledky, které odpovidaji alespon
jednomu z jevii A, B). Pro pravdépodobnost sjednoceni jevii obecné plati

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Pro jevy, které nemohou nastat soucasné (neslucitelné jevy, jejich prinik je prazdny),
plati
P(AUB) = P(A) + P(B).

Oba vztahy plynou ze zndmé vlastnosti zjednoceni a priniku mnozin

|AU B| = |A| +|B| — |AN B|.
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Priklad 3.8. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze pfi hodu klasickou Sestisténnou kostkou
padne bud ¢islo 3, nebo 67

Reseni. Pravdépodobnost, Ze padne Sestka, je % a pravdépodobnost toho, Ze padne

trojka, je také é. Jelikoz tyto dva jevy jsou neslucitelné, miizeme pouzit souctovou vétu
a dostaneme vyslednou pravdépodobnost: P = % + é = %

Podminéna pravdépodobnost
Vime, ze urcity jev A nastal, a zkoumame pravdépodobnost jevu B za této podminky.
Podminéna pravdépodobnost jevu B za podminky, Ze nastal jev A, je

P(ANB)

Podminénou pravdépodobnost ovsem nemusime vzdy pocitat podle tohoto vzorce, nékdy
je lepsi piimy vypocet. Casto spise naopak pocitame pravdépodobnost priniku jako

P(ANB) = P(A) - P(B/A).

Zejmé

P(ANB) =P(BNA) = P(B)-P(A/B),

a proto
P(A)- P(B/A) = P(B) - P(A/B),

coz se nékdy mize hodit.

Nezavislost jevu
Intuitivné: Jevy A, B jsou nezavislé, jestlize to, ze nastal jev A, nijak neovlivni pravdé-
podobnost toho, ze nastane jev B, a naopak neboli jestlize

P(B/A)=P(B) a P(A/B)= P(A).

Zacneme nékolika jednoduchymi ukazkami.

e Nezavislé jevy:
dva hody toutéz kostkou za sebou,
hod kostkou a soucasné zamichani karet,
dva riizné tahy sportky.
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o Zavislé jevy:
vrchni a spodni ¢islo padlé pii jednom hodu kostky,
vybér prvni a druhé karty ze zamichaného balicku,
dvé akumulac¢ni kurzové sazky obsahujici stejné utkani.

Obecné definujeme, Ze jevy A, B jsou nezavislé, jestlize

P(ANB)=P(A)- P(B).

Priklad 3.9. Hodime dvéma stejnymi kostkami najednou. Jaka je pravdépodobnost, ze
nam padne 4 a 57

Reseni. Hody obou kostek jsou nezavislé, nebot v poctivé situaci mezi nimi neni fyzicka
vazba. Pravdépodobnost, Zze na prvni kostce padne 4, je é, a obdobné je % pravdépodob-
nost toho, ze na druhé padne 5. Obé moznosti najednou padnou s pravdépodobnosti po
vynasobeni % - 3 = 2.

Musime si vSak dat pozor na to, ze kostky jsou stejné a my nemame urceno, na které
padne 4. Proto se tuloha vlastné rozpada na dva disjunktni jevy: ,na prvni padne 4 a
na druhé 5 a ,na prvni 5 a na druhé 4“, a proto vysledna pravdépodobnost je souctem

1

y ; ~ +tp—- 1, 1 _ 1
pravdépodobnosti obou moZnosti P = 3¢ + 55 = 15

Piiklad 3.10. Vytadhneme-li z karetni hry o 32 kartéch (8 karet z kazdé barvy) postupné
dvé karty, jaka je pravdépodobnost, ze to budou dva krali?

ReSeni. Mame za tkol vypoéitat pravdépodobnost jevu K N K5, kde jev K; znamen4,
ze prvni vytazena karta je kral, a Ky znamend, ze druha vytazena karta je kral.

K tesSeni nejprve pristoupime z hlediska klasické pravdépodobnosti:

Vsech moznosti pro postupné vytazeni dvou karet je 32-31 a pocet moznosti pro vytazeni
dvou krali je 4 - 3. Tedy

433
- 32.31 8-31°

Nespravny pokus o FeSeni Studenti ¢asto délaji néasledujici chybu. Reknou si: ,Mam
spocitat pravdépodobnost priniku dvou jevi. Na to je pfece pékny vzorec P(AN B) =
= P(A)-P(B)!“ Zkusime to tedy timto zpusobem. Ur¢ime pravdépodobnosti jednotlivych
jevil, v nasem piipadé K; a Ks. Pro pravdépodobnost K evidentné plati P(K;) = 512 = %.
Pravdépodobnost K je také %. (Tohle nékdo vidi na prvni pohled a nékdo ne. Tém druhym
je urcen piiklad 3.11.) Je tedy

P(KiNK,)

Ll Loy

8 8 64

Uz jsme vidéli, Ze ne. Problém je v tom, Ze jevy K; a K, nejsou nezavislé. Pravdépo-
dobmnost toho, zZe jako druhy bude vytazen kral, je ovlivnéna tim, jaka karta byla vytazena
jako prvni. A proto P(K; N K>) jako P(K;) - P(Kj,) pocitat nemuzeme.

P(K, N K) =



3.1 ZAKLADNI POIMY A RESENE PRIKLADY 29

Spravné feSeni pomoci souc¢inu Nésobit piimo pravdépodobnosti jevi K; a K5 jsme
nemohli. Mizeme vSak pouzit vztah

P(K, N Ky) = P(Ky) - P(Ky/Ky).

P(K;) uz zname, zbyva ur¢it P(K,/K1), tj. pravdépodobnost toho, Ze jako druhy bude
vytazen kral, vime-li, ze prvni karta byla kral. Po vytazeni prvni karty ndm v balicku
zustalo 32 — 1 karet. Protoze prvni karta byla kral, pocet kralt se také snizil o jednoho.
Pocet priznivych moznosti je proto 4 — 1. Tedy dostavame

3

P(K>/Ky) = 31

Dohromady pak mame

4 3 3
P(KiNKy)=P(Ky) - P(Ky/K )= —+ - — = ——.
(KO Ro) = P(Ry - PURR/BG) = 55 57 = 5753
Vidime, ze jsme dosli ke stejnému vysledku jako predtim, kdyz jsme uvazovali pocty
moznosti pro celé dvojice karet.

V nésledujicim pfikladu se mimo jiné vratime k vypoctu P(K5). Mohli by si jej precist i
ti, kterym bylo hned jasné, Ze je to é.

Piiklad 3.11. Z karetni hry o 32 kartéch (8 karet z kazdé barvy) vytdhneme postupné
dveé karty.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze druhd karta bude kral?

b) Jako druhou kartu jsme vytéhli kréale. Jaka je pravdépodobnost, Ze kral byl vytazen i
jako prvni karta?

Reseni. a) Mohly nastat dva piipady: prvni karta kral bud byla (nastal jev K;), nebo
nebyla (nastal jev K;). Pravdépodobnost K, tedy miizeme vypoéitat jako soucet pravdé-
podobnosti jevit K;NK, (prvni i druhé karta byla kral) a K; N K, (prvni karta kral nebyla
a druha byla). Pravdépodobnosti téchto prinikt vypocteme podobné jako v predchozim
prikladu. Celkem mame

P(K;) = P(KiNKsy)+ P(K,NKy) = P(K,)  P(Ky/K,) + P(K,) - P(K»/K;) =
4 3 28 4 4 (3 28 1
32 31 32 31 321\31 31 8
b) Zde se po nas chce pravdépodobnost toho, ze jako prvni byl vytazen krél za podminky,
ze jako druhy byl vytazen kral, neboli P(K;/K3). Vypocet lze provést dvéma zptsoby.
Miizeme naptiklad Cisté dosadit do vzorce pro podminénou pravdépodobnost:
P(KiNKy) g5 3
P(K|/Ky) = ————= =831 — —

(Ki/K2) P(K,) 3l
Ve druhém zpiisobu pouzijeme klasickou pravdépodobnost. Vime, ze druhy byl vytazen
kral. Pocet vSech moznych dvojic karet, kde kral je na druhém misté, dostaneme jako
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soucet poctit dvojic, kde kral je na obou mistech, a dvojic, kde prvni karta je jind nez
kral. Celkem to je 4 -3 4+ 28 - 4 dvojic. Pfiznivé moznosti jsou ty, kde kral je na prvnim
misté, a takovychto moznosti je 4 - 3. Dohromady pak

4-3 3 3

P(K,/K,) = _ _ 2
(K1/Ks) 4.34+28-4 3+28 31

V ¢&asti a) tohoto piikladu jsme situaci rozdélili na dva mozné pfipady. Pro kazdy z nich
jsme pravdépodobnost spodcitali zvlast a prislusné pravdépodobnosti jsme pak secetli.
Nékdy je moznych vychozich situaci vic nez dvé. V takovém pfipadé se pouziva véta
o Uplné pravdépodobnosti. V ¢asti b) jsme pocitali pravdépodobnost jedné z vychozich
moznosti, kdyz uz jsme znali celkovy vysledek pokusu. Obecné se v takovémto pripadé
muze pouzit Bayestv vzorec.

Véta o uplné pravdépodobnosti
Vezméme systém navzajem disjunktnich podmnozin (tzv. hypotéz) Hy, ..., H; mno-
ziny €, takovy ze H; U ---U H = Q). Pak

P(A) = P(Hy) - P(A/Hy) + -+ P(Hy) - P(A/Hp).

Bayestuv vzorec

_ P(H)- P(A/H) _ P(H;) - P(A/H,)
PULIA) = =5y = (i) - PAJHL) + -+ P(Hy) - P(AJHL)

Priklad 3.12. Pravdépodobnost, Ze dité bude trpét urcitou alergii, je 0,7, jsou-li oba jeho
rodice alergici, 0,3, je-li jen jeden z rodi¢a alergik, a 0,1, jestlize zadny z rodic¢ti alergii
netrpi. Mezi rodici déti, které nyni zkouméame, je 75 % part, kde alergii netrpi nikdo, 20 %
part, kde mé alergii jeden, a 5 % part, v nichZ maji alergii oba.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané dité bude mit alergii?

b) Je-li dité alergické, jaka je pravdépodobnost, Ze ani jeden z jeho rodi¢t alergii netrpi?

Reseni. Toto je typicka ukazka piikladu na tiplnou pravdépodobnost (¢ast a)) a Bayestiv
vzorec (Cast b)). Nez vSak zacneme dosazovat do né&jakych vzorct, pokusme se piiklad
vyTesit ,selskym rozumem®“.

a) Zde by nam stacilo zjistit, jakd ¢ast (kolik procent) vSech zkoumanych déti m4 alergii.
Predstavme si, ze bylo vySetfeno celkem 1000 déti. Podle zadani z nich 750 mélo oba rodice
zdravé, 200 mélo alergického jednoho z rodi¢i a 50 meélo oba rodice alergiky. V zadani bylo
reCeno, ze naptiklad pravdépodobnost, ze dité zdravych rodi¢tt bude mit alergii, je 0,1. To
znamena, ze muzeme ocekavat, ze ze 750 déti se zdravymi rodi¢i bude mit alergii 10 %,
tj. 75. Podobné muzeme cekat, ze 30 % z 200 déti s jednim alergickym rodi¢em bude mit
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alergii. To déla 60 déti. Jesté zbyva 70 % z 50 déti s obéma rodici alergickymi, tj. 35 déti.
Celkem tedy mizeme ocekavat, ze z 1000 déti jich alergii bude mit 75+60+35 = 170. Kdyz
ted k problému pfistoupime z hlediska klasické pravdépodobnosti, tak pravdépodobnost,
ze nahodné vybereme dité, které ma alergii, bude

170
P=——=0,1T7.
1000 ’
Je ztejmé, ze kdybychom si zvolili jiny vychozi pocet déti nez 1000, dospéli bychom
k témuz vysledku.
Celou ptedchézejici tivahu si mtzeme i graficky znézornit pomoci stromu:

Celkem
1000
75% 5%
20%
Rodice: oba zdravi 1 alergik oba alergici
750 200 50
10% w% 30% w% 70% w%
Alergie u ditéte: ano ne | ano ne | ano ne
75 675 [ 60 140 |35 15

Nyni se vratme k tomu, jak jsme vlastné ke 170 alergickym détem dospéli. Brali jsme
10 % ze sedmdesati péti procent celku, 30 % z dvaceti procent celku a 70 % z pé&ti procent
celku. Dohromady jsme tedy méli

0,75-0,1+0,2-0,3+0,05-0,7 = 0,17, tj. 17%.

b) Kdyz uz jsme zdolali ¢ast a), je FeSeni snadné. Zistarime nejprve u konkrétniho poctu
1000 déti. Jiz jsme zjistili, ze se d& ocekavat, ze z tohoto poctu bude alergickych déti 170.
Nyni vime, ze bylo vybrano dité alergické. Muselo to tedy byt nékteré z onéch 170 — z0zil se
nam pocet vSech moznosti, které jsme méli na vybér. Ptame se, jaka je pravdépodobnost,
ze rodice vybraného ditéte jsou oba zdravi. Alergickych déti se zdravymi rodici je 75 — viz
strom. Pravdépodobnost, Ze oba rodice vybraného alergického ditéte jsou zdravi, je tedy

™.
P= 170~ 0,441.

Kdybychom nechtéli brat v tivahu néjaky konkrétni pocet, mtizeme problém resit takto:
Vime, Ze z celku (af uz jakéhokoli) je 17 % déti alergickych. Potfebujeme zjistit, jakou ¢ast
(kolik procent) z tohoto nového celku tvoii alergické déti se zdravymi rodi¢i. Takovychto
déti je 10 % ze sedmdesati péti procent puvodniho celku neboli 7,5 % pivodniho celku.

Vysledek je tedy opét
~0,75-0,1 0,075
017 0,17

= 0,441.
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Reseni pomoci vzorct

a) Otézka byla, jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané dité bude alergické. Kdyz
se nad tim cloveék zamysli, fekne si nejspis néco ve smyslu: ,,/ To prece zalezi na tom, jaké
mé rodic¢e!“ Mame nékolik moznosti, které mohly nastat, a pii kazdé z nich je pravdeé-
podobnost zkoumaného jevu jina. Toto je klasicka situace pro pouziti vzorce pro tplnou
pravdépodobnost. Mozné vychozi situace bereme jako jednotlivé hypotézy Hi, Hs,....
V nasem pripadé to bude, zda jsou oba rodice zdravi, jeden alergicky, nebo oba alergicti.
Nyni si vSechny zkoumané jevy oznacime a sepiSeme jejich pravdépodobnosti.

A ... nahodné vybrané dité je alergické

Hy ... rodice jsou oba zdravi P(Hy) =0,75 P(A/Hy) =0,1
Hy ... jeden z rodi¢u je alergik P(H3) =0,2 P(A/H,) =0,3
Hs ... oba rodice jsou alergici P(H3) = 0,05 P(A/H3) = 0,7

Dosadime-li nyni do vzorce pro tplnou pravdépodobnost, dostavame

P(A) = P(Hy)-P(A/H.)+ P(H,)- P(A/H,) + P(Hs)- P(A/H;) =
= 0,75-0,1+02-0,3+0,05-0,7 =0,17.

Porovnejte s predchozim (,selskym*) feSenim!

b) V tomto pfipadé si clovék mozné fekne: ,To je divnad otazka, jaksi pozpatku...Jd,
kdyby to bylo naopak — kdyz mé dité oba rodice zdravé, tak jakd je pravdépodobnost,
ze bude alergické — tak to bych védéll“ Tohle je typicka situace pro pouziti Bayesova
vzorce. Zname uz vysledek pokusu a chceme zjistit pravdépodobnost jedné z moznych
vychozich situaci. P¥i nasem oznaceni jevli mame vypocitat pravdépodobnost hypotézy
H; za podminky, ze nastal jev A. Pouzitim Bayesova vzorce dostavame

P(H,)- P(A/H,) 0,75-0,1

PUH/A) = P(A) T 017

= 0,441.

Opét porovnejte se ,selskym* feSenim!

Priklad 3.13. Zuzanka ma dva pytliky s kulickami. V prvnim je pét bilych a Sest zelenych
kulicek a ve druhém jsou ¢tyfi bilé a sedm zelenych kulicek. Oznacme U; —vybér kulicek
z prvniho pytliku, Us—vybér ze druhého pytliku, B—vybér bilé kulicky, Z—vybér zelené
kulicky. Vime, ze vybér z prvniho a druhého pytliku je stejné pravdépodobny. Vypocitejte
P(B/Uy), P(B/Uy), P(Z/Uy), P(Z/Us), P(BNUy), P(BNUsy), P(B).

ResSeni. Vypocet prvnich &ty pravdépodobnosti je jednoduchy. Je tieba si uvédomit,
co vlastné napiiklad P(B/U;) znamené. Je to pravdépodobnost toho, Ze za predpokladu
vybéru z prvniho pytliku vytahneme bilou kulicku. Predstavme si to tak, zZe uz mame
ruku v prvnim pytliku a ptame se jen na to, jaka je pravdépodobnost, ze vytadhneme bilou
kulicku. V prvnim pytliku je 11 kulicek, z toho pét bilych, a tedy

5
P(B = —.
(B/1) = 2
Podobné spocitame, ze
4
P(B/Us) = —,

11
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6

P(Z/Uy) = - 1— P(B/Uy),
P(Z)Uy) = 1—71 — 11— P(B/U,).

Dalsi jev (BNU;p) znamend, Ze vybiram bilou kuli¢ku z prvniho pytliku, tedy Ze si vyberu
spravny pytlik (prvni) a pak z néj jesté musim vytdhnout bilou kulicku. Protoze vybér
z prvniho a z druhého pytliku je stejné pravdepodobny a tyto dva jevy jsou neslucitelné,
je pravdépodobnost toho, ze vyberu kulicku z prvniho pytliku P(U;) = % A ted, kdyz uz
s pravdépodobnosti % je nase ruka v prvnim pytliku, staci vytahnout bilou kulicku, a to
lze s pravdépodobnosti % Proto

1 5 5
P(B — . =202
(BNh) 5 11 2 02
a podobné
1 4 4
P(B — .~ — 220182
(BN U) 5 11 a3 8

Vsimnéte si, ze jsme vlastné pouzili vzorec pro vypocet priniku dvou jevii pomoci pod-
minéné pravdépodobnosti. Zkuste si rozmyslet, jestli se ke druhému vysledku nedalo dojit
jinym zptsobem. Zistava spocitat posledni pravdépodobnost. K tomu si stac¢i uvédomit,
ze bilou kulicku mtizeme vybrat z prvniho nebo druhého pytliku a tyto jevy jsou nesluci-

telné, proto

445
P(B) = P(BNUY) + P(BNU,) = % = 0,409.

Na zavér se jesté vratme k poslednimu vysledku. Kdyz se¢teme bilé kulicky z obou pyt-
likil, dostaneme ¢&islo 9, a pocet vSech kulicek je 22. Casty dotaz studenti je, pro¢ jsme
tu pravdépodobnost nespocitali hned jako podil poc¢tu bilych kulicek ku poc¢tu vsech ku-
licek. Pro¢? Z jediného dtvodu, neni to obecny postup. V tomto konkrétnim prikladu
je to mozné a korektni feseni. Zkuste si ale vypocitat tuto tlohu s jedinou upravou —
predpokladejte, ze pravdépodobnost vybéru z prvniho pytliku je napiiklad dvakrat vétsi
nez vybér z druhého pytliku. Pak se jesté zamyslete nad tim, kdy si vypocet posledni
pravdépodobnosti mizeme zjednodusit a kdy to nesmime udélat.

Priklad 3.14. Studenti jsou rozdéleni do tii stejné pocetnych skupin. Jistého testu se
zucastnilo 40 % studentt z prvni skupiny, 30 % studentii ze druhé skupiny a 30 % studentt
ze treti skupiny. Vime, Ze studenti z prvni skupiny mivaji na testech tspésnost 60 %,
studenti ze druhé skupiny mivaji ispésnost 35 % a ze tieti skupiny 70 %. U¢itel si ndhodné
vybere jeden test a zacne jej opravovat.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze opravuje Gspésny test?

b) Opravuje tspésny test. Jaka je pravdépodobnost, Ze ho psal student z prvni skupiny?

Reseni. (Upozoriiujeme, Ze trochu lehkomyslné — pokuste se najit ono podezielé misto.
Pozorné si pak prectéte i dalsi priklad.)

a) Uspésny test mohl napsat student z prvni, druhé nebo t¥eti skupiny a tyto tii jevy jsou
neslucitelné. Pak si staci uvédomit, ze pravdépodobnost, Ze opravujeme Uspésny test,
ktery psal student z prvni skupiny, je P(U N S;) = 0,4 - 0,6. Podobné spo¢itame dalsi
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dvé pravdépodobnosti (P(UNSy), P(UNS;3)). Pravdépodobnost P(U) napsani uspésného
testu je tedy
PU)=04-0,6+0,3-0,354+0,3-0,7=0,555.

b) Potfebujeme vypocitat pravdépodobnost toho, Ze test psal student z prvni skupiny,
za prepokladu, ze vybrany test je uspésny. Mizeme pouzit Bayesiiv vzorec a vyuzijeme
vysledek ¢asti a).

PS5 NU
4 -
P(S1/U) = 06 5505’6 - 0,4332.

Nasledujici ptiklad je na prvni pohled stejny, ale pozor, je mirné zakerny.

Priklad 3.15. Tentokrat se testu zucastnilo 60 % student z prvni skupiny, 50 % stu-
dentti ze druhé skupiny a 70 % studentt ze tfeti skupiny. Vime, Ze studenti z prvni sku-
piny mivaji na testech tspésnost 60 %, studenti ze druhé skupiny mivaji Gspésnost 35 %
a ze tieti skupiny 70 %. Ucitel si opét ndhodné vybere jeden test.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze opravuje uspésny test?

b) Test je tspésny. Jaka je pravdépodobnost, Ze ho psal student z prvni skupiny?

Pokus o feseni (bohuzel nevydaieny)
a) Podobné jako v predchozim piikladu spocitame pravdépodobnost tspésného testu:

PU)=0,6-0,6+0,5-0,35+0,7.0,7 = 1,025.

Vysledek nemiize byt spravny, mozné hodnoty pravdépodobnosti jsou vzdy z intervalu
(0,1). Kde jsme udélali chybu? Je viibec pfedesly ptiklad spravné vytesen? Jaky je rozdil
mezi timto a predeslym piikladem?

A konecéné spravné resSeni Vsimnéte si poCtll procent zucastnénych studentit
z jednotlivych skupin. Jejich soucet v prvnim piikladu je 100 %, ve druhém je soucet
180 %. (Pozor! V zadéani chyba neni.) Chyba nastala v feSeni druhého pitikladu pfi urceni
pravdépodobnosti P(U N Sy), P(U N Sy), P(U N S3), presnéji v uréeni pravdépodobnosti
P(S1), P(S2), P(S3). Uz v prvnim piikladu jsme tyto pravdépodobnosti uré¢ili ponékud
unahlené, ovsem tam jsme méli stésti. Nyni jsme naptiklad za pravdépodobnost jevu, ze
student je z prvni skupiny, brali ¢islo 0,6, a to byla chyba. Totiz soucet pravdépodobnosti
neslucitelnych jevi (student mtize patfit jenom do jedné ze t¥i skupin) musi byt 1.
V naSem nespravném feseni je tento soucet 0,6 + 0,5+ 0,7 = 1,8 > 1. Proto potiebujeme
tyto pravdépodobnosti znormovat, upravit je tak, aby pomér ztistal stejny, ale soucet byl
roven 1. Proto P(S;) = %, P(Sy) = %, P(S3) = %;. Takze jaky je rozdil mezi prvnim a
druhym prikladem uz vime a ziejmé je uz jasné i to, ze prvni piiklad jsme fesili spravné
(i kdyz mozna viceméné nahodou). Oba piiklady jsme uvedli zdmérné, aby si studenti
uvédomili, Ze neni mozné bez premysleni pouzit vzoredek. A ted uz to spravné reseni:

a)

PU)=-=-0,6+—=-0,35+ - -0,7 = 0,569.

0,6 0,5 0,7
8 1,8

—_
09)
—_
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b)
Psiv) = ZoTE,
P(S,/U) = Ti('Uf = 0,351.

Vyzkousejte si ¢ast b) spocitat s nespravnymi hodnotami P(UNS;y), P(UNSy), P(UNS3)
a vysledek porovnejte s nasim. Porovnani je moc zajimavé, tak si to zkuste!

3.2 Priklady pro samostatnou praci

Primy vypocet pravdépodobnosti

Priklad 3.16. Hloupy Honza si méa vybrat princeznu. Predvedli mu 6 zamaskovanych
jezibab, 3 zamaskované komorné a 2 princezny.
Jaka je pravdépodobnost, ze Honza vybere princeznu?

Vysledek: %

Priklad 3.17. Héazime tiikrat Sestisténnou kostkou. Jaké je pravdépodobnost, Ze soucet
bude

a) sudé cislo,

b) prvocislo,

c) ¢islo délitelné 3,

d) osm,

e) vétsi nez 127

Vysledek: a) 0.5, b) 72, ¢) 1, d) 2=, e) .

216° 2167 /27
Priklad 3.18. Hazime tfemi Sestisténnymi kostkami. Ktery ze souctu je pravdépodob-
néjsi, 11, nebo 127

Vysledek: Pravdépodobnéjsi je soucet 11.

Priklad 3.19. Hazime tfikrat Sestisténnou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet
bude 9, kdyz vime, Ze na pfi prvnim hodu padla dvojka?

Vysledek: El).

Priklad 3.20. Zuzanka si hraje s pismenky A, A, A, E, I, K, M, M, T, T. Jaka je
pravdépodobnost, Ze pii ndhodném usporadani pismen dostane slovo MATEMATIKA?

Vysledek: —L—

151200

Piiklad 3.21. Cislice 1, 2, 3, 4, 5 jsou napsané na péti kartach. Nahodné vybereme tii
karty a naskladdme je vedle sebe v tom poradi, v jakém jsme je vybrali. Vypocitejte
pravdépodobnost toho, ze takto vzniklé trojciferné ¢islo bude sudé.

Vysledek: 0,4
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Priklad 3.22. Ze 32 hracich karet vybirame dvakrat po sobé po jedné karté. Zjistéte
a) jaka je pravdépodobnost, Zze obé karty jsou esa, kdyZ jsme prvni kartu nevréatili,

b) jaka je pravdépodobnost, Ze obé karty jsou esa, kdyZ jsme prvni kartu vratili,

c) jaka je pravdépodobnost, Ze obé karty jsou stejné barvy, kdyz jsme prvni kartu nevratili,
d) jaka je pravdépodobnost, ze obé karty jsou stejné barvy, kdyz jsme prvni kartu vratili.

Vysledek: a) priblizng 0,012, b) priblizné 0,015625, ¢) priblizné 0,2258, d) priblizné 0,25.

Piiklad 3.23. Ze 32 hracich karet (z toho 4 jsou esa) vybirdme postupné po jedné karté,
zadnou kartu nevratime zpatky. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, ze

a) pata karta bude eso,

b) prvni eso bude vytaZeno jako pata karta v poradi.

Vysledek: a) ¢ = 0,125, b) pfiblizné 0,081

1
8
Priklad 3.24. Krychli, kterda méa nabarvené vSechny stény, roziezeme na 1000 malych
krychli stejnych rozmeéri. VSechny pomichdme a ndhodné vybereme jednu malou krychli.
Vypocitejte, jaka je pravdépodobnost, ze krychle bude mit

a) jednu zabarvenou sténu,

b) dvé zabarvené stény,

c) t¥i zabarvené stény,

d) vSechny stény nezabarvené.

Vysledek: a) piiblizné 0,384, b) pfiblizné 0,096, ¢) piiblizné 0,008, d) pfiblizné 0,512.

Priklad 3.25. Vypoctéte pravdépodobnost, Zze ve Sportce sézejici
a) vyhraje 2. cenu,
b) vyhraje, ale nanejvys 3. cenu.

G () =g aa.105 1y D) L G - e 102
[ = 184-1070, b) Moet + St = 186410

Priklad 3.26. Jaky pocet uhodnutych ¢isel ve Sportce je nejpravdépodobnéjsi?

Vysledek: a)

Vysledek: Intuice napovida a vypocet to potvrzuje, ze 0 — prislusna pravdépodobnost je
priblizné 0,436, pro jedno c¢islo 0,413, ostatni uz jsou daleko mensi.

Priklad 3.27. 40 procent my$i se stava minutu po podéani léku vysoce agresivnimi. Ur-
cete pravdépodobnost toho, ze pokud 15 mysim bude podan 1ék, tak minutu po podéani
budou agresivni nanejvys 3 z nich.

Vysledek: piiblizné 0,0905019.

Priklad 3.28. Test sestava z 8 otazek, u kazdé z nich je z variant a,b,c spravna praveé
jedna. Jeden student se na test nepfipravil, misto toho haze kostkou u kazdé otazky.
Pokud padne 1 nebo 2, zatrhne variantu a, pokud padne 3 nebo 4, variantu b, pokud 5
nebo 6, variantu c. Urcete pravdépodobnost, zZe bude po opraveni testu mit aspon Sest
otazek spravne.

Vysledek: % = 0,01966
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Priklad 3.29. Vykonal se experiment, ktery spocival v kiiZeni bilého a fialového hrachu,
pricemz se predpokladalo, Zze pokusné rostliny kiizeny dosud nebyly. Podle pravidel dé-
di¢nosti 1ze ocekavat, ze % novych potomkt rozkvetou fialové a i bile. Vzkli¢ilo 10 rostlin.
Urcete pravdépodobnost toho, ze

a) ani jedna rostlina nerozkvete bile,

b) fialové rozkvetou alespon tii,

c) fialové rozkvete alespon 6, ale nanejvys 8 rostlin.
Vysledek: a) piiblizné 0,0563, b) pfiblizné 0,9996, ¢) piiblizné 0,6779.

Priklad 3.30. Dva sportovni stielci strileji nezavisle na sobé na stejny cil, kazdy jednu
sttelu. Pravdépodobnost, ze cil zasdhne prvni stielec, je 0,9 a druhy 0,8. Vypocitejte
pravdépodobnost, Ze cil nezasahne ani jeden sttelec.

Vysledek: 0,002.

Priklad 3.31. Mezi 10 kvalitnich vyrobka bylo omylem pfimichéno 5 zmetkt (mame 15
vyrobki). Nahodné vybereme tii vyrobky. Urcéete pravdépodobnost toho, ze

a) vSechny budou kvalitni,

b) pravé jeden bude chybny,

¢) minimalné jeden bude chybny.

Vysledek: a) piiblizné 0,264, b) pfiblizné 0,538, c¢) piiblizné 0,736.

Priklad 3.32. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze tii ndhodné vybrani lidé nemaji naro-
zeniny ve stejny den i mésic (29. Gnor neuvazujeme).

Vysledek: priblizné 0,9917.

Priklad 3.33. V pytliku mame 8 kulicek — 3 ¢ervené a 5 modrych. Ndhodné vybereme

vevs

nebo dvé c¢ervené kulicky?
Vysledek: Nejpravdépodobnéjsi je vybér modré a cervené kulicky.

Priklad 3.34. Ke zkousce je zadano 30 otazek. Student si vylosuje dvé. Zkousku udéla,
jestlize obé dvé umi. Lojza se chysta na zkousku, ale nehodla se predrit.

a) Kolik otézek se musi naucit, aby mél nadpolovi¢ni Sanci, Zze u zkousky uspéje?

b) Kolik by se musel naucit, aby pravdépodobnost tspéchu nebyla mensi nez 90%?

Vysledek: a) 22 b) 29

Priklad 3.35. Ke zkousce je zadano 30 otazek, po deseti z kazdého ze tii okruhti, z nichz
se predmeét skladal. Student si vylosuje z kazdého okruhu jednu otazku. Zkousku udéla,
jestlize umi vSechny tii.

Kolik otazek se musi student naucit z kazdého okruhu, aby mél nadpolovi¢éni Sanci, ze
u zkousky uspéje?

Vysledek: 8
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Podminéna pravdépodobnost, nezavislost jeva

Priklad 3.36. Hazime klasickou Sestisténnou kostkou.

a) Vime, ze padlo sudé ¢islo. Jaka je pravdépodobnost, Ze padla dvojka?

b) Vime, 7Ze padla dvojka. Jaka je pravdépodobnost, ze padlo sudé ¢islo?

Vysledek: a) 5 b) 1

Priklad 3.37. Jisty predmét uci tii profesori: Hodny, Z1y a Stfedni. Profesor Hodny udci
stejny pocet studenti jako profesor Stiedni. Profesor Zly uc¢i polovi¢ni pocet studenti nez
profesor Hodny. Profesor Hodny vyhazuje 20 % studentii, profesor Stiedni 30 % a profesor
Z1y 60 %.

a) Jaka je pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany student neudéld zkousku?

b) Jestlize byl student od zkousky vyhozen, jaka je pravdépodobnost, Ze ji délal u profesora
Z1ého?

Vysledek: a) 0,32 b) 0,375

Priklad 3.38. Pfiblizné jedno z 10000 déti se narodi s urcitou vrozenou vadou (kterd
se projevi aZz pozdéji). Na véasné odhaleni této vady lékafi vyvinuli test, ktery spravné
funguje s pravdépodobnosti 0,99, pokud dité tuto vadu opravdu ma. Jestlize je dité zdravé,
je zde pravdépodobnost 0,05, Zze bude chybné prohlaseno za nemocné.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze vySetfované dité bude oznac¢eno jako nemocné?

b) Dité bylo oznaceno za nemocné. Jaka je pravdépodobnost, ze nemocné opravdu je?

Vysledek: a) 0,050094 b) 0,0001 - 0,99,/0,050094 = 0,002

Priklad 3.39. Pravdépodobnost, Ze se tenistovi podaii prvni podéni, je 0,6. U druhého
podani mé pst tuspéchu 0,9. (Druhé podani dava jediné v ptipadé, Ze se mu prvni nepo-
darilo.)

a) Tento ,pokus“ ma t¥i mozné vysledky: tenista muze uspét bud pfi prvnim podéni,
nebo pfi druhém podani, nebo udéla dvojchybu. Vypoctéte pravdépodobnosti jednotlivych
moznosti.

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se mu podani podafi?

c) Podani se podafilo. Jaka je pravdépodobnost, ze to bylo az na druhy pokus?

Vysledek: a) 1. podani: 0,6; 2. podani: 0,36; dvojchyba: 0,04 b) 0,96 ¢) 0,36/0,96 = 0,375

Priklad 3.40. Studenti jsou rozdéleni do t¥i skupin, pficemz prvni a druhd skupina
jsou stejné pocetné, zatimco tieti skupina je dvojnasobné velikosti nez prvni. Jistého
testu se zucastnilo 40 % studentti z prvni skupiny, 25% studenti ze druhé skupiny a 30 %
studentti ze treti skupiny. Vime, Ze studenti z prvni skupiny mivaji na testech tispésnost
60 %, studenti ze druhé skupiny mivaji aspésnost 35 % a ze tieti skupiny 70 %. Ucitel si
nahodné vybere jeden test a zacne jej opravovat.

a) Jaké je pravdépodobnost, Zze opravuje uspésny test?

b) Opravuje Gspésny test. Jaka je pravdépodobnost, Ze ho psal student ze druhé skupiny?

Vysledek: a) 0,598 b) ptiblizné 0,117
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Priklad 3.41. V jedné dilné pracuji Ruda Rychly, Pepa Peclivy a Lojza Lajdak. Ruda
za den vyrobi dvakrat vic vyrobkl nez Pepa a Pepa tiikrat vic vyrobk nez Lojza. Z toho,
co vyrobi Ruda, je 10 % zmetkti, mezi Pepovymi vyrobky je 5% zmetkt a z Lojzovych
vyrobki je zmetki polovina.

Jestlize nahodné vybrany vyrobek z této dilny je zmetek, kdo je jeho nejpravdépodobnéj-
sim autorem? A kdo nejméné pravdépodobnym?

Vysledek: Pravdépodobnosti autorstvi zmetku pro Rudu, Pepu a Lojzu jsou po fadé 0,48,
0,12 a 0,4. Nejpravdépodobnéjsim vyrobcem zmetku je Ruda, nejméné pravdépodobnym
Pepa.

Priklad 3.42. Lovec vystfeli na medvéda. Pravdépodobnost zasahu je 0,4. Jestlize med-
véda netrefi, rozzurené zviie na lovce zautoci. Lovec vystieli znovu, tentokrat ma pravdeé-
podobnost zasahu p. Jestlize medvéda nezasdhne ani tentokrat, medveéd jej sezere.
Urcete hodnotu p tak, aby sance lovce a medvéda byly vyrovnané, tj. aby pravdépodob-
nosti, ze medvéd bude zastielen a ze lovec bude sezran, byly obé rovny 0,5.

Vysledek: p = 1/6 — vyjde jako FeSeni rovnice 0,4 + 0,6 - p = 0,5 nebo 0,6 - (1 — p) = 0,5.

Priklad 3.43. Ucitel vybral ndhodné test ze skupiny 5 tézkych a 2 lehkych testii. Poradi
se s kolegou—expertem, ktery na prvni pohled rozezna tézky test s pravdépodobnosti %
a s pravdépodobnosti % oznaci i lehky test za tézky. Urcete pravdépodobnost, ze kolega
oznaci vybrany test za tézky.

Vysledek: ;—g.
Priklad 3.44. Zuzanka méa panenku Chou Chou. K této panence patii lahvicka, na kte-
rou ona reaguje. Baruska ma panenku Baby Born a ta ma stejnou lahvicku, na kterou
ale Zuzancina panenka nereaguje. Holc¢icky si lahvicky pomichaly a kazda tu svou dokaze
urcit s pravdépodobnosti % Zuzanka méa v ruce lahvicku, o které tvrdi, ze je jeji. S jakou
pravdépodobnosti bude Chou Chou na ni reagovat?

Vysledek: 0,5.

Priklad 3.45. Zakaznik si vybird obraz ze skupiny 10 originalt a 2 kopii. Radi se s
expertem, ktery rozezna original od kopie s pravdépodobnosti g. Odbornik pravé tvrdi,
ze obraz je original. Jaka je pravépodobnost, Ze obraz je opravdu originél?

Vysledek: priblizné 0,96.

Priklad 3.46. V tramvaji si povidaji dva studenti o tom, kdo byl na zkousce. ,,Dnes
bylo 8 z kombinace M-F a 4 z kombinace M-CH.*“ ,Kolik jich to udélalo?“ ,Pét z M-F
a tfi z M-CH.“ A co Eva?“ [Eva udélala.“ Student matematiky si to vyslechl, ale Evu
nezna. Zacal tesit, s jakou pravdépodobnosti je Eva z kombinace M-F. Zkuste si to taky
spocitat.

Vysledek: priblizné 0,625.



40 KLASICKA A PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

Priklad 3.47. Na stavbu privezli cihly ze ¢tyrf cihelen v poméru 1: 2 : 3 : 4. Jednotlivé
cihelny vyrabéji kvalitni cihly s pravdépodobnosti v poradi: 0,7;0,6;0,8;0,9.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana cihla bude kvalitni?

b) V ruce mam kvalitni cihlu. Jaka je pravdépodobnost, Ze je ze tieti cihelny?

Vysledek: a) 0,79, b) 2

Priklad 3.48. Zuzanka ma tfi balicky bonbéni: karamelové, jahodové a cokoladové.
Neposlusny Kamilek bonbonky promicha a nékteré i sni, a tak nakonec v prvnim balicku
je pét karamelovych, jeden jahodovy a dva cokoldadové bonbdnky, ve druhém balicku
je jeden karamelovy, Sest jahodovych a jeden cokolddovy a ve tfetim balicku jsou dva
karamelové, jeden jahodovy a Sest c¢okolddovych bonboénkt. Pravdépodobnost, ze bude
Zuzanka hledat bonboén v prvnim balicku je 0,8, a pravdépodobnost hledani bonboénki ve
druhém a tiretim balicku je stejna, tedy 0,1. Jaka je pravdépodobnost toho, ze Zuzanka
vybere karamelovy bonbdén?

Vysledek: L
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Priklad 3.49. Zuzanka ma tii balicky barevnych micku: ¢ervené, modré a zluté. Ne-
poslusny Kamilek micky promiché, takze nakonec v prvnim balicku je 20 cervenych, 8
modrych a 8 zlutych, v druhém balicku 5 ¢ervenych, 15 modrych a 16 zlutych a ve tfetim
balicku je 11 ¢ervenych, 13 modrych a 12 zlutych mickd. Pravdépodobnost, ze Zuzanka
vybere micek z prvniho balicku je 0,6, a pravdépodobnost vytazeni micki ze druhého
a tretiho balicku je stejna, tedy 0,2. Jaka je pravdépodobnost toho, zZe Zuzanka vybere
¢erveny micek?

Vysledek: 12
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Priklad 3.50. Do textilni galanterie pfivezli vinu ze ¢ty pletaiskych zavodu v poméru
1:2:3:4. Pravdépodobnost toho, ze vlna z jednotlivych zavodi je kvalitné zabarvena,
je po tade 0,7, 0,6, 0,8 a 0,9. Urcete pravdépodobnost toho, ze ndhodné vybrané klubicko
je kvalitné zabarveno.

Vysledek: 0,79.

Priklad 3.51. Na stavbu pfivezli cihly ze ¢tyr cihelen v poméru 2 : 5 : 4 : 6. Jednotlivé
cihelny vyrabéji kvalitni cihly s pravdépodobnosti v potadi: 0,7; 0,6; 0,8; 0,9.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana cihla bude kvalitni?

b) V ruce mam kvalitni cihlu. Jaka je pravdépodobnost, Ze je ze tfeti cihelny?

Vysledek: a) 32, b)32

Priklad 3.52. Do Tesca ptivezli cukr ze t¥i baliren v poméru 2 : 3 : 5. Pravdépodobnost
toho, Ze cukr z prvni balirny je kvalitné zabalen (nesype se z baliku), je 0,7, pravdépo-
donost, Ze cukr ze druhé a tteti balirny je kvalitné zabalen, je po fadé 0,8 a 0,9. Urcete
pravdépodobnost toho, ze nahodné vybrany balicek cukru je kvalitné zabalen.

Vysledek: 0,83.

Piiklad 3.53. * Pan Stastny vyhral ve Sportce. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze to byla
1. cena. (Pozor, toto neni totéz jako piiklad 3.7 a).)
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Vysledek: P(1. cena/vyhral) = (3)/ () + ) - () + &) - () + () - (3)) =3,84-107°

Priklad 3.54. * Princ se vydal vysvobodit princeznu Zlatovlasku, kterou drzi v zajeti
zly ¢arodéj. Carodéj prince vlidné privita a fekne mu: ,,Dam ti Zlatovlasku, pokud ji do-
kazes rozeznat.“ A ukaze mu tii zahalené postavy. Princi bohuzel nepomiize zadnéa zlata
muska, ani ,hlas srdce” mu tentokrat nic nenapovida. Proto zcela nahodné vybere jednu
z postav: , Je to tahle!“

Verze A:

Princ mé s sebou svého vérného mluviciho koné Zlatohtivaka, a ten pravi: ,,Pane, vyberte
si radsi tuhle.“ A ukaZe na jinou divku. Zlatohtivak ovSem kromé daru feci zadné dalsi
magické schopnosti neméa a vybral také zcela nahodné. Carodéj vie zlomyslné sleduje a
pak odhali zbyvajici, nevybranou divku. Vsichni vidi, Ze to Zlatovlaska neni. Princ se nyni
musi definitivné rozhodnout mezi svou ptivodni volbou a volbou koné Zlatohiivaka.

vvvvvv

Verze B:

Carodgj, ktery samoziejmé velice dobfe vi, ktera z divek je Zlatovlaska, chce prince po-
kouset a rekne: ,Vida, tuhle sis vybral. Mozna je to ta prava a mozné také ne. Podivejme
se...” Pristoupi k jedné z nevybranych divek a odhali ji. Zlatovlaska to neni. Kromé divky,
kterou si princ vybral, ted zbyva jesté jedna. ,,Nechces si to jesté rozmyslet? Neni to tieba
tahle?“ naléha ¢arodéj na prince.

Otéazka: Co méa princ udélat? Zistat u své ptivodni volby, nebo dat na radu carodéje?
Nebo je to jedno? Je néjaky rozdil mezi verzemi A a B?

Vysledek: Verze A: Je to jedno, pro obé divky je ted pravdépodobnost, Ze je to Zlatovliska,
1/2.

Verze B: Predpokladejme, Ze ¢arodé€j se absolutné nevyzna v pravdépodobnosti, o mate-
matickych aspektech problému viibec nepfemysli a ze chce prince prosté trapit. V tom
pripadé ovsem carodéj déla chybu, protoze princovy Sance na tspéch zvysuje. Jak? Kdyz
si princ zvolil jednu z divek, pravdépodobnost, Ze je to Zlatovlaska, byla 1/3. To znamena,
7e pravdépodobnost, ze Zlatovlaska je jedna ze zbyvajicich divek, byla 2/3. Carodgj vi,
kterd je Zlatovlaska, takze kdyz jednu z divek odhaluje, jde najisto (na rozdil od koné
Zlatohtivaka ve verzi A). Vybere tu, kterd zarucené Zlatovlaska neni. To ale znamena, Ze
pravdépodobnost 2/3 ziustava pro divku, ktera je jesté zahalena a kterou princ nevybral.
Jestlize se tedy princ vyzna v pravdépodobnosti, zméni svou volbu a vybere si divku,
kterou mu nabizi carodéj — bude mit dvakrat vétsi Sanci na tuspéch.

Jina situace by ovSem nastala, kdybychom predpokladali, ze carodéj se v pravdépodob-
nosti vyznéa, a zacali celou véc rozebirat z psychologického hlediska. Do toho se vsak ra-
déji poustét nebudeme. Obavame se, ze uz predvedené Cisté matematické reseni dokazalo
mnoha lidem zamotat hlavu.
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4 Diskrétni nahodna veli¢ina

4.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Zatim jsme zkoumali vysledky nahodnych procesii, které jsme popisovali slovné, napft.
,ha kostce padla Sestka“. Nyni se zaméfime na ndhodné procesy, jejichz vysledek se da
popsat pomoci c¢isla, obvykle prirozeného.

Nahodna veli¢ina (ndhodna proménna) Nahodna veli¢ina (nebo téZz ndhodné
proménna) je veli¢ina X, jejiz hodnota je jednozna¢né urcena vysledkem ndhodného
pokusu.

Napftiklad pocet kvalitnich vyrobkt ve vyrobené denni davce 100 ks je ndhodné veli¢ina
X, kterd mtze nabyt hodnoty x = 0,1,2, ..., 100.

Diskrétni nahodna veli¢ina

Nahodna veli¢ina (proménna) X se nazyva diskrétni, jestliZe jeji obor hodnot (mnozina
vSech ¢isel, kterym se X miZe rovnat) je nanejvys spocetnd mnozina. To znamena,
ze X se bud miZe rovnat jen konecné mnoha hodnotam, nebo sice nekoneéné mnoha
hodnotam, ale tyto hodnoty lze sefadit do posloupnosti.

Hodnoty, kterych diskrétni ndhodna veli¢ina mize nabyvat, oznacime xq,xs,... a
jejich pocet oznacime n, pricemz n mize byt i co.

Prikladem diskrétni ndhodné veli¢iny s kone¢nym oborem hodnot je napt. soucet ok pfi
hodu dvéma kostkami. Piikladem diskrétni nahodné veli¢iny s nekone¢nym oborem hod-
not je napft. pocet hodi minci, nez poprvé padne lic. Pfikladem nahodné veliciny, ktera
neni diskrétni, je doba, po které prijde do obchodu dalsi zakaznik — takovato ndhodné veli-
¢ina (kdybychom mohli méfit s dokonalou pfesnosti a nezaokrouhlovali napf. na sekundy)
by mohla nabyt jakékoli hodnoty z intervalu (0, c0), coz je mnozina nespocetna — jeji prvky
nelze usporadat do posloupnosti.
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Pravdépodobnostni funkce
Pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny X je funkce p, ktera je defino-
vana jako

p(r) = P(X = ).

(Cteme: ,Hodnota funkce malé p v bodé malé x je rovna pravdépodobnosti, Ze na-
hodné veli¢ina velké X se bude rovnat malému z.)
Pro hodnoty pravdépodobnostni funkce plati

Zp(mz) =1.

Dale se k popisu nahodnych veli¢in pouziva distribu¢ni funkce.

Distribucni funkce
Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F, ktera je definovana jako

F(z) = P(X < ).

(Cteme: ,Hodnota funkce F' v bodé malé z je rovna pravdépodobnosti, Ze ndhodna
veli¢ina velké X nabude hodnoty mensi nebo rovné malému x, tj. hodnoty z intervalu
(=00, x).“) Pro distribu¢ni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny plati

F(z) =3 pla).

r; <z

Distribu¢ni funkce ma tyto zakladni vlastnosti: Je neklesajici, zprava spojita a

lim F(z)=0, lim F(z)=1.
Tr—r—00 T—00
U diskrétni veli¢iny je distribuc¢ni funkce schodového tvaru — jedna se o funkci, ktera je
po Castech konstantni (na intervalech (x;,z;11)), pouze v bodech x1,xs,x3,... dochéazi
ke zméné (ke schodu), kde velikost zmény (= vyska schodu) v bodé xj je rovna pravé
hodnoté p(zy). Body vyznacené na pravém konci kazdého ze schodi prazdnym koleckem
naznacuji, ze funk¢éni hodnota distribu¢ni funkce v bodé skoku je definovana ne v bodé
prazdného kolecka, ale az vySe, na trovni dalsiho schodu — viz obrazek 4.1.

Priklad 4.1. Zuzanka méa pytlik s kulickami. Jsou v ném 3 bilé a 2 cervené kulicky.
Zuzanka vytahuje ndhodné kulicky, po vytazeni je do pytliku nevraci. Své vybéry ukon¢i,
kdyz vytahne ¢ervenou kulicku. Nahodna veli¢ina X udava pocet tazeni. Urcete jeji roz-
déleni a distribu¢ni funkci.

ReSeni. Ziejmé X € {1,2,3, 4}, Zuzanka miize ¢ervenou kulicku vytdhnout napoprvé (1
tazeni), napodruhé (vytahne bilou kulicku a az pak ¢ervenou), napotteti (dvakrat vytdhne
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bilou kulicku a pak ¢ervenou) nebo napoétvrté (postupné vytahne vSechny t¥i bilé kulicky
a pak vytdhne jednu ¢ervenou). Jaka je pravdépodobnost, Ze napoprvé vytahne ¢ervenou
kulicku? Vsech moznosti (tedy pocet vSech kuli¢ek v pytliku) je pét, zatimco piiznivé
moznosti (Gervené kuli¢ky) jsou dvé. Proto

Pro vypocet p(2) uvazujeme nasledovné: Zuzanka nejdiiv vytdhne bilou kulicku (vSech

kulicek je pét a bilé jsou tii, tedy pravdépodobnost je %) a pak vytadhne ze zbylych ctyt

kuli¢ek (tu vytazenou bilou uz nevraci) jednu Eervenou kulicku (pravdépodobnost je 2).
Potom

Podobné zjistime, ze

Nejdfiv z péti kulicek (tii bilych a dvou cervenych) tahdme bilou, pak ze zbylych ¢étyt
(dvou bilych a dvou ¢ervenych) tahdme opét bilou a nakonec ze t¥i kulicek (jedné bilé a
dvou ¢ervenych) vytdhneme Cervenou. A na zavér

Pro kontrolu jesté spocitame soucet
p(1) +p(2) +p(3) +p(4) =0,44+ 0,3+ 0,2+ 0,1 = 1,0.

Ted budeme zkoumat distribu¢ni funkci. Nejprve vypocteme jeji hodnoty v ,zajimavych®
bodech — v téch, kterym se ndhodna velicina X muze rovnat.

Podle definice je F/(1) = P(X < 1). Ur¢ujeme tedy pravdépodobnost, ze Zuzanka vytahne
nanejvys jednu kulicku. To v nasem piipadé znamena, ze vytahne praveé jednu, takze

F()=P(X <1)=P(X =1)=p(1) =04

Déle, F(2) = P(X < 2), tj. jedné se o pravdépodobnost, ze Zuzanka vytdhne nanejvys 2
kulicky neboli Ze vytahne jednu nebo dvé. To dava

F(2) = P(X 2) = P(X = 1)+ P(X = 2) = p(1) + p(2) = 0.4 + 03 = 0,7.
F(3) bude pravdépodobnost, ze Zuzanka vytdhne nanejvys 3 kulicky:
F(3)=P(X <3)=p(1)+p2)+p3)=04+0,3+0,2=0,9.

Podobné pak
F(4) = P(X <4)=p(1) +p(2) +p(3) + p(4) = 1.

Nyni se podivame, jak bude vypadat distribu¢ni funkce v jinych bodech. Je zfejmé, Ze pro
r < 1 bude F(z) = 0: Zuzanka napf. nemtize vytdhnout nanejvys —1 kulicku. Pro x > 4
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bude naopak F(z) = 1: napt. F'(5) je z definice P(X < 5) a Zuzanka vytdhne urcité méné
nez 5 kulicek.

Je-li z € (1,2), napt. x = 1,5, pocitdme pravdépodobnost, Ze Zuzanka vytdhne nanejvys
»jedna a néco“ kulicky. To je mozné jediné tak, Ze vytahne pravé jednu, a tedy F(x) =
= p(1) = 0,4. To znamend, ze distribuéni funkce je na tomto intervalu stejna jako pro
r =1

Podobné pro = € (2,3) dostaneme stejnou hodnotu jako F'(2), atd. Celkem pro F(z)

dostévame
4

0 pro x € (—oo, 1),

0,4 prox € (1,2),
F(x)=<0,7 proz e (2,3),

0,9 proz € (3,4),

1 pro x € (4,00).

\

T S
e —
O——— )
y="F(z) :
o—
1 2 3 4 T

Obr. 4.1: K ptikladu 4.1: Distribu¢ni funkce nadhodné veli¢iny X

Prvni schidek je v bodé x; = 1 a jeho vyska je p(1) = 0,4. Dalsi schidek je v bodé x5 = 2
a jeho vyska je p(2) = 0,3. A tak déle, az posledni schiudek je v z,, = z4 = 4 a jeho vyska
je p(4) = 0,1. Nalevo od prvniho schidku (tedy pro + — —oo) F'(x) nabyva hodnoty 0
a napravo od posledniho schiidku (tedy pro z — oo) F'(x) nabyva hodnoty 1. Body na
zacatku schiidku jsou vyznaceny plnym koleckem a konci schiidku prazdnym koleckem,
tedy tak, Ze funkce F'(x) je zprava spojita.

Zkuste si tento priklad spocitat s jednou malou tpravou. Zuzanka bude kulicky do pytliku
vracet. Muzete se inspirovat nasledujicim prikladem.

Priklad 4.2. Pravdépodobnost, Ze student Martin pfijde véas na vyucovani, je %. Tato
pravdépodobnost je stejna kazdy den, neni zavisla na predchozich dnech. Nahodna veli¢ina
X udava pocet dni, po kterych dojde k prvnimu pozdnimu piichodu. Urcete jeji rozdéleni.

ReSeni. Ziejmé X € {0,1,2,3,....,n, ...}, Martin mtiZe piijit hned prvni den pozdé (pocet
dntt do prvniho pozdniho pfichodu je 0), nebo pfijde pozdé druhy den (pocet dnti do
prvniho pozdniho pfichodu je 1) a tak dale, tedy nase ndhodna proménna mtize nabyt
nekone¢né mnoho hodnot. Uréeme pravdépodobnosti jednotlivych jevi.
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e 0 dni do prvniho pozdniho piichodu
Jev, Ze student prijde pozdé, je opacny k jevu, zZe prijde vcas, tedy jeho pravdépo-
dobnost je 1 — }1 = %. Proto pravdépodobnost, ze Martin ptijde uz prvni den pozdé,
je p(0) = §.
e 1 den do prvniho pozdniho prichodu

Jestlize ma byt jeden den do prvniho pozdniho pfichodu, tak Martin pfisel prvni
den vcas a druhy den pozdé. Proto pravdépodobnost tohoto jevu bude souc¢in prav-
1.3

dépodobnosti véasného a pozdniho prichodu, tedy p(1) = 7 - 5.

2 dny do prvniho pozdniho pifichodu
Martin prisel prvni dva dny vcas, coz mize nastat s pravdépodobnosti % . ;11 = (i)2 .

Treti den pfisel pozdé. Proto p(2) = (%)2 . %.

3 dny do prvniho pozdniho piichodu

Prvni tfi dny ptisel Martin v¢as, coz nastane s pravdepodobnostl 1.1.1 ( )3.

Ctvrty den piigel pozdé a proto p(3) = (i)3 -3

n dni do prvniho pozdniho prichodu
1 n

Po predchozich tvahach uz umime nase vysledky zobecnit: p(n) = (Z)

Y

Pro kontrolu jesté zjistime soucet hodnot pravdépodobnostni funkce, o kterém vime, ze
musi byt 1. (Pozor, miize se stét, ze i pfi §patné urcené pravdépodobnostni funkci tento
soucet vyjde 1, proto ani tato kontrola nemusi zarucit spravné feseni!) Pfi vypoctu pou-
zijeme vztah pro soucet nekonecné geometrické rady.

3,13 (1 ? 3. (1.3,
4 4 4 4) 4 7 \4 4
_3 ey (L 2+ + (2 n+ =
= Rl W v L] =

3 1
.
4 1-1

=1.

Priklad 4.3. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udavé pocet opravenych pisemek za hodinu.
Jeji distribucni funkce je dana takto:

(0 pro x € (—00, 8),
0,1 prox € (8,9),
0,3 prox € (9,10),

0,6 prox € (10,11),
0,9 prox e (11,12),
1 pro z € (12, 00).

(—

(8
F(z) = 2’

(

(

\
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Zjistéte pravdépodobnost toho, Ze za hodinu bude opravenych
a) pravé 10 pisemek,

b) nanejvys 10 pisemek,

c) aspon 10 pisemek.

Reseni. a) Pravdépodobnost toho, Ze bude za hodinu opravenych pravé 10 pisemek zjis-
time z distribu¢ni funkce snadno. Uz vime, ze P(X = 10) = p(10) je vyska schidku v
z = 10. A to je rozdil hodnot, které nabyva funkce F'(x) na intervalu (10,11) a na inter-
valu (9, 10), tedy p(10) = 0,6 — 0,3 = 0,3.

b) Pravdépodobnost toho, Ze bude za hodinu opravenych nanejvys 10 pisemek se da za-
psat jako P(X < 10), coz je pfesné F'(10). Protoze pro interval (10, 11) nabyva F'(x) hod-
noty 0,6, je F(10) = 0,6, coz je odpovéd na ¢ast b). Ulohu bychom mohli vyfesit i trochu
jinak. Co znamen4, Ze bude opraveno nanejvys 10 pisemek? Ze jich bude opraveno 10 nebo
9 nebo 8 a tak dale az 0 (méné se uz ziejmé nedd). Tedy hledand pravdépodobnost bude
souc¢tem pravdépodobnosti p(10), p(9), p(8),...,p(0). Na zakladé FeSeni ¢asti a) vime, Ze
tyto pravdépodobnosti jsou vysky schidkd distribu¢ni funkce v bodech 10,9.8,...,0.
Z predpisu F'(z) vidime, ze v bodech 0 az 7 nejsou schudky (funkce tam je konstantni),
tedy jejich vyska je nulova, vyska schidku v bodé 8 je 0,1, v bodé 9 je 0,2 a v bodé 10 je
0,3. Proto nase hledana pravdépodobnost bude soucet 0+---4+040,1+0,240,3 = 0,6, coz
je samoziejmé stejny vysledek, ktery jsme dostali uzitim védomosti o distribu¢ni funkci.
c¢) Pravdépodobnost toho, Ze bude za hodinu opravenych aspon 10 pisemek, je P(X > 10).
K vypoctu mizeme vyuzit vysledky ¢asti a) a b) — pozor, jev z ¢asti b) neni dopliikovy
k jevu z ¢asti c)! Jedna z moznosti vypoctu je

P(X >10) = P(X > 10) + P(X =10) = 1 — P(X < 10) + P(X = 10) =
—1— F(10) +p(10) =1 — 0,6 + 0,3 = 0,7.

Vysledek muzeme zjistit i tak, Ze secteme pravdépodobnosti p(10), p(11), p(12), atd. Opét
budeme secitat vysky schidkt v jednotlivych bodech. Proto nase hledana pravdépodob-
nost bude soucet 0,34+0,34+0,14+0+0+0+---=0,7. Odkud se vzaly nulové hodnoty?
V bodé 10 je schiidek vysoky 0,3 a stejny schiidek je v bodé 11, v bodé 12 ma schtidek
vysku 0,1 a pak uz funkce F(z) svou hodnotu neméni, je konstantni a ma hodnotu 1.
Proto vysky dalsich schiidk jsou nulové.

Priklad 4.4. Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude vyhovovat vSem pozadavkim normy,
je 0,8. Popiste rozdéleni poctu nevyhovujicich mezi 3 vyrobky.

Pokus o reSeni-bohuZel nespravny: Pro tii vyrobky mohou nastat pravé tyto ¢tyfi
(nesluéitelné) moznosti: ani jeden nevyhovujici, jeden nevyhovujici, dva nevyhovujici nebo
tfi nevyhovujici. Postupné si je rozebereme:

e Ani jeden nevyhovujici vyrobek
To znamena, Ze vSechny tfi vyrobky budou vyhovovat vS§em pozadavkim normy. Ne-
zéavadnost ¢i zavadnost néjakého vyrobku nezavisi od nezavadnosti nebo zavadnosti
jiného vyrobku, jsou to nezavislé jevy. Proto kdyz mame napiiklad dva vyrobky
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v1, U2, a vime, ze P(v; je vyhovujici) = P(vy je vyhovujici) = 0,8 , tak pravdépo-
dobnost, ze tyto dva vyrobky jsou vyhovujici oba, je

P(v; je vyhovujici) - P(ve je vyhovujici) = 0,80, 8.
My mame tii vyhovujici vyrobky, proto pravdépodobnost nasi prvni moznosti je

P(v; je vyhovujici)- P(vy je vyhovujici)- P(v3 je vyhovujici) = 0,8-0,8:0,8 = 0,512.

e Jeden nevyhovujici vyrobek
Jestlize mame tii vyrobky a jeden je nevyhovujici, zbylé dva musi byt vyhovujici.
Kdyz pravdépodobnost vyhovujicitho vyrobku je 0, 8, tak pravdépodobnost nevyho-
vujictho vyrobku je 1 — 0,8 = 0, 2. Stejnou tvahou jako v predchozi ¢asti zjistime,
ze hledana pravdépodobnost je soucinem

0,2-0,8-0,8=0,128.

e Dva nevyhovujici vyrobky
Ze t¥i vyrobkd mame dva nevyhovujici, tedy jeden je vyhovujici. Proto nase prav-
dépodobnost je
0,2-0,2-0,8 =0,032.

e TT¥i nevyhovujici vyrobky
To znamena, ze vSechny tfi vyrobky jsou nevyhovujici, a podle predchozich tivah
pro pravdépodobnost naseho jevu dostavame

0,2-0,2-0,2=0,008.

Kde se stala chyba? Nebo si nékdo mysli, ze jsme rozdéleni nasli spravné? Nase c¢tyti
moznosti jsou neslucitelné a zadna dalsi moznost uz nemiize nastat. Proto by soucet
uvedenych pravdépodobnosti mél byt 1, ale nas soucet je

0,512+ 0,128 + 0,032 + 0,008 = 0,68 < 1.

Protoze vime, zZe soucet pravdépodobnosti vSech moznosti je 1, mnohokrat pti hledani
rozdéleni postupujeme tak, ze vypocitame pravdépodobnosti vSsech moznosti kromé té
posledni, pak je se¢teme (soucet ozna¢me p;. ,,_1), a pravdépodobnost posledni moznosti
vypocitame jako rozdil 1 — p; , 1. Nastésti jsme pravdépodobnost posledni moznosti
spocitali zvlast, jinak bychom chybu neodhalili.

Spravné reseni: Rozdéleni na ¢tyfi moznosti, které jsme provedli v nasem nespravném
feSeni, je spravné. Vypocty pravdépodobnosti prvni a posledni moznosti jsou také spravné,
chyby jsme udélali jenom pii urceni pravdépodobnosti u druhé a tieti moznosti. VSimnéme
si druhé moznosti, tedy jeden vyrobek je nevyhovujici a dva jsou vyhovujici. Kde jsme
udélali chybu? Podle zapisu naseho vypoctu 0,2-0,8-0,8 = 0, 128, jsme uvazovali jenom
tu moznost, Ze nevyhovujici vyrobek byl prvni a zbylé dva byly vyhovujici. Ale on mohl
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byt i druhy vyrobek nevyhovujici (k tomu prvni a tfeti vyrobek vyhovujici), nebo tfeti
nevyhovujici (a k tomu prvni dva vyhovujici). Proto pravdépodobnost této moznosti je

0,2-0,8-0,8+0,8-0,2-0,84+0,8-0,8-0,2=0,384.
Podobné ve tfeti moznosti (dva nevyhovujici a jeden vyhovujici vyrobek) musime uvazo-
vat, ze vyhovujici vyrobek mize byt prvni, druhy, nebo tfeti, a proto pravdépodobnost
této moznosti je

0,8-0,2-0,2+0,2-0,8-0,2+0,2-0,2-0,8 =0,096.
Kdyz si ted sec¢teme vSechny pravdépodobnosti, tak koneéné dostaneme

0,512+ 0,384 + 0,096 + 0,008 = 1.

A ted se budeme vénovat dilezitym Ciselnym charakteristikdim nahodnich velic¢in:

Stifedni hodnota
Stfedni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny X se vypocita jako

EX:Z:E’p(xZ) =1 ‘p(l’1)+x2~p(;c2)+... )
i=1

Zhruba fecCeno, stredni hodnota ndhodné proménné udava, jaky asi bude primér ziska-
nych hodnot ndhodné proménné pii mnoha opakovanich nahodného procesu. Urcit stfedni
hodnotu ma velky vyznam pri statistickych analyzach riznych nadhodnych procest, tieba
znamy algoritmus tiidéni quicksort mize pocitat i velmi dlouho, ale stfedni hodnota
¢asu jeho béhu je nejlepsi ze vSech béznych tridicich algoritmi.

Prakticky vypocet stfednich hodnot v situacich slozenych vybért lze vyrazné ulehcit po-
moci nasledujicich dvou tvrzeni.

Pro libovolné dvé nahodné proménné X, Y plati

E(X+Y)=EX +EY.
Pro libovolné dvé nezavislé ndhodné proménné XY plati
E(X-Y)=EX- EY.

Pro spolehlivy popis nahodné veli¢iny potfebujeme znat nejenom stied, kolem kterého se
jednotlivé hodnoty soustieduji, ale také jak daleko se od tohoto stfedu rozptyluji. Rozptyl
je definovan jako stfedni hodnota kvadrati odchylek od stfedni hodnoty. Odchylku od
stfedni hodnoty, kterd ma rozmér stejny jako nahodné veli¢ina, zachycuje smérodatna
odchylka.
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Rozptyl
Pro diskrétni nahodnou veli¢inu miizeme rozptyl definovat vztahem

DX = Z Za:p EX)%,

kde x; jsou hodnoty, kterych mtize ndhodnéa veli¢ina X nabyvat s pravdépodobnostmi
p(z;), a EX je stfedni hodnota veli¢iny X.

Priklad 4.5. Diskrétni ndhodnéa veli¢ina udava pocet dnt, které student vyuzije na pri-
pravu na zkousku. Hodnoty jeji pravdépodobnostni funkce jsou v nasledujici tabulce:

T 0 1 2 3 4 3 6
p(z;) | 0,4 0,35 | 0,15 | 0,05 | 0,03 | 0,01 | 0,01

a) Urcete ocekdvany pocet dnt, ktery student vyuzije na pfipravu.
b) Urcete rozptyl dané ndhodné veli¢iny.

ReSeni. a) Z teorie vime, Ze soucet hodnot pravdépodobnostni funkce musi byt 1. Proto
je treba nejdiiv to zkontrolovat. Jelikoz

0,4+ 0,35+ 0,15+ 0,05 + 0,03 + 0,01 + 0,01 = 1,00,

vime, ze pravdépodobnostni funkce je zadana korektné, a proto muzeme spocitat jeji
stfedni hodnotu podle znamého vzorce:

EX=0-04+4+1-0,35+2-0,15+3-0,0604+4-0,03+5-0,01+6-0,01 =1,03.

Tedy o¢ekavany pocet dnt, ktery student vyuzije na ptipravu, je 1,03. (Trochu mélo, nebo
ne?)
b) Ztfejmé

DX = ip(x;) - (EX)?,
=1

(EX)?* =1,03% = 1,0609.
Déle
> alp(a) =07-04+1%-0,35+22-0,15+3-0,05+4- 0,03+ 50,01+ 60,01 = 2,49,
i=1

proto hledany rozptyl je
DX = 2,49 — 1,0609 = 1,4291.
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Priklad 4.6. Diskrétni ndhodné veli¢ina udava pocet dni bezporuchového provozu mé-
ficiho pristroje. Hodnoty jeji pravdépodobnostni funkce jsou v nasledujici tabulce, ale dvé
hodnoty nezname.

T 0 1 213 4 3 6
p(z;) | *10,35 (0,15 | * | 0,03 |0,01|0,01

Urcete je, kdyz vite, ze ocekavany pocet dnti bezporuchového provozu je 1,5.

Reseni. Vime, Ze soucet hodnot pravdépodobnostni funkce ma byt 1, proto

p(0) +p(1) +p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) = 1,

z toho dostaneme

p(0) +p(3) = 0,45,
tedy

p(0) = 0,45 — p(3)
a po dosazeni do vzorce na vypocet stfedni hodnoty, (EX = 1,5), mame

1,5=0-(045-p(3))+1-0,35+2-0,15+3-p(3)+4-0,03+5-0,01 460,01,
1,5=1-0,35+2-0,15+3-p(3)+4-0,03+5-0,01 +6-0,01,
1,6 =0,354+0,34+3-p(3) + 0,12 + 0,05 + 0,06,
1,5 =0,88+3-p(3),
p(3) = 0,2067,
p(0) = 0,45 — 0,2067 = 0,2433.

Zkuste si tuto ulohu spocitat pro stejné tabulkové hodnoty s tim, ze stfedni hodnota
bude 2,5. Pokud budete spravné pocitat, dostanete pro p(0) zapornou hodnotu, coz je
nesmysl. Podobné nevhodny vysledek by bylo ¢islo vétsi nez 1. Proto diiv nez sviij vysledek
podtrhnete, posudte jeho smysluplnost!

Pro dalsi priklady na stfedni hodnotu se podivejme na hody kostkami.

e Jaka je stfedni hodnota (primér) ¢isel padlych na Sestisténné kostce?
Jednoduchym vypoctem vyjde EK = %(1 +2+34+4+5+6)= % = 3,5.

e Jaka je stfedni hodnota souctu ¢isel padlych na dvou Sestisténnych kostkach?
S vyuzitim pfedchoziho vysledku E(K; + K3) = EK; + EK, =3,5+3,5 =7.

e Jaka je stfedni hodnota soucinu ¢isel padlych na dvou Sestisténnych kostkach?
S vyuzitim pfedchoziho vysledku E(K; - K3) = EK; - EKy = 3,5 - 3,5 = 12,25.

Vratme se nyni k nasemu intuitivnimu pojeti pravdépodobnosti jako o¢ekavani ¢etnosti
opakovani jevu. Pokud napiiklad hodime n-krat minci, pak pravdépodobnost % jedné
strany mince znamend, ze zhruba n/2-krat padne kazda ze stran mince. Pokud je naSe
matematickd formalizace pravdépodobnosti spravna, méla by nam tentyz vysledek fici
stfedni hodnota poc¢tu hlav pti n hodech minci. Jak tomu skutecné je, ukazuje néasledujici
priklad.
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Priklad 4.7. Jaky je priumérny pocet hlav padlych pii n hodech minci?

Reseni. Pokud hlavé mince pfifadime hodnotu 1, mame tak n ndhodngch proménnjch
X; € {0,1}, i = 1,...,n piislusejicich jednotlivym hodim mince. Celkovy pocet hlav je
dan nadhodnou proménnou X = X; + --- 4+ X,,. Takze primérny pocet hlav je

1
EX = B(Xi+-+ X)) =BXi+-- + BX, = S+ + g

N | —

To presné odpovidé nasemu vnimani pravdépodobnosti jako relativni ¢etnosti jevu.
Priklad 4.8. Kolik je tfeba primérné hodt minci, aby vysly tfi stejné vysledky?

Reseni. Je snadno vidét, Ze nejdiive tii stejné vysledky mohou nastat po t¥ech hodech a
nejpozdéji po péti hodech (z dvou hlav a dvou orli pét hodt neslozime). S jakou pravdé-
podobnosti ziskame stejné vysledky pfi tfech hodech? Jsou moznosti bud t¥i hlav, nebo
tTi orli, takze

1 1
3)=2--=-.
p(3) 8= 1
Az po péti hodech ziskdme 3 stejné vysledky, pokud prvni ¢tyfi hody budou rozdéleny
dva na dva (na poslednim hodu pak jiz vlastné nezélezi). To se mize stat v (;1) =6

moznostech pro 4 hody, takze pravdépodobnost je

1 3
5)=6-— = —.
Mozonst, ze 3 stejné vysledky ziskame po ¢tyfech hodech, je dopliikova k predchozim
dvéma a v souctu musi mit pravdépodobnost 1, proto

) =1-p3)~p(5)=1- ;=7

Primérny pocet potiebnych hodti je dle definice stfedni hodnoty

3 3 15 33
N=p(3)-3+p@) 4+p() 5=+ +¢ =% =412

(To je o trochu vice nez 4, coz by jeden mohl intuitivné ocekévat.)

Piiklad 4.9. (varovny) Jaky je primérny soucin ¢isel horni a spodni stény stejné kostky
pii hodech?

Reseni. Jak uz vime, stfedni hodnota ¢isla na horni sténé je 3,5 a dolni sténé samoziejmé
taky 3,5. Stfedni hodnota jejich soucinu vsak neni 3,5 - 3,5 = 12,25, protoze tyto dva jevy
nejsou nezavislé.

Misto toho stfedni hodnotu soucinu spocitame podle definice

1 1 1
6(1~6+2-5—|—3-4+4-3+5-2+6-1):6-56:9—1—5.

Proto si davejme dobry pozor na nezavislost jevi pri nasobeni stfednich hodnot!
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4.2 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 4.10. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udéava pocet gramatickych chyb v textu.
Jeji distribu¢ni funkce F'(z) je nasledovna:

(0 pro x € (—o00,0),
0,5 prox € (0,1),
Flz) = 0,8 prozx e (1,2),
0,9 prozxeE (2,3),
0,95 pro x € (3,4),
¢! pro x € (4, 00).

a) Urcete stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X.
b) Uréete pravdépodobnost toho, Ze v textu budou pravé 3 chyby.
c) Uréete pravdépodobnost toho, ze v textu budou méné nez 2 chyby.

Vysledek: a) EX = 0,85, b) P(X =3) = 0,05, c¢) P(X <2)=0,8

Priiklad 4.11. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udava pocet svetri, které uplete studentka
Petra za zimni semestr. Jeji distribuéni funkce F'(z) je nésledovna:

(0 pro x € (—o0,0),
0,05 prox € (0,1),
Flz) = 0,15 pro z € (1,2),
0,65 pro x € (2,3),
0,85 pro x € (3,4),
(1 pro z € (4,00).

a) Urcete jeji stfedni hodnotu.
b) Uréete pravdépodobnost toho, Ze za semestr Petra uplete pravé 2 svetry.
c¢) Urcete pravdépodobnost toho, Ze za semestr Petra uplete méné nez 1 svetr.

Vysledek: a) EX = 2,3, b) P(X =2) = 0,5, ¢) P(X < 1) = 0,05

Priklad 4.12. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udava pocet pozdnich piichodu studenta
Martina H. na vyucovani za semestr. Jeji distribu¢ni funkce F'(x) je nasledovnéa:

(0 pro z € (
0,5 prox € (
0,7 prox € (
0,8 prozx €
0,9 prozx e

(

1 pro x €

\
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a) Urcete jeji stfedni hodnotu.
b) Uréete pravdépodobnost toho, Ze za semestr bude mit Martin pravé 4 pozdni pfichody.
c¢) Urcete pravdépodobnost toho, Ze za semestr bude mit vice nez 3 pozdni pfichody.

Vysledek: a) EX =21, b) P(X =4)=0,1,¢) P(X >3)=0,2

Priklad 4.13. Je znama distribuc¢ni funkce denniho poctu obsazenych pokoji v hotelu:

(

1),

0 proxe (—oo

0,5 prox € (7, )

F(x)=4¢0,8 proz € (8,9),

0,9 proz € (9,10),
(10,

00).

1 pro x €

\

a) Urcete pravdépodobnost, ze v ndhodné zvoleny den bude obsazenych pravé 9 pokoji.
b) Urcete pravdépodobnost, Ze v ndhodné zvoleny den bude obsazenych alespon 8 pokojii.

Vysledek: a) P(X =9) =0,1,b) P(X >8)=0,5

Priklad 4.14. Pravdépodobnostni funkce ndhodné proménné X je dana tabulkou

z; 10] 11] 12] 13] 14| 15] 16
p(z;) | 0,45 [ 0,3 0,1 0,05 0,08 | 0,01 | 0,01

Urcete jeji stfedni hodnotu.
Vysledek: EX = 11,08

Priklad 4.15. Nahodna proménna X je dana tabulkou

T; -1 0 1 2 3 4 )
p(z;) | 0,04 | 0,35 | 0,15 | 0,05 | 0,03 | 0,01 | 0,01

Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.
Vysledek: Soucet pravdépodobnosti neni 1, tloha neméa smysl.

Priklad 4.16. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udéva pocet padnutych ok na Sestisténné
kostce.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu.

c¢) Uréete pravdépodobnost toho, ze pocet ok bude vétsi nez 3.

Vysledek:
0 proz € (—o0,1),

a) P(X = i) = 51 € {1,2,3,4,5,6}, F(z) = <L proxze (i,i+1),i€{1,2,..5},
1 proz € (6,00).

b) EX =35, ¢) P(X >3) =05
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Priklad 4.17. Diskrétni ndhodné veli¢ina X udavé soucet padnutych ok na dvou Ses-
tisténnych kostkach.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkci.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu.

c¢) Urcete pravdépodobnost toho, ze soucet bude mensi nez 5.

Vysledek:

a) P(X = 2) =P(X =12) =
=10)= &, P(X =5)=P(X
b)EX-? c) P(X <5b) =

Il &=

P(X=3)=PX=11)=1, P(X =4)=P(X =

1
6

Priklad 4.18. Néahodné veli¢ina X udavéa absolutni hodnotu rozdilu ¢isel padlych na
dvou kostkéch.

a) Urcete pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné velic¢iny X.

b) Urcete stiedni hodnotu EX.

Vysledek:
'% pro: =0, = 3,
5 s
1§ broi=1,
a)p(i) =2  proi=2, b) EX = 32
1 .
3 pro i =4,
1 :
(ig Dbroi= 5.

Priklad 4.19. Vytaceni telefonického pripojeni k internetu je maximalné Sestkrat
opakovédno (tj. po UspéSném pfipojeni, respektive po Sesti netspésnych vytacenich
se v pokusu o spojeni nepokracuje). Jednotlivd vytaceni jsou navzijem nezavisla.
Pravdépodobnost spravného piipojeni pti kazdém vytaceni je rovna 0,6. Velicina X
udava pocet vytaceni pfi daném pokusu o spojeni.

a) Urcete rozdéleni pravdépodobnosti velic¢iny X.

b) Urcete stiedni hodnotu veli¢iny X.

Vysledek:

2) pli) = 0,4-1.0,6 proi € {1,....,5}, b) EX — 165084
0,4°-0,6 +0,45 proi =6,

Priklad 4.20. Balik je linkou nedostatecné zabalen s psti 0,3. Jednotliva baleni jsou
nezavisla na predchozich balenich. Balici linka se zastavi poté, co balik je nedostatecné
zabalen, v kazdém piipadé se vSak zastavi po zabaleni patého baliku. (X = pocet zaba-
lenych balikii (af uz dobfe, nebo $patné — pocitaji se vSechny) pied prvnim zastavenim
linky).

a) Urcete pravdépodobnostni funkci velic¢iny X.

b) Urcete EX, DX.
Vysledek:
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'0,3 pro: =1,
0,21 pro i = 2,

a) p(i) = < 0,147 pro i = 3, b) EX =2,7731, DX = 24218
0,1029 pro i =4,

(0,2401  pro: =5,

Priklad 4.21. Honza chodi na pravidelné odbéry krve. Pravdépodobnost, ze vysledek
odbéru bude dobry, je vzdy 0,4 a nezavisi na predchozich odbérech. Jestlize budou dva
po sobé jdouci odbéry dobré, nebude muset pfijit na dalsi odbéry. Dale také v kazdém
pripadé prestane chodit na odbéry po ¢tyfech absolvovanych odbérech. Nahodna velic¢ina
X udava pocet odbért, které Honza absolvuje v daném obdobi.

a) Urcéete pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné velic¢iny X.

b) Urcete stiedni hodnotu EX.

Vysledek:
0,16 pro i = 2,

a) p(i) = < 0,096 proi =3, b) EX = 3,584
0,744 pro i =4,

Priklad 4.22. Honza méa v zasobniku pét ndboju. Pravdépodobnost, Ze zasdhne ter¢, je
vzdy 0,4 a nezavisi na predchozich pokusech. Honza bude stiilet tak dlouho, dokud neza-
sahne terc¢, pak stiilet prestane. V kazdém piipadé prestane stiilet, az mu dojde danych
pét naboji. Nahodna velicina X udava pocet zbylych naboji po vykonani popsaného
experimentu.

a) Uréete pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné velic¢iny X.

b) Urcete stiedni hodnotu EX.

Vysledek:

(0,4 pro ¢ =4,

0,24 pro ¢ = 3,

a) p(i) = < 0,144 pro i = 2, b) EX = 2,6944
0,0864 proi =1,

(0,1296  pro ¢ =0,

Priklad 4.23. Stielec strili do terce, v zadsobé ma 4 naboje. Pravdépodobnost zasahu je
pii kazdém vystrelu 0,6. Diskrétni ndhodna veli¢ina X udava pocet zasahti do terce.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkci.

b) Urcete jeji stiedni hodnotu.

Vysledek:
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(0,0256 pro i =0,
0,1536 proi=1,

a) p(1) = < 0,3456  pro i = 2, b) EX =24
0,3456 pro i = 3,

\0,1296 pro ¢ =4,

Priklad 4.24. Basketbalista hazi trestné koSe — s hazenim pfestava po dvou uspésnych
pokusech v tésném sledu za sebou, v kazdém piipadé ovSem prestava hazet i po patém
pokusu. Pravdépodobnost tspéchu pti kazdém hodu je 0,8. Jednotlivé hody jsou povazo-
vany za nezavislé. Velicina X udava pocet hod.

a) Urcete pravdépodobnostni funkci veli¢iny X.

b) stfedni hodnotu veli¢iny X.

Vysledek:
0,64 pro i = 2,
0,128 =3

a) pli) = { PIOT=2 b)) EX = 2,696
0,128 pro i =4,

0,104 pro ¢ =5,

Priklad 4.25. Hraci A, B hraji nasledujici hru: Losuji za regulérnich pravidel losy s ¢isly
1 az 20 (vytazeni libovolného ¢isla je stejné pravdépodobné). Pokud je vytazeno nékteré
z Cisel 1 az 4, davd hra¢ A hrac¢i B 40 K¢ (zisk hrace A je zéporny). Pokud je taZeno
nékteré z ¢isel 5 az 12, dava hra¢ A hraci B 60 K¢ (zisk hrace A je zaporny). Pokud je
tazeno ¢islo 13 nebo 14, dava hra¢ B hraci A k K¢. Pokud je tazeno ¢islo 15 az 20, dava
hra¢ B hraci A 30 K¢.

a) Urcete rozdéleni veli¢iny X = zisk hrace A v jednom kole hry. Hodnotu & pfitom zatim
urcovat nemusite.

b) Urcete hodnotu k tak, aby se jednalo o spravedlivou hru, tj. stfedni hodnota zisku
hrace A byla rovna nule.

Vysledek:
% pro © = —40,
2 | = —60
a)p(iy=4° 77 " b) k=230
15 Dbroi=k,
2 proi =30,

Priklad 4.26. Budeme hazet minci, dokud nepadne znak. Diskrétni ndhodna proménna
X udava pocet hodti do prvniho padnuti znaku. Urcete pravdépodobnostni a distribucni
funkci proménné X.

0 pro xz < 1,

21
2n

Vysledek: p(i) = 5,7 €N, F(z) = {

pro x € (n,n + 1),
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Priklad 4.27. Diskrétni ndhodnd veli¢ina X udavé pocet ok pii hodu kostkou. Vypodi-
tejte jeji rozptyl.

Vysledek: 35/12 = 2,917

Priklad 4.28. Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek padlych pii hodu 10 Sestisténnych
kostek?

Vysledek: 5/3 = 1,667

Priklad 4.29. Jaky je prumérny pocet hlav padlych pfi péti hodech minci?

Vysledek: 2,5

Priklad 4.30. Jaky je priumérny pocet hlav padlych pii n hodech minci?

Vysledek: 3

Priklad 4.31. Kolik je tfeba primérné hodu minci, aby vysly dva stejné vysledky?
Vysledek: 2,5

Priklad 4.32. (varovny) Jaky je primérny soucet ¢isel horni a spodni stény stejné kostky
pri hodech?

Vysledek: 7

Priklad 4.33. * Kolik je tfeba primérné hodi minci, aby padla prvni hlava?
Navod: Uvédomte si, ze teoreticky hlava nemusi padnout nikdy, ale pravdépodobnost
samych orlt jde k nule.

Vysledek: 2
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5 Spojité nahodné veliCiny

5.1 Zakladni pojmy a resené priklady

V predchozi kapitole jsme se vénovali diskrétnim nahodnym veli¢inam, které mohou na-
byvat pouze konecného poc¢tu hodnot, nebo je pocet moznych hodnot sice nekonecny,
ale lze je usporadat do posloupnosti, jednotlivé si je ukazovat. Spojité ndhodné veliciny
jsou jiného charakteru. ZjednodusSené feceno, mohou nabyvat vSech hodnot z urcitého
intervalu.

Hustota pravdépodobnosti
U spojité nahodné veli¢iny se pravdépodobnost, zZe ndhodna veli¢ina X padne do
urc¢itého intervalu (a, b), poc¢ita jako

b

P(X € (a,b)) = /f(x)dam

a

kde funkce f je tzv. hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

Priklad 5.1. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X ma tvar:

pro x <1,
fl)=qz—3 prol<az<2,
0 pro x > 2.

Vypottéte pravdépodobnosti P(1,5 < X < 1.8), P(X < 1,2), P(X > 1,7), P(X = 1,5),
P(X < 3). Déle najdéte hodnotu a, pro kterou by platilo P(X < a) = 0,8.

ResSeni. Prvni t¥i pravdépodobnosti vypoéitame jako integral z hustoty f pies piislusny
interval. Integraly z nulové funkce bychom mohli rovnou vynechéavat, ale zde, v nasem
prvnim pftikladu, je vypiseme.

18 1,8 1 2 1 18
P(15 <X <18) = f(a:)da::/ (x——> dr = {———x} =
! 2 2 2

1,5 5

1,82 1 1,52 1
= [——-=-18) - —>2——=1,5) =0,345
(55 -318) - (5 -515) =0ass
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1,2

1,2 1 1,2 1 21
P(X <12) = f(x)dx:/de—i-/ (x—§> dor = [?—ax] =0,12,
o —o0 1

1
e 2 1 e 22 1]
P(X >17) = f(x)dx:/ (m——) dz—k/Oda:z {———x} = 0,405.
1,7 1,7 2 2 1,7
Pokud jde o P(X = 1,5), zde miZeme rovnou fict, ze vysledek je nula, ale mohli bychom
pouzit i integral:

P(X =15) = /1;5 f(z)de = 0.

Posledni pravdépodobnost, P(X < 3), mizeme téz urcit bez jakéhokoli po¢itani. Vysledek
musi byt 1, protoze ndhodné velicina X mensi nez 3 urcité je. Pomoci integralu bychom
k vysledku dosli takto:

3 1 2 1 3
P(X <3) = / f(z)dz = | 0dx+ (x—§> dx+/0dx:
o —oo 1 2
2 2
= x——lx =1
2 2 |,

Nakonec uréime konstantu a, pro kterou je P(X < a) = 0,8 — hleddme vlastné 0,8-kvantil
ndhodné veli¢iny X. Je ziejmé, ze a € (1,2). Musi platit

a 1
P(X < a) :/ <x—§) dxr =0,8.
1
Odtud dostavame

22 1 1 a? 1 12 1
2z — — _Za—-(=—-Z.1)= = 2 _a—-16=0.
[ x} 08 = 5 2a (2 5 ) 0,8 a®—a 6=0

Resenim této kvadratické rovnice s nezndmou a dostavame

1+T+416 1+74
2 N 2 '

Q12 =

1—/T4
2

Protoze kofen nenalezi do intervalu (1,2), ztistava ndm jedind moznost, a to

1+ /74
a= +T = 1,86.

Priklad 5.2. Teplota ve skleniku je ndhodné veli¢ina X s ,lichobé&Zznikovym* rozdélenim
pravdépodobnosti, graf jeji hustoty je na obrazku 5.1.

a) Uréete hodnotu h vyznacenou v obrazku.

b) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze teplota prekroéi 31,5°C.

c) Pod jakou mez se teplota dostane jen s pravdépodobnosti 0,057
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y=f(x)

T TN

27 28 29 30 31 32 33 T

Obr. 5.1: K ptikladu 5.2: Hustota zadané nahodné veli¢iny X

ReSeni. a) Pro uréeni zatim neznamé hodnoty h (vysky lichob&znika) vyuzijeme faktu,
7e P(X € (—00,00)) = [*°_ f(x)dz = 1. To znamen4, Ze obsah celého lichobé&Znika musi
byt roven 1. Pro vypodet obsahu lichobéznika plati vztah S = %(a + ¢), kde h je vyska a
a, c jsou délky zdkladen. V nasem pripadeé je a = 6, c = 4, S mé byt rovno jedné, a tedy
h 2 1
1=2(644) = h=—=-=02
b) Méame za tkol vypocitat P(X > 31,5). Tato pravdépodobnost je ddna integralem
Jors f(x)dz neboli obsahem oblasti vyznadené na obrazku 5.2.

Y

Obr. 5.2: K prikladu 5.2, ¢ast b)

Muzeme postupovat dvéma zpusoby: bud vypoc¢teme pfimo obsah oblasti, nebo najdeme
funkéni predpis pro hustotu, a tu pak zintegrujeme. Pfedvedeme obé moznosti.

Nejprve pomoci piimého vypoctu obsahu: Oblast se sklada z obdélnika a trojuhelnika.
Vyska je v obou pripadech h = 0,2, sitka obdélnika je 0,5 a zdkladna trojuhelnika ma
délku 1. Celkem tedy

1
P(X >315)=05-02+5-1:02=02.

(Tento vysledek jsme mohli ur¢it i ,od oka“, bez znalosti hodnoty h. Staé¢i si uvédomit,
ze vybarvena ¢ast tvoii jednu pétinu celkové plochy a ze obsah celého lichobéznika je 1.)
Nyni vyfesime stejny problém pomoci integralu z hustoty: Nejprve musime najit funkéni
predpis pro hustotu. Z obrazku vidime, ze graf hustoty se skldda z nékolika ¢asti. Vné
intervalu (27,33) je f(x) = 0, na intervalu (28, 32) je hustota konstantni, f(z) = 0,2.
Na intervalu (27,28) je grafem hustoty ¢ast piimky se smérnici k& = 0,2 (pfipomenime,
ze smeérnice primky je tangens tuhlu, ktery primka svird s kladnym smérem osy x, a ze
tangens se vypocita jako pomér protilehlé a prilehlé odvésny pravothlého trojihelnika).
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To znamena, ze funkéni predpis na tomto intervalu bude ve tvaru y = 0,2z + ¢. Piimka
prochézi bodem [27,0], a proto

0=02-274q = q=-02-27 = y=02z—27).

Podobnym zptisobem bychom zjistili, Ze pro interval (32,33) je f(z) = —0,2(z — 33).
Celkem tedy mame

(

0 pro x < 27,
0,2(z —27) pro 27 < x < 28,
flz) = 0,2 pro 28 < z < 32,
—0,2(x —33) pro 32 < x < 33,

[ 0 pro z > 33

Pozadovanou pravdépodobnost ted vypocéteme prislu$nym integralem:

33

32 33 . (SE _ 33)2
P(X >31,5) = / 0,2dx — 0,2/ (x —33)dz = 0,2 [z]5] 5 — 0,2 {—} =0,2.
31,5 32 ' 2 32

c) Potfebujeme najit mezni hodnotu teploty, ozna¢me ji T, pro kterou by platilo
P(X <T)=0,05. To znamen4, ze hleddme T, pro které by obsah oblasti vyznacené
na obrazku 5.3 byl roven 0,05.

y

Obr. 5.3: K pfikladu 5.2, ¢ast c)

Je evidentni, ze T bude nékde mezi 27 a 28 (protoze P(X < 28) = 0,1, coz uz je vic nez
0,05). Pro vypocet T pouzijeme hustotu ndhodné veli¢iny X, ale kdo chce, mize zkusit
najit 1" pouze pomoci obsahu vyznaceného trojihelnika.

T

_ o217
x—”} = 0,1(T — 27)?

P(X <T)= / 0,2(z — 27)dz = 0,2 {( 5

27 27

0,1(T —27)*=005 = (T-27)%*=05 = T-27==+,/05

Protoze T je urcité veétsi nez 27, prichazi v tivahu pouze ++/0,5. Mezni hodnota, pod
kterou teplota klesne jen s pravdépodobnosti 0,05, je proto T" = 27 4+ /0,5 = 27,7.
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Distribuc¢ni funkce a jeji vztah s hustotou
Univerzalni definice distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X je

F(zr)=P(X <ux).

U spojité ndhodné veli¢iny se hodnoty distribuc¢ni funkce pocitaji jako
m@:mXegm@»:/f@@

Hustota f se proto z distribuc¢ni funkce F' spocita jako

f(x) = F'(z).

V bodech, kde F'(z) neni definovana, mizeme f(x) zvolit libovolné.

Priklad 5.3. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X mé tvar:

0 pro xz <0,
f(z)={sinz pro0 <z <7,
0 pro r > 3.

a) Vypoctéte P(X < —1), P(X < }), P(X < %) a P(X <2).
b) Uréete ptredpis pro distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X.

Reseni. Hledani distribu¢ni funkce studenttim ¢asto ptisobi problémy. Proto zde budeme
postupovat pomalu a opatrné. Vsem, kdo by distribu¢ni funkci uméli najit hned, bez
zbytecného zdrzovani, se omlouvame.

a) Budeme postupovat obdobné jako v pfikladu 5.1. Zd4 se, Ze tato ¢ast piikladu nepfinasi
nic nového, je vSak minéna jako pfiprava na ¢ast b). V ramci této ptipravy ted jako
integrac¢ni proménnou misto x pouzijeme t¢:

-1 -1

ng—n:/j@a:/ba:o

w/4 /4 2
P(X < %) = f(H)dt = / sin tdt = [— cost]3/* = —g —(—1) = 0,293
0

/3 /3 ; 1
) = f(t)dt = /0 sintdt = [— COSt]g/ =—5- (-1) =05

2 /2 2
P(X <2) = f(t)dt = / sin tdt —I—/ 0dt = [— cost]g/2 =—0—-(-1)=1
0 w/2
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b) Distribu¢ni funkce je definovana jako F(x) = P(X < x). To znamen4, Ze v ¢asti a) uz
jsme vypocitali hodnoty F'(—1), F(7/4), F(7/3) a F(2). Zde mame najit obecny predpis

pro F(z). Plati
= / f(t)dt

To uz zde sice bylo uvedeno ve vzorcich v ramecku, pfi pohledu na feSeni ¢asti a) ale
mozna bude jasnéjsi, co se timto vzorcem mysli. Téz uz je asi jasné, ze distribuc¢ni funkce
bude vypadat jinak, je-li # (neboli horni mez integralu) mensi nez 0, je-li v intervalu
(0,7/2) a je-li vétsi nez /2. Proto vypocet rozdélime na tii ¢asti:

Proz < 0:
/ f()dt = /Odt—O

Pro z € (0,7/2) (reprezentanty tohoto pfipadu byly vypocty pro x = 7/4 a v = 1/3) :

T 0 T
:/ f(t)dt:/ Odt+/ sintdt = [—cost]; = —cosz+1=1—cosz.
—00 —00 0

Prox > m/2:

x 0 w/2 T
= / f(t)dt = / 0dt +/ sin tdt +/ 0dt = 1.
—o0 —0o0 0 /2

Celkem jsme dostali predpis pro distribu¢ni funkci

0 pro x < 0,
F(z)=<1—cosx pro0<z<7/2,
1 pro z > /2.

Kdybychom nyni do této funkce dosadili za x napf. 7/4, dostali bychom stejnou hodnotu
jako v asti a). Muzete si téz vSimnout, Ze funkce F je spojita, jeji jednotlivé ¢asti na sebe
navazuji.

Upozornéni na castou chybu V prostiedni fazi vypoctu studenti obcas napisou:
Pro z € (0,7/2) je F(x fo sinzdr = - - -

To vsak neni spravné. Prave uvedeny integral udava pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina
X patii do intervalu (0, 7/2). To ale vitbec neni to, co chceme spoéitat. Pii vypoctu F'(x)
pocitame pravdépodobnost, ze ndhodna velicina X je mensi nebo rovnd z, a v tomto
ptipadé vime, Ze tohle x — horni mez integralu — je z intervalu (0, 7/2), jako tomu bylo
naptiklad pro x = 7/3.

Jina Casta chyba: Nékterym studentim se vzorec F'(z f f(t)dt patrné nelibi a
pouzit jej nechtéji. Misto toho si feknou: ,,Kdyz hustotu f dostanu jako F’, tak je F
1“ A napiSou:

integral z hustoty a hotovo!
= /f(x)dx = /sinxdx = —cos .
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To je Spatné, coz ukdzeme na jednoduchém prikladu. Vypoctéme pomoci takto ziskané
distribu¢ni funkce P(X < 7/3):

P(X < 1/3) = F(r/3) = — cos(n/3) = —0,5

Pravdépodobnost nam vysla zaporné!! (Pokud nékoho tento fakt nezarazil, necht se vrati
k prvni kapitole o pravdépodobnosti.)

Oprava této chyby — jiny zpusob nalezeni F(z): Pravé popsany zptisob (nalezeni
distribuéni funkce F' pomoci neur¢itého integralu z hustoty f) se ve skutecnosti pouzit
dé, musime byt ale opatrni. Pfed chvili jsme totiz zapomnéli na integracni konstantu, ono
,+c na zavér. Mame

F(z) = /f(x)dx = /Sinxdx = —cosz +c.
Konstantu ¢ nyni uré¢ime tak, aby hodnoty funkce F' vychazely spravné. Naptiklad vime,
ze F(m/2) musi byt 1 (protoze P(X < m/2) = 1). Odtud
F(r/2)=1 = —cos(n/2)+c=1 = 0+c=1 = c¢=1.
Distribuéni funkce pro x € (0,7/2) je proto
F(z) = —cosz + 1.

Stejné dobfe jsme mohli pro uréeni ¢ vyuzit faktu, ze F'(0) musi byt 0 (pro tento konkrétni
ptiklad; obecné to byt pravda nemusi). Opét bychom dostali, ze ¢ = 1.

Nyni predvedeme jesté jeden piiklad na hledani distribu¢ni funkce. Hustota tentokrat
bude rozdélena na vice casti.

Priklad 5.4. Najdéte distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X z piikladu 5.2 (priklad se
sklenikem).

Reseni. Uz jsme zjistili, Ze hustota zkoumané ndhodné veli¢iny X je

p

0 pro x < 27,
0,2(x —27) pro 27 < x < 28,
flx) = 0,2 pro 28 < x < 32,
—0,2(x — 33) pro 32 < x < 33,

0 pro x > 33

\

Budeme hledat distribu¢ni funkci pro jednotlivé intervaly:
Pro z < 27 je zfejmé F(x) = 0.
Pro z € (27,28) :

F(z) = /; 0,2(t — 27)dt = 0,2 [“_Twl o 0,1(x — 27)%.
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(Poznamenejme, Ze primitivni funkce se samoziejmé mohla vyjadfit i jako O,2(§ — 2Tt).
Dosazeni mezi by pak vedlo k ,08klivéjsimu® tvaru vysledku, do kterého by se pracnéji
dosazovaly konkrétni hodnoty x.)

Pro z € (28,32) :

28

28 @ (t —27)?
Flz) = / 0,2(t — 27)dt +/ 0,2dt = 0,2 [—} +0.2 [t =
27 28 2 27
= 0,1+0,2(x — 28).

Pro x € (32,33) :

F(z) = /2280,2@ —27)dt + /320,2dt+/:(—0,2)(t —33)dt =

7 28 2

t—27)21%® t—33)21"
= 02 t=27" +0,2[t]32 —0,2 (t=33)° =0,1+02-4—
2 27 2 32

t—33)2]"
—0,2 {%} =0,9-0,1((x —33)2 1) =1-0,1(x — 33).
32

Pro x > 33 mizeme Fici rovnou, ze bude F'(z) = 1. Kdo by vSak chtél vidét vypocet
rozepsany, ma prilezitost:

28 x
F(x) = / 0,2(t—27)dt+/ 02dt+/ t—33)dt+/ 0dt =
2 33

7

-l a2

2 27
= 0,1402-4—01(0-1)=

Celkem jsme dostali pro distribu¢ni funkci predpis

/

0 pro x < 27,
0,1(z — 27)2 pro 27 < x < 28,
F(z) =1<0,1+0,2(x —28) pro28 <z <32,
1-0,1(z—33)* pro32 <z <33,
1 pro = > 33.

\

Graf distribu¢ni funkce vidime na obrazku 5.4

Mizete se pokusit pravé nalezenou distribuc¢ni funkci spocitat znovu, ale bez integrovani,
pomoci obrazku 5.1. Stac¢i si uvédomit, Ze pii vypoctu F(z) neboli P(X < x) pocitame
vlastné obsah plochy pod grafem hustoty f od —oo po prislugné x. Napt. je-li x € (28, 32),
bereme obsah levého trojihelnika (coZ je 0,1) a pfidavame k nému obsah obdélnika s vys-
kou 0,2 a sitkou x —28. Vysledek je pak F'(z) = 0,1+0,2(z —28) — porovnejte s vysledkem
ziskanym integraci.
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27 28 29 30 31 32 33 e

Obr. 5.4: Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny z prikladu 5.4

Priklad 5.5. Ndhodné veli¢ina X ma distribu¢ni funkeci
1 1
F(I) = 5 + %arctgac

a) Vypoctéte nasledujici pravdépodobnosti: P(X < 1), P(X > 1,5), P(0,5 < X <1,5) a
P(-05 < X <1).

b) Najdéte hodnotu z, kterou ndhodna veli¢ina X piekro¢i (smérem nahoru) jen s prav-
dépodobnosti 0,01.

c) Najdéte interval soumérny podle pocatku, do kterého ndhodna veli¢ina X padne
s pravdépodobnosti 0,9.

d) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny X.

ReSeni. a) Jesté jednou pripometime, 7e F(z) = P(X < x). V zadani je ale nerovnost
ostrd, X < 1. ProtoZe viak u spojitych ndhodngch veli¢in plati P(X = z) = [ f(t)dt =0,
nemusime na to brat ohled. Proto

1 1 1 1
P(X<1):P(X§1)—P(X:1):F(1)—0=—+—arctg1=—+—-zi0,75.
2 7 2 7w 4

Pro vypocet P(X > 1,5) pouzijeme pravdépodobnost jevu opa¢ného. Opacny jev k jevu
[X > 1,5] je [X <1,5], a tedy

1 1
PX>15)=1-P(X<15) =1-F(15) =1- (5 + = arctg 1,5) = 0,187.
T

Ma-li byt 0,5 < X < 1,5, znamena to, ze X musi byt mensi nebo rovné 1,5, a pfitom
nesmi byt mensi nebo rovné 0,5. Proto

P05<X<15) = P(X<15) —P(X<05)=F(15)— F(0,5) =
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1 1 1 1 i
= —+ —arctglb— | =+ —arctg0,5 ) = 0,165.
2 0w 2 0w

Protoze pravé predvedena tivaha nékterym studentim ¢ini potize, vysvétlime vse jesté
pomoci obrazku 5.5. Na tomto obrazku je znédzornéna hustota ndhodné veli¢iny X (funkéni
pfedpis pro ni zatim nezname, ale to ted nijak nevadi). Jak vime, pravdépodobnost,
ze 0,5 < X < 1,5, je rovna obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu (0,5; 1,5).
Déle, hodnota distribuc¢ni funkce v bodé 0,5, tj. pravdépodobnost, ze X < 0,5, je rovna
obsahu plochy pod grafem hustoty na intervalu (—oo; 0,5). V naSem obrazku je tato
plocha vyznacena svislym srafovanim. Podobné, hodnota distribuc¢ni funkce v bodé 1,5 je
rovna obsahu plochy, ktera je v obrazku 5.5 Sedé vybarvena. Nas zajima obsah plochy,
ktera je sedd, ale nikoli Srafovana. Opét se dostavame k tomu, ze od sebe musime odecist
F(1,5) a F(0,5).

wwrrﬂmm -

0,5 1,5 T

Obr. 5.5: K ptikladu 5.5 — hustota ndhodné veli¢iny X

Jesté zbyva vypocitat P(—0,5 < X < 1). Protoze pravdépodobnosti, ze by se X rovnalo
néjaké jedné konkrétni hodnoté, jsou nulové, miizeme tento priklad resit stejné jako ten
predchozi:

1 1 1 1
P(-05< X <1)=F(1)— F(-0,5) = 2 + —arctgl — (5 + = arctg(—0,5)) = 0,398.
7T m

b) Hledame z, pro které by platilo P(X > z) = 0,01. Uz jsme ukdzali, ze P(X > z) =
=1—P(X <xz) =1- F(x). Proto musime najit x, pro které bude 1 — F(z) = 0,01.
Dosazenim do funkce F' dostavame:

™

1 1 1
1-— (5 + — arctg x) =001 = arctgr=m (5 — 0,01)
Tedy
= tg (0,497) = 31,82.
c¢) Hledame interval, ozna¢me jej (—a, a), pro ktery by platilo P(—a < X < a) = 0,9. Pfi

vypoctu vyuzijeme faktu, ze funkce arctg je licha.

1 1 1 1
P(—a<X <a) = F(a)— F(—a)= 3 + —arctga — <§ + = arctg(—a)) =
m 7r

1 2
= —(arctga — arctg(—a)) = — arctga
m 7r

2 0,9
—arctga=09 = a=tg 7T7T = 6,31
m
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Hledany interval je tedy (—6,31; 6,31).
d) Plati, ze f(z) = F'(x), a tedy v nasem ptipadé

1
1422

11 1

f(z) = (— + —arctg:p) ==

2 0w T

Kdo by chtél, muze ted ¢asti piikladu a), b), ¢) vyfesit pomoci hustoty.

V predchozim piikladu jsme ukézali vipocty pravdépodobnosti riiznych typt nerovnosti.
VsSe shrneme do ramecku:

Vypocéty ruznych pravdépodobnosti pomoci distribu¢ni funkce
Pro jakoukoli ndhodnou veli¢inu plati

P(X <zx) = F(x)
P(X >2) =1- F(z)
Pla< X <b) = F(b) - Fla).

Protoze pro spojité ndhodné velic¢iny je P(X = x) = 0, miizeme pro spojité ndhodné
veli¢iny vsude nahradit ostré nerovnosti neostrymi a naopak.

Stfedni hodnota, rozptyl a smérodatna odchylka
Stredni hodnota spojité nahodné veli¢iny X se vypocita jako

EX = /a:-f(a:)dx,

rozptyl jako

DX = /12 - f(z)dz — (EX)?

a smérodatna odchylka je vDX.

Priklad 5.6. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X mé tvar:

0 pro z <0,
f(z) =14 isinz pro0 <z <,
0 pro x > T.

a) Vypoctéte stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X.

b) Vypoctéte pravdépodobnost, zZe ndhodné veli¢ina X piekro¢i (smérem nahoru) svou
stfedni hodnotu vice nez o /4.

¢) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze se ndhodnd veli¢ina X bude od své stiedni hodnoty
lisit nanejvys o dvojnasobek smérodatné odchylky.
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Reseni. a) Stiedni hodnota:

oo 1 ™
EX = / xf(x)dx:§/ xsin zdx
- 0

o0

w= x U = 1

v =sinx v = —cosx

_ 2 ([—x cos x, —|—/ cos xdx) 1 (m+ [sinz]y) = <.
2 0 2

Tento vysledek jsme mohli i uhodnout, protoze graf hustoty je soumérny podle piimky

r = /2, takze se da Cekat, Ze ,pramérné“ bude ndhodna veli¢ina X nabyvat hodnoty

/2.

Rozptyl:

DX:/OOx2~f(x)dx—(EX)2:§/O r?sin zdr — (g) :

Nejprve zvlast vypocéteme integral z 2% sinz, a pak se vratime k vypoctu DX:

iy
/ 22 sinxdr =
0

u= x u =1
vV =cosx v =sinx

w= 22 v = 2

v/ =sinx v = —cosx

— [—x2cosa:]70r+2/ x cos xdxr =
0

:7r2+2<[xsinx]g—/ sinxdw) =7’ —4
0

2

I i R S
DX =5 (n2—4) = (5) =T —2=0467.

Smeérodatné odchylka:
2
VDX = % — 9= 0,684.

Upozornéni na ¢astou chybu: Pti vypoctu rozptylu casto ¢lovék spravné zapise zacatek
vypoctu: DX = [% 2% f(x)de — (EX)?, ale pak se soustiedi na vypocet integralu a
na odecteni (EX)? zapomene. Nevime, jak této chybé zabranit. Snad jen doporucime
¢tenéfi, at si poctivé pocita priklady. Jestlize se této chyby parkrat dopusti, dokud je to
yhanecisto, pfi pisemce se mu to snad uz nestane.

b) Budeme pocitat pravdépodobnost, ze X bude vétsi nez EX + 7/4:

P(X>EX+T) = P(X>3)= %/ sinzdz = § [~ cosal], , =
3m/4

= 0,146.

|

|
NN
~/

L

|
/T\
;S
SN—
SN—

I

[\
ol !

3

¢) Vypoc¢teme pravdépodobnost, ze X bude v intervalu <EX —2vDX,EX +2vDX >:

P(EX —2VDX < X <EX +2VDX) = P(Z — 21/ —2< X < T 4 2,/T —2) =
2,506
P(0,636 < X <2,506) = %/ sin zdz = 0,804.
0,636
Na vypocet stfedni hodnoty a rozptylu predvedeme jesté jeden piiklad, tentokrat s hus-
totou definovanou po c¢astech.



5.1 ZAKLADNI POJMY A RESENE PRIKLADY 71

Priklad 5.7. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X mé tvar:

3 pro z € (0, 3)
f@)={—3w—1) prowe (1)
0 jinak.

a) Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.
b) Vypoctéte P(X < EX), P(X > EX 4+ 1) a P(X > 2EX).

Reseni. a) Stfedni hodnota:

oo 3 4
EX = / x-f(x)dx:/o %x2dx+/3 (—3(2® —4z)) dz =
1237 1 [23]" 221*
= Z|=| -2 |= 2| —| =2 —1(64-2 16 -9=1=2
i3] -5 5] 2 5] a0 =g 20
Rozptyl:

DX = /OO 22 - f(r)dr — (EX)?.

Integral z 22 f(x) vypocteme zvlast pro jednotlivé intervaly a pak vSe dame dohromady:

’ 3 o 7
lxdx:—[—] = (81-0)=2%
/06 6|4, 24 B

[ 16wy ar= - [ﬂf_‘*rw [_3}4:_%(256_81”%(64_27) Ly

Celkem tedy

o0
[ o -z eg--3,
_ 37 7\Z _ 13 -
DX =3 — (1) =2 =0,722.
b) Pii vypoctu zadanych pravdépodobnosti musime dbat na to, ve kterém intervalu se
pohybujeme. Uvédomme si, ze 10/3 = 3,333 a 14/3 = 4,667.

7 e 1 [22]7 1 (7\2 _ 49
1 .
4 4 4
1 1 1 2
P(X >EX +1) = P(X> ?O) :/10/3 (—§(x—4)) dr = —; [x }10/3+2m10/3:

= —116-1)+24-0)=1=0111
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5.2 Priklady pro samostatnou praci
Priklad 5.8. Nihodn4 veli¢ina X mé hustotu
14-322
=2 prox € (0,1),
/() ={ - poze (0]
0 jinak.

Vypoctéte pravdépodobnosti: a) P(X € (1/2,3/4)); b) P(X < 0,3); ¢) P(X > 4/5);
d) P(X <2); e) P(X > 3).
Vysledek: a) 35/128 = 0,273; b) 0,1635; ¢) 43/125 = 0,344; d) 1; ¢) 0

Priklad 5.9. Nahodn4 veli¢ina X ma4 distribucéni funkci

0 pro x < 3,
Flz)=q32—1 pro3 <z <6,
1 pro x > 6.

Vypoététe pravdépodobnosti: a) P(X < 4); b) P(X > 5,5); ¢) P(3,5 < X < 5);
d) P(X >2);e) P(X >7).

Vysledek: a) 1/3;b) 1/6;¢) 1/2;d) 1;€) 0

Priklad 5.10. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X mé tvar:

0 pro x <1,
fl@)=qz—3 prol<z<2,
0 pro x > 2.

Najdéte distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X a pak pomoci ni vypocitejte tytéz prav-
dépodobnosti, jaké se pocitaly v piikladu 5.1 (vS8imnéte si, Ze jde o ndhodnou veli¢inu se
stejnou hustotou).

Vysledek: F(z) =0proxz <1; F(z) = (2> —x)/2prol <z < 2; F(z) =1 pro x > 2.
Pravdépodobnosti viz ptiklad 5.1.

Priklad 5.11. Je déna funkce

T@ =1 jinak.

{a —2? prox € (0,1),

a) Urcéete konstantu a tak, aby funkce f(x) byla hustotou pravdépodobnosti néjaké né-
hodné velic¢iny.

b) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl pfislusné ndhodné veliciny.

Vysledek: a) a = 4/3 (najde se na zdkladé podminky [~ f(z)dz = 1); b)EX = 5/12,
DX = 17/240.
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Priklad 5.12. Nihodné veli¢ina X ma distribu¢ni funkci

0 pro x < 2,
F(z)=<1(x—2) pro2<uz <6,
1 pro x > 6.

a)Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny X.
b)Znazornéte graficky hustotu a distribu¢ni funkci.
c)Urc¢ete stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku.

Vysledek: a) f(x) =1/4 pro 2 < x < 6; f(x) = 0 jinak; b) viz obrazek 5.6; c) EX = 4,
DX =4/3, VDX = 2v/3/3 = 1,155

Yy Yy
1 1
—F |
y="Flz) | y = f(z)
: 14l
2 6 x ‘ 2 6 T

Obr. 5.6: K ptikladu 5.12 — distribuc¢ni funkce a hustota nahodné veli¢iny X

Priklad 5.13. Nahodné veli¢ina X m4a distribu¢ni funkeci

0 proz <0,
F(z)=<2* pro0<ux<1,
1 prozxz>1.

a) Uréete hodnotu a, kterou X piekro¢i smérem dolti jen s pravdépodobnosti 0,25.
b) Urcete hodnotu b, kterou X prekro¢i smérem nahoru jen s pravdépodobnosti 0,1.
¢) Urcete stifedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Vysledek: a) a = 0,5; b) b= 3/10/10 = 0,949; ¢) EX = 2/3, DX = 1/18
Priklad 5.14. Néahodné veli¢ina X mé distribu¢ni funkci

0 pro x <0,
F(r) = q{sin2z pro0 <z <7,
1 pro x > 7.

a)Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.
b)Znézornéte graficky hustotu a distribu¢ni funkci.
c¢)Urcete stfedni hodnotu a rozptyl.

Vysledek: a) f(x) =2cos2z pro 0 < z < w/4, f(x) = 0 jinak; b) viz obrazek 5.6;
¢)EX = —1/2+ n/4, DX = —3/4 + 7 /4
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/4 x /4 x

Obr. 5.7: K ptikladu 5.14 — distribuc¢ni funkce a hustota ndhodné veliciny X

Priklad 5.15. Je dana funkce

ST jinak.

{% pro x € (1,e),

a) Urcete konstantu a tak, aby funkce f(x) byla hustotou pravdépodobnosti.

b) Urcete ptedpis pro distribu¢ni funkei pfislusné ndhodné veli¢iny.

c) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl.

Vysledek: a) a =1;b) F(z) =0prox < 1, F(z) =lnz prol < x <e, F(z) =1 pro
r>ec)EX=e—1 DX = —e?/2+2e—3/2=0,242

Priklad 5.16. Hustota pravdépodobnosti nahodné proménné X ma tvar

ccosx pro — S <x < T

flz) = gy ? ?

0 jinak.
a) Urcete konstantu c.
b) Urcete predpis pro distribuéni funkci F(x).
c) Najdéte interval soumérny kolem nuly, ve kterém ndhodna veli¢ina X bude lezet s prav-
dépodobnosti 0,95
Vysledek: a) c=1/2;b) F(x) =0 prox < —7/2, F(z) = (1 +sinz)/2 pro —n/2 <z <
<7/2, F(z) =1 prox > m/2; ¢) (—arcsin(19/20), arcsin(19/20)) = (—1,253; 1,253)

Priklad 5.17. Hustota pravdépodobnosti nahodné proménné X ma tvar

6x(l —x) proO0<ax <1,
flz) = { =2) -
0 jinak.
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a) Ovéite, Ze funkce f opravdu muze byt hustotou néjaké ndhodné veliciny.
b) Urcete predpis pro distribuéni funkci F'(x).
c¢) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl.

d) Urcete pravdépodobnost, ze se ndhodna veli¢ina od své stfedni hodnoty 1isi vice nez
o1/3.

Vysledek: a) ano, f je nezdporna funkce a [*°_ f(z)dz = 1; b) F(z) = 0 pro z < 0,
F(r)=—-22*+32> pro0 <z <1, F(x)=1prox > 1;¢) EX = 1/2, DX = 1/20;
d) 4/27 = 0,148

Priiklad 5.18. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X ma tvar

a(3xr —4) prol <z <2,
fly =00
0 jinak.

a) Urcete konstantu a a pak nacrtnéte graf funkce f.
b) Urcete ptredpis pro jeji distribuéni funkei F(z).

¢) Urdete P(0 < X < 3).

d) Urcete stiedni hodnotu a rozptyl.

Vysledek: Priklad nemd feseni. Z podminky [ f(x)dz =1 by vyslo a = 2, jenZe funkce
f nabyva na ¢asti intervalu (1,2) zapornych hodnot, coz se u hustoty nesmi stat. Césti
b), ¢), d) proto nemé vyznam pocitat.

Priklad 5.19. Chyba urc¢itého méreni je nahodna veli¢ina X s ,trojihelnikovym* roz-
délenim pravdépodobnosti. Graf jeji hustoty je na obrazku 5.8.

a) Uréete hodnotu h.

b) Najdéte funkéni pfedpis pro hustotu f.

c¢) Najdéte funkéni predpis pro distribuéni funkei F'.

d) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze chyba bude v intervalu (—1,1).

e) Najdéte interval soumérny kolem nuly, v némz bude chyba s pravdépodobnosti 0,99.

h

R 1 5 5«
Obr. 5.8: K prikladu 5.19 — hustota ndhodné veli¢iny X
Vysledek: a) h = 1/3; b) f(z) = (z +3)/9 pro =3 < x < 0, f(x) = —(x — 3)/9 pro

0 <z <3, f(xr) =0 jinak; ¢) F(x) =0 pro z < —3, F(z) = (v + 3)?/18 pro —3 < z < 0,
Flx)=1—(z—3)?/18 pro0 < x < 3, F(x) =1prox > 3;d) 5/9; e) (—2,7; 2,7)



76 SPOJITE NAHODNE VELICINY

Priklad 5.20. Nahodna proménné X mé distribu¢ni funkci:

0 prozx <1,
F(z)=<Inz prol<uz<a,
1 pro z > a.

a) Urcete konstantu a.
b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.
c¢) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl.
Vysledek:
a) a=e,
)0 proz e (—o0,1)U(e,00),

b = EX =e—1, DX = (169
) (@) L prol<az<e, c) ¢ 2

Priklad 5.21. Nahodnd proménné X mé distribuc¢ni funkci:

0 pro x < —2,
F(z) =43+ tarcsin? pro —2 <z < 2,
1 pro x > 2.

a)Urc¢ete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.
b)Pravdépodobnost toho, Ze ndhodna proménna nabyva hodnoty z intervalu (—1,1).

0 € (—o0, —2) U (2,
Vysledek: a) f(x) :{ . pro z € (—00, —2) U (2, o0)
i pro —2 < x < 2,

Priklad 5.22. Nahodna proménna X ma distribuc¢ni funkci:

b 1.

0 pro z <0,
F(r)=qa+bsinz pro0<z <3,
1 pro r > 3.
a) UrCete konstanty a, b.

b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.
c) Urcete P(0 < X < 7).

Vysledek:
a)a=0,b=1, b)f(x):{

0 pro x € (—o00,0) U (E oo),

cosz pro0<z <7,

Priklad 5.23. Nahodna proménné X mé distribuéni funkci:

Flz) = a+be™ prox >0,
0 pro z < 0,
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a) Urcete konstanty a, b.
b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.
c) Uréete P(0 < X < 3).

<
0 Pror=0 o poex<3)=1-1.

T

Vysledek: a)a=1,b=—1, b) f(x)= {

e ¥ prox >0,

Priklad 5.24. Nahodna proménna X ma distribuc¢ni funkci:

Flz) = a+1+% pro x > 0,
0 pro x <0,

a) Urcete konstanty a, b.
b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.

Vysledek: a) a=1,b=—1, b) f(z) = (HQ%)Q, Va > 0.

Priklad 5.25. Nahodna proménna X ma distribuc¢ni funkci:
F(z) = a+barctgax

a) Urcete konstanty a, b.
b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.

Vysledek: a) a = %, b= %7 b) f(z) = m; Vr € R.
Priklad 5.26. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X ma4 tvar:

prox <1,

fx) =

0

a(r—1) prol <z <2,
a(r —2) pro2<x <3,
0

pro z > 3.

a) Urcete konstantu a.
b) Urcete pfedpis pro jeji distribu¢ni funkei F(z).
c) Urcete P(1 < X < 3).

Vysledek:
proz <1,
—sc—i—% prol <x <2,
—2x—|—g pro 2 < x < 3,
pro x > 3,

) Pl<X<3)=1¢
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Priklad 5.27. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X ma4 tvar:

0 pro xz < —1,
a(r+1) pro—-1<xz<0,
fz) =

a(l—z) pro0<x<1,
0 pro x > 1.
a) Urcete konstantu a.

b) Urcete ptedpis pro jeji distribu¢ni funkei F'(z).
¢) Urdete P(0 < X < 1).

0 proz < —1,
z 1 —1<2<0
Visledek: a)a=1, b)Fx)=4 2 o 2 POTI<T=0 hpocx<ly=3
r—%+5 pro0<z<1,
1

pro x > 1,

Priklad 5.28. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X ma4 tvar:

0 pro x <0,

ax pro 0 < x <1,
flz)=<a prol <x <2

a(3—=x) pro2 <z <3,

0 pro = > 3.

\
a) Urcete konstantu a.

b) Urcete ptedpis pro jeji distribu¢ni funkei F'(z).
¢) Urdete P(0 < X < 1).

~

0 pro x <0,
% pro0 <x <1,
Vysledek: a)a =3, b)F(zr)=qiz—1 prol<z<2 ¢ PO<X<3)=4%.
%x—%—% pro 2 < x < 3,
1 pro x > 3.

Ve

Priiklad 5.29. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X maé tvar:

0 pro x < 0,

ax® pro0<x <1,
% pro 1l <z <e,
0 pro x > e.

a) Urcete konstantu a.
b) Urcete predpis pro jeji distribuéni funkei F(z).
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0 prox <1,
Vysledek: a) a=0, b) F(z)=<Inz prol<z<e,
1 pro x > e.

Priklad 5.30. Hustota pravdépodobnosti nahodné proménné X ma tvar:

a) Urcete konstantu a.
b) Urcete ptedpis pro jeji distribu¢ni funkei F(z).
c) Urcete P(—1 < X < 1).

Vysledek: a)a=1, b) F(z) = larctgz +3; Vo €R, ¢ P(-1<X <1)=1.
Priklad 5.31. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X ma4 tvar:
4a
I =are

a) Urcete konstantu a.
b) Urcete ptedpis pro jeji distribu¢ni funkei F'(z).

Vysledek: a) a = 5 b) F(z) = 2 arctge”; Vo € R.

2
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6 Vyznamna diskrétni rozdéleni prav-
dépodobnosti

V této casti probereme néktera z nejznameéjsich diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti —
binomické, geometrické a hypergeometrické. Podivejme se nejdiiv na dva nésledujici
jednoduché priklady.

Priklad 6.1. Jaka je pravdépodobnost udélosti A, Ze pfi 5-nasobném nezavislém opa-
kovani hodu pravidelnou kostkou padne Sestka pii druhém a ¢tvrtém hodu, zatimco pfi
prvnim, tfetim a patém ne?

Reseni. Pocet viech moznosti pii péti nezavislych hodech je 6-6-6-6-6 = 6°. Mizeme
si je predstavit jako usporadané pétice z Cisel 1,2, 3,4,5,6. Udalost A reprezentuji pétice,
které maji na druhém a ¢tvrtém misté Sestku a na zbylych mistech jsou ¢isla z mnoziny
{1,2,3,4,5}. Pocet takovych pétic je 5-1-5-1-5 =153 Proto

5 (1\* [5)°
PA=—==(=) -|=]) .
@-5-() ()
Priklad 6.2. Jaka je pravdépodobnost udalosti B, Ze pfi 5-ndsobném nezévislém opako-
vani hodu pravidelnou kostkou padne Sestka prave dvakrat?

Reseni. Udalost B reprezentuji pétice, které maji na dvou mistech Sestku a na zbyljch
tfech mistech jsou ¢isla z mnoziny {1,2,3,4,5}. Sestky mifizou padnout prvni dvé, nebo
prvni a tfeti, prvni a ¢tvrta, a tak dale az posledni dvé, schematicky miiZzeme zapsat
nasledovné:

(66— ——),(6—6——),(6——6-),(6 — — —6),(—66 ——),...,(—— —66).

Pravdépodobnost vsech uvedenych moznosti je stejna a jeji hodnotu jsme vypocitali
v predchozim prikladu. Kolik je vlastné uvedenych moznosti? Z péti mist vybirame vzdy
dvé mista pro Sestky, coz mtzeme udélat (g) zpusoby. Proto

= ()-5-()- () (o

Neni problém vysledek zobecnit. Necht udélost U miize nastat s pravdépodobnosti p.
Jaka je pravdépodobnost, ze pii n stejnych a nezavislych pokusech se bude udalost U
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opakovat pravé k-krat? Pouceni FeSenim predchozich prikladt uz bez problémt umime
tuto pravdépodobnost urcit. Staci si jen uvédomit, ze pravdépodobnost toho, Ze nenastane
udalost U, je 1 — p. Potom

P(U nastane k-kréat) = (Z) P (L=p)"h

Tento vysledek je dost dulezity a ma i sviij nazev - Bernoulliho schéma. My jej hned
aplikujeme, budeme se totiz zabyvat nejznaméjsim diskrétnim rozdélenim pravdépodob-
nosti - binomickym rozdélenim.

Zacnéme hned definici binomického rozdéleni, kterou pak osvétlime na nékolika piikladech.

Binomické rozdéleni

Uvazujme experiment takové povahy, ze mohou nastat jen dva rizné vysledky, které se
navzajem vylu¢uji (nemtze k nim dojit soucasné): ,uspéch“ a ,netspéch® (,tspéch”
nemusi znamenat nic svétoborného; oznacuje se timto terminem proto, ze se jedna o
ten ze dvou moznych vysledki, na ktery se ve svych tivahach chceme zamérit).
Pravdépodobnost tispéchu je p, pravdépodobnost netispéchu 1 — p.

Experiment n-krat nezavisle zopakujeme. ,Nezavisle® znamena, ze vyskyt tspéchu
pii pfedchozim opakovani experimentu nema vliv na to, zda pii dalsich opakovanich
nastane tuspéch nebo netuspéch.

Néahodna velicina X, kterda udava pocet vyskytt tspéchu pti n nezavislych opakovanich
experimentu, ma tzv. binomické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry n a p a
nabyva hodnot z mnoziny {0,1,2,...,n} s pravdépodobnosti

n T n—r
P =)= (") o
Skutecnost, ze veli¢ina X ma binomické rozdéleni s parametry n, p, budeme oznacovat

X ~ Bi(n, p).

Stifedni hodnota a rozptyl binomického rozdéleni
Ma-li ndhodné velicina X binomické rozdéleni s parametry n, p, pak

EX = np,
DX = np(1 — p).

Nékdy se hodnoty veli¢iny s binomickym rozdélenim uvadéji nikoliv v ¢etnostech ¢ (napf.
12 ispéchti ze 20 pokusii), ale v podilech tspésnosti * (napf. %) Toto binomické roz-
déleni podilil ispésSnosti ma stejné parametry n, p, ale diky jinym hodnotam, kterych
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nabyva, je zde jina stiedni hodnota a rozptyl:
EX = ) —-p(i)=

n
0

o (Z_“)) ~(EXP = (imw) =2

0 0

1
- (stFedni hodnota veli¢iny ¢etnosti) = — - np = p.
n

SRS

Pozndmka: Nahodna velicina X ma alternationi rozdéleni s parametrem p € (0, 1) jestlize
nabyva pouze hodnoty {0, 1} a

P(X=1)=p, P(X=0)=1—p.
Alternativni rozdéleni je specidlnim pfipadem binomického rozdéleni.

Podivejme se nyni na konkrétni priklady.

Priklad 6.3. Pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany vyrobek bude kvalitni, je 0,75. Vy-
bereme nahodné pét vyrobki. Nahodna velicina X udava pocet kvalitnich vyrobkt v
uvedené vzorce péti vyrobkil. Urcete jeji rozdéleni.

Reseni. Nejdiiv si je tieba uvédomit, Ze mezi vybranymi vyrobky nemusi byt ani jeden
kvalitni, nebo mtize byt jeden kvalitni, dva kvalitni a tak dale az pét kvalitnich vyrobki,
tedy X € {0,1,2,3,4,5}. Uréeme pravdépodobnosti jednotlivych situaci.

e 0 kvalitnich vyrobku
VSechny vyrobky jsou nekvalitni a pravdépodobnost, Ze jeden je nekvalitni je 1 —
— 0,75. Proto
p(0) = (1 - 0,75)°,

coz muzeme taky zapsat

5 5
p(0) = <o> -0,75° - (1 —0,75)° = (o) -0,75° - 0,25°.

To nam dava navod na urceni dalsich pravdépodobnosti.

e 1 kvalitni vyrobek
V tomto pfipadé jsou C¢tyri vyrobky nekvalitni, a proto

5 5
p(l) = (1) 0,75 - (1 —0,75)* = (1) .0,75' - 0,254,

e 2 kvalitni vyrobky
7 péti vyrobk mame dva kvalitni, t¥i nekvalitni, a proto

5
p(2) = (Z) -0,752 - (1 = 0,75)% = (2) - 0,752 - 0,25%.

Podobné uz urc¢ime dalsi pravdépodobnosti.
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e 3 kvalitni vyrobky

5 5
p(3) = ( > -0,75% - (1 —0,75)* = (3) -0,75% - 0,252,

e 4 kvalitni vyrobky

5 5
p(4) = <4> -0,75% - (1 —0,75)! = (4) -0,75% - 0,25".

e 5 kvalitnich vyrobku

5 5
p(5) = (5) -0,75° - (1 —0,75)° = (5) +0,75° - 0,25°
Soucet jednotlivych pravdépodobnosti musi byt 1, protoze se jedna o jevy neslucitelné,
které zahrnuji vsechny situace, které muzou nastat. Nas soucet je opravdu roven 1, vy-
zkousejte si to! Pokud si ovsem vzpomenete ze stfedni skoly na binomickou vétu, nemusite
nic pocitat.

n_ (™). 0 in Y 1 gn-1 Y 2 yn-2 Y om0
(a+ D) _<0) a b+<l) a -b +<2> a“-b +<n) a - b

Staci si uvédomit, ze v nasem pripadé je a = 0,75, b = 0,25 a n = 5. Proto nas soucet je
(0,75 + 0,25)° = 15 = 1.

Priklad 6.4. V predmétu IMA psali studenti 6 testi. Nase ndhodna veli¢ina X udava
pocet tspésné napsanych testi studenta M.H. Pravdépodobnost tispésnosti na testu stu-
denta M.H. je vzdy 0,85. Zjistéte rozdéleni veliciny X a urcete pravdépodobnost toho, ze
student M.H.

a) bude tspésny pravé 3-krat,

b) bude uspésny alesporni 2-krat,

c¢) nebude Gspésny vic nez 2-krat,

d) bude Gspésny jenom na prvnim testu,

e) bude Gspésny na prvnim testu.

Reseni. Nejdiiv uréime rozdéleni veli¢iny X. Zfejmé student M.H. miiZe byt tspésny 0
az 6-krét, proto X € {0,1,2,3,4,5,6}.

e 0 Gspésnych testu
Vsechny testy jsou netspésné a pravdépodobnost, Ze jeden je neuspésny, je 1 —
— 0,85 = 0,15. Proto
p(0) = (0,15)°,

coz muzeme taky zapsat jako

6
p(0) = ( ) -0,85° - 0,15°,

a to je navod na urceni dalSich pravdépodobnosti:
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1 Gspésny test

2 uspésné testy

3 uspésné testy

4 Gspésné testy

5 aspésnych testi

6 uspésnych testu

= () o
= () o=
0= () 0=
=} o=
0= (§ o=

p(6) = (g) -0,85°

-0,15°.

- 0,15%,

-0,15%.

-0,15%.

-0,15%.

-0,15°.

Hned muZeme odpovédét na ¢ast a). Pravdépodobnost, Ze student M.H. bude uspésny
pravé 3-krét, je P(A) = p(3) = (§) - 0,85% - 0,153=0,04145.

Jev, Zze student M.H. bude tspésny alespon 2-krat, znamena, ze M.H. bude tspésny 2,
3, 4, 5 nebo 6-krat. Proto pro vysledek ¢asti b) by bylo tfeba se¢ist P(B) = p(2) +
+p(3) +p(4) +p(5) + p(6), coz neni pravé nejpiijemnéjsi. Jednodussi je ale podivat se na
dopliikovy jev, tedy M.H. by byl Gspésny nejvic 1-krat (nejvic 1-krat = ani jednou nebo
pravé 1-krat) a pravdépodobnost tohoto jevu je soucet p(0) + p(1). Pravdépodobnost
naseho jevu je pak P(B) =1 — (p(0) + p(1)) = 0,9996,

Céast c) vlastnd znamen4, Ze student M.H. bude sp&$ny maximalné 2-krat, proto prav-
dépodobnost tohoto jevu je soucet P(C') = p(0) + p(1) + p(2) = 0,005885.

V ¢&asti d) se jedné o situaci, kdy prvni test student M.H. zvladné aspésné (p = 0,85), ale
dalsi testy budou uréité netspésné (p = 0,15-0,15-0,15-0,15 - 0,15), proto

P(D) =0,85-0,15-0,15-0,15-0,15- 0,15 = 0,85" - 0,15° = 0,000064547.
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Cim se lisf ¢asti d) a e)? Neni to stejné? V ¢asti d) je jasné, ze kromé prvniho testu jsou
vechny zbylé netispésné. V ¢asti e) vime, Ze prvni test je ispésny, a o Gspésnosti zbylych
testl nevime nic. Ziejmé rozdil mezi pravdépodobnostmi v ¢astech d) a e) bude. V ¢asti
e) nas tedy zajima jenom prvni test, a proto P(E) = 0,85.

Priklad 6.5. Spocitejte ocekévanou stfedni hodnotu tispésné napsanych testi a rozptyl
z predchoziho prikladu na binomické rozdéleni (piiklad 6.4 o pisemkach z IMA).

Reseni. Protoze se jednd o binomické rozdéleni, pocet viech pokusti (pocet viech na-
psanych pisemek) je 6 (n = 6) a pravdépodobnost spésné napsaného testu je p = 0,85.
Proto je

EX=n-p=6-0,85=5,1

DX =n-p-(1—p)=6-085-0,15 = 0,765.

Kdybychom méli zjistit ocekdvanou hodnotu netspésné napsanych testi, pocitali bychom
s dopliikovou pravdépodobnosti

EX=n-(1-p)=6-0,15=0,9.

V pripadé rozptylu si stac¢i uvédomit, ze v obou pripadech je vypocet stejny. VSimnéte si
souctu uvedenych stfednich hodnot.

A ted zkusime tlohu 6.4 trochu pozménit.

Priklad 6.6. V predmétu IMA psali studenti 6 testt. Jestlize student nenapiSe Gspésné
néjaky test, nemuze psat uz dalsi testy (nastésti je to jen priklad). Nase ndhodnd veli¢ina
X udava pocet napsanych testi studenta M.H. Pravdépodobnost tispésnosti na testu
studenta M.H. je vzdy 0,85. Zjistéte rozdéleni veli¢iny X.

Reseni. Nage ndhodn veli¢cina X nabyva hodnoty z mnoziny {1,2,3,4,5,6}. Cim se
priklad odlisuje od ptredchoziho? Jestlize student nenapise napft. prvni test, dalsi uz psat
nebude. To znamena, Ze presné zname poradi ispésnych a netispésnych testt pro jednotlivé
hodnoty veli¢iny X. Proto

e 1 test
to znamena, ze prvni test byl netispésny a dalsi uz student M.H. nepsal. Pravdépo-
dobnost, Ze test napiSe netspésné, je 1 — 0,85 = 0,15. Tedy

p(1) = 0,15

o 2 testy
prvni test napsal Gspésné a druhy netspésné, proto

p(2) = 0,85 -0,15.

Podobné urc¢ime pravdépodobnost pro 3, 4 a 5 testt
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e 3 testy

p(3) = 0,85%-0,15.
o 4 testy

p(4) = 0,85% - 0,15.
e 5 testu

p(5) = 0,85 - 0,15.
e 6 testu

v tomto pripadé bude trochu zména. Je tfeba si uvédomit, Ze Sest napsanych testi
nemusi znamenat, ze napsal vSech Sest testi tispésné. Také se mohlo stat, Ze prvnich
pét napsal ispésné a posledni test netspésné. Proto

p(6) = 0,85" - 0,15 + 0,85°.
Tento vysledek jesté mizeme upravit jako
p(6) = 0,85° - (0,15 4 0,85) = 0,85" - 1 = 0,85°.

Posledni vysledek mtze byt interpretovan takto: Student se propracuje k 6. testu,
jestlize prvnich 5 napsal tispé$né, coz mé pravdépodobnost prave 0,85°. Na vysledku
Sestého testu uz pak nezalezi.

Zfejmé nase nahodna veli¢ina nema binomické rozdéleni, ale toho si uz vSimavy Ctenar
pravdépodobné vs§iml. Soucet jednotlivych pravdépodobnosti je 1, ovéite si to!

Vyftesili jsme dvé na prvni pohled stejné tlohy a kazda z nich nas privedla k jinému
rozdéleni pravdépodobnosti, proto doporucujeme si vzdy peclivé precist zadani tloh.

V predchozi tloze ndhodné veli¢ina predstavovala pocet pokusii pfi nezavislém opakovani
pokusi po prvni vyskyt netspéchu véetné toho netspésného. Kdyby celkovy pocet pokust
nebyl omezen (v tomto pfikladu omezen byl — studenti psali 6 testil) a nepocitali bychom
zaveérecny neuspésny pokus, dostali bychom tzv. geometrické rozdéleni pravdépodobnosti.

Geometrické rozdéleni
Jestlize ndhodna veli¢ina X udava pocet ispéchii pfi nezavislém opakovani pokusu po
prvni vyskyt netspéchu a pravdépodobnost tispéchu je p, pro jeji pravdépodobnosti
plati

P(X=k)=p"-(1—-p) prok=0,1,2,...

Takova nahodna velicina ma tzv. geometrické rozdéleni pravdépodobnosti. Samo-
ziejmé, tato ukoncovaci podminka miize byt chapana i opacné jako ¢ekani na tspéch
(pak p je pravdépodobnost netspéchu). Pro jeji stfedni hodnotu a rozptyl plati

Ex =2 DX = P

1—p’ (1—-p)*
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Zkusime si priklad tohoto typu.

Priklad 6.7. Jeden zly ucitel predmétu IMA dozkusuje ty studenty, ktefi maji celkem 49
bodi, tim zptisobem, Ze jim klade otazky tak dlouho, dokud nedostane nespravnou odpo-
véd. Pak nestastnika vyhodi (nastésti je to jen priklad). Nase ndhodnd veli¢ina X udava
pocet tspésné zodpovézenych otazek studenta M. H. Dosti zjednodusené budeme pred-
pokladat, ze pravdépodobnost tspésné odpovédi je pro M. H. vzdy 0,1. Zjistéte rozdéleni
veliciny X.

ReSeni. Nage ndhodné veli¢ina X nabyvéa hodnoty z mnoziny {0,1,2,...} (mizou ho,
chudéka, zkouset az do nekonecna).

e 0 tspésnych odpovédi
to znamenda, ze hned na prvni otazku odpovédél sSpatné a letél. Pravdépodobnost,
ze odpovi spatné, je 1 — 0,1 = 0,9. Tedy

p(0)=0,9=0,1°-0,9

e 1 Gisp&3na odpovéd
to znamena, ze na prvni otazku umeél odpovédét a na druhou uz ne. Tedy

p(1) =0,1"-0,9

e 2 Gspésné odpovédi
prvni dvé otazky zodpovédél ispésné a treti netspésné, proto

p(2) =0,1%-0,9.

e Obecné dostavame pro k aspésnych odpovédi
p(k)=01%.09, k=0,1,2,...
Jednalo se o geometrické rozdéleni.

Jak jiz bylo napsano v poslednim ramecku, u geometrického rozdéleni nékdy pocitame
uspésné pokusy pred prvnim netspéchem a nékdy netspésné pokusy pred prvnim dspé-
chem. Jestlize bereme v potaz, na kolikaty pokus se ndm néco podarilo, pak prislusna
nahodnéa veli¢ina nemé sice presné geometrické rozdéleni, ale pravdépodobnosti se poci-
taji velmi podobné. Ukazeme si to na nasledujicim piikladu.

Priklad 6.8. Opakované hazime kostkou, dokud nepadne Sestka. Nahodn& veli¢ina X
udava, na kolikaty pokus Sestka padla. Najdéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veli-
¢iny X a vypoctéte jeji sttedni hodnotu.
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Reseni. Kdyby X udévala pocet hodti pfed prvnim vyskytem Sestky, mohla by nabjvat
hodnot 0,1,2,... a méla by geometrické rozdéleni s parametrem p = 5/6. Pro nas piiklad
v8ak X nemitZe byt rovno 0 (nemtizeme hodit Sestku na nulty pokus). V nejlepsim ptipadé
nam Sestka padne prvnim pokusem a pravdépodobnost toho je

1
1)=-.
p(1) = ¢
Pravdépodobnost, ze poprvé Sestka padne na druhy pokus, je
5 1
2)=—=-—
PR)=¢ g

a obecné

Pro vypocet stiedni hodnoty je vhodné si uvédomit, ze kdybychom méli ndhodnou veli-
¢inu Y udavajici pocet ,nesestek® pred prvni Sestkou, tak stfedni hodnota této ndhodné
veli¢iny by byla

[}

pu— = :5.
l-p 1-2

Pro nasi ndhodnou veli¢inu X plati X =Y + 1 — jestlize Sestka padla poprvé napft. na
tfeti pokus, tj. X = 3, pak pred ni padly dvé ,nesestky®, tj. ¥ = 2, apod. Proto stfedni
hodnota X je

EX=EY+1)=EY+1=5+1=6.

Na zavér uvedeme jesté jeden priklad:

Priklad 6.9. Mezi stovkou vyrobki je 20 zmetkt. Nahodné vybereme 10 vyrobku. Na-
hodné veli¢ina X udava pocet zmetkd mezi vybranymi vyrobky. Urcete jeji rozdéleni.

ReSeni. Ziejmé X nabyva hodnoty {0,1,2,...,10} a nejedna se ani o binomické, ani
geometrické rozdéleni. Vypocet jednotlivych pravdépodobnosti by nam nemél zptisobit
problémy, v predchozich kapitolach jsme se jiz podobnou myslenkou zabyvali.

e 0 zmetkn
to znamena, ze vSech 10 vyrobki, které vybereme, bude kvalitnich. VsSech kvalitnich
je 100 — 20 = 80. Proto

(0) (o-s) _ (o)

0) = = )
p(0) (11000) (11000)

e 1 zmetek
jeden vyrobek je néktery z 20 zmetkid a zbylych 9 vyrobk budeme vybirat z 80
kvalitnich vyrobki. Tedy
20\ (80
(1) ()

(o)

p(1) =
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e 2 zmetky
dva vyrobky jsou zmetky a zbylych 8 jsou kvalitni, proto

()

p(2) = (100)
10
A tak dale, az nakonec
e 10 zmetknu
analogicky dostaneme
20\ (80
p(lO) — (10) ( O) )

100
(10)
Tato jednoduché tloha nas pfivedla k dalsimu diskrétnimu rozdéleni pravdépodobnosti.
Jedna se o hypergeometrické rozdéleni ndhodné veli¢iny, kdy pii opakovani ndhodného

pokusu je vyskyt sledovaného jevu zavisly na vysledcich predchazejicich pokust. Jde tedy
o pokusy, které jsou na sobé zavislé. Typickym predstavitelem je vybér prvkt bez vraceni.

Hypergeometrické rozdéleni

Uvazujeme situaci, kdy mame urcity soubor prvkd. Celkovy pocet prvka je N. Z
toho M prvki ma sledovanou vlastnost. Ze souboru vybereme bez vraceni n prvki.
Néahodné veli¢ina X udava pocet prvkil se sledovanou vlastnosti ve vybrané n-tici.
Takovato ndhodnéa veli¢ina ma hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M, n, kde
N a M jsou prirozena ¢isla a n < N. Pravdépodobnostni funkce je urcena predpisem

MY (N—M

(%) G
()
Pro stfedni hodnotu a rozptyl hypergeometrického rozdéleni plati

Bx —nl  px—nM (1—%)N_”

P(X =k) = k = max{0,n — (N — M)}, ..., min{n, M }.

N N N)N-1

V dalsim piikladu si ukadZzeme jesté jinou moznost vypoctu pravdépodobnostni funkce
u hypergeometrického rozdéleni. Na zakladé toho pak uvidime jistou souvislost mezi roz-
délenim hypergeometrickym a binomickym.

Piiklad 6.10. a) Mame kosik s 10 jablky, z toho 30 % je ¢ervivych. Ndhodné vybereme 4
jablka. Nahodna veli¢ina X udava, kolik z nich je ¢ervivych. Najdéte pravdépodobnostni
funkci ndhodné veliciny X, jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

b) Ze sadu bylo sklizeno 10000 jablek, z toho 30 % je ¢ervivych. Ndhodna veli¢ina X opét
udava pocet cervivych jablek ve vybrané ¢tverici. Najdéte pravdépodobnostni funkei,
stfedni hodnotu a rozptyl nadhodné veli¢iny X.

ReSeni. a) Pro 10 jablek celkem: Mame 3 jablka Gervivé a zbylych 7 je zdravych.
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e 0 Cervivych,

tj. vSechna zdrava. Pravdépodobnost bychom mohli pocitat pomoci kombinacnich

Miizeme vsak k problému pfistoupit i jinak. Budeme jablka brat postupné. Vsechna
4 musi byt zdrava. Pravdépodobnost, Ze prvni jablko, které jsme vybrali, je zdravé,
je 7/10. Kdyz vybirame druhé jablko, celkem zbyvéa jablek uz jen 9, z toho zdravych
je 6. Proto pravdépodobnost, ze druhé jablko je zdravé, je 6/9. Podobné pak pro
treti a ¢tvrté jablko. Pravdépodobnost, ze vSechna jablka jsou zdrava, je

Dospéli jsme ke stejnému vysledku postupem, ktery se na prvni pohled mtize zdat
jednodussi nez ten s kombinac¢nimi ¢isly. Pro nenulové pocty cervivych jablek se ale
objevi komplikace.

1 Cervivé

Pomoc{ kombinaénich ¢isel dostaneme p(1) = (3)- (;) /(*)) = 1/2. Ted budeme jablka
brat postupné. Musi byt jedno cervivé a vSechna ostatni zdrava. Pravdépodobnost,
ze prvni jablko je Cervivé, je 3/10. Druhé Cervivé mé pravdépodobnost 7/9 atd.

Zdalo by se, ze vysledek bude

Vyslo to jinak, néco je Spatné! Problém je podobny jako u binomického rozdéleni:
pravé vypoctena hodnota neni pravdépodobnost, Ze jedno jablko ze ¢tyt je cervivé,
ale ze prvni jablko je ¢ervivé a ostatni zdrava. Musime jesté probrat moznosti, ze
Cervivé je druhé, tfeti a ¢tvrté jablko. Celkem dostaneme

Kdyz si jednotlivé s¢itance prohlédneme, zjistime, ze ve jmenovateli je vzdy 10-9-8-7.
V citateli vzdy nasobime ¢isla 3, 7, 6 a 5, méni se jen jejich potradi. Celkem tedy
mame

2 Cerviva
Pomoci kombinaénich é&isel: p(2) = () - (5)/(}) = 3/10.

Po jednotlivych kusech: Pravdépodobnost, ze prvni dvé jablka jsou cerviva a druha
dvé zdrava, je
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Toto ¢islo musime vynasobit po¢tem vsSech moznosti, jak mohla byt dvé cCerviva
jablka ve vybrané ¢tverici rozmisténa, coz je (3) Celkem

e 3 Cerviva

p(3):<§).3.2.1.7_ 1

Miizete se presveédcit, ze pomoci kombinacnich ¢isel vyjde totéz.

Pravdépodobnostni funkce je timto popsana, protoze vice nez 3 Cerviva jablka ve
vybrané ¢tverici byt nemohou.

e Stiredni hodnota a rozptyl
Dosadime do vzorci s N = 10, M = 3 a n = 4 (pfipadné bychom mohli pouzit
univerzalni vzorce EX = ) x;p(z;), podobné pro DX):

EX:4-i:§:1,2, DX:4-3- 1_3 .M:E:Q%_
10 5 10 10 10—1 25

b) Pro 10000 jablek celkem, z toho 3000 ¢ervivych a 7000 zdravych:

Nebudeme probirat celou pravdépodobnostni funkci, na ukdzku vezmeme napi. p(2).
Provedeme-li vypocet zptisobem predvedenym v ¢asti a), dostaneme

p(2) =

4\ 3000 2999 7000 6999
2/10000 9999 9998 9997

Pro¢ tento piiklad vlastné pocitdme? Vzdyt je to stejné jako a), jen s vét$imi Cisly!
Uvidime hned — vy¢islime jednotlivé zlomky:

2
3000 o, 2999 ., 7000 . 6999 .

10000 777 9999 777 9998 77 9997 7

Je vidét, ze to, ze uz jsme jedno jablko vybrali, témér neovlivni pravdépodobnost ¢ervivosti
pro druhé jablko. Je to dano velkym celkovym poctem jablek — kdyz jedno ubereme,
nestane se skoro nic. U predchoziho pfikladu s 10 jablky pravdépodobnost cervivosti
druhého jablka zavisela na tom, jestli prvni jablko ¢ervivé bylo nebo nebylo.

Hodnotu p(2) muzeme piiblizné vyjadiit jako

4
p(2) = <2> ' 0732 ' 07727

coz je pravdépodobnost pro binomické rozdéleni. Vy¢islit tento vyraz d4& mnohem méné
prace nez pocitat s pivodnim vzorcem pro hypergeometrické rozdéleni a nepresnost, které
se tim dopustime, je velmi mala.
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Vypocteme jesté stiedni hodnotu a rozptyl. Nejprve presné, tj. pomoci vzorci pro hyper-
geometrické rozdéleni. Za M /N dosazujeme 3000/10000 = 0,3:

10000 — 4

EX =4.03=12, DX:4-0,3'(1—073)'W

= 0,8397.

Pro srovnani, kdybychom pouzili vzorce pro binomické rozdéleni s n = 4 a p = 0,3, dostali
bychom EX stejné, zatimco rozptyl by byl

DX =4-0,3-0,7=0,84

¢ili vysel by skoro stejné jako pro rozdéleni hypergeometrické.
Praveé predvedeny ptiklad miizeme zobecnit:

Vztah hypergeometrického a binomického rozdéleni

Méame-li ndhodnou veli¢inu X s hypergeometrickym rozdéleni, kde ¢isla N a M jsou
velka, zatimco n je vzhledem k nim malé, mizeme s nahodnou veli¢inou X pocitat,
jako kdyby méla binomické rozdéleni s parametry n a p = M/N.

Tento fakt se ¢asto pouziva. Pfedvedeme si to na prikladu.

Priklad 6.11. Senator Kadrnozka pted volbami tvrdi, Ze jej bude volit 70 % volicu.
Predpokladejme, ze mé pravdu. Provedeme priizkum mezi 10 lidmi odhodlanymi jit volit.
Jaka je pravdépodobnost, ze pro Kadrnozku jich bude praveé 77

Reseni. Kdybychom chtéli tento piiklad Fesit piesné, museli bychom védét, kolik lidi
v Kadrnozkové volebnim obvodu ptjde k volbam — to by bylo dosazeno za N. Z toho
70 % by bylo M. Pak bychom pouzili vzorec pro hypergeometrické rozdéleni. My pocet
voli¢l nezname, avsak lze predpokladat, ze bude velky. Nebo aspon velky vzhledem k 10.
Miuzeme tedy Fici, Ze u kazdého jednotlivého c¢lovéka je pravdépodobnost 70 %, Ze bude
volit Kadrnozku. A proto

10
p(7) = ( 7) -0,77-0,3% = 0,267.

6.1 Priklady na samostatnou praci

Zde uvadime neresené tlohy na rtzné typy rozdéléni nahodné proménné. Ziejmeé to bude

se jedna, ale takova je realita zivota. Tak mnoho zdaru!

Priklad 6.12. Pravdépodobnost toho, Ze student David pfijde pozdé do skoly, je kazdy
den 0,2. Ndhodna proménna X udéava pocet jeho pozdnich pfichodd v pribéhu 20 pra-
covnich dnti.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkci.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

c¢) Urcete pravdépodobnost toho, ze David bude mit préavé 7 pozdnich ptichodi.



6.1 PRIKLADY NA SAMOSTATNOU PRACI 93

Vysledek: a) p(k) = (%) -0,2¥-0,82°7% b) EX =4, DX =3,2;¢) (¥)-0,27-0,8" = 0,055

Priklad 6.13. Hazime 6-krat Sestisténnou kostkou. Nahodna veli¢ina X udava pocet
padnutych jednicek.
a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkci.
b) Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.
c¢) Urcete pravdépodobnost toho, Ze jedni¢ka padne pravé tiikrat.
d) Urcete pravdépodobnost toho, Ze jednicka padne minimalné tiikrat.
e) Urcete pravdépodobnost toho, Ze jednicka padne nejvic pétkrat.

Visledek: a) p(k) = (%) - (1)"- (2)°™"; b) EX = 1, DX = 5/6; c) piibl. 0,0536; d) pribl.

0,0623; €) 1 — 1/6° = 0,99993

Priklad 6.14. Hazime ¢tyfikrat minci. Nahodné veli¢ina X udéva, kolikrat padl znak
(rub mince).
a) Urcete jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.
b) Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.
c¢) Urcete pravdépodobnost toho, Zze znak padne pravé dvakrat.
d) Urcete pravdépodobnost toho, ze znak padne minimalné dvakrat.
e) Urcete pravdépodobnost toho, Ze znak padne nejvic dvakrat.

Vysledek: a) p(k) = (}) - (%) (1 ) , F(x) =0 proz <0, F(x) =1/16 pro z € (0,1),
F(z) =5/16 pro x € (1,2), F(x) = 1/16 pro z € (2,3), F(z) = 15/16 pro z € (3,4),
F(z)=1prox >4;b) EX =2 DX =1;c) 3/8;d) 11/16; ¢) 11/16

Priklad 6.15. Trikrat vystfelime na cil. Pravdépodobnost zasahu pii kazdém vystielu
je p=0,7. Ndhodnda proménna X udava pocet zasahi cile.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

c¢) Urcete pravdépodobnost toho, ze budeme mit pravé 2 zasahy cile.

Vysledek: a) p(k) = (7) -0,7%-0,337%, F(2) = 0 pro z < 0, F(z) = 0,027 pro z € (
F(z) = 0,216 pro = € (1,2), F(x) = 0,657 pro z € (2,3), F(z) = 1 pro = >
EX = 2,1, DX = 0,63; ¢) 0,441

0,1)
3; b)

Piiklad 6.16. (Piiklad statistického Fizeni procesu:) Kazdou hodinu je vybran vzorek 20
soucasti procesu perforace (= prorazeni) kovu. Pramérné 4% vysledkt vyzaduji dodatecné
upravy. Nahodna veli¢ina X oznacuje pocet soucasti z vybranych dvaceti, které vyzaduji
dodatecné tpravy. Pokud veli¢ina X prekroci svou stfedni hodnotu o vice nez trojnasobek
své smérodatné odchylky, pracovni linka se musi zastavit a opravit.

a) Jaka je pst, ze X prekroci svou stfedni hodnotu o vice nez trojnasobek své smérodatné
odchylky?

b) Jaka je pst, ze X prekroc¢i hodnotu 1 aspori v jedné z nasledujicich péti hodin provozu?

Visledek: a) P(X > EX + 3vDX) = P(X > 3.43) = 0,0074;
b) Mezivysledek: P(X > 1) = 0,1897, vysledek: 1 — (1 — 0,1897)° = 0,6506
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Priklad 6.17. Zuzanka hézi mickem na cil, pravdépodobnost zasahu je 0,6. Dostala 7
mickt a vSechny chce vyzkouset. Nahodné proménna X udava pocet zasaht cile.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkci.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

c¢) Uréete pravdépodobnost toho, ze Zuzanka zasahne cil alespon dvakrat.

Vysledek:
a) p(i) = (1) -0,6'- 047", i € {0,1,...,7},
b) EX =4,2; DX = 1,68 ¢) P(X > 2) = 0,9811584.

Priklad 6.18. Pravdépodobnost vyskytu jistého slova v jazyku je 0,05. Kolik slov mu-
sime mit v textu, aby se v ném s pravdépodobnosti 0,99 tohle slovo vyskytlo alespon
jednou?

Vysledek: 90

Priklad 6.19. Vyrobni podnik expedoval zasilku, ktera obsahuje 20 vyrobkt. Pravdé-
podobnost toho, ze se jeden vyrobek béhem prepravy poskodi, je 0,1. Diskrétni ndhodna
velicina X udava pocet poskozenych vyrobki.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkei.

b) Urcete jeji stfedni hodnotu.

c) Urcete pravdépodobnost toho, Ze se béhem ptepravy poskodi vice nez 3 vyrobky.

Vysledek:
a)p(i) = (¥) -0,1°- 0,9, i € {0,1,...,20}
b) EX =0,5.

Priklad 6.20. Automatickd linka produkuje 95% vyrobki prvni kvality a 5% zmetki.
Ze 100 kust vybereme nahodné 10 kusi. Diskrétni ndhodna velicina X udava pocet
zmetkil z vybranych deseti kusti.

a) Urcete jeji pravdépodobnostni funkei.

b) Urcete jeji stiedni hodnotu.

Vysledek:

VW0 e ron
a)p(l> - (11000) S {0, ,...,5}
b) EX = 0,5.

Priklad 6.21. Elektronickd vaha v automatizovaném provozu zastavi balici linku poté,
co zaznamena dva baliky v tésném sledu za sebou s jinou hmotnosti, nez je pozadovano.
V kazdém piipadé je balici linka zastavena po zabaleni patého baliku. Pti kazdém baleni
mé balik pozadovanou hmotnost s pravdépodobnosti 0,9. Jednotliva baleni jsou povazo-
vana za nezavisla na ostatnich balenich. Velicina X udava pocet balikii s pozadovanou
hmotnosti zabalenych pfed prvnim zastavenim linky.

a) Urcete pravdépodobnostni funkci veli¢iny X.

b) Urcete stiedni hodnotu veli¢iny X.
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Vysledek:

a) p(0) = 0,01; p(1) = 0,0099; p(2) = 0,01053; p(3) = 0,05103; p(4) = 0,32805; p(5) =
= 0,59049

b) EX = 4, 4487.

Priklad 6.22. * Pravdépodobnost zésahu terce 0,5. Kolik pokusii o zdsah musime udélat,
aby s pravdépodobnosti 0,75 byl ter¢ zasazen pravé dvakrat?

Vysledek: n = 3.



96 EXPONENCIALNI A POISSONOVO ROZDELEN{ PRAVDEPODOBNOSTI

7 Exponencialni a Poissonovo roz-
déleni pravdépodobnosti

V této kapitole se seznamime s dalsimi dvéma typy rozdéleni pravdépodobnosti, které jsou
vyuzivany v ulohach technické praxe. I kdyz Poissonovo rozdéleni je diskrétni a exponen-
ciadlni rozdéleni spojité, existuje mezi nimi blizky vztah - kazdé z nich sice pouzivame
k popisu jiné veli¢iny, ale hodnoty téchto veli¢in méfime v jedné a téze situaci.

Poissonovo rozdéleni
Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A > 0
(pisSeme X ~ Po(\)), jestlize nabyva hodnot 0,1,2,3,... s pravdépodobnosti
A

p(/f):P(X:k;):y-e pro k=0,1,2,3,....
Tento vzorec pouzivame, kdyz se ptame na pravdépodobnost, Ze nastane pravé k uda-
losti za jednu casovou jednotku, pficemz vime, Ze primérné nastane za tuto ¢asovou
jednotku A udalosti. Nemusi ale jit jen o jednotky casové, miize jit i o jednotky délky,
obsahu a pod.
Stredni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni jsou

EX =) DX=)\

Obcas je treba zjistit pravdépodobnost, ze nastane praveé k udalosti za t ¢asovych jednotek,
kdyz vime, Ze primérné nastane A udélosti za jednu ¢asovou jednotku. Snadno urcime,
ze za t casovych jednotek nastane primeérné A -t udalosti, a proto pro ndhodnou veli¢inu
Y udavajici pocet udalosti za t ¢asovych jednotek plati

A t)F
(k,) e ™ prok=0,1,2,3,....

Samoziejmé, problém mtzeme vyfesit i tak, Ze si pro novou ¢asovou jednotku prepocitame
A a pouzijeme predchozi vzorecek.
Na nasledujicim prikladu si podrobné vysvétlime vyznam parametri A a k& ve vzorcich.

p(k) = P(Y = k) =

Priklad 7.1. Do restaurace pfijde pramérné 20 lidi za hodinu. Uréete pravdépodobnost
toho, ze
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v pritbéhu 5 minut prijdou alespon 2 lidé,

v pritbéhu 15 minut nepfijde nikdo,

v pribéhu 5 minut nepfijde nikdo,

v prubéhu hodiny prijde pravé 20 lidi,

v pritbéhu hodiny prijde pravé 15 lidi.

Reseni. Vime, Ze za hodinu piijde pramérné 20 lidi, proto pro ¢asovou jednotku 1 hodina
je A = 20. Postupné vyresime jednotlivé ukoly:

e v pribéhu 5 minut pfijdou alespon 2 lidé:

V tomto pripadé vidime, Ze ¢asové jednotky nejsou stejné, proto si musime uvédomit,

ze b minut je % z hodiny a ze bude vhodné pouzit druhy vzorecek. Zrejmé bude

vyhodnéjsi pouzit védomosti o dopliitkovém jevu:
P(X>2)=1-P(X=0)—-P(X=1),

a proto

1\0 1)1
P(X>2)=1- 20 55) gm0 3)  wmp gt (1 + §> .
0! 1! 3
Postupovat jsme mohli i tak, ze bychom urcili A pro novou ¢asovou jednotku, tedy
pro casovou jednotku 5 minut. Kdyz za hodinu prijde primérné 20 lidi, tak za 5
minut to bude primeérné g lidi. A uz muzeme pouzit prvni vzorecek, samoziejmé
opét vyuzijeme dopliikovy jev:

ot

5

P(Xz2):1—(5—)0-e—s— (§>1-e—§=1—e—3-<1+—).

o! 1!

e v prubéhu 15 minut neptijde nikdo:

Mame zjistit P(X = 0) a naSe ¢asové jednotky jsou opét rtzné, prvni vypocet
udéléme pro A =20 a t = § (15 minut je § z hodiny).

20 . 1)°
P(X =0) = (20-4)° 0|4) e 200 = o9,

Uloha se dala Tesit i tak, Ze si zjistime, kolik lidi pfijde priimérné za 15 minut. To
je ¢tvrtina z 20, tedy 5 lidi. Proto
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e v pritbéhu 5 minut neptijde nikdo:

Vyuzijeme zkusenosti z predchozich ptikladii:

nebo

e v pritbéhu hodiny pfijde pravé 20 lidi:

V tomto ptripadé mame stejné casové jednotky, proto

2020
P(X=20)="—"+-e%
(X=20) =55 e
e v pritbéhu hodiny pfijde praveé 15 lidi:
Ziejmé
20 o

Nyni predvedeme priklad, kdy neptijde zrovna o udalosti v case.

Priklad 7.2. Ve sbirce prikladu se vyskytuje priumérné 1 chyba na pét stranek. Urcete
pravdépodobnost, ze

e na strance, kterou si zrovna prohlizime, je pravé jedna chyba,
e na strance, kterou si zrovna prohlizime, je aspon jedna chyba.
e na strance, kterou si zrovna prohlizime, je vice nez jedna chyba.

e Daéle urcete, jaky je oCekavany (stfedni) pocet chyb na deseti strankach a jaka je
pravdépodobnost, Ze na deseti strankach se vyskytne pravé tento pocet chyb.

Reseni. Pro prvni tfi tikoly ozna¢ime X pocet chyb na jedné strance. Za jednotku (i kdyz
ne zrovna ¢asovou) tedy povazujeme jednu stranu textu. Parametr A je pak roven 1/5 =
= 0,2. Dalsi vypocet probiha obvyklym zptisobem.

e Pravé jedna chyba na strance:

0,21
PX=1)= T e %% = 0,164.
e Aspon jedna chyba na strance:
02° 45 .
P(X>0=1-P(X=0)=1——-e " =0,181.
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e Vice nez jedna chyba:
Miizeme pouzit predchozi vysledky:

P(X >1)=P(X >0)— P(X =1) = 0,017.

e Na deseti strankach ocekavame dvé chyby. Oznacime-li Y pocet chyb na deseti
stranach, pak Y ~ Po(2) a

2

2
PYY =2)= 5 e ?=0,271.

Exponencialni rozdéleni
Spojita nahodna veli¢ina X ma exponencidlni rozdéleni s parametrem A > 0 (piSeme
X ~ Exp(\)), jestlize mé hustotu f danou predpisem

~J0 pro t < 0,
ft) = {)\ e ™ prot>0.
Jeji distribu¢ni funkce je

] pro t < 0,
F(t)_{l—e_M pro t > 0.

Néahodné veli¢ina s exponencialnim rozdélenim popisuje dobu ¢ekani na dalsi udalost
(resp. délku ¢asového intervalu mezi dvéma udalostmi), jestlize pramérné nastava A
udalosti za jednotku casu.

Stiredni hodnota a rozptyl jsou

1
EX = — .
A A2

Uziti exponencialniho rozdéleni objasnime na nasledujicim piikladu.

Priklad 7.3. Do restaurace pfijde pramérné 20 lidi za hodinu. Urcete pravdépodobnost
toho, ze

e v pritbéhu 15 minut nepfijde nikdo,
e v pribéhu 5 minut neptijde nikdo,
Reseni. e v pribéhu 15 minut nepfijde nikdo:

Nejdriv si uvédomime, Ze za 15 minut pfijde primérné 5 lidi, proto — pro ¢asovou
jednotku 15 minut — je A = 5. Ulohu jsme jiz vy¥esili uzitim Poissonova rozdélent,
ale snadno se da aplikovat i exponencidlni rozdéleni, staci si uveédomit, ze kdyz
v prubéhu 15 minut nepfijde nikdo, znamend to, zZe mezi dvéma piichody bude
doba delsi nebo rovna 15 minut. Proto

P(X>1)=1-P(X <1)=e.
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e v pritbéhu 5 minut neptijde nikdo:

Vyuzijeme zkuSenosti z predchozi ¢asti, staci urcit parametr . Ale to uz umime,
A= g Proto

PX>1)=1-P(X <1)=e3),
Zkusime trochu jiny priklad:

Priklad 7.4. Roc¢ni dité, kdyZ se necha bez dozoru, dovede rozbit nebo pokazit prumérné
4 hracky za hodinu. Jak dlouho ho mtze maminka nechat bez dozoru, aby s pravdépo-
dobnosti 0,9 nenastal problém?

ResSeni. Ziejmé pot¥ebujeme zjistit ¢as, za ktery nedojde k rozbiti hracky s pravdépo-
dobnosti 0,9, a vime, ze jestlize za casovou jednotku zvolime 1 hodinu, pak A = 4. Potom

PX>t)=1-P(X<t)=1-P(X <t)=1-F(t) =09

Proto

teda |
l—e®=01=t= n—4 = 0,0263

Cas t = 0,0263, co je priblizné 1,58 minut.

Poissonovo rozdéleni se obc¢as hodi napt. na aproximaci binomického rozdéleni, a to v pii-
padé, ze n je ,velké“ a p ,malé*. Za parametr A se bere soucin n - p. Vyvétlime to na
nasledujicim prikladu.

Priklad 7.5. Délnice obsluhuje 800 vieten, na které naviji prizi. Pravdépodobnost roz-
trzeni prize za Cas t je na kazdém z nich 0,005. Jaka je pravdépodobnost toho, ze se za
Cas t pfize roztrhne praveé na ¢tyrech vietenech?

Reseni. Jedné se o binomické rozdéleni, proto

800
P(X =4)= ( A ) -0,005* - (1 — 0,005)%°~* = 0,1959.

Aproximujme binomické rozdéleni Poissonovym, A =n - p = 800 - 0,005 = 4, proto

4
P(X =4)=e¢"*. % = 0,1954.

Vidime, ze vysledky se lisi jen nepatrné a vypocet pomoci Poissonova rozdéleni byl pfitom
mnohem méné pracny.

Pokusime se vysvétlit, proc¢ lze tuto aproximaci pouzit. Na problém se podivame z jiné
strany: Jak se asi mohlo pfijit na to, ze pro kazdé vieteno je pravdépodobnost pretrzeni
ptize zrovna 0,0057 Patrné se za ¢as ¢ priumeérné trha pfize na 4 vietenech (pak je pro
jedno vieteno pravdépodobnost pretrzeni ptize 4/800 = 0,005. Pocitame tedy udélosti,
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pricemz vime, ze praumeérné jich nastane A = 4 za danou jednotku casu, a to je presné
situace pro pouziti Poissonova rozdéleni.

V pripadé Poissonova rozdéleni je EX = DX = \. Kdyz aproximujeme binomické roz-
déleni Poissonovym, mélo by pro binomické rozdéleni platit néco podobného. Proto tuto
aproximaci pouzijeme, kdyz neni velky rozdil mezi EX a DX. Protoze u binomického
rozdéleni s parametry n a pje EX =n-paDX =n-p-(1—p), jsou si tyto hodnoty
blizké v piipadé, ze 1 — p je blizké jedné, tj. p je blizké nule.

7.1 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 7.6. Do restaurace prijde primérné 20 zakaznikt za ptlhodinu. Urcete pravdé-
podobnost toho, ze
a) v prubéhu 5 minut pfijdou alespon dva zékaznici,
b) v pribéhu 15 minut nepiijde ani jeden zakaznik,
¢) v pribéhu 5 minut neptijde ani jeden zdkaznik,
d) v priabéhu jedné hodiny pfijde pravé 20 zakaznik,
e) v prubéhu jedné hodiny pfijde pravé 15 zakazniki.
—10

Vysledek: a) 1—2.e5 ;b)e 0 c)es

3 ;d)m.m;e)m.m

20! 15!

Priklad 7.7. Do kancelafe ptijdou prumérné 2 studenti za hodinu. Urcete pravdépodob-
nost toho, ze

a) v priubéhu 5 minut pfijdou alespori dva studenti,

b) v prubéhu 15 minut nepiijde ani jeden student,

¢) v pribéhu jedné hodiny piijdou pravé 2 studenti,

d) doba mezi dvéma po sebe jdoucimi pfichody studentii je v intervalu (10min, 50min).

Vysledek: a) 1 —T-e%;b) e %% ¢) 2-e7% d) priblizné 0,5278

Priklad 7.8. Do ttidy pfijde pramérné 5 opozdilych studentti za vyucovaci hodinu (50
minut) . Urcete pravdépodobnost toho, Ze

a) v prubéhu 5 minut pfijdou alespon dva opozdilci,

b) v pribéhu 5 minut nepiijde ani jeden student,

c¢) v prubéhu 15 minut pfijde alespoii jeden student,

d) v prubéhu jedné vyucovaci hodiny pfijde pravé 20 studenti,

e) v pribéhu jedné vyucovaci hodiny nepfijde ani jeden opozdily student.

Vysledek: a) 1 —2-e7;b) e 2;¢) 1~ ez; d) e Se)e?

Priklad 7.9. Roc¢ni dité je nutno primérné 7-krat za den prebalit. Kdyz se neché bez
dozoru, dovede rozbit nebo pokazit primérné 4 hracky za hodinu. Jak dlouho ho mtze
maminka nechat bez dozoru, aby s pravdépodobnosti 0,9 nenastal ani jeden z uvedenych
problému?

Vysledek: Priblizné 1,473 min
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Priklad 7.10. Nahodn4& veli¢ina X mé& Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou EX =
= 3. Urcete

a) pravdépodobnost toho, ze ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty mensi nez jeji stfedni
hodnota,

b) pravdépodobnost toho, ze nahodna veli¢ina nabyva kladné hodnoty.

Vysledek: a) 0,423; b) 0,950

Priklad 7.11. Do telefonni tstfedny prijde za hodinu primérné 120 hovort. Urcete jaka
je pravdépodobnost toho, ze za dvé minuty pfijdou do tstfedny pravé dva hovory.

Vysledek: 8 - e

Priklad 7.12. Telefonni ustfedna obsluhuje 3000 ucastniki. Pravdépodobnost, ze libo-
volny tcastnik bude telefonovat v pribéhu hodiny je p = 0,002. Nahodna veli¢ina X
udava pocet ucastniki, ktefi budou v priibéhu hodiny telefonovat. Vypocitejte pravdépo-
dobnost toho, ze v pritbéhu hodiny budou telefonovat pravé ¢tyti ucastnici.

Vysledek: P(X =4) =54-¢76

Priklad 7.13. Vyrobni zafizeni ma poruchu v priméru jednou za 2000 hodin. Pfedpo-
kladejme, ze ,doba ¢ekani“ na poruchu je nahodna veli¢ina s exponencialnim rozdélenim.
Urcete hodnotu ¢ tak, aby pravdépodobnost, ze pfistroj bude pracovat delsi dobu nez ¢,
byla 0,99.

Vysledek: Priblizné 20,5 hodin

Priklad 7.14. Na jednom metru viny se prumérné vyskytuji dva uzliky. Vypoctéte prav-
dépodobnost, Ze na dvou metrech vlny bude tfi az pét uzliki.

Vysledek: Priblizné 0,547

Priklad 7.15. Pocet povrchovych kazi na plastovych deskach pouzitych v interiéru auta
mé Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou 0,005 kazu na decimetr ¢tverecni. Pfedpo-
kladejme, Ze celkova plocha téchto desek v jednom auté je 1 metr ¢tverecni.

a) Jaké je pravdépodobnost, ze v auté neni zadny kaz?

b) Jestlize si podnik objedné pét aut, jaka je pravdépodobnost, Ze se v zZadném z nich
povrchové kazy neobjevi?

Vysledek: a) P(X =0) =e % =0,607; b) (e %%)5 = 0,082

Priklad 7.16. Ucitel zapisuje body 200 studentiim do informac¢niho systému. Ze zkuse-
nosti vi, ze u kazdého zdznamu je pravdépodobnost chyby 0,01. Vypoctéte pravdépodob-
nost, ze ucitel udéla dvé az tti chyby

a) pomoci binomického rozdélenti,

b) pomoci Poissonova rozdéleni.

Vysledek: Ptiblizné: a) 0,453; b) 0,451
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8 Normalni rozdéleni

8.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Normalni rozdéleni
Spojita nahodné veli¢ina X s hustotou

1 (z—p)?
flz) = ST , x € (—00,00),

kde 1 € (—00,00) a 0 > 0 jsou konstanty, se nazyva ndhodné veli¢ina s normalnim

rozdélenim. Plati
EX = pu, DX = o2

To, ze ndhodna velicina X mé norméalni rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem
o2, zapisujeme jako
X ~ N(u,0?).

Standardizované normalni rozdéleni

Jeslize ma ndhodna veli¢ina normélni rozdéleni se stiedni hodnotou i = 0 a rozptylem
0% = 1, fikdme, Ze tato nadhodné veli¢ina mé standardizované normalni rozdéleni a
znacime ji U. Plati tedy

U ~ N(0,1).

Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny U se znaci ®, tj. (podle obecné definice distribuéni
funkce) ®(u) = P(U < u). Hodnoty funkce ® jsou tabelovany (viz tabulka 9.1).
Jestlize X je ndahodnd veli¢ina s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p a roz-
ptylem 02, X ~ N(u,o?), pak

X—,u:U

g

Vzorce pro vypocty pravdépodobnosti nerovnosti rtizného typu jsme uz uvadeéli pro obec-
nou nahodnou veli¢inu se spojitym rozdélenim. Nyni vSe zopakujeme specialné pro na-
hodnou veli¢inu U a jeji distribuc¢ni funkci .
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Vypocty raznych pravdépodobnosti pro U pomoci ¢

P(U <u) = ®(u)
PU>u)=1-®(u)
P(u; < U < ug) = P(uz) — P(uq).

Ve vsech uvedenych vztazich 1ze zaménit ostré a neostré nerovnosti.
Pro funkci ® navic plati vztah

O(—u) =1— D(u).

Vypocty ruznych pravdépodobnosti pro obecné normalni rozdéleni
Jestlize X ~ N(u,0?), pak pro vypocty riiznych pravdépodobnosti vyuZijeme trans-
formacni vztah mezi X a U. Konkrétné,

P(X <) = P(U < %25

e}

P(X >z)=P(U > =£)

o

P(CL’1<XSJZ2):P(%<US%>.

Dal pak pocitame s nahodnou veli¢inou U, viz predchozi ramecek.

Priklad 8.1. Vypoctéte pravdépodobnosti:
a) P(U < 1,67) b) P(U > 0,35) c) P(0,35 < U < 1,67)
d) P(U < —0,35) e) P(U > —1,67) f) P(—1,5 < U <0,5)

Reseni. Budeme postupovat podle v¥se uvedenych vzorci, piisluiné hodnoty funkce ®

najdeme vzdy v tabulce.

a) P(U < 1,67) = ®(1,67) = 0,953

b) P(U > 0,35) =1 — ®(0,35) =1 — 0,637 = 0,363

c) P(0,35 < U < 1,67) = (1,67) — ¢(0,35) = 0,953 — 0,637 = 0,316

d) P(U < —0,35) = ®(—0,35) =1 — ®(0,35) =1 — 0,637 = 0,363

e) P(U>—-167)=1—-®(-1,67) =1— (1 —&(1,67)) = $(1,67) = 0,953

f) P(-1,5 < U < 0,5) = ®(0,5) —®(—1,5) = ®(0,5) — (1 —P(1,5)) = ®(0,5) —14+P(1,5) =
=0,691 — 1+ 0,933 = 0,624

Jako ilustrace k pravé uvedenym vypocttim slouzi obrazky 8.1. Zdiraznéme, Ze je na nich

vzdy graf hustoty normdlniho rozdéleni s 1 = 0 a 0? = 1. Pfislusnou pravdépodobnost

poc¢itame jako obsah plochy pod grafem hustoty na odpovidajicim intervalu. Na obrazku a)

sedé vybarvena plocha pfimo udava hodnotu distribu¢ni funkce v bodé 1,67. Na obrazku
b) by hodnota ®(0,35) byl obsah bilé plochy. Obsah vybarvené plochy na obrézku c)
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-3 035 1,67 3u

3 —167 0 3u

Obr. 8.1: K ptikladu 8.1

dostaneme tak, ze ode¢teme obsah Sedé plochy z obrazku a) a bilé plochy z obréazku b).
Porovnanim dvojic obrazki a) a e), resp. b) a d) vidime, Ze vysledky musely vyjit stejné.
Upozornéni na ¢astou chybu: Nékteri studenti mivaji problémy s pravdépodobnostmi
nerovnosti typu a < U < b (viz ¢ast ¢)). Ob¢as mé nékdo tendenci takovouto pravdépo-
dobnost zacit pocitat napi. jako

P(0,35 < U < 1,67) = P(U < 1,67)+ P(U > 0,35) =--- (toto je §patné)

nebo déla jiné nestastné pokusy. Mate-li k tomuto sklony, zkuste si nakreslit pFislusny

obrazek a uvédomit si, jaké obsahy by se zde sc¢italy — vysledek by vysel vétsi nez 1, coz

u pravdépodobnosti nelze.

Jina ¢asta chyba: Pii opravovani pisemek se neziidka setkdvame se zcela nesmyslnymi

zépisy (i kdyz kone¢ny vysledek je pak tfeba numericky dobfe), jako napf.
Pl<U<2)=9(1)<PU)<®2)="-- Toto je tiplné Spatné!!!

Je-li nékdo schopen napsat takovouto véc, znamena to, Ze se naprosto nezorientoval v za-

kladnich pojmech a snazi se jen zoufale napodobit jakysi postup, kterému viibec nerozumi.

Marné se pak nestastny student brani, Ze ,,to pfece mél dobie, jenom to Spatné zapsal“. ..

Priklad 8.2. Najdéte hodnotu u, pro kterou plati

a) PU<u)=09 b) P(U>u)=0,05 ¢) PU>u)=08 d) P(—u< U <u)=0,9

Reseni. Pro nazornost si miizeme nejprve prohlédnout obrazky 8.2.

a) Mame najit u, pro které je P(U < u) = 0,9. Protoze P(U < u) je pfimo ®(u), znamena
to, ze hledame u, pro které plati

®(u)

®(u) = 0,9. “

Pohledem do tabulky zjistime (pfislusny vytez viz vpravo), ze 129 | 0.9014747

u=1,29.
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0,05

0,05

Obr. 8.2: K ptikladu 8.2

Upozornéni na castou chybu: Obc¢as néktefi studenti vypocitaji omylem ®(0,9) a
vyhlési, ze u = 0,816. Pozor, ®(0,9) nas ted vibec nezajima! Musime najit to u, pro které
je ®(u) rovno 0,9 - viz vyse uvedend ¢ast tabulky.

b) Zadanou pravdépodobnost vyjadiime pomoci funkce ®:
PU>u)=1—P(U <u)=1-®(u)
Odtud mame
1-®(u)=005 = &u) =095 = u=1065.

¢) Budeme postupovat obdobné jako v ¢asti b). Opét je zadanéd pravdépodobnost, ze U
je vétsi nez u. Musi proto platit

1-®(u)=08 = &(u)=0.2.

Nyni mtZe nastat mirny problém — hodnotu u, pro kterou by bylo ®(u) = 0,2, v tabulce
pfimo nenajdeme. Je zfejmé, Ze u bude zdporné, vyuzijeme proto vztahu mezi ®(u) a
®(—u) (s tim, ze —u je ted kladné):

1-®(—u)=02 = &(-u)=08 = -u=08 = u=-085.

Priklad jsme mohli Fesit i tak, ze bychom si predstavili, Ze by se obrazek 8.2 c) oto¢il
kolem osy y — vybarvena plocha by pak udavala P(U < —u) (—u je opa¢nd hodnota
k hledanému zapornému u) a pfimo bychom tak dospéli k rovnici ®(—u) = 0,8.

d) Zde mame dvé moznosti:
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Mizeme vyjadrit zadanou pravdépodobnost pomoci @,
P(—u<U<u)=®(u)—d(—u)=2(u) — (1 —?(u) =20(u) — 1,
a dosadit tento vyraz do zadané rovnice P(—u < U < u) =0,9:
2B(u) —1=09 = 20w =19 = &) =095 = u=165.

Jind moZnost je uvédomit si, ze mé-li obsah Sedé vybarvené plochy na obrazku 8.2 d) byt
roven 0,9, znamena to, Ze oba dva pirecnivajici kousky (vlevo a vpravo) maji dohromady
obsah 0,1, a tim padem kazdy z nich musi mit obsah 0,05. Hleddme proto u, pro které by
platilo P(U > u) = 0,05, coZ je ovSem tloha, kterou jsme uz vyfesili v ¢asti b). Srovnejte
téz obrazky 8.2 b) a d), z nich je piimo vidét, ze vysledky téchto dvou ptikladt musi byt
stejné.

Priklad 8.3. Vysledek méreni proudu je ndhodna veli¢ina X s normalnim rozdélenim se

stfedni hodnotou p = 10 mA a rozptylem o? = 4 (mA)?. Vypoctéte pravdépodobnost, ze
bude nameéreno

a) méné nez 13 mA b) vice nez 9mA ¢) méné nez 12mA, ale vice nez 5 mA
Reseni. Podle zadani je X ~ N(10,4). Abychom mohli vypo¢itat pozadované pravdépo-
dobnosti, musime nadhodnou veli¢inu X pfevést na U. Obecné plati
X —p

—

U:

Ze zadéani zname nikoli pfimo o, ale o2. Snadno vypocteme, 7ze ¢ = v/4 = 2mA. Vztah
mezi X a U je tedy Y10
U= 5
Funkéni zévislost ndhodné veli¢iny U na ndhodné veli¢iné X je znazornéna na obrazku 8.3.
Nyni pristupme k vypoctu jednotlivych pravdépodobnosti.
a) Mame vypocitat P(X < 13). Z obrazku 8.3 vidime, ze hodnotdm X mensim nez 13
odpovidaji hodnoty U mensi nez 13—;10 = 1,5. Proto plati
P(X <13)=P(U < 13’;210) = P(U < 1,5) = ®(1,5) = 0,933.
b) Pocitame P(X > 9). Podobné jako v ¢asti a) si miizeme uvédomit, Ze hodnotdm X
vétsim nez 9 odpovidaji hodnoty U vétsi nez g’zﬁ = —0,5. Proto
P(X >9)=PU > 9;2“)) =PU>-05)=1-PU< -05)=1—-®(-0,5) =
=1—(1-2(0,5)) = ®(0,5) = 0,691.

¢) Meze pro U uréime podobné jako v pfedchozich ¢astech a pak uz mizeme pocitat
pomoci ®:
PLE<X<12)=P <U< B =P(-25<U <1)=d(1) - &(—2,5) =

=d(1) — (1 —-2(2,5)) = (1) + ¢(2,5) — 1 =0,841 4+ 0,994 — 1 = 0,835.
Upozornéni na castou chybu: Ve vztahu mezi ndhodnymi velicinami X a U se ve
jmenovateli zlomku vyskytuje o, tj. smérodatnd odchylka, zatimco v zadanich ptikladt
byvéa ¢asto uveden rozptyl neboli o2. Musime si proto vzdy peclivé pieéist zadani, a
v piipadé, Ze je zadan rozptyl, jej odmocnit (a nic neodmocrtiovat, je-li zaddna piimo
smérodatné odchylka).
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Obr. 8.3: K ptikladu 8.3 — pfevod mezi hranicemi pro X a U

Priklad 8.4. Meérici pristroj je zatizen jednak systematickou chybou 1 a dale chybou
ndhodnou. Vime, ze ndhodné chyby maji normalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou
o=0,3.

a) Nad jakou hodnotu se chyba dostane jen s pravdépodobnosti 0,017

b) Pod jakou hodnotou bude chyba s pravdépodobnosti 0,027

¢) V jakych mezich (soumérnych kolem 1) se d& ocekavat chyba pfi 75 % méfeni?

ResSeni. Celkova chyba méfeni — oznac¢me ji X — ma normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou y = 1 a smérodatnou odchylkou ¢ = 0,3. Tedy X ~ N(1; 0,3?), a proto

X -1
U==_——.
0,3

a) Hleddme z, pro které by platilo P(X > x) = 0,01. Stejné jako v pfedchozim piikladu
ndhodnou veli¢inu X prevedeme na ndhodnou veli¢inu U:

P(X>z)=001 = PU>2%)=00L

Oznaéme u = =L, Pak
0,3

PU>u)=001 = 1-®(u)=001 = &u) =099 = u=233
Nyni dopocitame hledanou hodnotu z:

r—1
0,3

=233 = 2=233-0,3+1=1,699.

Da se tedy cekat, ze hodnotu 1,699 piesahne chyba jen pii 1 % méteni.
b) Budeme postupovat obdobné jako v ¢asti a). Najdeme pfislusnou hraniéni hodnotu
u a pak pomoci ni ze vztahu u = % vypocitame mezni hodnotu x, pro kterou plati
P(X <z)=0,02:

PU<u)=0,02 = ®(u)=0,02.
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Odtud vidime (protoze 0,02 < 0,5), Ze u bude zédporné. Pouzijeme proto pfislusny vztah:
1—®(—u)=0,02 = &(—u)=098 = —-u=206 = u=-206.

Zbyva vypocitat x:

rz—1
0,3

=-206 = x=-206-03+1=0,382.

c¢) Zde hleddme dvé hrani¢ni hodnoty, oznacme je x; a x5, pro které plati
P(Il < X< xg) = 0,75

Navic vime, ze tyto hodnoty maji byt soumérné kolem 1, tzn. ze x;1 =1 —d a x5 = 1+ d,
kde d > 0 je n€jaka konstanta, kterou zatim nezname. Mohli bychom také fict, ze hledame
pravé toto d, a predchozi rovnici prepsat jako

P(—d< X —-1<d)=0,75.

Lze tusit (viz obrazek 8.4), ze pfi pfepocitavani meznich hodnot x; a x5 na mezni hodnoty
pro U dostaneme c¢isla navzajem opacna. Pro z; to bude

n-1 1-d-1_ d

up = = -,
O 0,3 0,3
zatimco pro xs je to
u2 = = = — .
0,3 0,3 0,3
Opravdu je tedy u; = —us. Pro zjednoduseni pfeznacime us na u a u; je pak rovno —u.

Ma platit, ze
P(—u < U < u) =0,75,

viz obrézek 8.4. Podobny tikol jsme fesili v ptrikladu 8.2, ¢asti d), kde jsme ukézali, Ze
P(—u < U < u) = 2®(u) — 1. Vyuzijeme-li tohoto faktu, dostavame:

20(u) —1=075 = &(u)=0875 = u=116.

Nyni mizeme dopocitat z; a xo (pfipadné bychom mohli napfed spocitat d, a z1 a xs pak
pomoci néj):

B3 =-116 =2 =-116-03+1=0,652

el = 116 = ap= 1,16-0,3+1=1,348.

Da se tedy cekat, ze v 75 % méfeni bude chyba mezi 0,652 a 1,348.

Pro kontrolu bychom nyni mohli u kazdé z ¢asti a), b), ¢) vypocitat zpétné prislusnou
pravdépodobnost. Napt. u ¢asti ¢) bychom podcitali P(0,652 < X < 1,348) a mélo by vyjit
ptiblizné 0,75 (zcela piesné by to nebylo, protoZe pfi predchozim vypocétu jsme pouzivali
zaokrouhlené hodnoty).
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0,75

-/1\:1: —:u u U
1—d 1+d

Obr. 8.4: K prikladu 8.4, ¢ast ¢)

8.2 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 8.5. Vypoctéte pravdépodobnosti:

a) P(U > 1,23) ¢) P(U > —6/7) o) P(L<U<2) g P(U|l<15)

b) P(U < 0,45) d) P(U < —9/8) f) P(-3<U < —=2) h) P(|U| >2)
Vysledek: (Vse zaokrouhleno na 3 mista) a) 0,109; b) 0,674; ¢) 0,804; d) 0,130; e) 0,136;
f) 0,021; g) 0,866; h) 0,046

Priklad 8.6. Aniz byste uvedené pravdépodobnosti pocitali, dopliitte misto znaku < je-

den ze znakll <, > nebo =, podle toho, v jakém vztahu tyto pravdépodobnosti jsou.
a) P(U<0,8) s P(U <0,9) e) PO9<U<11)sP(19<U<2]1)

b) P(U < 0,7) < P(U > 0,7) fy PA<U<2)s P(U<2)+PU >1)

c) P(U>-2)<s P(U < 2) g) Pl<U<2)s1-PU<1)—PU > 2)

d) P(U < -3)s P(U < 3) h)2P(U>1)s1—-P(-1<U<1)

Vysledek: a) <;b) >;¢) =;d) <;e) >; f) <;g) = h) =
Priklad 8.7. Najdéte hodnotu u, pro kterou plati
a) P(U>u) =025 c) P(U < u)=0,99 e) P(0 < U < u) = 0,35
b) PU<u)=0,1 d)P(—u<U<u)=099 f)P(l<U<u)=0,2
Vysledek: a) 0,68; b) -1,29; ¢) 2,33; d) 2,58; e) 1,04; f) nemé4 FeSeni

Priklad 8.8. Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p =5 a
smérodatnou odchylkou o = 4. Vypoctéte nasledujici pravdépodobnosti:
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a) P(X < 11) c) PB< X <T) e) Plu—o <X < pu+20)
b) P(X > 0) d) P(0< X < p) f) P(|X — p| <0,4)

Vysledek: a) 0,933; b) 0,894; ) 0,383: d) 0,394; e) 0,819; f) 0,080

Piiklad 8.9. Néhodnéa veli¢ina X ma normalni rozdéleni, X ~ N(7,9). Urcete hodnotu
x, pro kterou plati:

a) P(X >z) =0, c) P(X > x) = 0,95 (pokuste se vyuzit vysledku b))
b) P(X <z)=0,95 d) PO< X <z)=0,95 e) Pz < X —-7T<2x)=0,95

Vysledek: a) 7; b) 11,95; ¢) 2,05; d) 12,28; e) 5,88

Priklad 8.10. Néhodna veli¢ina X ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou p a roz-
ptylem o2. Pro ur¢ité = plati, ze P(X < z) = 0,75. Rozhodnéte, jestli by se tato pravde-
podobnost zvétsila nebo zmensila, kdyby

a) u bylo vétsi,

b) o bylo vétsi,

¢) = bylo vétsi.

Vysledek: Pravdépodobnost se a) zmensi; b) zmensi; ¢) zvétsi.

Priklad 8.11. Nahodna veli¢ina X mé normélni rozdéleni se stfedni hodnotou p a roz-
ptylem 2. Pro a = 0,05 je mezni hodnota z, pro kterou plati P(X > z) = «, rovna 1.
Které z nasledujicich vyroki plati?

a) Pro a = 0,01 by mezni hodnota z vysla mensi nez 1.

b) Pro a = 0,01 by mezni hodnota = vysla vétsi nez 1.

c¢) Stfedni hodnota p je ur¢ité mensi nez 1.

d) Rozptyl o2 je urcité mensi nez 1.

Vysledek: Plati b) a c).

Priklad 8.12. Pri kontrole jakosti prebirame soucastku tehdy, jestlize se jeji rozmér po-
hybuje v mezich 26-27 mm. Rozmeéry soucastek maji normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou p = 26,4 mm a smérodatnou odchylkou ¢ = 0,2mm. Jaka je pravdépodobnost, ze
rozmeér soucastky nahodné vybrané ke kontrole bude v pozadovanych mezich?

Vysledek: 0,976

Priklad 8.13. Doba, kterou potiebuje burika jistého typu, aby se rozdélila na dvé burky,
je nahodna veli¢ina s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 1 hodina a smérodatnou
odchylkou 5 minut.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze se buiika rozdéli diive nez za 45 minut?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze burice bude déleni trvat déle nez 65 minut?

¢) Do jaké doby se rozdéli 99% bungk?

Vysledek: a) 0,001; b) 0,159; ¢) 71,65 min

Priklad 8.14. V konzervarné plni sklenice s dzemem. Hmotnost obsahu naplnéné skle-
nice ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 250 g a smérodatnou odchylkou 5 g.
Produkt je v normé, je-li jeho hmotnost v rozmezi 250 £ 8 g.
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a) Jaka je pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrana sklenice je v normé?

b) V jakém rozmezi (soumérném kolem st¥edni hodnoty) je hmotnost 95% sklenic?

c) Jestlize ndhodné vybereme ¢tyfi sklenice, jaka je pravdépodobnost, Ze vSechny jsou
v normé?

d) Jaké je pravdépodobnost, ze aspon jedna z ndhodné vybranych ¢tyf sklenic neni v
norme?

Vysledek: a) 0,990; b) 240,2-259,8 g; c) 0,990% = 0,961; d) 1 — 0,990* = 0,039

Priklad 8.15. Reakcni doba fidice po spatieni prekazky je ndhodna veli¢ina s normalnim
rozdé€lenim se stfedni hodnotou pu = 0,4 sekundy a smérodatnou odchylkou o = 0,05
sekundy.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze fidi¢ zareaguje pozdéji nez za 0,5 s?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze reakéni doba bude v intervalu (0,4; 0,5)7

c¢) Jakou hodnotu reakéni doba piekroci v 90 % ptipadi?

Vysledek: a) 0,023; b) 0,477; ¢) 0,336 sekundy

Priklad 8.16. Zivotnost laseru ma normélni rozdéleni se stiedni hodnotou p = 7000
hodin a smérodatnou odchylkou ¢ = 600 hodin.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze laser selze dfive nez za 6000 hodin?

b) Do jaké doby selze 95 % lasert?

c) V uréitém zafizeni pracuji nezavisle na sobé 3 lasery. Jaka je pravdépodobnost, Ze po
7000 hodinach bude zafizeni jesté fungovat?

Vysledek: a) 0,048; b) do 7987 hodin; b) 0,125

Priklad 8.17. Hmotnost paru specidlnich bézeckych bot v urcité velikosti méa normalni
rozdeéleni se stfedni hodnotou p = 340 gramii a smérodatnou odchylkou o = 15 gram.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze hmotnost bot prekroc¢i 370 g?

b) Jakd by musela byt smérodatna odchylka o, aby vyrobce mohl tvrdit, ze 99,9 % para
bot neptfekroc¢i hmotnost 370 g?

c) Kdyby o bylo 15 g, jakd by musela byt stfedni hodnota pu, aby vyrobce mohl tvrdit, ze
99,9 % péart bot nepiekro¢i hmotnost 370 g?

Vysledek: a) 0,023; b) pfiblizné 9,375 g; ¢) priblizné 322 g
Priklad 8.18. * Vypoctem prislusnych integraltt dokazte, Ze pro ndhodnou veliinu s

hustotou f(z) = \/%U e~ (@=m?*/29) pro & € (—o00, 00) je stfedni hodnota rovna p a rozptyl

roven 0. (Névod: vyuzijte toho, ze [~ f(z)dz = 1.)

8.3 Aproximace binomického rozdéleni normalnim
rozdélenim

Pripomenme, Ze ndhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni pravdépodobnosti s parame-
try n a p, piSeme X ~ Bi(n, p), jestlize X udéva pocet tspéchtt v n nezéavislych pokusech,
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pficemz v kazdém jednotlivém pokusu tspéch nastava s pravdépodobnosti p (viz kapi-
tola 6). Zopakujme téz, Ze pro takovouto ndhodnou veli¢inu je stfedni hodnota EX = np
arozptyl DX = np(1—p). Protoze pro velky pocet pokusti n se vypocty pravdépodobnosti
technicky komplikuji, je vyhodné pouzit misto binomického rozdéleni pravdépodobnosti
rozdéleni normalni.

Aproximace binomického rozdéleni normalnim

Jestlize ndhodné veli¢ina X ma binomické rozdéleni, X ~ Bi(n,p), n je velké a p
neni prilis blizké nule ani jednicce, pak se uvedené rozdéleni da pfiblizné nahradit
normalnim rozdélenim se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem, jako mélo ptvodni
binomické rozdéleni. Neboli

X ~ Bi(n,p) = piiblizné X ~ N(u,0?), p=np, o> =np(l—p).

Pro vypocet pravdépodobnosti pak plati

Play < X <m) = Pt cp <2l g2 g0
g o o pu

Formulace ,n je velké a p neni prilis blizké nule ani jednicce® je ovSem dosti vagni.
V literature 1ze nalézt napt. podminku, ze aproximace je dobra, je-li

np >5 asoucasné n(l—p)>>5.

Aproximace s korekci

Aproximaci binomického rozdéleni normélnim lze vylepsit pomoci tzv. korekce (viz
priklad 8.20 a obrazky 8.5).

Jestlize x; a x5 jsou celd ¢isla, pravdépodobnost P(z; < X < x9) pocitame jako

Pla1 < X <) = Pla1 — 0,5 < X < w5 +0,5) =
iP<(m1—0,5)—u<U< (902+0,5)—u)

o o

R K]

Pozor, zde na typu nerovnosti zalezi, protoze X je diskrétni ndhodna veli¢ina! V
ptipadé P(x; < X < x3) by byl vysledek jiny.

Piiklad 8.19. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515'. Jaké je pravdépodobnost,
ze

!Chlapcti se opravdu rodi vice nez dévéat, pomér je tidajné zhruba 106:100, coz d4va pravé onu
pravdépodobnost 0,515.
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a) mezi 10 novorozenci bude vice dév¢at nez chlapct,
b) mezi 10000 novorozenci bude vice dévéat nez chlapei,
c¢) mezi 100000 novorozenci bude relativni ¢etnost chlapctt v mezich od 0,513 do 0,5157

Reseni. a) Tato ¢ast ma slouzit hlavné pro osvéZeni binomického rozdéleni. Zde je pocet
,pokusu“ (tj. narozenych déti) vcelku maly, takze pravdépodobnost spocitdme presné.
Ma-li byt mezi 10 novorozenci vice dévcat nez chlapci, musi byt dévcat alespon 6, tj.
muze jich byt 6, 7, 8, 9, nebo 10. Oznacime-li X pocet narozenych dévcat, pak X ma
binomické rozdéleni s parametry n = 10 a p = 1 — 0,515 = 0,485 (pocitame dévcata).
Pozadovana pravdépodobnost je

10
P(X >6) = p(6) + p(7) + p(8) + p(9) + p(10) = ( ) ) £0,485% - 0,515+
10 7 3 10 8 2 9 10 _-
() 04857 0515° + () - 0.485°-0,515° + 10 0.485” - 0,515 + 0,485" = 0,341,

b) Ozna¢me X pocet dévéat mezi 10 000 novorozenci. V tomto ptipadé X ~ Bi(10000;0,485).
Dévéat ma byt nadpoloviéni vétsina, a proto jich musi byt alesponn 5001. Kdybychom
tuto ¢ést fesili stejné jako a), zadané pravdépodobnost by se pocitala jako

10000 10000
P(X >5001) = Z p(k) = (5001> '0,4855001 ) 0’5154999 bt 0,48510000,
k=5001

coz by bylo velmi pracné. Priklad proto vyfesime pomoci aproximace norméalnim rozdéle-
nim. Nejprve vypocteme stfedni hodnotu a rozptyl nahodné velic¢iny X:

EX =10000-0,485 = 4850, DX =10000-0,485- (1 — 0,485) = 2497,75.
Miuzeme fict, ze priblizné
X ~ N(p = 4850; 0% = 2497,75).

Dalsi vypocet uz bude podobny jako napf. v prikladu 8.3. Nahodnou veli¢inu X ztrans-
formujeme (pozor, rozptyl DX = ¢ musime op&t odmocnit, abychom dostali o):

X —p X —4850
o 249775

a vypocteme pravdépodobnost zptisobem obvyklym pro normalni rozdéleni:

U

5001 — 4850

P(X>5001)=P (U >
(X = 5001) < = /2497,75

> = P(U>3)=1-P(U <3)
=1—®(3) =1-0,99865 = 0,00135.

Pro srovnani, pfesnym vypoctem pomoci binomického rozdéleni by vyslo 0,00130 — kv1li
tomuto porovnani jsme uvedli tolik desetinnych mist.
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c¢) Tentokrat oznacime X pocet chlapct mezi 100000 narozenymi détmi. Pro ndhodnou
veli¢inu X plati, ze X ~ Bi(100000;0,515), a tedy

EX =100000-0,515 = 51500, DX =100000-0,515-0,485 =24977,5

Je-li relativni Cetnost (tj. pomér poctu narozenych chlapcti ku poétu vSech déti) mezi
0,513 a 0,515, znamena to, ze chlapct se narodilo 51 300 az 51 500. Pro vypocet pravdé-
podobnosti opét pouzijeme aproximaci normalnim rozdélenim. Ptiblizné je

X — 51500

X ~ N(51500:24977.5), atedy U= 222
( ), atedy /240775

Zadana pravdépodobnost je

51300 — 51 500 51500 — 51500
P(51300 < X < 51500) = P <U< -
V249775 V249775

= P(—127 < U < 0) = ®(0)—®(—1,27) = ®(0)—(1—P(1,27)) = 0,5—(1—0,898) = 0,398.

(Pfesnym vypocétem s binomickym rozdélenim by vyslo 0,399.)

Priklad 8.20. V ucebné je 25 pocitacti. Kazdy z nich mtize byt mimo provoz s pravdé-
podobnosti 0,1. Jaké je pravdépodobnost, Zze mimo provoz budou 2 az 3 poéitace? Ulohu
reste

a) presné,

b) pomoci norméalniho rozdéleni,

¢) pomoci normalniho rozdéleni s korekei.

Porovnejte vysledky piikladii b) a ¢) s vysledkem a).

Reseni. Ozna¢me X pocet pokaZenych pocitacti v ucebné. Plati, ze X ~ Bi(25;0,1).
a) Vysledek vypocteme jako soucet pravdépodobnosti, ze pokazené pocitace budou pravé
dva a praveé tri:

25 25
P2< X <3)=p2)+p3) = (2 )0,12 -0,9% + ( 3 )0,13 -0,9%2 = 0,492.
b) Vypocteme stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X:

EX=43=25-01=25 DX=02=25-0,1-09=225 = o=1/225=15

Nyni pravdépodobnost vypoc¢teme pomoci normalniho rozdéleni. Transformacni vztah

. . X—
mezi X aU jeU = 1?5.

2—-25 3—25
) <U< )
- 7 15

?

P(2§X§3)iP( )iP(—O,33§U§O,33):

Y

= ®(0,33) — B(—0,33) = ©(0,33) — (1— (0,33)) = 26(0,33) — 1 = 2-0,629 — 1 = 0,258.

Vidime, Ze vysledek se od pfesné hodnoty, ziskané v ¢asti a), znacné lisi.
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c¢) Pouzijeme korekci:

15—-2 -2
P(2§X§3):P(1,5<X<3,5)iP(’E)l—E)ﬁ§U§W)i

Y

= P(—0,67 < U < 0,67) = ®(0,67) — ®(—0,67) = 28(0,67) — 1 =2-0,749 — 1 = 0,498.

Tentokrat je vysledek mnohem pfesnéjsi, lisi se az na tretim desetinném miste.

Jako ilustrace k tomuto ptikladu slouzi obrazek 8.5. Na obrazku vlevo nahorte je histogram
pravdépodobnosti binomického rozdéleni. Pravdépodobnost vypoctena v ¢asti a) je repre-
zentovana obsahy dvou vybarvenych obdélnikii. Oba tyto obdélniky maji sitku 1, vysky
jsou rovny p(2), resp. p(3). Soucet obsahii téchto obdélniku je proto pravé p(2) + p(3).
Na obrazku vpravo nahote je pak histogram spolu s grafem hustoty normalniho rozdé-
leni se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem, jako ma ptvodni binomické rozdéleni. Na
obrazku vlevo dole vysrafovana plocha pod grafem hustoty urcuje pravdépodobnost vy-
poctenou v ¢asti b), obrazek vpravo dole se vztahuje k ¢asti c¢). Odtud vidime, pro¢
je vysledek b) Spatny, zatimco vysledek c¢) se hodné blizi pfesné hodnoté. Kdybychom
podobny obrazek nakreslili k ptikladu 8.19 (ptiklad s narozenymi détmi) b) nebo c), jed-
notlivé sloupce histogramu by mély velmi malou vysku (napf. pro ¢ast b) predchoziho
piikladu je p(5001) = 8 - 107°, takZe korekce by se piili§ neprojevila.

Yy y

a) p2| g
TOIEEE 7ls

Obr. 8.5: K ptikladu 8.20

Priklad 8.21. Pod jakou hodnotou zistane pocet Sestek pri 1000 hodech kostkou s prav-
dépodobnosti 0,97
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Reseni. Ozna¢me X pocet Sestek pii 1000 hodech kostkou. Plati X ~ Bi(1000, 1/6).
Pro zacatek poznamenejme, ze zadani neni formulovano uplné presné. Najit x, pro které
by presné platilo P(X < x) = 0,9, se u diskrétni ndhodné veli¢iny nemusi podafit. Ve
skutecnosti se budeme snazit najit nejmensi celé ¢islo x, pro které bude platit P(X <
< x) > 0,9. (Tj. s hodnotou z, pro kterou by platilo P(X < z) = 0,85, bychom nebyli
spokojeni, zatimco s z, pro které je P(X < z) = 0,95, uz ano).

Kdybychom méli hrani¢ni hodnotu hledat pomoci binomického rozdéleni, bylo by to
znacné pracné. Hledali bychom prvni celé ¢islo x, pro které by platilo

<o 5 (90 (1 (2)™ o

k=0
Vyuzijeme proto aproximaci binomického rozdéleni normalnim:

1 1
EX = =1000- ¢ = 166,67, DX = o2 = 1000 - G

= 138,89.

S| Ut

Ptiblizné X ~ N(166,67; 138,89), a tedy U = XJ%T Hledame x, pro které plati P(X <
< z) = 0,9. Budeme postupovat obdobné jako v pfikladu 8.4. Nejprve najdeme hrani¢ni

hodnotu pro nahodnou velic¢inu U:
PU<u)=09 = &u)=09 = =129

Odtud vypocteme z:
xr=129-,/138,89 4 166,67 = 182.

Protoze x ma byt hranice pro pocet Sestek, hodnotu jsme zaokrouhlili na celé ¢islo. Plati
tedy, Ze s pravdépodobnosti zhruba 90% bude pii 1000 hodech kostkou pocet Sestek mensi
nez 182.

Protoze jsme si vypocet zjednodusili pouzitim normalniho rozdéleni, neni zaruceno, ze
P(X < 182) uz opravdu ptesdhne 0,9. Pfi pfesném vypoc¢tu pomoci binomického rozdéleni
bychom zjistili, ze P(X < 182) je ve skutecnosti jen 0,895 a Ze hodnota 0,9 je dosaZena
az pro 183. S takovouto chybou se vSak dokdzeme smifit, uvazime-li, jak pracny by byl
presny vypocet.

8.4 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 8.22. Stokrat hodime kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze Sestka padne ale-
spon 20-krat? Vypoctéte

a) pomoci normalniho rozdéleni,

b) pomoci norméalniho rozdéleni s koreket,

c) presné (pouzijte pocitac).

Vysledek: a) 0,187 ; b) 0,224 ; ¢) 0,220
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Priklad 8.23. 250 soustruhil pracuje nezéavisle na sobé. Kazdy z nich je v provozu 80 %
z celkové pracovni doby. Jaka je pravdépodobnost, ze v ndhodné vybraném okamziku je
V provozu

a) 190 az 220 soustruhd,

b) 74 az 86 procent soustruhi?

Vypoctéte pomoci normélniho rozdéleni.

Vysledek: a) 0,942 (s korekei 0,951); b) 0,982 (s korekei 0,986)

Priklad 8.24. Pravdépodobnost, Ze se zasazeny strom ujme, je 0,85. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze z 500 zasazenych stromt se jich ujme

a) aspon 420,

b) nanejvys 4407

Vypoctéte pomoci normalniho rozdéleni.

Vysledek: a) 0,736 (s korekei 0,755) ; b) 0,970 (s korekei 0,974)

Priklad 8.25. * Pravdépodobnost, Ze se zasazeny strom ujme, je 0,85. Kolik stromi
musime vysadit, aby jich s pravdépodobnosti 90 % prezilo aspor 1007
Vypoctéte pomoci normalniho rozdéleni.

Vysledek: 124

Priklad 8.26. 12000-krat hodime minci. Jaké je pravdépodobnost, Ze relativni ¢etnost
licti bude 0,50157

Vypoctéte pomoci normélniho rozdéleni.
Vysledek: 0,008 — pocitano s korekci. Bez korekce vyjde 0

Priklad 8.27. Podle udaji ze séitani lidu v roce 1970 bylo zhruba 75% domaécnosti
vybaveno televizorem!. Ndhodné bylo vybrano 400 doméacnosti.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze z vybranych 400 domacnosti mé televizor 290-3057

b) Urcete, v jakych mezich (soumérnych kolem stfedni hodnoty) bude pocet doméacnosti
s televizorem (ze 400 vybranych) s pravdépodobnosti 95 %.

Vysledek: a) 0,594 (s korekei 0,625); b) 283 az 317

Priklad 8.28. Lojza vypliuje test 1Q, ktery se sklada z 50 otézek. U kazdé otazky je 5
moznosti pro odpovéd, spravné je vzdy pravé jedna moznost. Lojza vSe vyplni ndhodné.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze spravné odpovi pravé na 10 otazek? (Vypoctéte pomoci
binomického rozdéleni a pomoci normélniho rozdéleni s korekei.)

b) Nad jakou hranici po¢tu spravnych odpovédi se Lojza dostane jen s pravdépodobnosti
0,017

Vysledek: a) presné, tj. pomoci Bi: 0,140; pomoci N s korekei: 0,143 (bez korekce by vyslo
0); b) 17

1Opravdu je to tak, viz www stranky Ceského statistického tfadu.
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Priklad 8.29. Kazdy ze 300 pristroju se skladéd ze t¥i soucastek, které se mohou ne-
zavisle na sobé pokazit. Kdyz se néktera soucastka pokazi, pristroj prestane pracovat.
Pravdépodobnost, Ze se béhem dne pokazi prvni soucastka, je 0,1. Pro druhou soucéastku
je pravdépodobnost zavady 0,05 a pro tfeti 0,15.

a) Jaké je pravdépodobnost, ze se béhem dne pokazi méné nez 100 pfistroji?

b) Pod jakou hranici ztistane pocet pokazenych piistroji s pravdépodobnosti 0,97

Vysledek: Mezivysledek: pravdépodobnost poruchy je pro kazdy jednotlivy pristroj
0,27325. a) 0,986 (s korekci 0,988); b) 92
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9  Statistické testy

9.1 Zakladni pojmy a resené priklady

Statistické testy, které probirdame v nasem kurzu, slouzi k tomu, abychom rozhodli, jestli
by urcity parametr mohl byt roven urc¢ité hodnoté, 8 = 6, nebo jestli okolnosti nasvédcuji
spise tomu, Ze tento parametr bude vétsi nebo mensi nez hodnota 6y. Budeme se vénovat
dvéma pripadtim: v prvnim z nich budeme testovat parametr p binomického rozdéleni
a ve druhém stfedni hodnotu g normélniho rozdéleni. Existuje ale i fada dalsich testt.
Obecné se testovani provadi v téchto krocich:

1. Vyslovime nulovou hypotézu H, a alternativni hypotézu H;.

2. Stanovime testové kritérium — nahodnou veli¢inu 7', podle které chceme o plat-
nosti nulové hypotézy Hy rozhodnout.

3. Predpokladame, ze plati Hj, a najdeme kriticky obor W, do kterého testové
kritérium 7" padne jen se zvolenou malou pravdépodobnosti oe. Hodnotu « nazyvame
hladinou vyznamnosti testu. Kriticky obor W je tedy stanoven tak, aby

P(T € Wiplati Hy) = a,

a jeho hranici (hranice) tvoifi odpovidajici kvantil (kvantily) ndhodné velic¢iny 7T'.
Ptipomenme, zZe a-kvantil ndhodné veli¢iny T je to ¢islo t,, pro které je
P(T <t,) =F(ty) = a.

4. Zjistime hodnotu testového kritéria (zpracujeme vysledek konkrétniho pokusu ¢
méfeni).

5. Jestlize empiricka (tj. pokusem ziskand) hodnota kritéria lezi v kritickém oboru,
zamitame hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy H; — hypotéza H; byla
prokazana. Pokud nameérend hodnota v kritickém oboru nelezi, hypotézu H, neza-
mitame a hypotéza H; se neprokazala.

Testy rozlisujeme jednostranné a oboustranné, podle toho, co se snazime prokazat.
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kriticky obor t,/s obor pfijeti ti_a/2  kriticky obor

Obr. 9.1: Oboustranny test

Jestlize testujeme nulovou hypotézu Hy: 6 = 6, proti alternativni hypotéze
Hy: 0 0,,
provadime oboustranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz obrazek 9.1)

W = (tminata/2) U (tlfa/Za tmax) .

Jestlize je alternativni hypotéza tvaru

Hi: 9>90,

obréazek 9.2)
W = (tlfou tmax) .

Jestlize je alternativni hypotéza tvaru

Hy: 0<60,

obrazek 9.3)
W = (tmina ta) .

provadime jednostranny, a to pravostranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz

provadime jednostranny, a to levostranny test. Kriticky obor je pak tvaru (viz

Vysledek testovani miize byt spravny nebo se miizeme dopustit Spatného zavéru.
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obor piijeti t1_q kriticky obor kriticky obor t, obor piijet{

Obr. 9.2: Pravostranny test Obr. 9.3: Levostranny test

Chyba 1. druhu nastane, jestlize nulova hypotéza H, plati, ale my ji zamitneme.
Pravdépodobnost chyby 1. druhu je rovna hladiné vyznamnosti testu «,

P(H, zamitneme|H, plati) = a.

Chyba 2. druhu nastane, jestlize nulova hypotéza H, neplati (¢ili plati Hy), a pfitom
Hy neni zamitnuta. Pravdépodobnost chyby 2. druhu oznac¢ime . S chybou 2. druhu
souvisi tzv. sila testu. Je to pravdépodobnost, Ze spravné zamitneme Hy, kdyz plati
alternativni hypotéza Hi,

sila jednostranného testu = P(H, zamitneme|H, neplati) = 1 — f.

Misto hledani hranic kritického oboru mizeme pro rozhodnuti, jestli vysledek pokusu
v kritickém oboru lezi nebo nelezi, pouzit tzv. p-hodnotu.

p-hodnota (nezamétiovat s parametrem p binomického rozdéleni!) je piesné nebo téz
pozorovana hladina vyznamnosti. Udéava nejmensi hodnotu hladiny vyznamnosti, na
které bychom nulovou hypotézu H, zamitli.
Vypocitame ji jako pravdépodobnost, ze testové kritérium nabude pozorované hodnoty
nebo hodnoty extrémnéjsi. Porovnanim s o pak miizeme rozhodnout, jestli pozorovana
hodnota lezi nebo nelezi v kritickém oboru.

Test hypotézy o parametru p binomického rozdéleni

Jiz vime, Ze pro ndhodnou veli¢inu X ~ Bi(n,p) parametr p udava pravdépodobnost
uspéchu v jednom pokusu. Pomoci statistického testu se budeme snazit rozhodnout, jestli

vvvvv
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p=PT >t)

kriticky obor
«

‘t il—a

Obr. 9.4: Testovani pomoci p-hodnoty,
pravostranny test, Hy nezamitame

kriticky obor

«
p

tiea t

Obr. 9.5: Testovani pomoci p-hodnoty,
pravostranny test, Hy zamitame

Casto se tento test pouzivéa v p¥ipadé, kdy se snazime rozhodnout, jestli po-100 % populace
ma jistou vlastnost V. Nahodné nezavisle na sobé vybereme n objektti. Na zakladé toho,
kolik z nich méa vlastnost V', utvorime zavér ohledné p.

Jako testové kritérium mizeme pouzit ndhodnou

veli¢inu X udavajici, kolik objekt z vy-

branych n kust méa vlastnost V. Za predpokladu, Ze p = pg, plati X ~ Bi(n,pg). Prak-
ticky se ale spise vyuziva vypocet pomoci normované nahodné veliciny U nebo pomoci

p-hodnoty.

Nulova hypotéza: Hy: p = pg
Testové kritérium je

X —npo

X — Do Fibl
n -/n "~ N(0,1), (9.1)

kde ndhodna velicina X udava, kolik objektt

e Oboustranny test
Alternativni hypotéza Hi: p # po

—Ui_q2 < U < Ui_q/2 = Hy nezamitame;

e Pravostranny test
Alternativni hypotéza Hy: p > py

e Levostranny test
Alternativni hypotéza Hy: p < po
Kriticky obor: W = (—00,uq) = {u: u < uy}
Obor piijeti Hy: (Ua,00) = {u: u > uy}
u > u, = Hy nezamitame; u < u, = Hy

Kriticky obor: W = (—oo, Ua/g) U (ul_a/g, 00
Obor prijeti Hy: <ua/27ulfa/2> = <_u17a/27u17a/2> ={u: |u| < ulfa/2}

npo(1 — po) Po(1 = po)

z celkového poctu n ma vlastnost V.

Hodnotu ziskanou méfenim (prizkumem, pokusem) oznacime u.

) = {u: |u] > ui_qy2}

[u| > U1_qj2 = Hy zamitame.

Kriticky obor: W = (uj_4,00) = {u: u > u1_}
Obor prijeti Hy: (—00,u1_q) = {u: u < up_o}
u < Ui_o = Hy nezamitame; U > Ui_o = Hy zamitame.

zamitame.
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Priklad 9.1. Podle expertniho pfedpokladu bude mit o novy vyrobek zéjem 20 % zakaz-
nikl. Ze 400 dotazanych zakaznikl projevilo zajem 62 zakaznikt. Na hladiné vyznamnosti
a = 0,05 testujte hypotézu o realnosti predpokladu, tedy Hy: p = 0,2.

Reseni. Piedvedeme Feseni tfemi metodami. Vyberte si, kterd vam vyhovuje nejlépe, a tu
pak pouzivejte. Bohuzel se setkdvame s tim, Ze studenti z nepochopeni pocitaji u zkousky
v8emi tfemi postupy (navic éasto s rozdilnymi vysledky) v domnéni, Ze jde o t¥i postupné
kroky vypoctu. Pritom se jedné o tii alternativy, jak lze vypocet provést, a vSechny nas
musi dovést ke stejnému zavéru.

V kazdém pripadé budeme testovat nulovou hypotézu

Hy:p=0,2

proti alternativni hypotéze
Hi:p#0,2,

provadime tedy oboustranny test.
I. metoda: Jako testové kritérium pouzijeme nahodnou velicinu X, ktera udava, kolik
zakaznikl ze 400 dotézanych projevilo zdjem o novy vyrobek. Pfi platnosti hypotézy H
plati

X ~ Bi(400; 0,2), tedy priblizné X ~ N(80,64). (9.2)

Najdeme hranice x; a x5, mezi nimiz se X nachazi s pravdépodobnosti 1 — a = 0,95:
Pz < X <x9) =0,95

Podobné tkoly uz jsme tesili v kapitolach 8.1 a 8.3, a proto vypocet nebudeme podrobné
rozepisovat. Jen pripomenme, ze pii hledani soumérného intervalu musime najit 0,975-
kvantil, a nikoli 0,95-kvantil, viz priklad 8.2, ¢ast d), kde se totéz fesSilo pro interval
obsahujici 90 % hodnot.

1 =80—-196-v64 =64, x5=280+1,96-v64=96.

To znamena, zZe pii provadéni prizkumu mezi 400 lidmi by pocet zajemci o novy vyrobek
mél byt témér vzdy (s pravdépodobnosti 0,95) mezi 64 a 96. My jsme ale zjistili, Ze zajem
mé pouze 62 zakazniki, a to je podeziele malo. Odborné€ji formulovany zavér je tento:
Pokusem ziskana hodnota 62 lezi v kritickém oboru, protoze 62 < 64. Hypotézu H, zamitame.

Prokézalo se, ze zadjem zékaznikd je mensi nez 20 %.

Tato metoda asi nejlépe vystihuje podstatu véci — hledani mezi pfimo pro pocet objektt
se zkoumanou vlastnosti a rozhodnuti, jestli vysledek pokusu v téchto mezich lezi. V praxi
se ale spise vyuziva nasledujici metoda, kde se vysledek pokusu normuje, ndhodné velic¢ina
X se prevede na ndhodnou veli¢inu U se standardizovanym normalnim rozdélenim.

IT. metoda — pomoci normované hodnoty (postup z ramecku): Opét predpoklé-
dame, ze p = 0,2. Pak pro ndhodnou veli¢ina X udéavajici pocet zajemcti o novy vyrobek
mezi 400 dotdzanymi plati (9.2), a tedy
7 X—-80 X —-280
V64 8

~N(0,1).
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Interval, v némz je nahodna veli¢ina U s pravdépodobnosti 1 — a = 0,95, je
(uo,025; uo.975) = (—1,96; 1,96) .

Tento interval je oborem prijeti hypotézy H,.
Kriticky obor je pak
W = (—o0; —1,96) U (1,96; c0) .

V priizkumu projevilo zdjem x = 62 zakaznikti. Odpovidajici normovana hodnota je

6280

u =

= —2.25.

Tato hodnota nélezi do kritického oboru, a proto hypotézu Hy o pfedpokladu 20%zajmu
zamitdme na hladiné vyznamnosti o = 0,05. Skutecny zajem bude pravdépodobné mensi.
ITI. metoda — pomoci p-hodnoty: Meze kritického oboru maji u oboustranného testu
tu vlastnost, ze

P(X <) =a/2, P(X > z5) = /2.

Na chvili zapomenme, ze uz jsme x1,zs uréili v postupu I. O tom, jestli 62 do téchto
mezi patii nebo ne, rozhodneme jinym zptisobem, aniz bychom 1, zo znali. Vypocitame
pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty 62 nebo extrémnéjsi, tzn. v nasem pripadé mensi:
Protoze 62 < pu = 80, je 62 bud mensi nez x1, nebo je v oboru pfijeti. Je vyloucené, Ze by
62 leZelo az za x5.

P(X <62) = P(U < —2,25) = ®(—2,25) = 1 — ®(2,25) = 1 — 0,988 = 0,012.

Vysledek mensi nez «/2 = 0,025 ukazuje, Ze 62 lezi pod spodni hranici x; oboru pfijeti
nulové hypotézy, tj. v kritickém oboru, a Hy zamitame. Z tohoto vysledku téz vidime, ze
na hladiné vyznamnosti ' = 0,01 bychom Hy nezamitli.

Pravdépodobnost, kterou jsme prave vypocitali, tj. 0,012, by ale nebyla p-hodnota. V sou-
ladu s definici p-hodnoty coby nejmensi hladiny vyznamnosti, na které bychom H, zamitli,
musime za p-hodnotu vzit u oboustranného testu dvojnasobek vypocitané pravdépodob-
nosti, 0,024 — kdybychom oboustranny test provadéli na této hladiné vyznamnosti, 62 by
vyslo presné na dolni hranici oboru prijeti.

Jestlize se vam to zdad néjaké zamotané, miZete u oboustranného testu pocitat p-
hodnotu algoritimicky takto:

p-hodnota = 2P(U > |u|), kde u je normovand hodnota pfislusna pozorované hodnoteé.

Je-li p-hodnota mensi nez hladina vyznamnosti «, vysledek pokusu lezi v kritickém oboru
a H,y zamitame. Jestlize je vétsi nebo rovna «, je vysledek pokusu v oboru pfijeti a H
nezamitame.

Priklad 9.2. Vyrobce integrovanych obvodii udéava, ze mnozstvi vadnych vyrobki nepie-
sahuje 2 %. Pt testovani 300 ndhodné vybranych integrovanych obvodu bylo nalezeno 8
vadnych kusti. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 testujte, zda je tvrzeni vyrobce pravdivé.



126 STATISTICKE TESTY

Reseni. Tentokrat provedeme jednostranny test. Testujeme nulovou hypotézu
Hy: p=0,02

proti alternativni hypotéze
Hi:p>0,02.

Reseni tentokrat predvedeme pouze metodou z ramecku (v predchozim piikladu oznace-
nou II). Ostatni metody si miZe ¢tenai zkusit sam, zavér musi byt vidy tentyz.
Predpokladame, ze plati Hy. Pak ma nahodna veli¢ina X udéavajici pocet vadnych vyrobkt
mezi 300 vybranymi binomické rozdéleni,

X ~ Bi(300; 0,02), EX =300-0,02=6, DX =300-0,02-0,98 = 5,88.

Protoze np i n(1—p) jsou vétsi nez 5, miizeme binomické rozdéleni aproximovat normélnim.
Ptiblizné tedy
X -6
X ~N(6; 5,88), U=—=.
( ) V5,88

Normovana hodnota prislusna pokusem zjisténé hodnoté x = 8 je
8—6
U= =0,82.
V5,88

Protoze provadime pravostranny test, kriticky obor je tentokrat (g g5; 00), viz obrazek 9.2.
Z tabulky zjistime, Ze ug g5 = 1,65. Tedy naméfend hodnota 0,82 v kritickém oboru nelezi,

0,82 < 1,65, 0,82 ¢ (1,65;00)

a hypotézu H, nezamitame. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 se nepodatilo prokazat, ze

by vadnych vyrobki bylo vice nez 2 %, takze tvrzeni vyrobce miize byt pravdivé.

Priklad 9.3. Urcete silu testu z predchoziho ptikladu, jestlize ve skuteCnosti jsou mezi
integrovanymi obvody 4 % vadnych.

Reseni. Sila testu je pravdépodobnost, ze zamitnu Hy, tj. v nasem piipadé p = 0,02,
jestlize ve skutec¢nosti plati Hy, zde p = 0,04.

Nejprve zapomenme na H; a odpovézme si na otazku: Kdy v testu z prikladu 9.2 zamitnu
Hy? Jestlize vysledek pokusu lezi v kritickém oboru, ktery byl pro normovanou nahod-
nou veli¢inu U interval (1,65;00). Ptivodni ndhodné veli¢inu X udavajici pocet vadnych
integrovanych obvodid mezi 300 ndhodné vybranymi ma za predpokladu, ze p = 0,02,
ptiblizné N(6; 5,88), a kriticky obor pro ni je

W = (1,651/5,88 + 6; 00) = (10, 00).

My nyni vypocitame pravdépodobnost, zZe jestlize ve skutec¢nosti jsou vadnych vyrobkt
4%, pak pocet vadnych vyrobki mezi 300 ndhodné vybranymi bude leZet v intervalu
(10, 00). V tomto pfipadé je

X ~ Bi(300; 0,04) neboli priblizng X ~ N(12;11,52),
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a tedy

10 — 12
115

P(X >10)=P <U > ) = P(U > —0,59) = 1 — ®(—0,59) = ®(0,59) = 0,722.

;

Sila testu je 0,722. Na obrazku 9.6 je sila testu obsah vysrafované plochy.

Jestlize plati Hy:p = 0,02

Jestlize plati Hy:p = 0,04

6 10 12 T

Obr. 9.6: K prikladu 9.3, sila testu

9.2 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 9.4. Stokrat jsme hodili kostkou, pfitom 25-krat padla Sestka. Testujte hypotézu
Hy, 7e kostka je poctiva, tj. zZe pravdépodobnost, Ze na ni padne Sestka, je p = 1/6, proti
alternativni hypotéze, ze p # 1/6 (oboustranny test), a to na hladiné vyznamnosti

a) a = 0,05

b) a = 0,01.

c¢) Urcete nejmensi hodnotu vyznamnosti, na které bychom Hy zamitli (tj. p-hodnotu).

Vysledek: a) H, zamitdme, Sestka pada s vyssi pravdépodobnosti; b) Hy nezamitéame,
neprokazalo se, ze by Sestka padala s jinou pravdépodobnosti nez 1/6; ¢) 0,026

Lepsi, nez pocitat jen Sestky, by bylo zkoumat, jestli vSechna ¢isla na kostce padaji se
stejnou pravdépodobnosti. Takovy test skutecné lze provést, bohuzel vSak presahuje ramec
naseho kurzu.

Priklad 9.5. Ze 200 vyrobktu vyrobenych novou technologii bylo & zmetku. Testujte na
hladiné vyznamnosti o = 0,01, zda novéa technologie zménila zmetkovitost oproti dfivéjsim
dlouhodobé zjisténym 10 % (provedte oboustranny test), jestlize

a) k=6, b)k=13, «¢)k=25 d) k=232

Vysledek: Nulovou hypotézu Hy, ze p = 0,1, a) zamitame (zmetkovitost se snizila), b),
¢) nezamitdme (neprokdzalo se, Ze by zmetkovitost byla jind nez 10%), d) zamitdme
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(zmetkovitost se zvysila).

Priklad 9.6. Prfi prizkumu vefejného minéni v souboru 500 dotazovanych respondentii
jich 180 vyjadfilo nespokojenost se svou posledni volbou v parlamentnich volbach (tj.
dnes by volili jinou stranu). Lze na zakladé tohoto prizkumu tvrdit, ze 40 % voli¢a je
nespokojenych se svou posledni volbou? Testujte na hladin€ vyznamnosti a = 0,05.

Vysledek: Nulovou hypotézu, Ze nespokojenych je 40 % voli¢l, nezamitame.

Piiklad 9.7. (Souvisi s piikladem 9.6.) Kolik lidi z 500 dotazovanych respondenti by
muselo vyjadrit nespokojenost se svou posledni volbou, abychom na hladiné vyznamnosti
a = 0,05 byli opravnéni tvrdit, Ze se pocet volicti nespokojenych se svou posledni volbou
vyznamné lisi od 40 %7

Vysledek: Méné nez 179 nebo vice nez 221.

Priklad 9.8. Testovali jsme hypotézu Hy: p = py proti Hy: p # po na hladiné vyznam-
nosti o = 0,01. Nulovou hypotézu jsme na této hladiné vyznamnosti

a) zamitli;  b) nezamitli.

Jak by dopadl tentyz test na hladiné vyznamnosti o = 0,057

Vysledek: a) Hy bychom zamitli; b) bez znalosti konkrétnich hodnot nelze rozhodnout.

Priklad 9.9. Testovali jsme hypotézu Hy: p = py proti Hy: p # po na hladiné vyznam-
nosti a = 0,05. Nulovou hypotézu jsme na této hladiné vyznamnosti

a) zamitli;  b) nezamitli.

Jak by dopadl tentyz test na hladiné vyznamnosti o = 0,017

Vysledek: a) Bez znalosti konkrétnich hodnot nelze rozhodnout; b) Hy bychom nezamitli.

Priklad 9.10. * Vratme se k testu z prikladi 9.1 a 9.2. Pfedpokladejme, Ze ¢tyFprocentni
chybovost obvodii je pro nas neprijatelna. Kolik obvodi musime otestovat, aby sila testu
z prikladu 9.2 (neboli pravdépodobnost, Ze na hladiné vyznamnosti @ = 0,05 spravné
zamitneme hypotézu o 2 % vadnych obvodu, jestlize ve skutecnosti jsou vadné 4 %) byla
90 %?

Vysledek: n = 586

9.3 Test hypotézy o stfedni hodnoté normalniho roz-
déleni

Mame k dispozici n empiricky zjisténych hodnot i, xs,...,x, ziskanych nezéavisle na
sobé. Na zakladé téchto n méfeni se snazime rozhodnout, jestli stiedni hodnota zkoumané

vvvvv

nizsi hodnoty.
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Predpokladejme, 7e zkoumand ndhodn4 veli¢ina X ma normélni rozdéleni, X ~ N(u, 0?),
nebo si nejsme jisti, jestli je mé, ale mame k dispozici velky pocet méreni. Pak mtzeme
pocitat s tim, ze vybérovy primér X ma opét normalni rozdéleni,

Jestlize rozptyl 0 nezname, coz je v praxi obvyklé, pak pouzijeme jeho odhad s?. Ndhodné
veli¢ina

Vv,

~
I
>
|
=
-
&
R
I
>
|
=

uz ale nema normélni rozdéleni, nybrz tzv. Studentovo t-rozdéleni s (n — 1) stupni vol-
nosti, 7' ~ t(n — 1). Pro velké n se Studentovo rozdéleni pfiblizuje ke standardizovanému
normalnimu rozdéleni.
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Test hypotézy o stfedni hodnoté p, jestliZe rozptyl zname nebo je rozsah
vybéru velky

Nulova hypotéza: Hy: 1 = pyo

Testové kritérium je pfi znAmém rozptylu o>

X — 1o
NZZ

nebo pfi neznamém rozptylu a velkém rozsahu vybéru

U=

/i~ N(0,1), (9.3)

X — o piFibl.
/—52 \/_ ( ) ( )

Hodnotu ziskanou pokusem oznacime u.

e Oboustranny test
Alternativni hypotéza Hi: pu # g
Kriticky obor: W = (—oo,ua/g) U (ul_a/g, oo) ={u: |u] > u1_q)2}
Obor prijeti Hy: <ua/g,u1_a/2 = —ul_a/g,ul_a/2> = {u: Ju| < ui_qye}
—Ui—a/2 < U < Uj_q/2 = Hy nezamitdme; [u| > U1_qj2 = Hy zamitdme.

e Pravostranny test
Alternativni hypotéza Hy: pu > g
Kriticky obor: W = (u1_q,00) = {u: u > uj_o}
Obor piijeti Hy: (—00,u1—q) = {u: u < uj_qo}
u < ui_o = Hy nezamitame; U > Uj_o = Hy zamitame.

e Levostranny test
Alternativni hypotéza Hy: pu < g
Kriticky obor: W = (—o00,uq) = {u: u < uq}
Obor piijeti Ho: (Ua,00) = {u: u > uy}
u > u, = Hy nezamitame; u < uq = Hy zamitame.

Test 1ze provadét taktéz pomoci p-hodnoty.

Priklad 9.11. Vyrobce tvrdi, Ze jim vyrobené zarovky maji Zivotnost v prauméru 1000
hodin. Potfebujeme se ujistit, Zze tomu tak opravdu je. Otestovali jsme 60 nahodné vy-
branych zarovek. Jejich primérna zivotnost byla * = 998,23 hodin a vybérovy rozptyl byl
52 = 11083,45. Na hlading viznamnosti o = 0,05 testujte hypotézu Hy: u = 1000, a to
proti alternativni hypotéze

a) Hy: u# 1000 (oboustranny test),

b) Hy: 1 < 1000 (jednostranny test).

Reseni. Uréime normovanou hodnotu odpovidajici naméfené hodnoté Z = 998,23:

998,23 — 1000
= — V60 = —0,13
\/11083,45 ’
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a) U oboustranného testu je obor pfijeti nulové hypotézy
(uo,025; o.975) = (—1,96; 1,96) ,

kriticky obor je
W = (—o00;—1,96) U (1,96; c0).

Plati
—0,13 € (—1,96; 1,96), —0,13 # W,

a proto hypotézu Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti @« = 0,05. Neni tedy divod

tvrdit, Ze by primeérna zivotnost zarovek byla vyznamné jina nez 1000 hodin.

b) U jednostranného testu je obor prijeti
(10,055 00) = (—1,65; 00),

kriticky obor je
W = (—o0; —1,65).

Plati
—0,13 € (—1,65; 00), —0,13 £ W,

a proto hypotézu Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti o = 0,05. Neni tedy divod

tvrdit, ze by primeérné zivotnost zarovek byla vyznamné nizsi nez 1000 hodin.

9.4 Priklady pro samostatnou praci

Priklad 9.12. 40 vzorki nerostu bylo testovano na obsah aktivni latky. Priumérna hod-
nota byla T = 25,775 promile, vybérovy rozptyl je s*> = 10,987. Lze na zakladé téchto
méfeni tvrdit, ze ve zkoumaném nerostu je 25 promile aktivni latky? Provedte oboustranny
test na hladiné vyznamnosti a = 0,05.

Vysledek: a) Hypotézu Hy: p = 25 nezamitame.

Priklad 9.13. Reditel jedné velké kocourkovské tovarny laka nové zaméstnance a tvrdi,
ze prumérny plat v jeho podniku je 1100 Kk (korun kocourkovskych). Ndhodné jsme
vybrali 50 zaméstnanci a zjistili, ze jejich primérny plat je 1028,40 Kk a vybérova smeé-
rodatnéa odchylka s je 126,253 Kk. Na hladiné vyznamnosti a = 0,01 testujte hypotézu
Hy, ze pramérny plat je skutecné 1100 Kk. Provedte oboustranny test.

Vysledek: Hypotézu Hy: i = 1100 zamitame, pramérny plat je nizsi

Priklad 9.14. Na balicku kofenici smési je uvedeno, ze obsah soli je priamérné 40 procent.
Potravinaiska inspekce nahodné vybrala 45 balickti a otestovala na mnozstvi soli. Pri-
mérné mnozstvi bylo ¥ = 41,67 procent a vybérova smérodatna odchylka byla s = 3,342.
Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testujte, zda priameérny obsah soli v kofenici smési
nepresahuje 40 procent, provedte jednostranny test, tj. Hy: pu > 40.

Vysledek: Hypotézu Hy: 1 = 40 zamitame, obsah soli je vyssi nez 40 %.
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Priklad 9.15. Stiedni doba bezporuchové ¢innosti urc¢itého typu piistroji by méla byt
ruchové ¢innosti je 0 = 100 hodin. Z velké skupiny téchto pristroju jsme ndhodné vybrali
25 kust. Primérna doba jejich bezporuchové ¢innosti byla 970 hodin. Je tim prokazano,
ze cela skupina nevyhovuje pozadavku, aby pristroje pracovaly alespon 1000 hodin bez
poruchy? Provedte jednostranny test, a to na hladiné vyznamnosti

a) a = 0,1,

b) a = 0,01.

Vysledek: a) Hypotézu Hy: p = 1000 zamitame, prokazala se alternativni hypotéza
Hy: p < 1000.

b) Na hladiné vyznamnosti 0,01 H, nezamitame; na této hladiné vyznamnosti se nepro-
kazalo, ze by stroje fungovaly vyznamné kratsi dobu.

Priklad 9.16. Urcete nejmensi hladinu vyznamnosti, pro kterou bychom v prikladu 9.15
hypotézu Hy: p = 1000 zamitli.

Vysledek: 0,067 (jedna se vlastné o p-hodnotu)

Priklad 9.17. Jaka by musela byt primérna doba bezporuchové ¢innosti 25 piistroji
z prikladu 9.15, abychom na hladiné vyznamnosti « = 0,01 mohli tvrdit, ze p < 1000
hodin?

Vysledek: Mensi nez 953,4 hodiny.

Priklad 9.18. Testovali jsme hypotézu Hy: p = pg proti Hy: p # pp na hladiné vy-
znamnosti o = 0,05. Na zakladé T a s? vypoditanych z n = 50 naméfenych hodnot jsme
hypotézu H

a) zamitli;  b) nezamitli.

Jak by test dopadl, kdyby tytéz hodnoty T a s? byly ziskdny z vé&tsitho vybéru, napi.
n = 1007

Vysledek: a) Hy bychom zamitli; b) bez znalosti konkrétnich hodnot nelze rozhodnout.

Priklad 9.19. Testovali jsme hypotézu Hy: p = pg proti Hy: pu # pp na hladinég vy-
znamnosti o = 0,05. Na zékladé T a s vypocitanych z n = 100 naméienych hodnot jsme
hypotézu H

a) zamitli;  b) nezamitli.

Jak by test dopadl, kdyby tytéz hodnoty 7 a s? byly ziskdny z mensiho vybéru, napft.
n = 507

Vysledek: a) Bez znalosti konkrétnich hodnot nelze rozhodnout; b) Hy bychom nezamitli.
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Tab. 9.1: Hodnoty distribu¢ni funkce ®(u) - 1.¢ast.

O (u)

D (u)

D (u)

O (u)

D (u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,33
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8906514
0,8925123
0,8943502
0,8061653
0,8979577
0,8097274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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Tab. 9.2: Hodnoty distribu¢ni funkce ®(u) - 2.¢ast.

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,0344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,0581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,0788217
0,9793248
0,9798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,9816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,9834142
0,9838226
0,9842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,9874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,30
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00

0,9918025
0,9920237
0,0922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,0932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,9981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,0999277
0,9999683

4,50
5,00
5,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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