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Neékolik slov avodem

Predkladany ucebni text je ur¢en vam, studentim ucitelstvi pro matetské skoly v prezencni i
kombinované formé. Je studijni oporou k pfedmétu ,,Rozvoj ptedCiselnych predstav 1°,
prvnimu semestru kurzu, ktery vds ma vybavit potfebnymi kompetencemi k rozvijeni
matematickych pfedstav a zkusenosti z redlného zivota ditéte v prostfedi matetské skoly.

V uvodu checi podékovat PaedDr. Anné Stopenova, Ph.D. a RNDr. JindfiSce Eberoveé
z Katedry matematiky Pedagogické fakulty UP v Olomouci. V letech stravenych doktorskym
studiem se mi ob¢ staly oporou v zacatcich mého pedagogického piisobeni na vysoké Skole
pii vedeni cviéeni ze zaklad matematiky v oboru Ugitelstvi pro 1. stupeti ZS. V tomto obdobi
byly rovnéz zpracovany vyukové materidly, s nimiz jsem ve své vyuce pracovala a na jejichz
oveérovani jsem se podilela. S laskavym svolenim obou autorek byly ¢asti téchto pracovnich
materialli vyuzity rovnéz pii zpracovani této studijni opory.

Dé&kuji rovnéz kolegynim z Katedry matematiky Pedagogické fakulty MU v Brné RNDr.
Rizené Blazkové, CSc. a RNDr. Milené¢ Vanurové, CSc., za fadu cennych pfipominek
smétujicich ke zkvalitnéni textu.

Vyuzit zkuSenosti z realného Zivota a na zdkladé nich rozvinout velky potencial détského
prozivani vlastnich aktivit vyzaduje od ucitelky matetské Skoly alespon zakladni oboroveé
predmétové znalosti. Potfebné zaklady vybranych partii matematiky poskytuje nésledujici
studijni material.

Text je Clenén do 9 kapitol. Zamérem autorky je navazat a udrZzovat s vami kontakt
prostiednictvim priivodce studiem. Kazda z kapitol ma zietelné vymezené cile a priblizny
odhad c¢asu, ktery budete k prostudovani kapitoly potiebovat (samoziejmé ¢asova narocnost je
zcela individualni, zalezi na vaSich predbéznych znalostech a studijnim nasazeni). V prabéhu
vykladu, ktery se opird o reSené priklady, jsou zduraznény duleZité pasdze textu, kterym je
tfeba vénovat zvySenou pozornost Studium vyzaduje samostatné vytreseni kontrolnich ukolil,
které byste po prostudovani kapitoly méli umét vytesit s oporou o klic k reseni - vysledky
kontrolnich ukoli. Rozsifeni a prohloubeni vasich poznatkli nad ramec zakladniho uciva
kurzu je umoznéno prostudovanim partii ozna¢enych pro zdajemce. V zavéru kazdé kapitoly je
uvedeno stru¢né shrnuti jejiho obsahu a nejdilezitéjsi pojmy k zapamatovani.

V predmétu budeme vyuzivat vaSich dosavadnich znalosti a vlastnich zkuSenosti
s matematikou a jejimi praktickymi aplikacemi v roli zZakt zakladnich a stfednich skol. Pijde
nam spolecné o to, ukazat matematické poznatky jako zajimavé a podnétné pro rozvoj vaSich
profesnich kompetenci a rozvinout ptiznivy vztah k matematice.
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1 Zakladni pojmy vyrokové logiky

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni

e pouzivat a interpretovat zakladni pojmy vyrokové logiky,

e formulovat vyroky, negovat je a ptirazovat jim pravdivostni hodnoty,

e charakterizovat slozené vyroky (konjunkci, disjunkei, ostrou disjunkei, implikaci,
ekvivalenci dvou vyroki) a vytvofit tabulky pravdivostnich hodnot slozenych vyrok,
tvofit nové (slozené) vyroky pomoci vyrokotvornych spojek a pravdivostné je
ohodnocovat,

e rozlisit a charakterizovat vyrokové formule (tautologie, kontradikce a splnitelné formule)
a pravdivostn¢ je ohodnocovat,

e fesit nekteré slovni tlohy vyuzitim znalosti vyrokové logiky.

Priuvodce studiem:

Logika je véda, kterd se zabyva usuzovanim, pravdivosti, dokazatelnosti a vyvratitelnosti.
Pfitom jde pouze o formu sdéleni, nezajima nés, co konkrétné je sdélovano, jaky je obsah
sdéleni. V této kapitole se sezndmite se zdkladnimi pojmy logiky, jejich pouZzivanim a
vyhodnocovanim. V dalSich kapitolach budete téchto znalosti vyuZzivat.

Ptedpokladejte, Ze kapitolu prostudujete ptiblizné za 6 hodin.
Pro zajemce:

Matematicka logika jako jedno z odvétvi matematiky vychdzi z praci feckého filozofa
Aristotela ze Stageiry (384 - 322 pt.n. 1.), ktery je povazovan za jednoho z nejuniverzalnéjsich
mysliteld starovéku. Zil v Aténach, kde zalozil vlastni filozofickou $kolu, vyznamné zasahl do
zkoumani v fad¢ obort - etika, estetika, prirodovéda. Jeho dilo (spisy pod soubornym ndzvem
,Organon®) bylo v latinském piekladu velmi rozsifené, az do 15. stol. bylo povazovano za
nezvratné a nezpochybnitelné.

1.1 Vyrok
Diilezita pasaz textu:
Zakladnim pojmem vyrokové logiky je vyrok. Vyrokem rozumime kazdé sdéleni, o kterém

miizeme rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé. Kazdy vyrok ma praveé jednu pravdivostni
hodnotu (bud’ je pravdivy, nebo nepravdivy).

Vyrok ma vzdy tvar oznamovaci véty. Vyroky nejsou véty rozkazovaci, tazaci - tedy vSechna
sdéleni, o jejichZ pravdivosti nebo nepravdivosti nemizeme rozhodnout.

Ptiklady sdéleni, ktera jsou vyrokem:
a) Ctverec je pravidelny étyiuhelnik.
b) Dnes je patek.
¢) Praha je hlavni mésto CR.
d 5<2
e) Slepice ma Ctyii nohy.

Priklady sdéleni, ktera nejsou vyrokem:
a) Kolik je hodin?



b) Narysuj kruznici.

c) x>10

d) Trojuhelnik je rovnostranny.

e) Pifimka x je rovnobézna s ptimkou y.

Vyroklim pfisuzujeme pravdivostni hodnoty:
vyrok je pravdivy (pravda, p) ............... 1
vyrok je nepravdivy (nepravda, n) .......... 0

Ve vyrokové logice abstrahujeme od obsahu jednotlivych vyrokt, zavadime misto
konkrétnich vyrokl vyrokové proménné 4, B,... . Kratce miizeme uvadét vyrok A4, vyrok B.

Priuvodce studiem:

Formulovani vyrokl a pfifazovani pravdivostnich hodnot vyrokiim je ¢innost, kterou déti
provadéji jiz v dobe, kdy se u¢i mluvit matefskym jazykem. Je proto tcelné, abyste obdobné
postupovali 1 pfi studiu a osvojovani matematického jazyka. Doporu€uji vam vénovat
pozornost presnym formulacim vyrokl v jazyce matematiky, jejich symbolickym zépistim,
upfesnéni podstaty piifazovani pravdivostnich hodnot vyrokiim, osvojeni si zpUsobi
usuzovani a kontroly spravnosti usudkii.

Kontrolni ukoly:

1. Rozhodnéte, ktera ztéchto sdéleni jsou vyroky a zduvodnéte proc. U vyroki
rozhodnéte o jejich pravdivosti.

a) Zaklady vyrokové logiky.

b) Narysuj kruznici.

c) 27+ 16=233.

d) Dnes venku prsi.

e) Adélka ma Cervené tricko.

2. Zformulujte sami nekolik sdéleni, ktera jsou (nejsou) vyroky. Zduvodnéte.

Privodce studiem:

PovSimnéme si nepravdivého vyroku 27 + 16 = 33. Suvedenym tvrzenim (sdélenim)
nesouhlasime, popirame jej. Popifenim tohoto vyroku je tvrzeni: 27 + 16 # 33, které je
pravdivym vyrokem.

1.2 Negace vyroku

Pravodce studiem:

V realném zivoté muizeme vyslovit oznamovaci vétu: ,,Alenka ma rdda kakao*. Uvedenou
vétu lze povazovat za vyrok (protoZe je mozné v konkrétnim piipad¢ rozhodnout, zda je
sdéleni pravdivé nebo nepravdivé; urcité nastane praveé jedna z moznosti). Kdyz ale Alenka
kakao rada nemad, vyjadiime tuto skute¢nost vyrokem: ,Neni pravda, Ze Alenka ma rada
kakao* nebo jinak stylizovanym vyrokem ,,Alenka nema rada kakao®. Podivejme se, jak
mizeme popsanou situaci vyjadiit v matematické logice. Nejprve definujeme pojem negace
vyroku.

Diilezita pasaz textu:



Pripojime-li pred urcity vyrok slova "neni pravda, Ze", popr. provedeme stylistické upravy,
které maji tyz vyznam jako uvedend slova, dostaneme negaci vyroku.

Negaci vyroku A zapisujeme A’ nebo 1A . Je-li vyrok A pravdivy, je jeho negace A’
nepravdiva. Je-li vyrok A nepravdivy, je jeho negace A’ pravdiva.

Vyrok A: ,, Alenka ma rada kakao “.

Negaci vyroku 4 je vyrok A" ,,Neni pravda, ze Alenka ma rada kakao * nebo ,, Alenka nema
rada kakao “.

O pravdivosti ptivodniho vyroku i jeho negace bychom ovSem mohli rozhodnout az na
zaklad¢ posouzeni konkrétni situace, napft. ,,Alenka Novakova z predskolniho oddéleni MS
Pohadka v Brné ma - nema rada kakao*.

Reseny priklad 1:
Je dan vyrok A: 3.5 = 15.
Utvorte jeho negaci a urcete pravdivostni hodnotu vyroku A i jeho negace.

Reseni:
Pravdivostni hodnota vyroku A4 je 1. Negaci vyroku A4 je vyrok A”: Neni pravda, ze 3 .5 =15.

Jinym zplisobem vyjadieni negace vyroku 4 maze byt vyrok: 3.5 # 15.
Pravdivostni hodnota vyroku A" je 0. Vyrok A je pravdivy, potom vyrok A’ je nepravdivy.

Tabulka pravdivostnich hodnot negace vyroku:

A A’
1 0
0 1

Poznamka: Pti vytvareni negace je tieba dat pozor na uplné popteni ptivodniho tvrzeni.

Reseny piiklad 2:
Je dan vyrok B: ,, Tento papir je bily“. Utvorte jeho negaci a urcete pravdivostni hodnotu
negace vyroku B.

Resent:
Negace vyroku B: ,,Neni pravda, ze tento papir je bily*. (Tento papir neni bily.) Vyrok "Tento
papir je cerny" neni negaci vyroku B.

Kontrolni ukoly:
1. Vytvorte negace vyrokii :
a) Filip ma na hlavé Cepici.
b) Tatinek je vys$$i neZ maminka.
¢) Snih je bily.
d) 25>30
e) Na§ Honza neptisel domi.

2. Urcete pravdivostni hodnotu vyroku, utvorte jeho negaci a urcete pravdivostni
hodnotu negace vyroku:

a) Univerzita Karlova byla zaloZena v roce 1348.

b) Cislo 3 je prvocislo.



¢) Cislo 0 je sudé &islo.
3. Formulujte negace vyrokii:
a) Mij otec je star$i nez ma matka.

b) Mé¢sic bfezen nema 32 dni.
c) 3627:15=245

4. Ktery z nasledujicich vyrokii je negaci vyroku ,, Petr neprisel “:
a) Michal ptiSel.

b) Michal neptisel.

c) Neni pravda, zZe Petr pfisel.

d) Petr ptisel.

1.3 SloZené vyroky

V bézné komunikaci se obvykle nevyjadiujeme jednoduchymi vétami, ale spojujeme je
v souvéti. Ve vyrokové logice nds piedev§im zajimaji pravdivostni hodnoty slozenych
vyrokt, které vytvotime ze dvou nebo vice vyroki.

Slozené vyroky jsou konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence. Tvorime je pomoci
vyrokotvornych spojek, tzv. funktorii, které zapisujeme zvlastnimi symboly (funktory).

1.3.1 Konjunkce vyrokii
Diilezita pasaz textu:
Konjunkce dvou vyroku A a B je sloZeny vyrok, ktery vytvorime pomoci spojky ,,a“ (,,a

soucasné ). Oznacujeme jej A A B. Konjunkce je pravdiva, jsou-li oba vyroky A, B pravdive.
V ostatnich pripadech je konjunkce A A B nepravdiva.

Reseny piiklad:

Vyrok A: ,.Cislo 15 je liché &islo*.

Vyrok B: ,,Cislo 15 je délitelné sedmi*.

Konjunkce vyroktt AAB: Cislo 15 je liché ¢islo a je délitelné sedmi.

Vyrok A4 je pravdivy, proto pravdivostni hodnota vyroku 4 je 1.

Vyrok B je nepravdivy, proto pravdivostni hodnota vyroku B je 0.

Pravdivostni hodnota konjunkce vyroki A, B je 0, konjunkce je nepravdiva (viz 2. fadek
tabulky).

Pro pravdivostni hodnoty konjunkce vyrokii AAB nastanou Ctyfi moznosti, které miZete
zapsat nasledovneé:

1. oba vyroky A4, B jsou pravdivé, konjunkce A B je vyrok pravdivy,

2. vyrok A je pravdivy, vyrok B je nepravdivy, konjunkce AAB je vyrok nepravdivy,

3. vyrok A4 je nepravdivy, vyrok B je pravdivy, konjunkce AAB je vyrok nepravdivy,

4. oba vyroky A4, B jsou nepravdivé, konjunkce AAB je vyrok nepravdivy.

Uvedené moznosti muiZeme piehledné vyjadrit tabulkou pravdivostnich hodnot konjunkce
dvou vyrokt:

A B AAB
1 1 1




1 0 0
0 1 0
0 0 0

Poznamka: V bézné teci je nckdy obtizné rozeznat konjunkci v textu, ktery byva ze
stylistickych divodd zestruénén. Napt. ,,Mij otec s matkou pfiSli domi“. Vyjadiuje
konjunkci: ,,MUj otec ptiSel domti a ma matka pfisla doma“.

Kontrolni ukoly:
1. Urcete pravdivostni hodnoty konjunkci:
a) Karel IV. byl ¢eskym kralem a fimskym cisafem.
b) 10<25 A 10 je ¢islo liché.
¢) Uhlopticky v obdéIniku jsou k sob& kolmé a navzajem se pali.
d) Dnes je pond¢€li a zitra je utery.

2. Vyjadrete strucnéji nasledujici konjunkce. Urcete pravdivostni hodnotu téchto slozenych
vyrokii:

a) Lukas je synem pani Navratilové a Lukas je bratrem Jany.

b) Cislo 3 je délitelem &isla 132 a &islo 3 je délitelem &isla 231.

3. Urcete jednoduché vyroky, z nichz jsou konjunkce slozené. Rozhodnéte o pravdivosti téchto
vyrokii a pravdivosti konjunkce:

a) Brno a Olomouc jsou moravska mésta.

b) Cisla 24 a 54 jsou nasobky &isla 8.

c) Cislo 45 je délitelné ¢tyfmi a sedmi.

1.3.2 Disjunkce vyroki
Diilezita pasaz textu:
Disjunkce dvou vyroki A, B je sloZeny vyrok, ktery vytvorime pomoci spojky "nebo".

Oznacujeme jej AvVB. Disjunkce je pravdiva, je-li pravdivy aspori jeden z vyroki A, B. Ve
zbyvajicim pripade je disjunkce nepravdiva.

ReSeny priklad 1:

Vyrok A: ,,.Dnes jsem zaspal®.

Vyrok B: ,,Dnes mi ujela tramvaj*.

Disjunkce vyrokt Av B: ,.Dnes jsem zaspal nebo mi ujela tramvaj*.

Pro pravdivostni hodnoty disjunkce 4 vB vyroki 4, B nastanou ¢tyfi moZnosti, které miizeme
zapsat nasledovneé:
1. oba vyroky A4, B jsou pravdivé, disjunkce A VB je vyrok pravdivy,
(zaspal jsem nebo mi ujela tramvaj)
2. vyrok A je pravdivy, vyrok B je nepravdivy, disjunkce 4 v B je vyrok pravdivy,
(zaspal jsem nebo mi neujela tramva;)
3. vyrok A4 je nepravdivy, vyrok B je pravdivy, disjunkce 4 v B je vyrok pravdivy,
(nezaspal jsem nebo mi ujela tramva;)
4. oba vyroky A4, B jsou nepravdivé, disjunkce A v B je vyrok nepravdivy.
(nezaspal jsem nebo neujela mi tramvaj)

Uvedené moznosti muizeme piehledné vyjadrit tabulkou pravdivostnich hodnot disjunkce
dvou vyroki:



A B AvB
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Reseny priklad 2:
Vyrok A: 2 >2
Vyrok B: 2=2

Disjunkce vyrokit A v B: 2>2 v 2 =2, cozmlizeme zapsat 2 > 2.

Pravdivostni hodnota vyroku 4 je 0.

Pravdivostni hodnota vyroku 4 je 1.

Pravdivostni hodnota disjunkce vyrokl 4, B je 1, disjunkce je pravdiva (viz 3. fadek tabulky).

Poznamka: Spojky "mebo" se v hovorové fe€i pouziva ve vylu€ovacim smyslu na rozdil od
jazyka vyrokove logiky.

Reseny piiklad:
Vyrok A: ,,Studuji u€itelstvi pro matetské Skoly na univerzité v Brné*.

b 413

Vyrok B: ,,Studuji ucitelstvi pro matefské skoly na univerzité v PreSoveé®.

Ve slozeném vyroku jsme zde pouzili spojky nebo ve vyluCovacim smyslu
(neptedpokladdme, Ze by student soucasné studoval stejny obor na dvou univerzitach). V
matematice v tomto piipad¢ rad€ji pouzijeme spojky "bud’ - nebo".

Ostra disjunkce vyrokti A v B: ,,Bud’ studuji ucitelstvi pro matefské Skoly na univerzité v
Brn€, nebo v PreSove*.

Ostrou disjunkci dvou vyroku A, B rozumime takovy vyrok, ktery je pravdivy pravé tehdy,
kdyz je pravé jeden z vyrokii A, B pravdivy. Ostrou disjunkci vyrokii A, B budeme znacit
A v B, kde funktor v odpovida slovnimu spojeni ,,bud... ,nebo... "

Pravdivostni hodnoty ostré disjunkce dvou vyrokli 4 v B jsou vyjadieny v tabulce:

A B Av B
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Kontrolni ukoly:
1. Rozhodnéte, zda se jedna o disjunkci nebo ostrou disjunkci. Urcete pravdivostni hodnoty
sloZenych vyrokii:

a) Dnes vecer pijdu do divadla nebo do kavarny.

b) Na tento los vyhraji auto nebo zajezd.

c) Lionel Messi je hra¢em Barcelony nebo Realu Madrid.

d 3=3v3<2

e) 12<7 v3=#3

2. Zapiste pomoci sloZenych vyrokii:
a) Ptijde aspon jeden z mych rodict.



b) Pfijde pravé jeden z mych rodici.
3. Urcete jednoduché vyroky, z nichz jsou disjunkce slozené. Rozhodnéte o pravdivosti techto
vyrokii a pravdivosti disjunkce:

a) Jirka si hral s micem nebo se stavebnici.

b) Odpoledne ptijdeme na vychdzku nebo na hiisté.

c) 6:3=3.6v(16:4):2=16:(4:2)

1.3.3 Implikace vyroku

Diilezita pasaz textu:

Implikace ve slozeny vyrok, ktery vznikne spojenim dvou vyrokii pomoci vyrazu ,,jestlize —
pak . Oznacujeme jej A => B. Implikace je nepravdiva, jestlize prvni vyrok A (predpoklad)
je pravdivy a soucasné druhy vyrok B (tvrzeni) je nepravdivy. V ostatnich pripadech je
implikace pravdiva.

Reseny piiklad:

Vyrok A4: ,,.Dnes piijdu do kina*.

Vyrok B: ,Zitra se budu ucit®.

Implikace vyroka 4 => B: ,Jestlize dnes ptjdu do kina, pak se zitra budu ucit®.

Pravdivostni hodnoty implikace dvou vyrokii 4, B jsou vyjaddieny v tabulce:

A B A= B
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Priivodce studiem:

Opét pripomenme z kap. 1.1. vyznamnou skutecnost, Ze v (matematické) logice abstrahujeme
od obsahové stranky jednotlivych sdéleni (vyroka). V hovorové feCi pouzivame spojeni
sjestlize - pak® pro vyjadieni vztahu mezi pfi¢inou a nasledkem. Naptiklad ze skuteCnosti, ze
,venku prsi“ usuzujeme, ze ,,je venku mokro* (ze je venku mokro je nasledkem toho, ze
venku prsi). Ve vyrokové logice vSak neklademe na vzajemnou obsahovou souvislost
slozenych vyroki Zadné poZadavky. UkaZeme si to na nasledujicich ukazkach.

Reseny piiklad 1:

Urcete pravdivostni hodnotu implikace ,,Jestlize 2 . 2 =5, pak dnes venku pr$i.*

Reseni:

Vyrok A: "2 .2=5%

Vyrok B: ,,Dnes venku prsi‘.

Vyrok A je nepravdivy. Vyrok B mize nebo nemusi byt pravdivy.

Implikace ,,Jestlize 2 . 2 = 5, pak dnes venku pr§i“ je pravdiva bez ohledu na pravdivostni
hodnotu druhého vyroku (to vyplyva ze tfetiho a ctvrtého tfadku tabulky pravdivostnich
hodnot implikace). Uvédomte si tedy, Ze implikace v pripade, kdy prvni vyrok je nepravdivy,
Jje vzdy pravdiva.



ReSeny priklad 2:
Utvoite implikaci vyrokii A, B a ur€ete pravdivostni hodnotu implikaci 4 => B a B => 4.
Vyrok 4: ,,Cislo 28 je liché“. Vyrok B: ,,Cislo 28 je délitelné ¢islem 7.

Resent:

Implikace 4 => B ma tvar: ,Jestlize je Cislo 28 liché, pak je ¢islo 28 délitelné Cislem 7.
Vyrok A je nepravdivy, vyrok B je pravdivy.

Implikace 4 => B je pravdiva.

Implikace B => 4 ma tvar: ,Jestlize je Cislo 28 délitelné Cislem 7, pak je Cislo 28 liché™.
Vyrok 4 je pravdivy, vyrok B je nepravdivy
Implikace B => A4 je nepravdiva.

V uvedeném piikladu si vSimnéte nasledujiciho jevu. Je-li implikace 4 => B pravdiva,
neznamena to, Ze by musela byt také obracena implikace B => A pravdiva. Implikaci B => 4
vzhledem k implikaci A => B nazyvame implikace obracena.

Tuto skutecnost mtizete sledovat v nasledujici tabulce:

A B A=B B=A
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1

Kontrolni ukoly:
1. Utvorte implikace z nasledujicich vyrokui:
a) Vyrok A...... Ptekrocil(a) jsem dovolenou rychlost jizdy.
Vyrok B...... Zaplatil(a) jsem pokutu.
b) Vyrok A...... Byl(a) jsem na dovolené u mofte.
Vyrok B...... Byl(a) jsem na dovolené v Chorvatsku.
¢) Vyrok A......Cislo 28 je délitelné &tyFmi.
Vyrok B......Cislo 28 je délitelné dvéma.

2. Urcete pravdivostni hodnoty implikaci z ulohy 1.

3. Utvorte k implikacim v uloze 1 implikace obracené a urcete jejich pravdivostni hodnoty.
Maji implikace a implikace k ni obrdcend stejné pravdivostni hodnoty? Vysvétlete.

4. Rozhodneéte, jakou pravdivostni hodnotu maji tyto implikace:
a) Jestlize 2.5 =12, pak 4.7 = 28.
b) Jestlize 13 je sudé ¢islo, pak 39 je sudé ¢islo.
c) Jestlize 231 je délitelné sedmi, pak 3231 je délitelné sedmi.
d) Jestlize -8 >-10, pak 30 > 25.

5. Ve kterych dnech v tydnu jsou pravdivé implikace:

a) Je-li dnes utery, bude zitra patek.
b) Je-li dnes utery, bude zitra stieda.
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1.3.4 Ekvivalence vyroki

DiileZita pasaz textu:

Ekvivalence je slozeny vyrok, ktery vznikne spojenim dvou vyrokii pomoci vyrazu ,prdavé
tehdy, kdyZ“ nebo "tehdy a jen tehdy, kdy?". Oznacujeme jej A <=> B. Ekvivalence je

pravdiva, jestlize oba vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu (jsou oba pravdivé nebo jsou
oba nepravdivé). Ve zbyvajicich pripadech je ekvivalence nepravdiva.

ReSeny piiklad:

Vyrok 4: ,,Zitra piijdu na koncert®.

Vyrok B: ,,.Dnes se budu ucit®.

Ekvivalence vyrokti A<=> B: , Zitra ptijdu na koncert pravé tehdy, kdyz se dnes budu ucit*.

Pravdivostni hodnoty ekvivalence dvou vyrokl 4, B jsou vyjadieny v nasledujici tabulce:

A B A<=>B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Kontrolni ukoly:
1. Urcete pravdivostni hodnoty ekvivalence:
a) Na klidné hladin€ vody se tvofti led, pravé kdyz teplota vody klesne pod bod mrazu.
b) Cislo 26 je mensi nez 9 pravé tehdy, kdyz 27 je mensi nez 10.
c¢) Cislo 54 je délitelné 6 pravé tehdy, kdyz je délitelné soucasné dvéma a tiemi.
d) 2.2=4 <=> 4<2

2. Rozhodneéte, jakou pravdivostni hodnotu maji ekvivalence:
a) Dostanu jednicku z pisemky, pravé kdyz mam vSechny ulohy spravné vyieseny.
b) Kdyz je na parkovisti volné misto, mohu zaparkovat.
c) (27>26) <= (27<10)

3. Nameéty na prakticka cviceni:

a) Vyberte si kratky text z nékterého Casopisu pro déti predskolniho véku (Slunicko,
Matetidouska aj.), vyhledejte v ném vyroky, slozené¢ vyroky a pokuste se je zapsat
symbolicky pomoci logickych spojek.

b) Najdéte definice v u¢ivu matematiky, které maji tvar ekvivalence. Napi.: Trojuhelnik
Jje rovnostranny, prave kdyz md vsechny strany shodné.

1.4 Vyrokové formule. Tautologie, kontradikce a splnitelna formule

Privodce studiem:

V ptedchozich kapitolach jste se seznamili se zakladnimi pojmy vyrokové logiky. Vyjadfovali
jsme je pomoci specidlnich termint a symbold, které charakterizuji jazyk logiky podobné jako
jiné terminy jsou charakteristické pro jiné védni discipliny nebo jiné obory lidské ¢innosti.
V matematice pouzivdme fadu specidlnich znakli, symbolli, naptiklad ¢islice 0, 1, 2, ...9,
znaky pro vztahy mezi ¢isly =, <, >, geometrické symboly aj.

Uvadime soubor znaki, které budeme dale pouzivat:
Pokusime se vymezit soubor znak, se kterymi vysta¢ime ve vyrokové logice. Jsou to:
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1) Znaky pro vyrokové proménné A4, , C, B... a znaky pro konstanty 1, 0, kde 1 znaci pravdivy
vyrok, 0 nepravdivy vyrok.

2) Znaky pro logické spojky (funktory) ", A, v, =, <=>, v.

3) Zavorky (), {},[1-

Dosud jsme spojovali pouze dva vyroky, mozné je ale spojeni i vice vyrokd. Pouziva se
zavorek, které maji pfi zapisovani vyrazti vyrokové logiky stejny vyznam jako zavorky

vvvvvv

vyraz utvoren z jednodussich.

Diilezita pasaz textu:

Rikame, Ze vyrokové proménné, konstanty, funktory a zavorky tvoii abecedu vyrokové
logiky. Pomoci téchto znakli mizeme vytvaret libovolné slozené vyrazy, které nazyvame
vyrokovymi formulemi (sloZenymi vyroky). Vyrokové formule jsou tedy zapisy, ve
kterych se vyskytuji vyrokové proménné, logické spojky, zavorky, ptip. konstanty 1, 0 a
ptitom ze kterych po dosazeni konkrétnich vyroku za vyrokové proménné vznikne
vyrok. Napiiklad (AvB) =>C je vyrokova formule, ale A=>)BAC neni vyrokova formule.

Jestlize n¢jaké vyrazy X, Y jsou vyrokovymi formulemi, potomtaké¢ X', Y ", X AY,X VY,
XvY,X=Y,X<=Y jsouvyrokové formule a zddné jiné¢ vyrazy nejsou vyrokové
formule.

Stejn¢ jako u slozenych vyrokli nas zajima, jaké pravdivostni hodnoty nabyva vyrokova
formule pro rizné pravdivostni hodnoty jednotlivych vyrokovych proménnych.

Pro kazdou vyrokovou formuli nastane praveé jedna z téchto moznosti:

a) Vyrokova formule, kterd je vZdy pravdiva pro jakékoliv pravdivostni hodnoty
vyrokovych proménnych, se nazyva tautologie.

b) Vyrokova formule, kterd je vzdy nepravdiva pro vSechny pravdivostni hodnoty vyrokovych
proménnych, se nazyva kontradikce.

c) Vyrokova formule, ktera je pro nékteré pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych
pravdiva a pro jiné pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych nepravdiva, se nazyva
splnitelna formule.

Reseny piiklad 1:
Uréete pravdivostni hodnoty vyrokové formule (4v B)"<=> (4'A B’) a porovnejte je. Reseni
najdete v tabulce.

A B A’ B | AvB | (AvB) | AAB’ [(AvB)<=(A" A B)
1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1

Jestlize vyhodnotime naptiklad vyrokovou formuli (4 v B) '<=>(4 A B’), dostaneme ve vSech
ptipadech pravdivostni hodnotu 1 bez ohledu na pravdivost ¢i nepravdivost samotnych vyroka
A, B. Tato vyrokova formule je tautologie.
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ReSeny priklad 2:
Uréete pravdivostni hodnoty vyrokové formule (4 A B) <=> (4’v B) a porovnejte je. ReSeni
najdete v tabulce.

A B A" | B’ (AAB) A'vVB'| (AAB) <=> (4'vB)
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0

Jestlize vyhodnotime naptiklad vyrokovou formuli (44 B) <=> A" v B’, dostaneme ve vSech
piipadech pravdivostni hodnotu 0 bez ohledu na pravdivost ¢1 nepravdivost samotnych vyroki
A, B. Tato vyrokova formule je kontradikce.

Reseny priklad 3:
Uréete pravdivostni hodnoty vyrokové formule (4v B )" <=> (4’'v B’) a porovnejte je. Reseni
najdete v tabulce.

A B A’ B’ AvB [(AvB) | A'VB |(AvB) <> (A4'vB)
1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1 1 1

Jestlize vyhodnotime naptiklad vyrokovou formuli (AvB)" <=> (A’v B’), dostaneme
v nékterych piipadech pravdivostni hodnotu 1, v nékterych piipadech pravdivostni hodnotu
0,bez ohledu na pravdivost ¢i nepravdivost samotnych vyroki 4, B. Tato vyrokova formule je
splnitelna formule.

Maji-li dvé vyrokové formule stejné pravdivostni hodnoty, fikdme, ze jsou logicky
ekvivalentni (zapisujeme ~), nedélame mezi nimi rozdil, jednu mizeme nahradit druhou.
Spojime-li je spojkou ekvivalence, dostaneme tautologii.

Pro zajemce:
Uvadime n€kolik ekvivalentnich vyrokovych formuli:

1. AAB)~(BAA) komutativnost konjunkce

2. AvB)~(BvA komutativnost disjunkce

3. AABAC ~ An(BACO) asociativnost konjunkce

4. (AvB)vC ~ A4 v(Bv(O) asociativnost disjunkce

5. AAB)v C ~ (4vC)a(B vC) distributivnost disjunkce vzhledem ke
konjunkeci

6. (AvB) AC ~ (4 C)v(BAC) distributivnost konjunkce vzhledem k disjunkci

7. A7) ~ A4 zakon dvoji negace

8. AvA4 ~1 zakon vylouceni tfeti moZnosti

9. An A4 ~0 zakon sporu

10. (4<=>B)~(4=>B) An(B=>A4) nahrazeni ekvivalence pomoci implikace a
konjunkce

11.(4vB) ~ (A A B) de Morgantiv zdkon
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12.(4AB) ~(A'vB") de Morgantiv zakon
13.(A=>B) ~(B"=>4") nahrazeni implikace implikaci obménénou

Kontrolni ukoly:

1. Vyberte si nektera z vyse uvedenych vztahii a tvrzeni ovérte.

2. Sestavte tabulky pravdivostnich hodnota a rozhodnéte, zda se jedna o tautologii,
kontradikci nebo splnitelnou formuli. Vsimejte si, jak zavisi pravdivost ¢i nepravdivost
nasledujicich vyrokovych formuli na pravdivosti ¢i nepravdivosti vyrokii A, B.

a) A= (B=>A)

b) (AvB)'A(A'= B)

¢) (A’vB)= (AvBY)

3. Vytvorte tabulky pravdivostnich hodnot vyrokovych formuli. Rozhodnéte, zda se jedna o
tautologii, kontradikci nebo splnitelnou formuli :

a) (A'=A)=A

b) B=>(B=>A)

c) (A=B) <=(AAB)

d) (A<=>B)" <=>(AAB" )V (A'A B)

1.5 Uziti poznatk logiky pri FeSeni slovnich tloh
Priivodce studiem:

V nasledujici kapitole naznac¢ime moznosti uplatnéni poznatkti z vyrokové logiky, které jste si
pravé osvojili, jako vhodného nastroje k feSeni slovnich matematickych uloh. Ptiklad je
ukazkou tzv. matematizace realné situace.

Reseny piiklad:

V dilné pracuji tii stroje podle nasledujicich podminek :

a) Jestlize pracuje-li prvni stroj, pracuje i druhy stroj.

b) Pracuje druhy nebo treti stroj.

¢) Jestlize nepracuje prvni stroj, pak nepracuje ani treti stroj.

Jak pracuji jednotlivé stroje ?

Reseni:

Zapiseme jednotlivé podminky tlohy (vyroky o praci jednotlivych strojil) pomoci vyrokovych
proménnych. Vyrok "pracuje prvni stroj" zapiSeme pomoci vyrokové proménné A4, vyrok
"pracuje druhy stroj" zapiSeme pomoci vyrokové proménné B, vyrok "pracuje tteti stroj"
zapiSeme pomoci vyrokové proménné C.

Podminky ulohy symbolicky zapiSeme vyrokovymi formulemi:

A=>B, Bv(C A =C’

Podminky ulohy musi byt splnény v§echny sou¢asné, proto nas bude zajimat konjunkce K
téchto tfi podminek. Vyjadiime ji vyrokovou formuli: K~ (A=>B)A(B v O A (A "= C).
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Pro urceni pravdivostnich hodnot je dobré vytvoftit tabulku, ze které vyctete pravdivost
konjunkce K. Vytvorime tabulku pro 3 individualni vyroky 4, B, C. Dosud jsme vytvareli
tabulky pouze pro 2 vyroky - abychom v tabulce zachytili vSechny mozné ptipady, jednotlivé
pravdivostni hodnoty jsme zapsali do 4 fadkl. Pro vétsi pocet vyrokl uréime pocet fadki jako
2", kde n je po&et vyroki. V nasi uloze budeme tedy potiebovat 8 tadka (2°), které vyplnime
podle nasi ukazky. Dbame na to, abychom na zadnou moznost nezapomnéli a abychom
nékterou z moznosti nezapsali vicekrat.

A B C |4 C’ A= B BvC A'=>C" | K
1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0

Z tabulky zjistite, ze konjunkce je pravdiva ve tfech pripadech (1., 2. a 6. fadek), existuji tedy
tf1 moznosti pro praci této trojice stroju:

a) V 1. fadku tabulky je konjunkce pravdiva, pracuji vSechny tfi stroje.

b) V 2. fadku tabulky je konjunkce pravdiva, pracuje jen prvni a druhy stroj.

¢) V 6. radku tabulky je konjunkce pravdiva, pracuje jen druhy stroj.

Kontrolni ukoly:

1. Nektery z zaka A, B, C rozbil okno. Bylo zjisténo, Ze v t¢ dobé nebyl u okna zak A nebo u
n¢j nebyl zak B. KdyZ B nebyl u okna, nebyl tam ani A. Zak C byl u okna prave tehdy, kdyz u
n¢ho nebyl zak A. Lze urcit pachatele jednoznacné v piipad¢, Ze byl prave jeden?

2. O tiech podezielych A, B, C byly provéfeny tyto informace: Jestlize spachal ¢in B, pak je
podeziely 1 C. Spachal-li trestny ¢in podeziely C, pak mu pomahal podeziely A. Nespachal-li
¢in podeziely B, podilel se na ¢inu i podeziely C. Je-li vinen podeziely A, neni vinen
podeziely B. Jaky zavér musel ucinit vysetiujici soudce?

Shrnuti:

Zakladnim pojmem logiky je vyrok. Pro kazdy vyrok nastane pravé jedna z moznosti — vyrok
je pravdivy (1), vyrok je nepravdivy (0). Vyroky mizeme negovat. Je-li vyrok A4 pravdivy, je
jeho negace A’ nepravdiva a obracené. SloZené vyroky jsou konjunkce, disjunkce, ostra
disjunkce, implikace a ekvivalence.

Pravdivostni hodnoty sloZenych vyrok lIze vyjadrit tabulkami. Konjunkce je pravdiva, praveé
kdyz jsou oba vyroky pravdivé. Disjunkce je pravdiva, pravé kdyz je aspon jeden z vyroki
pravdivy. Ostra disjunkce je pravdiva, kdyz je pravé jeden z vyrokl pravdivy. Implikace je
nepravdiva, pravé kdyz je prvni vyrok pravdivy, druhy nepravdivy, v ostatnich ptipadech je
pravdiva. Ekvivalence je pravdiva, kdyZ maji oba vyroky stejnou pravdivostni hodnotu.
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Vyrokové formule jsou zapisy, ve kterych se vyskytuji vyrokové proménné, logické spojky,
zavorky, piip. konstanty 1, 0 a pfitom ze kterych po dosazeni konkrétnich vyrokt za vyrokové
proménné vznikne vyrok. Vyrokové formule jsou tautologie, kontradikce a splnitelnd formule.

Pojmy k zapamatovani:
e vyrok
pravdivostni hodnota vyroku
negace vyroku
konjunkce dvou vyrokt
disjunkce dvou vyrokt
ostra disjunkce dvou vyroki
implikace dvou vyroki
ekvivalence dvou vyroki
vyrokova formule,
tautologie, kontradikce, splnitelna formule,
logicky ekvivalentni vyrokové formule,
matematizace realné situace.

KIli¢ - reSeni kontrolnich uloh:

Kap. 1.1 Vyrok

la) Neni vyrok, nelze rozhodnout o pravdivosti.

1b) Neni vyrok, nelze rozhodnout o pravdivosti.

Ic) Je vyrok, nepravdivy.

1d) Je vyrok, 1ze rozhodnout o pravdivosti - v daném Case a na daném misté mize nastat
praveé jedna z moznosti (prsi - neprsi).

le) Je vyrok, Ize rozhodnout o pravdivosti - v konkrétnim ptipadé mize nastat praveé jedna
z moznosti (ma - nema).

Kap. 1.2 Negace vyroku

la) Neni pravda, ze Filip ma na hlavé Cepici (Filip nema na hlavé ¢epici).

1b) Neni pravda, ze tatinek je vySsi nez maminka (tatinek neni vyssi neZ maminka).
Ic) Neni pravda, ze snih je bily (snih neni bily).

1d) Neni pravda, ze 25 > 30 (25 < 30).

le) Neni pravda, ze na§ Honza neptisel domt (naS Honza ptisel domu).

2a) Vyrok pravdivy, negace Univerzita Karlova nebyla zaloZena v roce 1348 je nepravdiva.
2b) Vyrok pravdivy, negace C:’islo 3 neni prvocislo je nepravdiva.
2¢) Vyrok pravdivy, negace Cislo 0 neni sudé cislo je nepravdiva.

3a) M{j otec neni star§i nez ma matka.
3b) Mé&sic biezen mé 32 dni.
2¢) 3627 : 15 #245

4 d) Petr ptisel.

1.3.1 Konjunkce vyrokii
1a) Konjunkce je pravdiva, oba vyroky jsou pravdivé.
1b) Konjunkce je nepravdiva, prvni vyrok pravdivy, druhy vyrok nepravdivy.
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1¢) Konjunkce je nepravdiva, prvni vyrok nepravdivy, druhy vyrok pravdivy.
1d) Lze rozhodnout v konkrétnim piipadé podle konkrétniho dne v tydnu (v pondéli je
konjunkce pravdiva, v jiné dny nepravdiva).

2a) Lukas je synem pani Navratilové a bratrem Jany.
2b) Cislo 3 je délitelem cisla 132 a ¢isla 231. Oba vyroky jsou pravdivé, konjunkce pravdiva.
2¢) Nula je ¢islo nekladné a nezaporné. Oba vyroky jsou pravdivé, konjunkce pravdiva.

3a) Brno je moravské mésto. Olomouc je moravské mesto. Oba vyroky jsou pravdivé,
konjunkce je pravdiva.

3b) Cislo 24 je celodiselnym nasobkem &isla 8. Cislo 54 je celodiselném nasobkem ¢&isla 8.
Prvni vyrok je pravdivy, druhy vyrok je nepravdivy. Konjunkce je nepravdiva.

3c) Cislo 45 je délitelné &tyimi. Cislo 45 je délitelné sedmi. Prvni vyrok je nepravdivy,
druhy vyrok je nepravdivy. Konjunkce je nepravdiva.

1.3.2 Disjunkce vyrokii

l1a) Disjunkce, oba vyroky mohou byt pravdivé. Disjunkce je pravdiva.

1b) Ostra disjunkce, pravdivy mtze byt jen jeden z vyrokt. Ostrd disjunkce je pravdiva.
Ic) Ostra disjunkce, pravdivy miize byt jen jeden z vyroki. Ostra disjunkce je pravdiva.
1d) Disjunkce je pravdiva, prvni vyrok pravdivy, druhy nepravdivy.

le) Disjunkce je pravdiva, prvni vyrok nepravdivy, druhy pravdivy.

2a) Ptijde mtj otec nebo ma matka nebo piijdou oba rodice - AvB.
2b) Ptijde miij otec (matka neptijde) nebo piijde ma matka (otec neptijde) - Av B.

3a) Jirka si hral s micem. Jirka si hrél se stavebnici. Disjunkce je pravdiva, je-li aspon jeden
z vyroki pravdivy.

3b) Odpoledne ptijdeme na vychazku. Odpoledne ptijdeme na htisté. Disjunkce je pravdiva,
je-li aspont jeden z vyrokt pravdivy.

3¢) 6:3 =3.6 je vyrok nepravdivy, (16:4):2 = 16: (4:2) je vyrok nepravdivy. Disjunkce je
nepravdiva.

1.3.3 Implikace vyrokii

l1a) Jestlize jsem piekrocil(a) dovolenou rychlost jizdy, pak jsem zaplatil(a) pokutu.

1b) Jestlize jsem byl(a) na dovolené u mote, pak jsem byl(a) na dovolené v Chorvatsku.
Ic) Jestlize je Cislo 28 délitelné Ctyimi, pak je Cislo 28 délitelné dvéma.

3a) Jestlize jsem zaplatil(a) pokutu, pak jsem piekrocil(a) dovolenou rychlost jizdy.
3b) Jestlize jsem byl(a) na dovolené v Chorvatsku, pak jsem byl(a) na dovolené u mofe.
3c) Jestlize je Cislo 28 délitelné dvéma, pak je ¢islo 28 d¢litelné ctyfmi.

4a) Implikace pravdiva.
4b) Implikace pravdiva.
4c) Implikace nepravdiva.
4d) Implikace pravdiva.

5a) Implikace je nepravdiva jen v utery, v ostatnich dnech je pravdiva.
5b) Implikace je pravdiva v kazdém dni v tydnu.

1.3.4 Ekvivalence vyrokii
la) Ekvivalence je pravdiva.
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1b) Ekvivalence je pravdiva.
I¢) Ekvivalence je pravdiva.
1d) Ekvivalence je ne pravdiva.

2a) Ekvivalence je pravdiva.
2b) Ekvivalence je pravdiva.
2¢) Ekvivalence je nepravdiva.

1.4 Vyrokové formule. Tautologie, kontradikce a splnitelna formule
2a) Tautologie.

A B (B=A) A= B=A)
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
2b) Kontradikce.
A|B|A"|(AvB)|(AvB) | (A= B) | (AvB)A(A'= B)
11110 1 0 1 0
1100 1 0 1 0
0|1] 1 1 0 1 0
0[10] 1 0 1 0 0
2¢) Splnitelnd formule.
A|B|A"|B"| AvB |(A'vB) | (AvB) | (A"vB) = (AVvB)
111]01]0 1 0 0 1
110 0|1 1 1 0 0
0]1]11]0 1 1 0 0
0]0] 1 1 0 1 1 1
3a) Splnitelna formule.
A A’ A=A | (A =A)=A
1 0 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
3b) Splnitelné formule.
A B B=>A B=>(B=>A)
1 0 1 1
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0
3¢) Splnitelna formule.
A|B|B |(A=B)| (A=B) | (AAB) | (A=>B) <=>(AAB)
1{1]0 1 0 0 1
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—_
—_
[e)
[e)

1.5 Uziti poznatku logiky p¥i FeSeni slovnich uloh
1. Pachatelem je zak C.
2. Podeztely B je mimo podezieni.

2 Zakladni pojmy predikatové logiky

Cile

Po prostudovani kapitoly budete schopni
e pouzivat a interpretovat zékladni pojmy predikatové logiky (vyrokova forma - predikat,
defini¢ni obor, obor pravdivosti),
pochopit souvislost mezi vyrokovou formou, individualnim a kvantifikovanym vyrokem,
e formulovat obecny a existencni vyrok, negovat je a pfifazovat jim pravdivostni hodnoty,

Privodce studiem:

V ptedchozi kapitole jsme pracovali s tvrzenimi, o jejichZ pravdivosti bylo mozZné
jednozna¢né rozhodnout. Oznacili jsme je terminem vyrok. Kromé vyroki a slozenych vyroki
se Casto setkavame se slovnimi vyjadienimi, které obsahuji jeden nebo i vice blize neurcenych
udaji. Nejedna se o vyroky, protoze o jejich pravdivosti nemizeme jednozna¢né rozhodnout.
Ukazeme si, jaky je vyznam takovych sdéleni v logice.

Predpokladejte, e kapitolu prostudujete ptiblizné za 3 hodiny.

2.1 Vyrokova forma (predikat)
Diilezita pasaz textu:

Vyrokova forma (predikat) je sdéleni ve tvaru oznamovaci véty, které obsahuje jeden nebo
vice blize neurCenych udaji (proménnych). Nemizeme proto rozhodnout, zda je tvrzeni
pravdivé nebo nepravdivé.

Vyrokové formy budeme oznacovat

A(x), ¢teme A(x) je vyrokova forma o jedné proménné x.

Ptiklady vyrokovych forem:
a) A(x):x<5
b) B(x): ¢islo x je prvocislo
c) C(x): ¢islo x je délitelem 28
d) D(x): student X studuje v 1. rocniku MU

Ke kazdé vyrokové formé ptitazujeme dvé mnoziny: defini¢ni obor vyrokové formy a obor
pravdivosti vyrokové formy.

Defini¢nim oborem D vyrokové formy A(x) rozumime mnozinu D, pro jejiz libovolny prvek d
plati, Ze A(d) je vyrok.

Oborem pravdivosti P vyrokové formy A(x) je podmnozina definicniho oboru D, pro jejiz
libovolny prvek a plati, Ze A(p) je pravdivy vyrok.
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Z vyrokovych forem mizeme tvofit vyroky tak, Ze proménnou nahradime nékterym prvkem
defini¢niho oboru proménné. Rikdme, ze tento prvek za proménnou dosazujeme. Tim vznika
vyrok, ktery nazyvame individualni. Ten mize byt pravdivy ¢i nepravdivy.

ReSeny priklad:
Je dana vyrokova forma 4(x): x <S5. Urcete jeji defini¢ni obor a obor pravdivosti.

Proménnou x nahradime né€kterym prvkem z vhodné zvolené mnoZiny, napiiklad prvkem z
mnoziny piirozenych ¢isel. Vzdy dostaneme z vyrokové formy 4(x) vyrok. Defini¢nim oborem je
mnozina D =N ={1,2,3,4,5,6,...}.

Poznamka:
Mizeme uvazovat dvé moznosti:
a) mnozinu piirozenych ¢isel N = {1,2,3,4,5,6,...}
b) mnozinu ptirozenych ¢isel s nulou Ny - {0, 1,2,3,4,5,6,...}.
V nasem feSeni jsme za defini¢ni obor povazovali mnozinu ptirozenych ¢isel ,,bez nuly*, tj. N.

Jestlize za x dosadime z defini¢niho oboru D ¢islo 1,2,3 nebo 4, dostaneme vyrok, ktery je
pravdivy (napf. 4 < 5). Oborem pravdivosti je mnoZina P ={1,2,3,4}. Obor pravdivosti je
vzdy podmnoZzinou defini¢niho oboru (P < D).

Dosadime-li za x naptiklad &islo 7, dostaneme nepravdivy vyrok 7 < 5. Cislo 7 neni prvkem oboru
pravdivosti.

Kontrolni ukoly:
1. Rozhodnéte, které sdéleni je vyrok a které vyrokova forma:
a) 28:7=5
b) Praha je hlavni mésto CR.
c¢) Cislo x je délitelné dvéma.
d) Papir je bily.
e) Vltava je nejdelsi z Ceskych fek.
f) Trojuhelnik KLM je pravouhly.

2. Jsou dany vyrokové formy:

a) A(x): x|10 (¢teme: x je délitelem Cisla 10)

b) B(x): 12|x (¢teme: ¢islo 12 déli x)

c) Ckx):2x<6.
Urcete obor pravdivosti vyrokovych forem A(x), B(x) a C(x), je-li jejich definicnim oborem
mnozina vSech pfirozenych Cisel N.

3. Urcete defini¢ni obory vyrokovych forem a obory pravdivosti vyrokovych forem:
a) A(x): X je nejvétsim méstem CR

b) B(y): y je prvocislo mensi nez 10

c) C(z): z je ptirozené Cislo z|36 (z je délitelem Cisla 36)

d) D) * <30

e) A(x):2x+1=3

2.2 Kvantifikované vyroky

Privodce studiem:
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V piedchozim feSeném piikladu jsme si ukazali, jak lze z vyrokové formy dosazenim za
proménnou nékterého prvku z definiéniho oboru vytvofit vyrok. Vyrok mizeme ale
z vyrokové formy vytvofit i jinym zpusobem, tzv. kvantifikaci. Takto vytvoieny vyrok
oznacujeme jako kvantifikovany vyrok.

Reseny priklad:

Je dana vyrokova forma A(x): x < 5, kde za x muizeme dosadit libovolny prvek z mnoZiny
ptirozenych ¢isel N (x € N).

Jestlize k vyrokové formé¢ A(x): x < 5 ptipojime "pro kazdé", dostaneme kvantifikovany
vyrok: pro kazdé prirozené cislo plati, ze x < 5. Souslovi ,pro kazdé¢“ budeme nazyvat
obecny kvantifikator a vznikly vyrok nazveme vyrok obecny.

Jestlize k vyrokové formé A(x): x < 5 pripojime "existuje aspon jedno'", dostaneme
kvantifikovany vyrok: existuje aspon jedno prirozené cislo, pro které plati, ze x < 5. Souslovi
»existuje asponl jedno* budeme nazyvat existen¢ni kvantifikator a vznikly vyrok nazveme
vyrok existencni.

Je ziejmé, ze obecny vyrok z naSeho feSené¢ho piikladu je nepravdivy, existencni vyrok je
pravdivy.

Diilezita pasaz textu:

Je-li déna vyrokova forma A(x) s proménnou x a definicnim oborem D, potom kvantifikaci
vyrokové formy A(x) rozumime piipojeni jednoho z kvantifikatorii pted vyrokovou formu

Ax):

a) Vx € D; A(x) - cteme: Pro kazdé (pro libovolné, pro vSechna) x z mnoziny D plati A4(x).
Uvedeny vyrok se nazyva vyrok obecny.

b) 7x € D; A(x) - ¢teme: Existuje aspon jedno x z mnoziny D tak, Ze plati 4(x). Uvedeny
vyrok se nazyva vyrok existencni.

Kontrolni ukoly:
1. Posudte vyznam nasledujicich vét a rozhodnéte, které ze slov ,,kazdy, vSichni, zadny,
nektery* je mozno doplnit nebo zménit, aby vznikl kvantifikovany vyrok:
a) Vlaky CD jezdi piesné podle jizdniho fadu.
b) Fanousci Sparty jsou nesnaSenlivi.
¢) Prodavaci jsou ochotni.
d) Kazdy nemél zajem o seznameni.
e) Vsichni nemohli nastoupit.

2. Prectéte kvantifikované vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivosti:
a) Vx e M: x nosi bryle (M je mnozina vSech déti ve tfide)

b) Ix € M: x ma 4 nohy (M je mnoZina vSech zvifat na farme)

¢) 3x € M: x ma babitku (M je mnoZina viech déti v MS)

d) Vx e M: x je vétsinez 1 (M je mnozina vSech ptirozenych ¢isel).

2. 3 Negace kvantifikovaného vyroku
Priivodce studiem:
V kapitole o vyrokové logice jsme poznali zplsob, kterym 1ze vyrok negovat. Pfipomeiime,

Ze negaci vyroku jsme vytvofili tak, Ze jsme pfed vyrok zatadili slovni spojeni ,,neni pravda,
ze*“. Stejnym zpisobem budeme negovat i kvantifikované vyroky. UkaZzeme si to na ptikladu.
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Reseny piiklad:

Negujte kvantifikované vyroky

a) Vx € N; x < 5. (Cteme: Vsechna prirozend cisla x jsou mensi nez 5.)
b) 7x € N; x < 5. (Cteme: Existuje prirozené ¢islo x, které je mensi nez 5.
Urcete pravdivostni hodnoty vyrokii jejich negaci.

Resent:

a) Negace obecného vyroku: neni pravda, ze V xe N; x < 5 (neni pravda, ze pro kazdé
ptirozené Cislo x plati, Ze x je mensi nez 5. To znamena, Ze existuje takové piirozené Cislo

x, které je vétsi nebo rovno 5. ZapiSeme pomoci existenéniho kvantifikatoru: 3 x € N; x > 5.
[ VA eN, x<5] ~Fx eN;x2=>5.

b) Negace existenniho vyroku: neni pravda, Ze Fx € N; x < 5 (neni pravda, Ze existuje
ptirozené Cislo x takové, ze x je mensi neZ 5, neboli kazdé ptirozené Cislo je vétsi nebo rovno
5. ZapiSeme pomoci obecného kvantifikatoru: Vx € N;x >5.

[Fx e N;x<5] ~VxeN;x=>5.

Vyrok Vx € N; x <5 je nepravdivy, jeho negace 3 x € N; x > 5 je pravdiva.
Vyrok 3 x € N; x <5 je pravdivy, jeho negace V x € N; x > 5 je nepravdiva.

Diilezita pasaz textu:

Kvantifikovany vyrok negujeme tak, ze zaménime kvantifikdtor (obecny nahradime
existencnim nebo existencni nahradime obecnym) a negujeme vyrokovou formu:
[VxeM;Ax)] ~ Ixe M; A'(x)

[AxeM;Ax)] ~ Vxe M; A(x)

Kontrolni ukoly:

1. Pfectéte a urcete pravdivostni hodnotu vyrok:
a) Vx € N; x je sudé Cislo.
b) Ix € N; x je liché Cislo.
c) IxeN;x+2=1.

2. Negujte kvantifikované vyroky z predesl¢ tillohy a urcete pravdivostni hodnoty negovanych
vyrok.

3. Negujte kvantifikované vyroky:
a) Kazdy ¢lovek je smrtelny.
b) Vsichni mi lhali.
c) VSechna okna v této mistnosti jsou oteviena.
d) Existuje alesponi jeden trojuhelnik, ktery je rovnostranny.
e) Kazdy zak ve tfid€ 3.A umi nasobilku.
f) VSechny déti v matetské skole umi jist ptiborem.
g) Existuje alespoii jedno dité v matei'ské Skole, které je starSinez 6 let.

Shrnuti:

Defini¢nim oborem D vyrokové formy A(x) o jedné proménné X rozumime mnoZzinu D, pro
jejiz libovolny prvek d plati, ze A(d) je vyrok. Oborem pravdivosti P vyrokové formy A(x)
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jedné proménné x je podmnozina defini¢niho oboru D, pro jejiz libovolny prvek a plati, ze
A(p) je pravdivy vyrok.

Z vyrokové formy muzete tvofit vyroky dvéma zpusoby:

a) dosazenim za proménnou z defini¢niho oboru, vytvofeny vyrok se nazyva individualni
vyrok,

b) kvantifikaci uzitim obecného nebo existen¢niho kvantifikatoru, vytvotreny vyrok se
oznacuje jako kvantifikovany vyrok.

Kvantifikované¢ vyroky muzeme negovat tak, ze zaménime kvantifikator a negujeme
vyrokovou formu.

Pojmy k zapamatovani:
e vyrokova forma (predikat),
defini¢ni obor vyrokové formy, obor pravdivosti vyrokové formy,
kvantifikovany vyrok, obecny, existencni vyrok,
negace kvantifikovaného vyroku.

KIli¢ - FeSeni kontrolnich ukolu:

Kap. 2.1 Vyrokova forma (predikat)
1. Vyrokové formy jsou sdéleni c, d, f.

2a) Py = {1,2,5,10}
2b) P,={12,24, 36, 48,...}
2¢) P3={1,2,3}.

3a) D = {mnozina viech mést v CR}; P = {Praha}.
3b) D = {mnozina vSech prvocisel}; P = {2,3,5,7}.
3c)D=N;P={1,2,3,4,6,9, 12, 18, 36}.
3d)D=N;P={1,2,3,4,5}.

4a) P={1}

4b) P={1}

4c)P=1{2,3,4,5, 6}

Kap. 2.2. Kvantifikované vyroky

1a) napiiklad: Vsechny vlaky CD jezdi pfesn& podle jizdniho fadu. Nékteré viaky CD jezdi
ptesné podle jizdniho fadu.

2a) V8echny déti ve tfidé nosi bryle. Obecny vyrok je nepravdivy.

2b) Néktera zvifata na farmé¢ maji 4 nohy. Existencni vyrok je pravdivy.

2c¢) Nékteré déti v MS maji babicku. Existenéni vyrok je pravdivy.

2d) Pro vSechna pfirozend Cisla x plati x > 1. (VSechna pfirozend Cisla jsou vétsi nez 1).
Obecny vyrok je nepravdivy (¢islo 1 je pfirozené ¢islo).

Kap. 2. 3 Negace kvantifikovaného vyroku

la) Kazdé ptirozené Cislo je sudé (nepravdivy vyrok).
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1b) Existuje prirozené Cislo, které je liché (pravdivy vyrok).
l¢) Existuje pfirozené Cislo, pro které plati: x + 2 = 1 (nepravdivy vyrok).

2a) Existuje ptirozené Cislo, které neni sudé (pravdivy vyrok).
2b) Z4dné ptirozené ¢islo neni liché (nepravdivy vyrok).
2¢) Pro zadné ptirozené ¢islo neplati, ze x + 2 = 1 (pravdivy vyrok).

3a) Existuje alespon jeden Clovek, ktery je nesmrtelny (nepravdivy vyrok).

3b) Alespon jeden mi nelhal.

3¢) Alespoit jedno okno v této mistnosti je zavieno.

3d) Zadny trojuhelnik neni rovnostranny (nepravdivy vyrok).

3e) Alespoii jeden zak ve tfidé 3.A neumi nasobilku.

31f) Alespon jedno dité v matetské Skole neumi jist priborem (pravdivy vyrok).

3g) Zadné dité v matefské $kole neni mladsi nez 6 let nebo ma 6 let (nepravdivy vyrok).
Ptipad b), c), e) zalezi na konkrétni situaci v mistnosti.

3 Mnoziny

Cile
Po prostudovani kapitoly budete umét
e vysvétlit zakladni pojmy z teorie mnozin,
e urcovat mnoziny (vyctem prvku a charakteristickou vlastnosti) a vyjadfovat vztahy
mezi mnozinami,
e znazornovat mnoziny graficky,
e vyjadfovat zékladni mnozinové operace, znazornovat je graficky a formulovat jejich
vlastnosti.

Ptedpokladeijte, Ze kapitolu prostudujete piiblizng za 6 hodin.
Priivodce studiem:

Pti vysvétlovani zakladnich pojmil z teorie mnozin budeme vychézet z vasich dosavadnich
znalosti, které jste nckteti ziskali na pfedchozich stupnich vzdélavani, ale také z vaSich
intuitivnich zkuSenosti z redlného zivota. Mnozina a prvek mnoziny totiz patii v matematice
mezi zékladni (primitivni) pojmy, které nedefinujeme, intuitivné vyplyvaji z naSich
zkusenosti. VSichni pfece vime, co se rozumi skupinou lidi, souborem hudebnikti, sbirkou
zndmek, stadem ovci, atd. Uvedené soubory objektli zpravila v matematice oznacujeme
pojmem mnozina.

Pro zdjemce:

Teorie mnozin patfi mezi zdkladni a nejvyznamnéjsi partie matematiky, prestoze jeji zrod je
pomérné nedavny. Za jejiho tviirce v podobé ,.intuitivni teorie mnozin je povazovan
némecky matematik Georg Cantor (1845 - 1915). Po prvotnim odmitdni a nepochopeni se
stala teorie mnozin ,,svétem, do né¢hoz se ponofila celd matematika“; méla zasadni vyznam
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pro dal$i rozvoj matematiky. Ve druhé poloviné 20. stoleti se promitly jeji zaklady v podobé
,mnozinové matematiky* také do Skolniho vzdélavani.

3.1 Mnozina, prvek mnoZiny, mnoZinové relace
3.1.1 MnoZina a prvek mnoZiny
Diilezita pasaz textu:

Mnozinou oznacujeme takovy soubor objekti, Ze o kazdém objektu miizeme rozhodnout, zda
do uvazovaného souboru patii (je jeho prvkem) nebo nepatii (neni jeho prvkem).

Mnoziny budeme znalit tiskacimi pismeny velké abecedy A, B, C, ... a prvky (objekty)
patfici do mnoziny pismeny malé abecedy a, b, c, .... Skute¢nost, Ze objekt a je prvkem
(elementem) mnoziny M budeme zapisovat aeM a ¢teme ,,prvek a patfi do mnoziny M.
SkuteCnost, ze prvek a nepatii do mnoZiny M zna¢ime ag¢M a ¢teme ,,prvek a nepatii do
mnoziny M“. Pro kazdou mnozinu M a pro kazdy objekt a nastane prave jedna z téchto dvou
moznosti : aeM, agM.

MnozZinu uréujeme dvojim zpiisobem :

a) vy€tem prvki - do slozenych zavorek vypisSeme vsechny prvky, ze kterych je mnozina
tvofena.

Napt. A = {Praha, Brno, Ostrava, Plzen, Liberec, Olomouc}, B = {1, 2, 3, 4}.

Kazdy prvek v mnozin€ je zastoupen pouze jednou a zapisujeme ho praveé jednim symbolem.

b) charakteristickou vlastnosti - stanovime kritérium pfislusnosti pro vSechny prvky
mnoziny. Napf. mnoZina A je mnozina viech mést v CR, které maji vice nez 100 000
obyvatel, B je mnoZzina vSech ptirozenych ¢isel mensich nez 5.

Symbolicky miizeme mnozinu B zapsat B = {x € N; x < 5}, ¢teme: mnozina B je mnoZina
vSech x patiicich do N, pro néz plati x < 5.

Pro dalsi tvahy jsou dulezité dvé vyznamné mnoziny:

a) zakladni mnozZina - urcitd piedem zvolena mnozina, ktera obsahuje prvky vSech mnozin, o
nichz budeme jednat, které budeme z této mnoziny vybirat (mnozina Z). V nasem piikladu je
Z; mnozinou vSech mést v CR, Z, mnozinou vsSech ptirozenych ¢isel N,

b) prazdna mnoZina - ktera neobsahuje zadny prvek, zna¢ime ¢ nebo{}. Mnozina obsahujici
aspoil jeden prvek se nazyva meprazdna. Prazdnou mnozinou je napiiklad mnoZina vSech
ptirozenych cisel vétSich nez 1 a menSich nez 2.

Pozor: zdpis {¢} nevyjadiuje prazdnou mnozinu, ale jednoprvkovou mnozinu s prvkem,
kterym je prazdnd mnoZina.

Poznamka:

MnozZiny mohou byt tvofeny libovolnymi objekty, tedy i mnoZinami. Je mozZzné zavést
mnozinu M, jejimiz prvky jsou mnoziny A, B, C, ..., K, tedy M = {A, B, C,..., K}. Pro
mnozinu M se neuZivd ndzvu mnoZzina mnoZin, ale systém mnoZzin.

Kontrolni ukoly:
1. Zapiste vyctem mnoZinu vSech samohlasek ve svém jméng.
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2. Nacrtnéte a popiste ¢tyfuhelnik, zapiste vy¢tem mnozinu vrcholti ¢tyitihelnika.
3. Mnozinu A = {2, 4, 6, 8} zapiSte charakteristickou vlastnosti.

4. Prectéte symbolické zapisy a urete mnoziny vyctem prvku:
a) A={x e Ny x<6},
b) B={xe N;x= 6},
c) C={xe Np2<x<6},
d) D={x € No; x+ 8 <3x - 6},
e) E={xe N;xzzx}.
f)
5. Zapiste symbolicky:
a) mnozina vSech jednocifernych ptirozenych cisel,
b) mnozina vSech celych nezdpornych ¢isel.

6. Uved'te pfiklady n€kolika prazdnych (neprazdnych) mnoZin.

3.1.2 Mnozinové relace (vztahy mezi mnoZinami)

V této kapitole se seznamime se dvéma mnoZzinovymi relacemi: mnozinovou inkluzi a
rovnosti mnoZzin.

Reseny piiklad 1:
MnozZina A je mnozZina vsech studentii PedFF MU studujicich obor ucitelstvi pro materské

Skoly. Mnozina B je mnozina vSech studentii PedF MU. Jaky je vztah mezi mnozinami A, B?

Reseni: Kazdy student mnoziny A patii do mnoZiny B, ale kazdy student z B nemusi patfit do
mnoziny A. MnoZina A je podmnozinou mnoziny B.

Diilezita pasaz textu:

Pravé kdyz kazdy prvek, ktery je prvkem mnoziny A, je také prvkem mnoziny B, fikame, ze
mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, nebo mnoZina B je madmnoZinou mnoZiny A
a zapisujeme A < B nebo B > A. Tento vztah se nazyva inkluze mnoZin.

Ke zndzornéni vztahli mezi mnozinami jednoduchym a srozumitelnym zptisobem vyhodné
vyuzivdme mnozinovych diagrami, které mohou mit rGzny tvar podle po¢tu znazorfiovanych
mnozin. Ozna¢ujeme je Vennovy diagramy (podle anglického matematika Johna Venna).

ReSeny priklad 2:
Jsou dany zakladni mnozina Z, Z = {1, 2, ..., 10} a ddle mnoziny A = {x € Z; x /3} (zapis x/3

cteme Cislo x je delitelem cisla 3), B = {xe Z; x /6} Urcete vztah mezi mnozZinami A, B, Z.
Zakreslete Vennuv diagram.

Reseni:
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Mnoziny A i1 B ur¢ime vyctem: A = {1, 3}, B = {1, 2, 3, 6}a zakreslime Venniv diagram.
Ptislusnost prvku do mnoziny vyznafime kiizkem do vnitfni oblasti ¢ary znazornujici
mnozinu, tzv. pole diagramu (znacku neumistujeme na zddnou nakreslenou ¢aru). Vyznacili
jsme Venniv diagram pro 2 mnoziny, vytvofili jsme 4 pole diagramu. Znazornéni mnozin je
patrné z nasledujiciho grafického feseni.

Z
A
B
10 7
« 9 .4
8 x5

Pro vztahy mezi mnozinami A, B, Z plati:
A c B, B o A - kazdy prvek mnoZiny A patii do mnoziny B
A cZ,B cZ-mnozZiny A 1B jsou podmnozinami zdkladni mnoZiny.

Poznamka: Pro libovolnou mnozinu M plati inkluze:

dcM, McM ataké ¢ c ¢.

Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny a kazdd mnozina je sama sobé
podmnozinou.

Diilezita pasaz textu:

Mnoziny A, B se rovnaji (zapiSeme A = B), pravé kdyz kazdy prvek mnoziny A je prvkem
mnoziny B a soucasné kazdy prvek mnoziny B je prvkem mnoziny A (A < B A B < A).
Mnoziny A, B obsahuji tytéz prvky.

Jestlize si mnoziny A, B nejsou rovny, piSeme A # B (fikdme o nich, ze jsou rizné) a
znamena to, ze existuje aspon jeden prvek mnoziny A, ktery nepatii do mnoziny B, nebo
aspon jeden prvek mnoziny B, ktery nepatii do A.

Jestlize pro mnoziny A, B platii: A ¢ B A A # B, fikdme, Zze mnoZina A je vlastni
podmnoZzinou mnoziny B. Znazornime takto:

z
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Symbolem prazdné mnoziny (znac¢ime ¢) jsme vyznacili, ze v daném elementdrnim poli neni
zadny prvek, tedy neexistuje prvek z mnoziny A, ktery by nepatfil mnozin¢ B.
z

Vennovym diagramem je zndzornéno, Zze A = B. Znacka ¢ (symbol prazdné mnoziny) zapsana
ve dvou polich Vennova diagramu vyjadiuje, Ze v téchto polich nejsou zadné prvky a Ze
vSechny prvky mnoZiny A patii souasné do mnoZiny B a vSechny prvky mnoZiny B patii
soucasné do mnoziny A.

Kontrolni ukoly:
1. Urcete, jaky je vztah mezi mnoZinami:
a) A: mnozina viech obyvatel Brna, B: mnoZina viech obyvatel CR
b) A: mnoZina vSech dévcat ve tfidé 1. C, B: mnoZzina vSech déti ve ttidé 1.C
¢) A: mnozina vSech jednocifernych ptirozenych ¢isel, B: mnozina vSech pifirozenych
¢isel, kterd jsou mensi nez 10.

2. Je dana mnozina A = {a, b, ¢, d, e }. Urcete alespon 3 vlastni podmnoziny mnoziny A.

3. Necht' Z= {1, 2, 3,...,10} je zdkladni mnoZina. Znazornéte Vennovym diagramem
tyto podmnoziny mnoziny Z: A= {3, 6,9}, B= {x € Z, x je prvoCislo}, C= {x € Z, 2
<x < 10}.

4. Zapiste vSechny podmnoziny mnoziny A={3, 6,.9}.

3.2 Mnozinové operace

Privodce studiem:

Termin ,,operace jisté znate z hovorového jazyka v n¢kolika riznych vyznamech jako vykon,
ukon, cinnost, postup (I€kafskd operace, vyrobni operace, vojenskd operace aj.).
V matematice a vyuce matematiky se pouzivd termin matematicka (pocetni) operace
k vyjadieni naptiklad pocetnich vykont s¢itani, od¢itani, ndsobeni, déleni s ptirozenymi Eisly,
se zlomky, redlnymi ¢isly apod.

V této kapitole definujeme a na ptikladech vysvétlime, co rozumime mnoZinovymi operacemi
dopln€k mnoziny, sjednoceni, prinik, rozdil a symetricky rozdil mnoZzin.

3.2.1 Prehled mnoZinovych operaci

DiileZzita pasaz textu:
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Doplnék mnoZiny (znacime A") je mnozina, ktera obsahuje prave ty prvky zakladni mnoziny
Z, jez nepatii do mnoziny A. Symbolicky zapiSeme: A" ={x € Z, x ¢ A}.

z

A’
A

Sjednoceni dvou mnoZzin A, B ( A c Z, B c Z) je mnozina S obsahujici ty prvky ze zakladni
mnoziny Z, které patti do alespon jedné z mnozin A, B. Zapisujeme S = A U B.

yA

Pranik dvou mnozin A, B (Ac Z, BcZ) je mnozina P, ktera obsahuje pravé ty prvky
zékladni mnoziny Z, které patti do mnoziny A a soucasné do mnoziny B.

Zapisujeme P =A N B.
Mnoziny A, B, jejichZ priinik je mnozina prazdna, se nazyvaji disjunktni.
z

Rozdil dvou mnoZin A, B (znac¢ime A - B) je mnozina, kterd obsahuje vSechny prvky
mnoziny A, které nepatii do mnoziny B.
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Symetricky rozdil dvou mnoZin A, B (znac¢ime A A B) je mnozina, ktera obsahuje praveé ty
prvky zakladni mnoziny Z, jez patii prdavé do jedné z mnozin A, B.

z

Reseny piiklad:
Je dana zakladni mnozina Z = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} a mnozZiny A ={2,4,6,8,10}, B =
{3,6,9}.

A) Urcete doplnék A" a znazornéte graficky.
Reseni: A"={1,3,5,7,9}.

Z

B) Urcete sjednoceni mnozin A, B.
Reseni: S=AUB={2,3,4,6,8,9,10}. Pozor: Cislo 6, které je prvkem obou mnozin A i
B, zapisujeme a v grafu vyznacujeme pouze jednou!
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C) Urcete prinik mnozin A, B.
Reseni: Vyuzijeme znazornéni situace v predeslém piikladu, P=A N B = {6}.
Na obrazku je vysrafovano pole, které predstavuje prinik mnozin A, B:

Z

LU
*
=

D) Urcete rozdil mnozin A, B.
Reseni: Pouzijeme opét Vennova diagramu, A - B = {2,4,8,10}.
Schematické znazornéni rozdilu mnozin A, B:

zZ

E) Urcete symetricky rozdil mnozin A, B.
Reseni: Pouzijeme opét Vennova diagramu, A A B = {2,3,4,8,9,10}
Schematické znadzornéni symetrického rozdilu mnozin A, B:

31



3.2.2 Vlastnosti operaci s mnoZinami

Privodce studiem:

Ve vyuce matematiky na zdkladni a stfedni Skole jste poznali nékteré operace (pocetni
vykony) s pfirozenymi €isly, se zlomky, s desetinnymi €isly aj., a jejich vlastnosti. Podobné i
pro mnozinové operace plati fada dualezitych vlastnosti, které jsou vyjadieny ve tvaru
mnozinovych rovnosti. Platnost mnozinovych rovnosti ovéfujeme pomoci Vennovych
diagramtl.

Nékteré vlastnosti operaci s mnoZinami uvedeme v piehledu. Platnost nékterych z nich
ovefime v kontrolnich tlohach.
I.AcA UB, BcAuUB.
2. Jestlize A c B, pak plati A U B=B.
3.AUZ=Z, AUA=A, (UA=A.
4. Komutativnost: a) sjednoceni AU B=B U A,
b) priniku A N B =B NA.
5. Asociativnost: a) sjednoceni (AU B)uU C=AuU (Bu C),
b) priniku (AN B)NnC=AnNn (BN C).
6. Distributivnost:
a) sjednoceni vzhledem k prinkku (AnB)uC=AUC)Nn (B UC),
b) priniku vzhledem ke sjednoceni (AU B)NnC=(ANn C)u (BN C).

T AUA =Z ANnA=¢
¢'=Z Z=¢
dUd=1¢ ZINZ=7
bLUZ=2ZVZ=7Z ZNno=ond =¢

8. De Morganovy zdkony: (AW B) ' =A"n B’
(ANnB)=A"UB’
9. Jestlize A# B, potomA-B=B-A
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10. Jestlize A c B, potom A - B = ¢.

ReSeny priklad:
Ovérte, ze plati mnozinovad rovnost: (A UB)" = A" N B'... (De Morganiiv zdkon).

s

Reseni: Mnozinovou rovnost ovéfime pomoci Vennova diagramu. Znazornime mnozinu na
levé stran¢ rovnosti, poté mnozinu na pravé stran¢ rovnosti a vysledky porovname.

Leva strana (A U B)’
AuUB (Au B)

Z obrazku vpravo je ziejmé, ze leva strana rovnosti je znazornéna barevné na pravém
obrazku.

Prava strana A" N B’
A’ B’

7% X

A'NnB’

Z obrazku je zfejmé, Ze feSenim je dvojité vySrafované pole.

Na obou obrazcich jsou vyznacena stejna pole, z ¢ehoZ vyplyva, Ze mnoZinova rovnost
(AUB) =A"n B’ plati.
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Kontrolni ukoly:

1. Je dana zakladni mnozina Z=N, A={x e N,x<10},B={1,3,5,7,9, 11, 13}. Urcete
A,B,AuUuB,BnNA B-A AAB.

2. Je ddna mnozina Z = {x € N, x <20} amnoziny A= {x € Z, x| 10}, B={x € Z, x < 10},
C={xeZ4 |x}. Urcete vy¢tem mnoziny A, B, C, A’, B’, C" a znazornéte graficky.

3. Nakreslete Venntv diagram pro 3 mnoziny, vysrafujte elementarni pole takova, v nichz
jsou pouze prvky, které a) patii do alespont jedné z mnozin, b) patii do pravé jedné
z mnozin, c) patii do vSech mnozin soucasné, d) nepatii do zadné z nich.

4. Pomoci Vennovych diagramt rozhodnéte, zda plati mnozinové rovnosti:
a)(AUuB)-C=(A-C)u(B-0)
b)A-BNC)=(A-B)U(A-C)

3.2.3 Slovni ulohy, feSené pomoci mnoZinovych operaci
Pro zajemce:

V kapitole 1.5 jsme ukézali, jak lze vyuZit poznatkil logiky pii feSeni slovnich tloh. Podobné
muzeme uplatnit k feSeni slovnich uloh také znalosti o mnoZinovych operacich, jejich
vlastnostech a znazorfiovani pomoci Vennovych diagramti.

Reseny piiklad:

Ze 129 studentu ucitelstvi pro materské skoly chodi pravidelné do menzy na obéd nebo na
veceri 116 studentu, 62 studentit nechodi na obéd nebo nechodi na veceri. Pritom na obédy
Jjich chodi o 47 vice nez na veceri. Kolik studentu chodi pouze na obéd?

Reseni: Vyzna¢ime do Vennova diagramu mnoziny: mnozina O je mnozina vSech studentt,
ktefi chodi do menzy na obéd, mnozina V je mnozina vsech studentii, ktetfi chodi do menzy na
veceri.

Z podminek ulohy je ziejmé, Ze vSech studentti bylo 129, plati: a+b+c+d =129 (1),
ptitom:

a...pocet zaki, ktefi chodi na obéd, ale nechodi na vecefti,

b...pocet zaki, ktefi chodi na obéd i na vecefi,

c...pocet zak, ktefi chodi na vecefi, ale nechodi na obéd,
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d...pocet zakl, kteti nechodi na ob&d ani na vecefi.
Platirovnice: a+b+c=116(2),a+c+d=62(3),a+b=b+c+47(4).
Resenim soustavy Ctyf linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych a, b, ¢, d dostaneme a = 48.

Shrnuti:

Mnozinou oznacujeme takovy soubor objektl, Zze o kazdém objektu mizeme rozhodnout, zda
do uvazovaného souboru patii (je jeho prvkem) nebo nepatii (neni jeho prvkem). Mnozinu
urcujeme dvojim zptisobem: vyctem prvkil nebo charakteristickou vlastnosti.

Mnozinové relace jsou rovnost mnozin (A se rovna B) a inkluze mnozin (A je podmnozinou
B, B je nadmnozinou A). Ke zndzornéni vztahti mezi mnozinami vyuzivame mnozinovych
(Vennovych) diagramti.

Mezi mnozinové operace patii dopln€ék mnoziny, sjednoceni a prinik mnozin, rozdil a
symetricky rozdil mnoZin. Jejich vlastnosti (komutativnost, asociativnost, distributivnost, de
Morganovy zakony a jiné€) oveéfujeme také Vennovymi diagramy.

Pojmy k zapamatovani:

e mnoZzina, prvek mnoziny, zakladni mnoZina, prdzdnd mnoZina
rovnost a inkluze mnozin (podmnoZina, nadmnozina),
Venntliv diagram,
dopln€k mnoziny,
sjednoceni, prinik mnozin,
rozdil, symetricky rozdil mnozin,
komutativnost priiniku, sjednoceni,
asociativnost priniku, sjednoceni,
distributivnost sjednoceni vzhledem k priniku, priniku vzhledem ke sjednoceni,
De Morganovy zakony.

KIi¢ - feSeni kontrolnich ukolu:

Kap. 3.1.1 MnoZina a prvek mnoZiny
3. A={x e N; x< 10}, N je mnozina vSech sudych ¢isel.

4a) A={0,1,2,3,4,5}

4b) B = {6}
4c) C = {3,4,5)
4d) D = {7}
4e)E={1}

5a) A= {x € R; x>0}, R je mnoZina vSech realnych ¢isel
5b) B={x e N;x< 10}
5¢) C={x e Z; x>0}, Z je mnoZzina vSech celych cisel

Kap. 3.1.2 MnoZinové relace (vitahy mezi mnoZinami)
lay)AcB
Ib) A=B
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Ic)A>B
1d)A=B

2. Napriklad: B = {a}, C = {a,b}, D ={b,c,d}.

4.5, 133,165,195, 13,65, 13,95, {6,9;, 13,6,9;.

Kap. 3.2 MnoZinové operace

la) A"={x e N, x>10}"

Ib) AuB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 13}
Iec) BN A={1,3,5,7,9}

Id)B-A={11, 13}

le) AAB=1{2,4,6,8,10,11,13}

2a) A={1,2,5,10}

2b) B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

2¢) C = {4,8.12,16,20}

2d) A'= {3,4,6,7,8,9}

2¢) B'={11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}
20)C"=1{12,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19}

4 Kartézsky soucin
Prostudovéni kapitoly Vam zabere cca 3 hodiny.

Priivodce studiem:

V predchozi kapitole jsme se zabyvali operacemi s mnozinami. Zavedli jsme prinik mnozin,
sjednoceni mnozin, rozdil mnozin a symetricky rozdil mnozin. Nyni budeme studovat takové
mnoziny, jejichz prvky jsou uspotadané dvojice. To ndm umozni definovat dalsi operaci
s mnozinami - kartézsky sou¢in dvou mnozin.

Cile

Po prostudovani kapitoly budete umét
e vysvétlit a pouzivat uspofadané dvojice prvk,
e definovat a urcit kartézsky soucin dvou mnoZin,
e znazoriovat kartézsky soucin riiznymi typy grafi
e zjistit vlastnosti kartézského soucinu.

Usporadanou dvojici vytvofime z prvki X, y, tak, ze prvek x je prvni slozka a prvek y je
druha slozka uspotadané dvojice. Budeme znacit [X, y].

Usporadané dvojice [x,y] a [u,v] jsou si rovny, pravé kdyZ x = u a y = v (symbolicky
zapiSeme [x,y] =[u,v] & x=u Ay =v). Je tfeba si uvédomit, ze ze dvou riznych prvki x, y
lze utvoftit dve uspotadané dvojice [x, y] a [y, x], které jsou rizné.

Poznamka: Je tfeba rozliSovat zapisy {x,y} a [X,y]:
{X, y} je dvouprvkovd mnozina vytvoiena z prvkil x, y,
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[x, y] je uspotadana dvojice, kde prvni slozkou je x a druhou slozkou y.

ReSeny priklad 1:
Adélka ma tri halenky - bilou, zelenou, rizovou a dvé sukné - hnédou a modrou. Kolika
a kterymi zpiisoby se Adélka miize obléci ?

Reseni:
Mnozinu vSech halenek ozna¢ime A = {b, z, r}. Mnozinu vSech sukni ozna¢ime B = {h, m}.
Adélka mize volit jednotlivé moznosti svého obleceni podle tabulky:

halenky | b Z r b z r

sukné h h h m m m
Adélka si vybira na obleceni ur€ity prvek z mnoziny vSech uspotadanych dvojic [x, y], kde x
je n¢jaka halenka a y je n€jaké sukn€, ma 6 riznych moznosti oblecCeni.

Diilezita pasaz textu:

Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina vSech uspotadanych dvojic [a, b], kde a€A,
beB.

Symbolicky: A x B= {[X, y]; xeA A yeB}

Ma-li mnoZina A a prvkl, mnozina B b prvkl, pak kartézsky soucin AxB ma a.b
uspotfadanych dvojic.

Kartézsky soucin je tedy dalsi operaci s mnozinami. Plati:

Je-li asponl jedna mnozina A, B prazdnd, je také jejich kartézsky souCin AxB prazdna
mnozina, nebot’ neni z ¢eho tvofit usporadané dvojice.

Plati 1 véta obracend: Kdyz neni Zadnd z mnozin A, B prdzdna, obsahuje kartézsky soucin
AxB aspon 1 uspoiadanou dvojici.

MuiZe také nastat p¥ipad, Ze A = B a pak hovotime o kartézské druhé mocning A x A = A”.

Reseny piiklad 2:
Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3}, B = {a, b}. Vytvorte kartézské souciny A x B, Bx A.
Rozhodnéte, zda plati: A x B= Bx A.

Reseni:

Podle definice kartézského soucinu budeme sestavovat vSechny uspotadané dvojice, v nichz
prvni slozkou budou prvky mnoziny A, druhou slozkou prvky mnoziny B.

A x B={[1,a], [1,b], [2,a], [2,b], [3,a], [3,b]}

Obdobné pro druhy ptipad, kde prvni slozku vybirame z mnoZziny B, druhou slozku

Z mnoziny A.

B x A = {[a,1], [a,2], [a,3], [b,1], [b,2], [b,3]}

Vsimnéte si, ze AxB # BxA. Oba kartézské sou€iny obsahuji sice stejny pocet prvkil
(uspotadanych dvojic), ale uspotadané dvojice se nerovnaji: napt. do A x B patii [a,1], ale

do B x A patii[l,a] aplati, ze [a, 1]#[1, a].

Resena tiloha ukazuje, Ze mnoZinovéa operace kartézsky sou¢in neni komutativni, zzn.
AxB=#BxA pro A=B.
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Miuzeme vytvofit také kartézsky soucin z prvkil jedné mnoziny (napiiklad mnoziny A):
AxA={[L1],[1,2],[1,3], [2,1], [2,2], [2,3], [3.1], [3.2], [3.3]}.

Pro zajemce:

Mozna Vas zaujal nazev ,kartézsky“ soucin a nevite, odkud se vzal. Je odvozen od jména
francouzského matematika a filozofa René Descarta, latinsky Cartesius, ktery v 1. poloviné
17. stoleti vyznamné zasahl do rozvoje fady védnich obort - je povazovan za jednoho ze
zakladateli analytické geometrie.

Kartézsky sou¢in vyhodné znazornime graficky nékolika typy grafti. Nau¢ime se sestrojovat a
Cist graf kartézsky (bodovy), Sachovnicovy a uzlovy. Zvolime mnoziny A, B z nasi feSené
ulohy: A = {1, 2, 3}, B = {a, b} a kartézsky soucin A x B = {[1,a], [1,b], [2,a], [2,b], [3,a],
[3,b]}.

a) kartézsky graf kartézského soucinu A x B:

V roviné zvolime dv& na sebe kolmé primky (vodorovnou pifimku oznac¢ime x, svislou y).
Z dtivejsiho studia vime, Ze témto primkam fikdme osy x, y v pravouhlé (kartézské) soustave
soufadnic Na vodorovné pfimce (ose x) vyzna¢ime obrazy prvkil mnozZiny A (prvni slozky
uspotfadanych dvojic [x, y]) jako body, na svislé ptimce (ose y) znazornime obrazy prvka
mnoziny B (druh¢ sloZky uspotadanych dvojic [x, y]) jako body. Obrazem kazdé uspotadané
dvojice [x, y] € AxB je prisecik kolmic k vodorovné a svislé ose, které jsou vedené v obrazu
prvni a druh¢ slozky uspotadané dvojice.

Na obrazku je zndzornéna usporadana dvojice [3, b]:

y ! :
! ' [3.b]
by --___= L R E * _______ * __________
ad------3 S pE—— >:< ------- ):( ----------
1 2 3 X

Obrazem kazdého prvku mnoziny A je bod na ose x, prvku mnoziny B je bod na ose y.
Obrazem kazdé usporadané dvojice [x,y] je prisecik kolmic vedenych v obrazu prvni
slozky a druhé¢ slozky uspotadané dvojice [x, y].

b) Sachovnicovy graf kartézského soucinu A x B:
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V roviné opét zvolime dvé na sebe kolmé osy (vodorovnou oznacime X, svislou y). Na
vodorovné ose x zndzornime prvky mnoziny A jako usefky (prvni slozky uspofaddanych
dvojic [X, y]), na svislé ose y znazornime prvky mnoziny B jako tsecky (druhé slozky
uspotadanych dvojic [x, y]). Obrazem kazdé¢ uspotfadané dvojice [X, y] € AxB je pole, které
pfipomina ¢tverec Sachovnice. Na obrdzku je opét zndzornéna pouze usporadana dvojice [3,
b]:

Obrazem kazdého prvku mnoziny A je useCka na ose x, prvku mnoziny B je GiseCka na ose y.
Obrazem kazdé uspotadané dvojice [X,y] je pole.

c¢) uzlovy graf kartézského soucinu A x A:
AxA={[L,1],[L,2],[L 3], 2, 1], [2, 2], [2, 3], [3, 1], [3, 2], [3, 3]}

Obrazem kazdého prvku mnoziny A je bod nebo krouzek v roving, tzv. uzel grafu. Kazdou
uspofadanou dvojici [x,y]€AXA zndzornime Carou se Sipkou sméiujici od uzlu x k uzlu vy,
které obvykle fikame orientovana hrana. V kartézském soufinu AxA se vyskytuji
uspotfadané dvojice typu [x, x], pak je zakreslujeme oblouckem, ktery vychazi a vstupuje do
téhoz uzlu, tzv. smy€fkou. Je-li prvkem kartézského soucinu uspofaddand dvojice [X, y] a
soucasné [y, x], pak ob¢ zakreslime oboustranné orientovanou hranou.

O
Obrazem kazdého prvku mnoziny A v uzlovém grafu je bod v roviné - uzel.

Obrazem kazdé usporadané dvojice v uzlovém grafu je Sipka (orientovana hrana) nebo
smycka.

Poznamka:
Uzlovy graf kartézského soucinu pouzivadme zejména tehdy, nejsou-li mnoziny ptili§ pocetné.
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Jestlize A # B, musime pro zakresleni kartézského souinu nejprve vytvofit sjednoceni
mnozin S = A U B. Kazdy prvek sjednoceni S zndzornime uzlem a déle pokracujeme
popsanym zpusobem.

Pokud bychom tedy zndzorniovali kartézsky soucin A x B uzlovym grafem, je tteba zakreslit
jako uzly vSechny prvky mnoziny A a v§echny prvky mnoziny B. Sipkami se zndzorni
prislusné usporadané dvojice.
Kontrolni ukoly:
1. Urcete chybéjici slozku v uspotadanych dvojicich [x, 2], [3,y] tak, aby usporadané
dvojice se:
a) rovnaly uspotadané dvojici [5, 2],

b) nerovnaly uspotadané dvojici [5, 2]

2. Urcete vyctem kartézské souciny A x B, je-li:

A=1{4,56},B={ab,c,d},
A=B={4,5,6},
A={4,506},B={}

3. Zapiste mnoziny, z nichz jsou tvotfeny kartézské souciny:
a) AxB={[2,1],[2, 2], [2, 3], [2, 4]},

b) AxB={][a, 1], [b, 1], [c, 1], [d, 1]},

c) AxB={[2,2],]3,3],[2,4],[2, 3], [3, 2], [3, 4]},

d) AxB={[2,1],]2,2],[1, 1], [1, 2]}

4. Urcete pocet prvkil v kartézském soucinu AxB , ma-li:
mnozina A dva prvky, mnozina B sedm prvkd,
mnozina A tfi prvky, mnoZzina B tfi prvky,
mnozina A jeden prvek, mnozina B jeden prvek,
mnozina A dva prvky, mnozina B nema zadny prvek

5. Urcete poCty prvkti mnozin A, B, ma-li kartézsky soucin:
a) 12 prvki,
b) 7 prvku

6. Znazornéte nckteré kartézské souciny z ulohy 3 na kartézském (uzlovém,
Sachovnicovém) grafu.

Shrnuti:

Z prvkli mnozin lze vytvaret uspotadané dvojice - obsahuji prvni a druhou slozku. MnoZina
v§ech uspotfadanych dvojic [a, b], kde ac A, beB, se nazyva kartézsky soucin mnozin A, B.
Kartézsky soucin je mnoZinova operace, kterd neni komutativni. Kartézsky souin dvou
mnozin Ize graficky zndzornit kartézskym (bodovym), Sachovnicovym nebo uzlovym grafem.

Pojmy k zapamatovani:
e uspofadana dvojice prvkl
e kartézsky soucin dvou mnozin
o grafy kartézského soucinu (kartézsky bodovy, Sachovnicovy, uzlovy)
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e vlastnosti kartézského soucéinu

KIi¢ - feSeni kontrolnich loh:
Kap. 4 - Kartézsky soucin

la) x=5, y=2
1b) x#5, y£2

2a) A x B={[4,a], [4,b], [4.,c], [4,d], {[5.a], [5,b], [5,c], [5.d], {[6,a], [6,b], [6,c], [6,d]}
2b) A x B = A*={[4,4], [4,5], [4,6], [5,4], {[5,5], [5,6], [6,4], [6,5], [6,6]}
2c0)AxB =¢

3a) A= {2}, B={1,2,3,4}
3b) A= {ab,c,d}, B={1}
3c) A= (2,3}, B=1{23,4}
3d)A={12},B={12}

4)14,9,1,0.

5a) mnozina A mtize mit 1, 2, 3, 4, 6 nebo 12 prvkil, mnozina B miize mit 12, 6, 4, 3, 2 nebo 1
5b) mnozina A ma 7 prvkli, B ma 1 prvek nebo A ma 1 prvek, B ma7 prvk.

5 Binarni relace

Prostudovani kapitoly Vam zabere cca 6 hodin.

Priivodce studiem:
Slovo ,relace® jisté znate z redlného zivota, vyjadiuje vztah. Zname napiiklad ,,cenové relace*
nebo v bézném zivoté je tfeba Monika (matka) ve vztahu s Jitkou (dcera). V nasledujici

vvvvvv

vV matematice.

Dozvite se rovnéz, pro¢ jsme se zabyvali kartézskym soucinem dvou mnozin. Mnozinam,
které jsou cCastmi/podmnozinami kartézského soucinu, se totiz fika relace. V piipade
kartézského soucinu dvou mnozin vyjadiuji jeho Casti dvojclenné vztahy mezi prvky x € A a
prvky y € B a proto hovotime o dvoj¢lennych nebo-li binarnich relacich.

Cile
Po prostudovani kapitoly budete umét
e definovat pojem bindrni relace, urcit ji vyctem i charakteristickou vlastnosti,
znazornit binarni relaci kartézskym a uzlovym grafem,
urcit k dané relaci dopliikovou a inverzni,
urcit obory relaci,
definovat vlastnosti relaci, zapsat je symbolicky a urcit, jak se projevuji vlastnosti
relaci v kartézském nebo uzlovém grafu.

5.1 Pojem binarni relace
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ReSeny piiklad 1:

Jsou dany mnoziny M = {1, 2, 4}, N = {3, 5} . Vytvorte kartézsky soucin M x N a zapiste
vyctem prvkii mnozinu Ry vSech usporadanych dvojic [x, y] z kartézského soucinu M x N, kde
X <y

Reseni:

Kartézsky souc¢in obsahuje 6 uspotadanych dvojic: M x N = {[1,3], [L,5], [2,3], [2,5],
[4,3], [4,5]}.

Mnozina R; je urCena charakteristickou vlastnosti a symbolicky zapsana takto:

Ri={[x,y] e Mx N, x<y}.

Vyctem prvka ur¢ime mnozinu R; tak, ze vybereme z kartézského soucinu M x N vSechny
uspotfadané dvojice, v nichz je prvni slozka mens$i nez druhd slozka: R; = {[1,3], [1,5], [2,3],
[2,5], [4,5]} Plati: R; < M x N, mnozina R; obsahuje 5 uspotddanych dvojic.

Diilezita pasaz textu:
Kazda podmnozina kartézského soucinu A x B se nazyva binarni relace z mnoZiny A do
mnoziny B. V ptipadé, Ze plati A=B, pak hovoifime o binarni relaci v mnoZiné A.

Binarni relace, jako kazda jind mnoZzina, mize byt ur€ena:
a) vyftem vsech uspotradanych dvojic,
b) charakteristickou vlastnosti vSech uspofadanych dvojic.

Reseny priklad 2:
Je dana mnozZina M = {1, 2, 3}. Vytvorte kartézsky soucin M x M a zapiste vyctem prvki
mnozinu Ry vSech usporadanych dvojic [x, y] z kartézského soucinu M x M, kde x < y.

Reseni:

Kartézsky soucin obsahuje 9 uspotfadanych dvojic: M x M = {[1,1], [1,2], [1,3], [2,1],
[2,2], [2,3], [3,1], [3,2], [3.3], }-

Mnozina R; je urCena charakteristickou vlastnosti a symbolicky zapsana takto:

Ry={[x,y] e M x M, x <y}.

Vyctem prvkil uré¢ime mnozinu R, tak, ze vybereme z kartézského soucinu M x M vSechny
uspotfadané dvojice, v nichz je prvni sloZzka mensi nez druha slozka: R, = {[1,2], [1,3], [2,3]}.
Plati: R, € M x M, mnozina R; obsahuje 3 uspofadané dvojice.

Skutecnost, ze usporaddané dvojice [x, y] patii do relace R, zapisujeme

[x, y] € R (¢teme uspotadand dvojice prvki x, y patii do relace R) nebo

x R y (€teme prvek x je v relaci s prvkem y).

Relace oznacujeme zpravidla velkymi pismeny napi. R, S, T (mnoZiny, ve kterych jsou prvky
relace usporadané dvojice na rozdil od mnozin A, B, C,...).

Ptiklady relaci ze Skolské matematiky urcené charakteristickou vlastnosti:

- "byt rovnobézny" v mnozin¢ ptimek dané roviny,

- "byt mensi" v mnozing vSech ptirozenych cisel,

- "Zak x chodi do stejné tiidy jako Zak y", v mnoZiné vSech zakl urcité skoly, ...
Binarni relace znazornujeme nejcastéji kartézskym nebo uzlovym grafem podle stejnych

pravidel jako pfi zndzorfiovani kartézského soucinu (podminkou je, aby mnozina M nebyla
ptili§ po€etnd a znazornéni se nestalo nepiehlednym).
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Binarni relace, kterd obsahuje vSechny uspotradané dvojice kartézského soucinu M x M, které
nepatii do relace R, se nazyva dopliikova relace R k relaci R.
PlatiR U R'=M x M a soucasné RN R'=(.

V reSeném prikladu 2 jsme na mnozin€¢ M = {1, 2, 3} vytvofili kartézsky sou¢in M x M =
{[1,11, 1,21, [1, 31, [2, 11, [2, 21, [2, 3], [3,1], [3,2], [3,3]} a binarni relaci R, = {[x, y] € M x
M, x <y}, vyctem prvki R, = {[1, 2], [1, 3], [2, 3]}. Relace doplikova k relaci R, bude
obsahovat 6 usporadanych dvojic, v nichz neni x <y:

R, ={[1, 1], [2, 1],[2, 2], [3, 1], [3,2],[3,3]},t. Ra"={[x, y] e M x M, x > y}.

Inverzni relaci R k relaci R dostaneme tak, ze zaménime poradi sloZek ve vsech
usporadanych dvojicich tvoticich relaci R. K binarni relaci R, zteSeného piikladu 2
vytvoiime R,' = {[2,1], [3,1], [3.2]}. Inverzni relace k R obsahuje stejny pocet
uspotfadanych dvojic jako R.

Obory binarnich relaci

Mnozina L(R) vSech prvki x € M, které jsou prvnimi slozkami uspotadanych dvojic [X, y] €
R, se nazyva levy (prvni) obor relace.

Mnozina P(R) vSech prvka y € M, které jsou druhymi slozkami uspotadanych dvojic [x, y] €
R, se nazyva pravy (druhy) obor relace R.

Ptitom je L(R) c M, P(R) c M. Muze se stat, ze L(R) = P(R) = M, ale tato rovnost platit
nemusi.

Reseny piiklad 3:
Meéjme kartézsky soucin M x M a relaci R = {[2,1], [3,1], [3,2]} jako v pFedchozi Fesené
uloze 2. Urcete levy (prvni) a pravy (druhy) obor relace R.

Reseni:
Levym definicnim oborem relace R je mnozZina L(R) = {1, 2}, pravym oborem relace R je
mnozina P(R) = {2, 3}.

Znazornéni binarnich relaci
Binarni relace znazoriujeme nejCastéji kartézskym nebo uzlovym gratem podle pravidel, ktera
jste se naucili pii znazoriovani kartézského soucinu.

Kontrolni ukoly:

1. Ptectéte (nahlas!) symbolické zapisy
Ri={[x,y] € Nx N, x <y}, N je mnozina vSech pifirozenych ¢isel
Rx={[x,y] € M x M, y je nasobkem x}, M= {1,2, 3,4, 5, 6}
Ri={[x,y] e Mx M, y=2x}, M= {1,2,3,4}
Rs={[x,y] € M x M, x je shodnd s y}, M je mnozina vSech usecek v roving.

2. Urcete vyctem mnoZiny uspofaddanych dvojic relace R, a Rs. Urcete levy a pravy obor
relaci R, a R3 Zdvodnéte, pro¢ nelze urcit vy¢tem mnoZiny uspoiadanych dvojic
relaci Ry a Ru.

3. Znazornéte relace R, a Rs na kartézském a uzlovém grafu.
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5.2 Vlastnosti binarnich relaci

ReSeny piiklad:
Je dana mnozina M = {1, 2, 3, 4} a v ni jsou vyctem usporadanych dvojic definované binarni
relace jako podmnoziny kartézského soucinu M x M:

Ry ={[11],[1 2], [2 2], [3 3], [4 4]}

R>={[4,4],[1 2], [2 1]}

R, ={[1, 2], [2 2], [1 1], [2, 1]}

R,={[1 2], [3 4]. [4 1]}

R ={[3.4]. [4.2]. [2, 2]}

Ro={[1, 2], [2, 3], [3, 4], [1. 4], [3. 1] [4. 2] [2, 1], [3, 3]}

Urcete viastnosti jednotlivych relaci.

Privodce studiem:

Uvedenych relaci vyuzijeme k demonstraci jednotlivych vlastnosti bindrnich relaci. Nau¢ime
se nazvy relaci, jejich symbolické zapisy. Je tieba, abyste si zopakovali vSe, co jste si osvojili
v predchazejicich kapitolach. Vlastnosti relaci je tfeba dikladné pochopit, protoze je budete
vyuzivat v dalSich kapitolach k popisu nékterych specialnich druhti binarnich relaci.

Diilezita pasaz textu:

a) Relace R v mnoziné M je reflexivni pravé tehdy, kdyZ pro
Vx e M; [x,x] € R
(miizeme také zapsat jinym zptisobem V'x € M; x R x).

V tesené uloze zjistime, Ze tuto vlastnost mé relace R;. Podle definice reflexivnosti relace
musi obsahovat vSechny uspofadané dvojice typu [x,x], kde xeM. Kromé téchto
uspofadanych dvojic miize ovSem relace obsahovat i1 dal$i - v naSem ptikladu uspotadanou
dvojici [1,2]. V uzlovém grafu se reflexivnost projevi tak, ze kolem kazdého uzlu je smycka.

b) Relace R v mnoziné M je symetricka pravé tehdy, kdy? pro
vx,y e M; [x,y] e R=>[y,x] € R
(mtZzeme také zapsat jinym zptisobem Vx, y e M; x Ry =y R x).

V feSené loze jsou symetrické relace R,, R,. V obou relacich je k usporadané dvojici [1,2]

ptitomna také dvojice [2,1] - nebo obracené: k uspotfaddané dvojici [2,1] je v relaci pfitomna i
dvojice [1,2]. Relace R, neni symetricka, protoZe ke dvojici [1,2] chybi [2,1].

Vlastnost symetri¢nosti relace snadno poznadme z uzlového grafu. V ném jsou vSechny Sipky
oboustranné (tzv. dvojité orientované hrany). Vyskytne-li se v grafu jen jedind jednoducha
orientovand hrana, relace neni symetrickd. Kolem uzli mohou byt smycky, na symetri¢nost
relace nemaji zadny vliv.

c) Relace R v mnoZiné M je tranzitivni pravé tehdy, kdyZ pro

v, v,z e M; ([x,y] e RA[y,z] e R)=>[x,z] €R
(mizeme také zapsat jinym zplsobem Vx, y,z e M\; xRy A y Rz = xR z).
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Prikladem tranzitivni relace je relace R, v feSené uloze.

Ke zjisténi, zda je relace tranzitivni, je tfeba prosSetfit vSechny uspotfadané dvojice urcéené
vyctem nebo zndzornéné uzlovym grafem. Snaze rozhodneme o tom, ze tranzitivnost neplati
podle toho, kdyz dokdzeme, Ze nckterd uspotadand dvojice chybi. Napt. relace R4 neni
tranzitivni, protoze R4 obsahuje [4,1] a také [1,2], pak by v této relaci méla byt i uspotradana
dvojice [4,2]. Protoze relace R4 tuto uspofaddanou dvojici neobsahuje, neni relace Ry
tranzitivni.

d) Relace R v mnoziné M je antireflexivni pravé tehdy, kdy?Z pro
x eM, [x,x] R
(mtzeme také zapsat jinym zptisobem V'x € M; x R'x, kde R’ je relace doplitkova).

V feSené lloze ma tuto vlastnost relace R, ktera neobsahuje Zadnou uspofadanou dvojici typu

[x,x].V uzlovém grafu se antireflexivnost projevi tak, Ze kolem zddného uzlu neni smycka.
Objevi-li se v grafu jen jedna smycka, relace neni antireflexivni. Graf mutze obsahovat
jednoduché 1 oboustranné orientované hrany. Napt. R3 neni antireflexivni, protoze obsahuje
[1, 1], [2, 2].

e) Relace R v mnoziné M je antisymetricka pravé tehdy, kdyZ pro

vx,y e M; (x #y A [x,y] € R) => [y, x] £ R
(miizeme také zapsat jinym zplisobem V'x, y e M; (x 2y Ax Ry) =y R’ x, kde R’ je relace
doplitkova ).

V feSen¢ Glloze ma tuto vlastnost relace R, protoZe k Zadne uspofadané dvojici [x,y] (x je

rizné od y) neobsahuje relace dvojici [y,x].V uzlovém grafu se antisymetricnost projevi tak,
7e 7adna orientovana hrana (Sipka) neni obousmérna (dvojitd). Mohou se vSak kolem uzlu
objevit smycky.

f) Relace R v mnoZiné M je souvisla neboli konektivni pravé tehdy, kdyZ pro
Vx,y e M; x #y=>([x,y] e R v[y,x] € R)
(miizeme také zapsat jinym zptisobem V'x, y e M; x #y = (xRy v y RX)

V feSené uloze ma tuto vlastnost relace R, Kazdé dva prvky z mnoziny M jsou v zastoupeny

v nékteré usporadané dvojic. V uzlovém grafu se vlastnost projevi tak, ze mezi kazdymi
dvéma uzly musi byt jednoducha nebo dvojita orientovana hrana, Sipka. Mohou se vyskytnout
1 smycky.

Z naseho vykladu jste jiz poznali, ze binarni relace nemusi spliiovat pouze jednu vlastnost.

MuzZe mit 1 vlastnosti vice, které se vyskytuji v riznych kombinacich. V feSené uloze ma
relace R, vlastnosti symetri¢nosti i tranzitivnosti.

Kontrolni ukoly:

1. Nakreslete uzlové a kartézské grafy bindrnich relaci R, R, R, R, R, R, definované
na mnozin€ M = {1, 2, 3, 4} z ptedchozi feSené ulohy.
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2. UrCete vSechny vlastnosti relaci R , R, R;, R, R,, R, definované na mnozin¢ M = {1,
2, 3, 4} z ptedchozi feSené ulohy. Sledujte, jak se tyto vlastnosti projevuji v jejich
grafech.

3. Které vlastnosti relaci se vzajemné vylucuji a naopak, které mize relace mit soucasné.
Ukazte na uzlovém grafu.

4. Které z nasledujicich binarnich relaci jsou symetrické, které tranzitivni:
a) x je matkou y

b) x je sourozenec y

¢) x bydli ve stejném domé jako y

d) x sedi ve stejné lavici jako y

e) x sedi v lavici pred y

f) x mluvi tymz jazykem jako y

Muzete uvazovat 1 o dalSich vlastnostech téchto relaci.

Shrnuti:

Binarni relace R v mnoZiné¢ M je kazdd podmnozina kartézského souc¢inu M x M. Binarni
relaci urcujeme vyctem uspoiadanych dvojic nebo charakteristickou vlastnosti. Znazornujeme
jipodobné jako kartézsky soucin graficky - obvykle kartézskym nebo uzlovym grafem.

U kazdé bindrni relace urujeme levy (prvni) a pravy (druhy) obor jako mnozinu vSech
prvnich, resp. druhych sloZzek uspofadanych dvojic.

K binarni relaci lze definovat relaci doplikovou a inverzni. U binarnich relaci v mnozin¢ M
muzeme sledovat tyto vlastnosti: reflexivnost, symetri¢nost, tranzitivnost, antireflexivnost,
antisymetri¢nost, konektivnost (souvislost). Kazda relace miize mit i nékolik vlastnosti.

Pojmy k zapamatovani:
e Dbinarni relace
levy (prvni) a pravy (druhy) obor relace
grafy binarnich relaci
relace doplikova
relace inverzni
vlastnosti binarnich relaci

KIi¢ - FeSeni kontrolnich ukolii:
Kap. 5.1: Pojem bindrni relace

2a)

Ro={[1,1], [1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [1,6], [2,2], [2,4], [2,6] [3,3], [3,6], [4.4], [5,5], [6.,6]},
L(Ry) = {1,2,3}, P(Ry) = {1,2,3,4,5,6}

Rs= {[1,2], [2,4]},

L(R;) = {1,2,3}, P(R3) = {2,4}

MnozZina N v R i mnozina M v R4 jsou mnoZiny nekonecné.

Kap. 5.2 Vlastnosti binarnich relaci:

2) Ry je reflexivni, jinou vlastnost nema.

46



R, neni reflexivni, je symetrickd, neni tranzitivni, neni antireflexivni, neni konektivni.

R, neni reflexivni, je symetricka, je tranzitivni, neni antireflexivni, neni konektivni.

R, je antireflexivni, je antisymetrickd, neni reflexivni, neni konektivni.

R, neni reflexivni, neni symetricka, je antisymetricka, neni antireflexivni, neni konektivni.

R, neni reflexivni, neni symetrickd, neni tranzitivni, neni antireflexivni, neni antisymetricka,
je konektivni,

3) Relace nemlze byt reflexivni a soucasné antireflexivni, symetrickd a soucasné
antisymetrickd. Mize mit soucasn¢ vlastnosti reflexivnosti, symetri¢nosti, tranzitivnosti a
konektivnosti.

4a) neni symetrickd, neni tranzitivni
4b) je symetricka, je tranzitivni

4c) je symetricka, je tranzitivni

4d) je symetricka, je tranzitivni

4e) neni symetricka, je tranzitivni
41) je symetricka, je tranzitivni

6 Relace ekvivalence a rozklad mnoziny

Prostudovéni této kapitoly Vam zabere cca 2 hodiny.

Cile
Po prostudovani této kapitoly byste meli umét:

e vyjmenovat vlastnosti relace ekvivalence,
rozhodnout, zda relace je relaci ekvivalence,
rozlozit mnozinu na tfidy (urcit rozklad mnoziny),
vysvétlit vlastnosti rozkladu mnoziny,
urcit reprezentanta tiidy rozkladu.

Priivodce studiem:

Tato kapitola bezprostfedné¢ navazuje na kapitolu predchozi. Nez se pustite do studia, pofadné
si zopakujte zejména prvni tfi vlastnosti relaci - reflexivnost, symetri¢nost, tranzitivnost.
Vyznam kapitoly spociva také v tom, ze je vychodiskem pro jednu z definic pfirozeného Cisla.

Dilezita pasaz textu:
Relace R definovand v M, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni se nazyva relace
ekvivalence na mnoZiné M.

Reseny piiklad 1:

Je dana mnozZina M primek v roviné (viz obrdzek). Na této mnoziné uvazujme binarni relaci
R: ,,primka x je rovnobézna s primkou y*“, coz muzZeme symbolicky zapsat R = {[x, y] € M x
M, x | v}
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Vyreste nasledujici uilohy:
1. Zapiste mnozZinu M vsech primek na obrazku.
2. Vytvorte kartézsky soucin M x M.
3. Zapiste relaci R vyctem prvku. (Poznamka: V tomto pripadé budeme povazovat i
splyvajici primky za rovnobézné. Napr. a [[ a, tedy [a, a] € R.
4. Nakreslete uzlovy graf relace R.
5. Zjistéte vlastnosti relace R v mnozine M.
6. Rozhodnéte, zda je relace R ekvivalence na mnoziné M.

Reseni:

I. M={a,b,c,d, e, f}

2. M x M = {[a,a], [a,b], [a,c], [a,d], [a,e], [a,f], [b,a], [b,b]...., [f, f]}
V kartézském soucinu M x M zde nejsou vypsany vSechny uspotfadané dvojice.
Mnozina M obsahuje 6 prvkl, kartézsky souin M x M tedy obsahuje 36
uspotfadanych dvojic prvka. Chybéjici dvojice si dopliite sami.

3. a) vyctem prvki: R = {[a, a], [b, b], [b, c], [b, d], [c, b], [c, c], [c, d], [d, b], [d, c], [d,
d, [e, el, [e, 1], [f, e], [£, f]}.
b) charakteristickou vlastnosti: R = {[x, y] e M x M, x || vy}
4. Muzete si nakreslit uzlovy grafrelace R:

” @<J®
O

’ b 4
)

5. Relace je na mnoziné M reflexivni, symetricka a tranzitivni.
6. Relace R je relace ekvivalence na mnoZiné M.
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Prohlédnéte si pozorné¢ uzlovy graf relace R ve vySe uvedeném piikladu. Je patrné, ze
mnozina A s diky relaci R rozpadla na 3 ¢asti, podmnoziny {a}, {b, c, d}, {e, f}. V kazdé
z nich jsou navzajem rovnobézné piimky, tedy prvky, které jsou spolu v relaci.

Tl \

T3

Je-li relace ekvivalence definovana na mnozin¢ M, rozklada tuto mnozinu na tfidy rozkladu
T,T,T,...T,

Kazda ekvivalence definovana na mnozin€ umoziuje provést jediny takovy rozklad.

V nasi feSené tloze jsme zjistili, ze relace R je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, relace R
je relace ekvivalence.

Tato ekvivalence zplsobuje rozklad mnoZiny M na 3 tfidy (na uzlovém grafu na obrazku
vidime, Ze graf se rozd€lil na tfi ¢asti): T={T,T,, T,}

T, = {a} - s pfimkou a neni rovnob¢zna zadna jina piimka, tvofi samostatnou tfidu rozkladu,
T, = {b, ¢, d} - pfimky b,c,d jsou navzajem rovnob&zné, patti do téZe tfidy rozkladu,

T,= {e, f} - pfimky e,f jsou navzajem rovnobéZne, patii do téze tiidy rozkladu.

Obrazek nazorné ukazuje rozklad mnoziny M.

Prvky mnoziny T tj. mnoziny T, T,, T, .., maji tyto vlastnosti:

a) Kazdy prvek x € M patri do nékteré z mnozin T, T, T, ...Ty, 4. plati:

rJr,oT u.T, =M To znamend, ze kazdy prvek mnoZiny M patii do n&které tfidy
rozkladu.

b) Kazdé dvé mnoZiny T, T, T, ... jsou navzajem disjunkini. To znamena, Ze Zadny prvek
mnoziny M patii pravé do jedné tfidy, nemtze patfit do dvou nebo nékolika tfid soucasné.

¢) ZadnazmnoZin T, T, T, ... nemiize byt prazdna.

Dilezita pasaz textu:

Mnozina T (systém mnozin), kterd mad uvedené vlastnosti, se nazyva rozklad (klasifikace,
ttidéni) mnoziny M. Prvky mnoziny T se jmenuji tfidy rozkladu. Kazda tfida rozkladu T je
jednoznaéné uréena jejim libovolnym prvkem. Rikame, Ze kterykoli prvek tuto t¥idu
reprezentuje a nazyva se reprezentant tiidy.

Privodce studiem:

Uc¢ivo probrané kapitoly - relace ekvivalence, rozklad mnoZiny na tfidy - procvi¢ime také na
ulohéch, se kterymi se v praxi v riiznych obménach setkavate: pfi tfidéni riznych predméta,
objekta.

Pii tfidéni pojmi se vychidzi znéjakého znaku. Rikame, Ze ,objekt x mi tentyz
charakteristicky znak jako objekt y*. Tato relace je relace ekvivalence, zplsobi rozklad
mnoziny na 2 tfidy (do jedné tfidy patii vSechny prvky, které zvoleny znak maji a do druhé
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ttidy vSechny ostatni objekty, které zvoleny znak nemaji). Takové tfidéni nazveme
dichotomické.

Kontrolni ukoly:

1. Které z nasledujicich binarnich relaci jsou ekvivalence na mnoziné Z vsech obyvatel
mésta Brna:

a) X je narozen ve stejném znameni zvérokruhu jako y

b) x ma mensi hmotnost nez y,

) x je vySsinez y,

d) x bydli ve stejné ulici jako y.

2. Vytvoite soubor geometrickych utvard (trojuhelnik, ¢tverec, obdélnik a kruh)
vysttizenim z barevnych papirti (v ¢ervené, modré, zluté a zelené barve). V souboru
geometrickych utvart tak vytvotite 16 prvkl - 4 trojuhelniky, 4 ctverce, 4 obdélniky,
4 kruhy.

a) Na tomto souboru definujte relaci R: ,jatvar x ma stejny tvar jako Utvar y*.
Zdivodnéte,ze se jednad o relaci ekvivalence. Naleznéte tfidy rozkladu. Zdivodnéte
spravnost vytvotreného rozkladu.

b) Najdéte dalsi relaci ekvivalence na tomto souboru a opét vytvoite rozklad.

3. Ukazte, Ze uvedené binarni relace jsou ekvivalence a urcete v jednotlivych ptipadech
ttidy rozkladu:

a) ,,x zaCina tymz pismenem jako y* na mnozin¢ vSech slov spisovné Cestiny,

b) ,,x ma stejny vék jako y“na mnoziné obyvatel CR,

¢) ,,x ma stejnou nadmotskou vysku jako y* na mnozin¢€ vSech mist na Zemi,

d) ,,x je mensi nez y* na mnozin¢ déti ve tiide,

Shrnuti:

Relace R definovana v M, kterd je reflexivni, symetricka a tranzitivni se nazyva relace
ekvivalence. Jakakoliv relace ekvivalence definovana na mnoziné M, vytvaii rozklad této
mnoziny na takové tfidy rozkladu, ze kazdy prvek mnoziny M patii do jedné tfidy rozkladu.
Kazdé dvé tridy rozkladu jsou disjunktni a jejich sjednoceni tvofi mnozinu M. Kterykoli
prvek, ktery tiidu rozkladu reprezentuje se nazyva reprezentant tiidy.

Pojmy k zapamatovani:
e relace ekvivalence
vlastnosti relace ekvivalence (reflexivnost, symetri¢nost, tranzitivnost)
rozklad mnoZziny na tfidy na zdkladé ekvivalence
vlastnosti rozkladu mnoziny
dichotomicky rozklad
reprezentant tiidy rozkladu

KIli¢ - FeSeni kontrolnich ukolu:

1. Ekvivalence jsou a), d).
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7 Relace usporadani

Prostudovani této kapitoly vam zabere ptiblizné 2 hodiny

Privodce studiem:

Slovo ,,uspofadani“ ma v praxi vyznam stanoveni potadi: prvni, druhy, tieti,... Ukazeme si
matematicky vyznam uspofddani a jeho vlastnosti. Vyuzijeme k tomu dalSich vlastnosti
binarnich relaci.

Cile
Po prostudovani této kapitoly byste méli umét:
e definovat relaci ostrého linearniho uspotadani,

e rozhodnout, zda relace je relace usporadani,
e charakterizovat dobré uspotadani,
e charakterizovat uspofadanou a dobfe uspofadanou mnozinu,
e urcit prvni a posledni prvek usporddané mnoziny.
ReSeny priklad:

Na mnoziné chlapciit H = {Lukas, Filip, Martin, Jakub} je dana bindrni relace ,, X je starsi
nez Y. Vime, Ze Filip je starsi nez Lukas, Martin je starsi nez Lukas, Martin je starsi nez
Filip, Martin je starsi nez Jakub, Filip je starsi nez Jakub, Jakub je starsi nez Lukas. Ktery
z chlapcui je nejstarsi, ktery nejmladsi?

Situaci mizeme popsat jako mnozinu uspotfadanych dvojic, tedy relaci R = {[F,L], [M,L],
[M,F], (M,J], [FJ], [J,L]}. Diky relaci R mizeme chlapce z mnoziny H uspotadat podle
jejich véku: M, F, J, L a mizeme mluvit o uspofadané mnoziné¢ H. Abychom ji odlisili od
puvodni neuspotadané mnoziny H, zna¢ime ji takto: |H] = |_{M, F, J, L}J. Také miizeme
fici, ze v takto usporddané mnozin¢ je napi. M pied F, F pied J, M pied J,... Nejstarsi je
Martin, nejmladsi je Lukas,

Tato relace je antireflexivni, antisymetrickd, tranzitivni a konektivni (souvisla).

Diilezita pasaz textu:

Relace R v mnoziné M, ktera je antireflexivni, antisymetricka, tranzitivni a konektivni
(souvisld) se nazyva relace ostrého linearniho usporadani.

Pozndamka: Protoze jinym usporadanim se nebudeme zabyvat, budeme kratce zpravidla
hovorit jen o uspoidddni.

Uspotadanou dvojici [x, y] € R, kde R je relace uspofadéni, zapisujeme x < y a ¢teme prvek
X je pred prvkem y.

Mnozina M, v niz je definovdno uspofddani, se nazyvd usporadana mnoZina. Mezi
uspofadané mnoZziny budeme pocitat i prazdnou mnoZinu a vSechny jednoprvkové mnoZiny.
Uspotadanou mnoZinu M budeme oznacovat symbolem M.

V béZném zivoté se mizeme setkat s mnoha piiklady uspofddanych mnoZin:

e Trpaslici, jdouci za sebou lesem v pohadce ,,0O Sn¢hurce®.
e Auta stojici na Cervenou na kiiZzovatce v jednom pruhu.
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e Kazdy seznam osob zapsanych podle abecedy.
e Zavodnici, kteti dobihaji do cile v bézeckém zavodeé.
e D¢ti sefazené podle velikosti od nejmensiho po nejveétsi.
e Obsah kapitol v knize.
ReSeny piiklad:

Je dana mnozina M = {1, 2, 3, 4} a na ni relace R.
a) Urcete viastnosti relace R = {[2,1], [2, 3], [2, 4], [1, 3], [1, 4], [4,3]}.
b) Usporadejte mnozZinu M na zdkladé relace R.

Reseni:
a) Moznosti, jak tlohu fesit, je vice. Jednou z nich je vytvofeni uzlového grafu. Ze zapisu
relace vyctem prvki i z grafu ur¢ime vlastnosti relace:
a) Relace neobsahuje zddnou uspotfadanou dvojici [x,x], graf neobsahuje zddnou smycku
kolem Zadného uzlu, tzn. Ze relace je antireflexivni,
b) Relace neobsahuje uspotadané dvojice [Xx,y], [y,x], v grafu neni zddna orientovana
hrana dvojitd (Zadna oboustranna Sipka), tzn. ze relace je antisymetricka,
c) V relaci plati, Ze V x,y € M; x # y = (XRy v yRx), kazdé dva uzly grafu jsou spolu
spojeny hranou, tzn. Ze relace je souvisla,
d) V relaci plati, Ze V X, y, z € M; (xRy A yRz) = xRz, kazdé tti uzly grafu jsou spojeny
tak, Ze relace je tranzitivni.
Odpovéd’: Relace R je antireflexivni, antisymetricka, souvisla a tranzitivni. Relace, ktera ma
vyjmenované vlastnosti, se nazyva relace usporadani.

b) Budeme si vSimat kazdé uspofddané¢ dvojice a slovné vyjadiime, co znamend, Ze
uspofadand dvojice patiirelaci R. Zapis:

[2, 1] € R znamen4, ze Cislo 2 je pted Cislem 1,

[2, 3] € R znamena4, ze Cislo 2 je pted Cislem 3,

[2, 4] € R znamena, Ze Cislo 2 je pied Cislem 4.

Tuto skutenost miizeme zapsat symbolicky: 2 < 1,2 < 3, 2 < 4. Cislo 2 je tedy pied viemi
ostatnimi Cisly. Zapis:

[1, 3] € R znamen4, ze Cislo 1 je pred ¢islem 3,

[1, 4] € R znamena, Ze Cislo 1 je pted Cislem 4.

Opét miizeme zapsat tuto skutednost symbolicky: 1 < 3, 1 < 4. Cislo 1 je tedy pred &isly 3, 4.
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Nyni uz vime, ze prvnim ¢islem je ¢islo 2 a za nim nasleduje ¢islo 1. Zbyva uz rozhodnout o
potadi ¢isel 3, 4.

Protoze do relace R patii [4, 3], coZz znamena ze Cislo 4 je pied ¢islem 3, symbolicky zapsané
4 < 3. Cislo 3 je tedy poslednim prvkem.

Relace R uspofadd mnozinu M takto: [M]={2,1,4,3} .

Uspotadani mnoziny miizeme poznat podle vyc¢tu usporddanych dvojic relace uspotadani,
jak bylo uvedeno predchéazejicim textu, ale i z uzlového grafu. Graf ndm pomaha pii uréovani
vlastnosti relace, a tedy také, zda relace je ¢i neni relaci uspotadani. Uzlovy graf si pofadné
prohlédnéte.

Co vidime?
e Je jen jediny uzel, ke kterému nesmétuje zadna Sipka (nebo také z ného vychazeji
vSechny Sipky) to je tedy prvni prvek uspofadané mnoziny LM, &islo 2.
e Je jen jediny uzel, ke kterému smétuje jedna Sipka, to je druhy prvek LM, ¢islo 1.
e Je jen jediny uzel, ke kterému smétuji dve Sipky, to je tieti prvek LM, &islo 4.
e Je jen jediny uzel, ke kterému smétuji tfi Sipky, to je Ctvrty prvek LM, ¢islo 3.
Z t&chto &tyf bodti nam vyplyne usporadani mnoziny [M|=1{2,1,4,3} .

K relaci R vytvoiime relaci inverzni R'= {[1,2], [3, 2], [4, 2], [3, 1], [4,1], [3,4]}.

Relace R je antireflexivni, antisymetrickd, tranzitivni a souvisla. Je to tedy také relace
uspofadani. Relace R uspotfadala mnozinu M takto M = L{2,1,4,3}J, relace R uspotada
mnozinu M takto | M, = |_{ 3,4,1,2}J. (R uspotadala prvky mnoziny M v opaéném pofadi
nez relace R).

Diilezita pasaz textu:

Kazda podmnoZzina uspotadané mnoziny je uspoiadana prave tak, jako dand mnozina.

Dvé uspofddané mnoziny jsou si rovmy, obsahuji-li tytéZ prvky a maji-li pfitom totéz
usporadani. Lisi-li se usporfadané mnoziny ve svych prvcich nebo ve svém uspotradani, jsou
rizné.

Reseny piiklad:
V pohadce ,, O velike repé* se snazi vytahnout repu dédek, babka, vnucka, pes, kocka a mys.
Ukazte, zZe se jedna o uspordadanou mnoZinu, urcete jeji prvni a posledni prvek.

Reseni:

Mnozina [ M = |_{D, B, V, P, K, M}J. je uspofadand, je na ni definovana relace usporadani
(antireflexivni, antisymetrickd, tranzitivni a souvisld). Prvnim prvkem uspotadané mnoziny
M| je dédecek (protoZe je pted vSemi ostatnimi), poslednim prvkem je mys (protoze vSechny
zbyvajici postavy z pohddky jsou pfed ni).

DiileZzita pasaz textu:

Prvek x uspotadané mnoZiny | M, ktery je pred vSemi ostatnimi prvky mnoZiny M, se
nazyva prvai prvek mnoziny | M.

Prvek y uspotadané mnoZiny M |, pred kterym jsou vSechny ostatni prvky mnoZiny M |,
se nazyva posledni prvek mnoziny | M.

KaZzd4 uspotfddana mnozina ma nejvyse jeden prvni a nejvyse jeden posledni prvek.
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Uspoiadana mnozina | M se nazyva dobie uspoiadana, pravé kdyz kaZda jeji neprazdna
podmnoZina ma prvni prvek.

Takovou dobfe uspofadanou mnoZinou je [MJ] = [{D, B, V, P, K, M} ] z nasi pohadky.
Napiiklad podmnozina L = | { V, P, K} ] ma prvni prvek, kterym je vnucka (protoZe je pred
vSemi ostatnimi prvky mnoziny L).

Je-li mnozina M dobie uspotadand, pak relace R, kterd mnozinu dobie uspotada, se nazyva
dobré uspoiadani v mnozing | M. Mezi dobfe uspofadané mnoziny fadime také prazdnou
mnozinu a vSechny jednoprvkové mnoziny.

Kontrolni ukoly:

1. Najdéte vSechna uspotadani mnoziny A = {1,2,3,4}. Jednu si vyberte a na ni ovéite, ze
mnozina je v tomto piipadé dobie uspotfadana.

2. Vmnozine M ={1, 2, 3,4, 5, 6} je dana relace R= {[x, y] € M x M, x > y}. Ovéite,
ze relace R je ostrym linedrnim uspofadanim v mnoziné M.

3. Nakreslete uzlové grafy relaci Ry, R; a R3 a upravte je tak, aby predstavovaly relace
ostrého linearniho uspofadani v mnoziné M = {a, b, c, d, e}.
a) Ri={[a, c], [b,d], [d, e], [e, b},
b) Ry ={[a, b], [b, d], [e, c], [e, a], [d, c]},
c) R3={[a, e], [b,c], [c,d] [e,b]}.

Shrnuti:

Relace R, ktera je antireflexivni, antisymetricka, tranzitivni a konektivni se nazyva relace
ostrého linearniho uspofadani.

Uspotadanou dvojici [X, y] € R, kde R je relace uspotadani, budeme zapisovat x < y a Cteme
prvek x je pied prvkem y.

Je-li relace R uspofadanim v mnoZing M, je také inverzni relace R™ usporadanim v mnozing
M.

Mnozina M, v niz je definovano uspofadani, se nazyva usporadand mnozina. Mezi uspotadané
mnoziny budeme pocitat i prazdnou mnozinu a v§echny jednoprvkové mnoziny. Uspotadanou
mnozinu M budeme oznaCovat symbolem v,

Kazda podmnozina uspofadané mnoZziny je uspotadana prave tak, jako dana mnozina.

Dvé uspotfadané mnoziny jsou si rovny, obsahuji-li tytéZz prvky a maji-li pfitom totéz
uspotadani. LiSi-li se uspotfddané mnoziny ve svych prvcich nebo ve svém uspofadani jsou
ruzné.

Prvek x uspotfadané mnoZiny Y ktery je pfed vSemi ostatnimi prvky mnoZziny M, se
nazyva prvni prvek mnoziny M.

Prvek y uspotddané mnoziny M J, pred kterym jsou vSechny ostatni prvky mnoziny LM |,
se nazyva posledni prvek mnoziny M.

KazZda uspotfddand mnoZina mé nejvyse jeden prvni a nejvySe jeden posledni prvek.
Usporadand mnoZina M se nazyva dobie uspofadand, pravé kdyz kazda jeji neprazdna
podmnozina mé prvni prvek. Je-li mnoZina M dobfe uspofadand, pak relace R, kterd mnoZinu
dobfte usporada, se nazyvéa dobré uspofddani v mnoziné | M_|. Mezi dobie uspofddané mnoziny
fadime prazdnou mnoZinu a v§echny jednoprvkové mnoziny.

Pojmy k zapamatovani:
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relace ostrého linearniho usporadani
uspofadand mnozina

prvni a posledni prvek uspotadané mnoziny
rovnost uspofadanych mnozin

dobfte usporadana mnozina

relace dobrého usporadani

Kli¢ -FeSeni kontrolnich uloh:

1. MnoZinu A lze uspofadat 16 riznymi zpGsoby, naptiklad: [ {1,2,3,4}], 1{2,1,3,4}],
143,1,2,4} |, {4,1,2,3},1{1,3,2,4} ], {1,4,2,3} ],.... Kazda takto uspotddan mnoZina méa prvni
prvek, je tedy uspotrddana dobre.

2. Relaci R zapiSeme vyctem uspotadanych dvojic: R= {[6,1], [6,2], [6,3], [6,4], [6,5], [5,1],
[5,2], [5,3], [5,4], [4.1], [4,2], [4,3], [3,1], [3.2], [2,1]}. Je antireflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a konektivni (souvisld), spliiuje vlastnosti ostrého linedrniho uspotadani.

8 Relace zobrazeni

Cile
Po prostudovani kapitoly budete umét:
e definovat relaci zobrazeni, pojmy vzor a obraz
e defini¢ni obor zobrazeni a obor hodnot zobrazeni,
e poznat a urit druhy zobrazeni,
e poznat a vysvétlit vyznam prostého zobrazeni.

Prostudovéni kapitoly Vam zabere ptiblizné 2 hodiny.

Priivodce studiem:

Dosud jsme vétSinou uvazovali o piipadech relaci ,,uvnitt jedné mnoziny, naptiklad M, které
byly podmnozinami kartézského sou¢inu M x M. Doporucuji vam vratit se ke kapitole 4 a
znovu si pfipomenout, Ze jsme obecné za kartézsky soucin A x B povazovali mnozinu vSech
uspofadanych dvojic, kde prvni slozka byla prvkem mnoziny A, druha slozka prvkem
mnoziny B, tedy slozek ze dvou riznych mnozin. Ukazme si to na fesené tloze:

Reseny piiklad 1:

Meéjme mnozinu moravskych mést A = {Brno, Ostrava, Olomouc, Prerov, Opava} a rek B =
{Morava, Becva, Dyje, Svratka, Odra}. Bindrni relace je urcena vztahem ,,méstem X protéka
reka Y. Urcete vyctem uspordadanych dvojic tuto relaci.

Do hledané relace R — A x B patfi uspotfadané dvojice [Brno, Svratka], [Ostrava, Odra],
[Olomouc, Morava], [Pferov, Be¢va]. Prvni slozkou relace nebude mésto Opava (Zadna

z uvedenych fek ji neprotékd), druhou sloZkou relace nebude feka Dyje (neprotékd zadnym
z uvedenych mést). Jedna se tedy o binarni relaci ,,z mnoZiny do mnoZiny*.

DiileZzita pasaz textu:
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Relaci Z ¢ A x B nazveme zobrazenim z mnoZiny A do mnoZiny B, pravé kdyz ke
kazdému prvku a € A existuje nejvySe jeden prvek be B takovy, ze [a, b] € Z.

Jestlize [a, b] € Z, pak prvek a se nazyva vzorem prvku b, prvek b se nazyva obrazem prvku
a v zobrazeni Z. Prvni obor zobrazeni se nazyva defini¢ni obor zobrazeni Z (nékdy se také
fikd mnozina vSech vzorti), oznacujeme O;(Z) a druhy obor zobrazeni se nazyva obor hodnot
zobrazeni Z (n€kdy se také fika mnozina vSech obrazll) a oznacuje se Q2(Z).

Reseny priklad 2:
Jsou dany mnozZiny A = {a, b, ¢, d}, mnozZina B = {x, y, z, u}. Urcete, ktera relace zndazornéna
uzlovym grafem je zobrazenim.

Reseni:

Kartézsky sou¢in mnozin AxB obsahuje 16 (protoze A 1 B maji po 4 prvcich) uspotadanych
dVOjiC: AXB = {[a’ X]’ [a’ y]’ [a’7 Z]’ [a’ u]’ [b’ X], [b’ y]’ [b’ Z]’ [b’ u]’ [CJ X]’ [07 y]’ [C’ Z]’ [C’ u]’
[d, x], [d, y]. [d, z], [d, u]}.

Prozkoumejme na obou uzlovych grafech relace Z, Z,,

Relace Z, je podmnoZinou kartézského soucinu AxB. Relace Z, na obrazku vlevo je
zobrazenim, protoze splnuje definici zobrazeni: ke kazdému prvku z mnoziny A je pfifazen
nejvyse jeden prvek z mnoziny B, Z ={[a,y], [b,x],[d,z]}. Pozname to z grafu zcela jednoduse
- z kazdého uzlu grafu vychazi nejvyse jedna Sipka. Rikame, Ze ke kazdému vzoru je pFirazen
nejvyse jeden obraz.

Relace Z, je podmnoZinou kartézského soucinu AxB. Relace Z, ={[b,x], [c,z], [c,u} na
obrazku vpravo neni zobrazenim, nebot’ nespliiuje definici zobrazeni: z uzlu ¢ vychéazeji dvé
Sipky (vzoru c jsou pfifazeny dva obrazy z, u.

Privodce studiem:

V nésledujicich fadcich se sezndmite se zdkladnimi druhy (v nékterych publikacich se uvadi
— typy) zobrazeni. Vychazime z definice zobrazeni a budeme rozhodovat podle toho, v jakém
vztahu jsou prvni (definicni) obor zobrazeni k mnoziné¢ A a druhy obor (obor hodnot)
zobrazeni k mnoZiné B.

Na obrazcich jsou znadzornény druhy zobrazeni schematicky: O1(Z) a O2(Z) jsou vysrafované
kruhy.
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a) zobrazeni 7 mnoZiny A do mnoZiny B je nejobecnéjSim typem, toto oznaceni lze pouzit
vzdy. Jim neni feCeno o oborech zobrazeni (defini¢énim oboru zobrazeni - O1(Z), oboru
hodnot zobrazeni O2(Z)) nic vic, nez O1(Z) c AAO1#A a0x(Z) c BA O, #B.

Poznamka:

Pfi uréovani typti zobrazeni u koneénych mnozZin mizeme s uréitou mirou zjednoduseni
chapat zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B jako zobrazeni ,necelé“ mnoziny A na
,hecelou® mnozinu B. Znamend to, ze v A existuje asponl jeden prvek, ktery neni vzorem
zadného prvku z B a v B existuje aspoil jeden prvek, ktery neni obrazem zadného prvku z A.

b) v zobrazeni 7 mnoZiny A na mnoZinu B plati, ze O1(Z) c A A O; # A, O2(Z) = B.

Jedna se o zobrazeni ,necelé” mnoziny A na ,celou” mnozinu B, to znamend, ze v A
existuje prvek, ktery neni vzorem zadného prvku z B a kazdy prvek z B je aspon jednou
obrazem n¢jakého prvku z A),

¢) zobrazeni Z je zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B, pravé kdyz O1(Z) = A, 02(Z) c B A
O, # B, Jde tedy o zobrazeni ,,celé* mnoZiny A na ,necelou® mnozinu B, tzn. kazdy prvek
z A je vzorem a v B existuje aspoii jeden prvek, ktery neni obrazem Zadného prvku z A.
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d) zobrazeni Z je zobrazenim mnoZiny A na mnoZinu B, pravé kdyz plati O1(Z) =A a
0,(Z)=B. Jde o zobrazeni ,,celé¢* mnoziny A na ,,celou” mnozinu B (tzn. kazdy prvek z A je
vzorem a kazdy prvek z B je aspoil jednou obrazem néjakého prvku z A).

Kazdy druh (typ) zobrazeni, ktery byl popsan vySe, miize byt navic prostym zobrazenim.

Dilezita pasaz textu:
Zobrazeni Z z A do B se nazyva prosté, prave kdyz kaidym dvéma riznym vzorim x;, x;
z mnoziny A prirazujeme dva rizné obrazy y,, y, z mnoziny B.
Pak hovotime o:
e prostém zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B,
e prostém zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B,
e prostém zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,
e prostém zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Prosté zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B se nazyvéa vzajemné jednozna¢né zobrazeni.
ReSeny priklad:

Necht' jsou dany mnozina A = {1, 2, 3, 4} a mnozina B = {a, b, ¢, d}. Rozhodnéte, zda
zobrazeni Z; = {[1,a], [2,c], [3,d]} je prostym zobrazenim.
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Resent:

Budeme rozhodovat podle definice prostého zobrazeni.

Relace Z; = {[1,a], [2,c], [3,d]} je zobrazeni, protoze kazdému prvku z mnoziny A je pfifazen
nejvyse jeden prvek z mnoziny B. Je to zobrazeni z mnozZiny A do mnoziny B protoze
01(Z1)cA a 0x(Zy) c B. Ze jde o zobrazeni prosté pozname podle definice — ke kazdym
dvéma riznym vzorim x;, X, € A pfifazujeme dva rtizné obrazy y;, y» z mnoziny B.

Kontrolni ukoly:

1. Jsou dany mnoziny A, B: A= {a, b, c,d}, B= {1, 2, 3}. Rozhodn¢te, které
z binarnich relaci R, - Rs jsou zobrazeni z A do B, urcete jejich typ a posud’te, zda se
jedna o zobrazeni prosté:

a) R;={[a,1],[b,2], [d,3]}

b) R, ={[a,2], [c,1],[a,2], [b,3]}

¢) R;={[al], [b,2],[c, 3] [d,1]}

d) Rs={[b,3]}

e) Rs={[a2], [c,1], [d,2], [b,3]}

2. Je dana mnozina skandinavskych sttt S = {Svédsko, Norsko, Finsko, Dansko} a
mnozina mést M = {Stockholm, Oslo, Helsinky, Kodaii}. Urcete zobrazeni mnoZziny
S na mnozinu M a rozhodnéte, zda se jedna o zobrazeni prosté.
3. Zjistéte, zda se jedna o zobrazeni a urcete jeho typ:
a) kazdy navstévnik divadla sedi pravé na jednom sedadle,
b) kazdy zak 3.A dostal na vysvéd¢eni praveé jednu znamku z matematiky.

4. Uvazujte mnozinu vSech cestujicich v jisté tramvaji, mnozinu vSech sedadel v této
tramvaji a binarni relaci uréenou vztahem ,,0soba X sedi na sedadle Y*. Pfemyslejte o
riznych situacich v této tramvaji (napft. ,.kazdy cestujici sedi na jednom sedadle a jeste jsou
dvé mista volna*) a rozhodnéte, zda se jednd o zobrazeni z mnoziny cestujicich do mnoziny
sedadel. Pokud ano, urcete ptesné typ tohoto zobrazeni.

5. Na piskovisti si hraji Adélka, Agatka, Anezka, AniCka a Alzbétka, které jsou dcerami
pani Horadkové, Dvotakové a Novakové. Urcete, zda relace ,,kazda z Zen je matkou jedné
z uvedenych divek* je zobrazeni a o ktery typ se jedna.

Shrnuti:
Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B je kazda binarni relace Z, pravé kdyz ke kazdému
prvku a € A existuje nejvySe jeden prvek be B takovy, Ze [a, b] € Z. Rikame, Ze ke
kazdému vzoru je piifazen nejvyse jeden obraz.
RozliSujeme 4 typy zobrazeni:

e 7z mnoziny A do mnoziny B,

e mnoziny A na mnozinu B,

e 7z mnoziny A na mnozinu B,

e mnoziny A na mnoZinu B.
Kazdy druh (typ) zobrazeni, ktery byl popsan vySe, miZe byt navic prostym zobrazenim.
Zobrazeni je prosté, pravé kdyZz kazdym dvéma riznym vzorim X;, X z mnoziny A
pfitazujeme dva riizné obrazy y;, y» z mnoziny B.
Prosté zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B se nazyvéa vzajemné jednozna¢né zobrazeni.

Pojmy k zapamatovani:

e zobrazeni, druhy (typy) zobrazeni
e prvni a druhy obor zobrazeni
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e prosté zobrazeni
e vziajemné jednoznacné zobrazeni

KIi¢ - FeSeni kontrolnich tloh:
1. R - je prosté zobrazeni z A na B

R, - neni zobrazeni (prvek a je 1. sloZzkou ve dvou uspotadanych dvojicich

Rs = {[a,1], [b,2],[c, 3] [d,1]} - je zobrazeni A na B, neni prosté (prvkiim a, d je ptfifazen
stejny prvek 1)

R4 = {[b,3]} - je prosté zobrazeni z A do B

Rs={[a,2], [c,1], [d,2], [b,3]} - je zobrazeni A na B, neni prosté (prvkiim a, d je pfifazen
stejny prvek 2).
2. Zobrazeni Z ={[Svédsko, Stockholm], [Norsko, Oslo], [Finsko, Helsinky], [Dansko,
Kodaii]} je prosté zobrazeni S na M (zobrazeni vzajemné jednoznacné).
3. a) prosté zobrazeni mnoZiny navstévnikil divadla do mnoZiny sedadel (je-1i vyprodéno,
pak na mnozinu sedadel)

b) zobrazeni mnoziny zakli do mnoziny zndmek (bude-li ve tfid¢ aspon jedna pétka, pak na
mnozinu zndmek) neni proste.
4. Jedna se o prosté zobrazeni mnoZiny cestujicich do mnoziny sedadel.
5. Relace neni zobrazenim (né€ktera z matek - vzor mé vice neZ jedno dité - vice nez dva
obrazy).

9 Ekvivalence mnozin

Cile

Po prostudovani kapitoly budete umét:
e definovat ekvivalentni mnoziny,
e definovat kardinalni ¢islo,
e definovat ptfirozené Cislo.

Prostudovéni kapitoly Vam zabere ptiblizné 2 hodiny.

Diilezita pasaz textu:
Mnoziny A, B nazyvame ekvivalentni a piSeme A ~ B, pravé kdyz existuje prosté (vzajemné
jednoznac¢né) zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Reseny piiklad 1:
Na obrazku jsou znazornény mnoziny A, B, C. Urcete, které z nich jsou navzajem ekvivalentni.
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Reseni:

Mezi mnozinami A, B existuje prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, resp. mnoziny B
na mnozinu A (existuje vzajemn¢ jednoznacné ptifazeni A na B, resp. B na A).

Naproti tomu nelze sestrojit prosté zobrazeni mnoziny B na mnozinu C a prosté zobrazeni
mnoziny A na mnozinu C, to znamend, ze mnoziny A a C a B a C navzajem ekvivalentni
nejsou.

PovS§imnéme si, ze mnoziny A a B maji stejny pocet prvkii, mnoziny A a C, resp. B a C
nemaji stejny pocet prvki. Jestlize dvé mnoziny maji stejny pocet prvkl, fikame, Ze jsou
navzajem ekvivalentni.

Relace R "byt ekvivalentni mezi mnozinami" je relaci ekvivalence (je reflexivni, symetricka
a tranzitivni). Proto k relaci R ~ pfislusi rozklad systému mnoZin M na ttidy. V téZe tfid¢é
rozkladu budou vzdy pravé vSechny mnoziny, které jsou navzdjem ekvivalentni, tj. maji
stejny pocet prvki. Kazdou tfidu rozkladu nazveme kardinalni ¢islo.

Reseny priklad 2:

Jsou dany mnoziny:

A - mnozina détskych hrdinu knihy Bylo nds pét

B - mnozina vrcholu pétivhelnika

C - mnozina okvéetnich listkii jablonového kvétu
Presvédcte se, ze mnoZiny jsou navzdajem ekvivalentni.

Reseni:

Existuje prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B (a obrdcen¢: mnoziny B na mnozinu A):
kazdé postavé z knihy piifadime pravé jeden vrchol pétithelnika, zobrazeni je vzajemné
jednoznac¢né, obé mnoziny maji stejny pocet prvki.

Stejné posoudime i relace mezi A aC,Ba C, AaD, BaD,CaD. Ve vSech ptipadech se
jedna o vzajemné jednoznacna zobrazeni. Kazdé dvé mnoziny jsou navzajem ekvivalentni,
patii do téze tfidy rozkladu T, = {A, B, C, D}, maji stejné kardinalni ¢islo (5).

Reseny piiklad 3:
Rozhodnéte, které mnoziny tvarii jsou navzdajem ekvivalentni.
(Pripomerite si: Dveé mnoziny jsou ekvivalentni, prave kdyz existuje aspon jedno prosté
zobrazeni jedné mnozZiny na druhou.)
/
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Reseni:
Vyznacte napt. vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny trojuhelnikli na mnozinu ¢tvercu.

4 7 M

Kardinalni ¢isla jsou tedy tfidy navzajem ekvivalentnich mnozin.. Misto pojmu ,kardinalni
¢islo* se téz uziva pojem ,,mohutnost mnoziny*, coz vystihuje spole¢nou vlastnost navzajem
ekvivalentnich mnozin. Ekvivalentni mnoziny maji stejné kardinalni ¢islo, stejnou mohutnost.
U kone¢nych mnoZzin to znamena, Ze maji stejny pocet prvki.

Kardinalni ¢isla kone¢nych mnoZzin nazveme prirozena cisla.

Napt. kardinalni ¢islo (tfidu) mnozin, do které patii v nasi tloze mnozina trojihelnik,
oznacime 4.

Kontrolni ukoly:

1. Posudte, které z nésledujicich mnoZin jsou navzajem ekvivalentni:
A - mnozina vSech svétovych stran
B - mnozina ro¢nich obdobi
C=1{1,2,3,4,5}
D - mnozina roht ¢tvercového stolu
E = {Jana, Jarka, Jitka, Josefina, Jarmila}.
Sva feseni odiivodnéte.
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2. Uved'te alesponi 5 ptikladii mnozin, které jsou
ekvivalentni s mnozinou A = {x € N, x < 8}, kde N je mnoZina vSech ptirozenych cisel.

Shrnuti:

Mnoziny A, B nazyvame ekvivalentni a piSeme A ~ B, pravé kdyz existuje prosté (vzajemné
jednoznacéné) zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Relace R "byt ekvivalentni mezi mnozinami" je relaci ekvivalence, pfislusi k ni rozklad
systému mnozin M na tfidy, které nazveme kardinalni ¢isla.

rovr

Kardindlni ¢isla kone¢nych mnozin nazveme pfirozena Cisla.

Pojmy k zapamatovani:
e A ~B (mnoZina A je ekvivalentni s mnozinou B),
e kardinalni Cislo,
e prirozené Cislo

KIli¢ - reSeni kontrolnich uloh:

1. Navzdjem ekvivalentni jsou A, B, D.
2. S mnoZinou A jsou ekvivalentni napt. mnoZina 7 aut na parkovisti, 7 lidi v autobusu,....

Pruvodce studiem:

Text, k jehoz zavéru jste pravé dospéli, je pokusem zpracovat studijni material tak, aby vam
byla poskytnuta moznost vyuzit jej k samostatnému studiu - uc¢ebni Cinnosti, fizené¢ formou
minimalniho poctu kontaktnich konzultaci. Pfi samostatném studiu byste jako jeho uzivatelé
meéli byt postupné vedeni k proniknuti do dané problematiky, do piislusného pojmového
systému, orientovani na postizeni zakladnich souvislosti. Je na vés, abyste posoudili, do jaké
miry se tento zameér podatrilo realizovat.

Zkuste si nyni znovu polozit otazku, kterou jste si v pritb¢hu studia v riznych obmeénach jiz
pravdépodobné polozili: Jakou matematickou prapravu potiebuje ve svém piipravném
vzdélavani ucitelka matetské skoly? Potiebuje ji viibec?

Sama jsem si ji jako absolventka stfedni pedagogické Skoly kladla mnohokrat. Vim, ze mezi
mymi spoluzackami na stfedni Skole matematika nepatiila mezi stézejni a oblibené predméty,
nepatii mezi né ani mezi studentkami vysokoskolského studia ucitelstvi pro matetské Skoly.
VaSe matematické znalosti jsou Casto chatrné, mezerovité, mnohdy formalni. Jadrem vasi
kvalifikace neni odbornd matematika, ale psychodidaktickd kompetence — vytvaret klima,
vnémz se formuje a vSestranné rozviji tvotiva aktivita ditéte. Pfesto jsem presvédCena, Ze
urcity oborové matematicky nadhled, solidni znalost odborné podstaty matematiky do vasi
poznatkové vybavy patfi.

Text, se kterym jste se seznamili, vim ma alesponl urcitym dilem pomoci ve studiu i v praxi.
Chce byt pouze malym piispévkem k ziskani takovych teoretickych poznatkd, které se mohou
stat uzitecnym navodem k jedndni skrze vase tvotfivé mysleni.

Pteji vam mnoho Uspéchill ve studiu i v tvofivé praci s détmi.

Autorka
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