7 Analyza zavislosti

Statistickd analyza se zfidka zabyvé pouze jednou izolovanou proménnou. Cast&ji
se zajimdme o srovndni nékolika rozdélenf, o zmény proménné v Case nebo
yztahy mezi proménnymi. V pfedchozi kapitole jsme se zabyvali porovnavéinim
rozdéleni jedné proménné mezi dvéma skupinami nebo mezi dvéma rliznymi
gasovymi okamziky. V této kapitole se koncentrujeme na zdkladni metody pro
studium zavislosti mezi promé&nnymi. Takové metody budou uZite¢né, jestlize
nas zajima:

predikce budoucich ziskii z prodeje produktu v zavislosti na jeho cené;

zévislost redukce vdhy na poctu tydnii, kdy se jedinec se podrobi dietnimu

reZzimu s piijmem urcitého energetické hodnoty;

jak vyska ditéte v Sesti letech predikuje jeho vySku v Sestndcti letech;

jak ovlivituje spotieba alkoholu sniZeni t€lesné teploty apod.

Vztahy, které jsme uvedli, nemaji ryze funkéné deterministicky charakter. Proto
je nutné pouZit pro jejich analyzu statistické metody. PfisluSnd oblast statistiky
se nazyvd korela¢ni a regresni analyza. Stejné jako v jednorozmérné analyze
zaéneme s grafickou analyzou, pak pfejdeme k shrnujicim numerickym charak-
teristikdm dat. Pfi vykladu budeme kldst diraz na ty vztahy mezi proménnymi, jeZ
Ize popsat piimkou (linedrni zdvislosti). Vyklad pozdéji rozsifime na jednoduch¢
nelinedrni vztahy. Postupy této kapitoly tvoii ziklad pro metody vicerozmérné
statistiky (kap. 10, resp. kap. 13). Hodnocenim vztahii mezi kategoridlnimi pro-
ménnymi se budeme zabyvat v nasledujici kapitole 8.

Korelaéni analyza zkouma vztahy proménnych graficky a pomoci rliznych
mér zédvislosti, které nazgvdme korelaéni koeficienty. Regresni analyza dava
odpovédi na otdzky typu: jaky vztah existuje mezi proménnymi X a Y (linedrni,
kvadraticky atd.), 1ze proménnou Y odhadnout pomoci proménné X a s jakou
chybou? Statistickd analyza v téchto souvislostech ma nasledujici cile:

a) poskytnout &fselné miry vztahu dvou proménnych podobnym zplisobem, jako
prumér a smérodatnd odchylka popisuji chovini jedné proménné;

b) najit vzorce pro optimélni predikci proménné, kterou povaZujeme za zavisle
prome&nnou;
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¢) ohodnotit chybu predikce;
d) ovéfovat rizné hypotézy o zkoumaném vztahu.

Korelaéni aregresni analyza md intelektualni kofeny v praci Francise Galtona (1894). Inspirovin
Zastednd dilem svého bratrance Charlese Darwina O piivedu drihii snazil se Galton odhalit dé-
dizné vlastnosti talentu, pohybovych schopnosti a intelektu. Jeho vyzkum zacal studiem velikosti
a véhy bilého hrachu ve dvou generacich. Ten ved! k odhaleni fenoménu regrese, kterou Galton
nazgval ,reverse™ (ndvrat). Popi§eme ho podrobnéji v kapitole 7.4. Galton zjistil, Ze potomci
extrémné velikych hrachii nebyli v priméru tak extrémné velici, jako jejich ,rodice”. Pozd&ji
zaznamendval fyzické charakteristiky tisicit dobrovolnikd a nalezl podobnou Jegresi* k priméru
pii mezigeneratnim srovnani. Jeho koncepty pak rozvinul jeho 74k K. Pearson a dals{ statistici.
Tradicni ndzev .regrese” se stile pouZiva v ditsledku tradice, atkoli se tato statisticka technika
spife pouziva pro predikei. Metodu nejmengich &tvercl pro odhad regresnich funkei pouZivali
jiz A.M. Legendre a C.F. Gauss.

21 Zobrazeni dvojrozmérnych dat

Zakladni postup dvojrozmérné analyzy dat je podobny jako v jednorozmérném
pifpadé:

Nejdiive se pokusime zobrazit data graficky.

Hled4ame zakladni konfigurace a tendence v datech.

Piiddvame numerické charakteristiky rliznych aspektt dat.

Casto se nam podaff vystihnout struénym zpiisobem zdkladni konfiguraci dat
pomoci pravd&podobnostniho modelu.

s s

Data méme v podobé ur¢itého poctu &iselnych dvojic udajd (x;, yi), které jsme
siskali méfenim proménnych X a Y. Vzdy je na misté provést pred dalSim zpra-
covanim jejich grafickou interpretaci. Vynesenim dat do soufadnicového sys-
tému (napf. na milimetrovy papir nebo zobrazenim na displeji pocitace pomoci
vhodného programu) ziskame zdkladni pfedstavu o spolecném rozdéleni obou
proménnych. Kazdy bod odpovidi jednomu paru méfeni. Takovému grafickému
zndzornéni fikime dvojrozmérny bodovy graf. Jeho prohlidkou odhadneme, zda
je mezi proménnymi presnd funkcionalni zavislost, piipadné volngj3i vztah, jejz
naz§vame statistickd zdvislost, anebo jestli jsou na sobé evidentn& nezavislé.
Na obrizku 7.1 jsou zndzornény hodnoty méfeni vysky a vahy deseti studenti.
Graf zobrazuje tdaje z tabulky 7.1. Data se také zobrazuji pomoci tzv. korelacni
tabulky (tab.7.2). Dochézi pritom k uréité str4té informaci rozdélenim dat do
intervald.
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- Priklad dat, jejichz zavislost chceme posoudit

véha[kg] | 72

Vyska[cm] | 187 170

180
73

184 178

74 72

180
70

172 176 186 177 |
62 70 80 67 |

Ptikiad korelaéni tabulky — korelace zji$ténych hodnot vysky a vahy deseti

studentt
Vaha [kg] Vyska [cm] Celkem
do 170 170-180 180190 |
do 60 1 0 0 1
60-70 0 4 0
~ 70-80 0 2 3
Celkem 1 6 3 10

- Bodovy graf pro poscuzeni zévislosti mezi vahou a vyskou studentl

80 —

vaha

175

180

vyska

185

239




PREHLED STATISTICKYCH METOD

Pry jsme mu zkazili jeho pozitivni korelaci mezi vydkou a vahou.”

Cilem regresni a korela¢ni analyzy je popis statistickych vlastnosti vztahu
dvou nebo vice proménnych. Dvojrozmérny bodovy graf nebo korela¢ni tabulka
dévajf prvni pfedstavu o rozdélent sledovanych proménnych. Graf ¢asto indikuje
piekvapivé vlastnosti dat jako nelinearitu vztahu, nehomogenitu nebo piftom-
nost odlehlych hodnot. Na obrazku 7.1 je rovnéZ vynesend piimka, kterd byla
proloZena body metodou nejmensich &tverci. Vliv tieti proménné na rozloZeni
bod@ miizeme zachytit riiznym tvarem nebo barvou bodi v zavislosti na hodnoté
této proménné (napf. udat o vyice a vaze bychom mohli pouZit razné znacky pro
body odpovidajici chlapcim a divkém, pokud bychom tuto informaci o proménné
pohlavi mélik dispozici). Nikteré mozné konfigurace dat v grafu popiseme v nd-
sledujicim odstavci.

7.2 Korelacni analyza

V nejobecnéjiim smyslu, slovo korelace* oznaluje miru stupné asociace dvou
proménnych. Rikd se, 7e dvé proménné jsou korelované (resp. asociované),
jestlize ur¢ité hodnoty jedné proménné maji tendenci se vyskytovat spoletné
s uréitymi hodnotami druhé proménné. Mira této tendence miize sahat od neexis-
tence korelace (vSechny hodnoty proménné ¥ se vyskytuji stejng pravdépodobné
s kazdou hodnotou proménné X) aZ po absolutn{ korelaci (s danou hodnou
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proménné X, se vyskytuje pravé jedna hodnota proménné Y). Pro méfeni kore-
Jace byla navrzena fada koeficientii. Lidi se podle typli proménnych, pro které se
vyuzivaji. Statistické usuzovini o korelanich koeficientech se opird o teorii prav-
dépodlobnosti pro spole¢né rozdéleni dvou nebo vice ndhodnych proménnych.

Pii zkoumdni korelaénich vztahli ma rozhodujici vyznam kvalitativai rozbor
piisluiného materidlu. Nemd smysl méfit zdvislost tam, kde na zdkladé logické
avahy nemize existovat. Casto je zbyte¢né méfit zavislosti i z jinych divodi. Je
to zejména tehdy, kdyZ je korelace zptisobena: a) formdlnimi vztahy mezi pro-
ménnymi; b) nehomogenitou studovaného zdkladniho materidly; ¢) pasobenim
spolecné priciny.

Formalni korelace vznikd napf. tehdy, kdyZ se zji§tuje korelace procentudl-
nich charakteristik, jeZ se navzdjem doplituji do 100 % (napi. korelace procent-
nfho zastoupenf bilkovin a tuku v potravinach).

Jestlize populace, kterou studujeme, obsahuje subpopulace, pro néZ se pru-
mérné hodnoty proménnych X a Y 1isi, vypoctené korela¢ni vztahy jsou touto
nehvomogfani‘tnu silné ovlivnény a jejich hodnoty nepopisuji skute¢ny vztah mezi
uvaZovanymi proménnymi. Nehomogenita materidlu se projevi na bodovém grafu
tak, 7e shluky bodi pro subpopulace se budou nachdzet v riiznych oblastech sou-
fadnicového systému. Na obrazku 7.2 je modelové ukdzano plisobeni nehomoge-
nity. Ta md za disledek, Ze korelaénim koeficientem hodnotime bez diferenciace
najednou dva shluky bodi, které pfisluii k rznym populacim. Na obrazku a)
to vede k nenulovém korelaénimi koeficientu i pfesto, Ze v obou shlucich jsou
proménné nekorelované, naopak proménné na obrizku b) jsou v obou shlucich
proménné korelované, ale celkovi korelace je nulova.

Piikladem Korelaci zpisobenych spoleénou pficinou jsou vztahy mezi né-
kter}'f‘mi mirami t&la, napf. mezi délkou pravé a levé ruky. Jinym zndmym prikla-
d;m jsou zddnlivé korelace zplisobené ¢asovym faktorem nebo faktorem moder-
nizace u dvou fad tdaja.

PRIKLAD 7.1

g : ; E e e ooy =]
IPo:":et televizni.ch 'p‘f!’SIFOJCJ na osobu koreluje s ofekédvanou délkou Zivota. Ve statech, kde
je mr.woh‘o tel%ylzmch pistroju, dosahuji obyvatelé vysokého véku. Je mozné zménou podtu
te!ewzmch piistroji dosahnout prodiuzeni véku v oblastech svéta, kde je nizéi otekavana
délka zivota?

_Podobnj/m korelacim se nékdy fikd ,.nesmyslné” korelace. Hodnota korelace
je vysokd. NesmysIny by byl zdvér o pii¢inném plsobeni. Korela¢ni zdvislost
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Priklad Kladné (A) a nulové (B) korelace, které jsou zplsabené
nehomogenitou dat

A
'
®
° e o »
- °
. L]
e o ® ® 0
L]
r>0 r=0 =0
¥
B
.
By ® *
®
e o
® o . ® .
®
®
r=0 ry>0 rz>0 AJ

X

Korelaéni koeficient r je vypocteny pro véechny body, koeficienty ry a rz oddélené pro kazdy shluk zviast

je zd@vodnéna proménnou _nérodni diichod*, jez je spolecnou pfi¢inou obou
proménnych. o

Kromé tohoto plisobeni proménné jako ,.spoleéné pfi¢iny* mohou pusob}t ma-
touci (rugivé) proménné, které koreluji jak s cflovou proménnou, tgk s prognennou
ovliviiujici. Proménnd v tomto piipadé znesnadiiuje interpretaci, protozev nelze
rozligit vliv matouci a sledované ovliviiujici proménné na cilovou promennou.
Uv4dime pofadi, v némZ mame vylugovat nezajimaveé korelace, neZ se dostaneme
do faze, kdy by velkd korelace mohla indikovat kauzalni vztah (obr. 7.3).
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Postup pro ovéfeni kauzélniho vztahu

formalni korelace?

ANO NE

nehomogenita?

ANO NE

plsobeni tfeti veliiny?
(zdénliva asociace)

/
ANO NE

kauzaini vztah

7.2.1 Pearsonuv korelaéni koeficient

Pfes nékteré své nedostatky ziistdvd Pearsoniiv korelagni koeficient r nejdilezi-
t8j3i mirou sily vztahu dvou néhodnych spojitych proménnych X a ¥. Pocitime
iej z n parovych hodnot {(x;, y;)} zméfenych nan jednotkdch ndhodné vybranych
z populace. Korela¢ni koeficient r nabyvd hodnot z intervalu [-1;1]. Jestlize
mé hodnotu 1 nebo —1, pak y-soufadnici bodu lze pfesné spocitat pomocf li-
nedrniho vztahu z jeho x-soufadnice. Korela¢ni koeficient r potitdme pomoci
tzv. kovariance s, a smérodatnych odchylek s, a s, obou prom&nnych:

2 i =) i = ¥)

n—1

Sy

Sxy

Fay =
Ay
5y Sy

Vzorec s kovarianci pomahé porozumét tomu, Ze r md kladnou hodnotu, pokud
asociace proménnych je pozitivni. Dejme tomu, Ze studujeme korelaci vysky
a vihy studentii. Jedinci, ktef{ maji hodnotu v§8ky nad pramérem, mivaji nad-
primérnou i hodnotu vdhy. Oba rozdily od priméru, jeZ spolu ndsobime pfi
vypoétu kovariance, budou mit u vy38ich a téZsich jedinct kladnou hodnotu.
Jedinci, kteii maji mensi vy&ku, maji obvykle i mensi vdhu. U nich jsou oba
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rozdily od primérd zdporné, a proto je soudin rozdili od priméru rovnéz kladny.
Protoze je vétiina s€itanch kladnych, musi byt kladnd i vyslednd hodnota kova-
riance a tedy i korela¢niho koeficientu. Tuto interpretaci lze jeSté 1épe pochopit
pii vypoctu r pomoci standardizovanych hodnot. Plati totiZ vzorec

n - - n ’o
Fey = 1 Z X=X\ (¥ =) _ iz X
T on—1 Sk Sy =il

i=1

kde x’ a " oznaduji standardizované hodnoty.
Dillezité vlastnosti Pearsonova korela¢éniho koeficientu r shrneme pomoci
nékolika tvrzent:

Plati -1 < r < L.

Jestlize || = 1. leZi viechny body na néjaké piimce.

Jestlize r = 0, nazyvame X a Y nekorelované proménné. Dvé ndhodné pro-

ménné jsou tim vice korelovdny, ¢im blize je hodnota r k &islim | nebo —1.

V tom pfipadé lze vztah obou proménnych dobfe vyjadfit pifmkou.

4. Jestlize r < 0, resp. r > 0, tak se ¥ v praméru zmeniuje, resp. zvétSuje pii
zvétiovani proménné X. Rikdme, 7e je asociace je zdpornd, resp. kladnd.

5. Pearsoniiv koreladni koeficient vyjadfuje pouze silu linedrniho vztahu. Spat-
né méi jiné vztahy, at jsou jakkoli silné.

6. Korelacni koeficient se nezméni, kdyZ zménime jednotky méfeni promén-
nych X aY.

7. Podobné jako primér nebo smérodatnd odchylka, je korelaéni koeficient r
velmi ovlivnén odlehlymi hodnotami.

8. Korelaéni koeficient r nerozlifuje mezi zdvisle a nezdvisle proménnou.

9. Korelaéni koeficient r neni tiplnym popisem dat i pfi velmi silném linedrnim
vztahu. Pro tipIngjsi popis potfebujeme znét rovnici pifmky, kterd vyjadfuje
tvar vztahu.

10. Pokud jedna z proménnych nemd ndhodny charakter (jeji hodnoty jsou pevné
uréeny), neni vhodné korelacni koeficient pouZit.

11. Korelace, at je jakkoli silnd, neznamend sama o sobé& prikaz pri¢inného

vztahu, tedy toho, Ze zmény proménné X skute&né plisobi zmény proménné Y.

W N -

Mezi proménnymi mohou existovat nejriiznéjsi vztahy a mame i rizné zpusoby,
jak je méfit. N&které z nich popiseme v dal8ich odstaveich, Ackoli korelaéni
koeficient se pouzivé velmi Casto, je nutné mit na paméti jeho omezeni.
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Budeme hodnotit zavislost vysky a vahy
Vypocitame korelaéni koeficient pro parové hodnoty, které jsou uvedeny spolu s potfebnymi
dopogitanymi hodnotami v tabulce 7.3. Hodnoty jsou zobrazeny na obr. 7.1 (s. 239).
Souget v poslednim sloupci je zakladem pro vypodet kovariance

cov(x, y) = Sy, = 258/(10 - 1) =28.8.

Dale jsme zjistili: X = 1790/10 = 179; y = 700/10 = 10; s, = 5,61; s, = 5,83. Korelacni
koeficient ma tedy hodnotu r = 28,8/(5.61 x 5,83) = 0,88.

Ptiklad postupu vypodtu korelagniho koeficientu

| x ¥y x-%X y-¥ -0y-y

! 187 w2 8 2 16 ‘
170 60 -9 -10 90 |

‘ 180 73 1 3 3 I
184 74 5 4 20

‘ 178 72 -1 2 -2 ‘
180 70 1 0 0

! 172 62 -7 -8 56 ‘
176 70 -3 0 0|

‘ ‘ 186 80 7 10 70 ‘
177 67 -2 -3 6 |

r_s;oueet] 1790 700 0 0 259 i

Nékdy se zafazuji hodnoty korelace do pdsem podle sily asociace. V tabulkce 7.4
uvddime jeden z ndvrhd. Interpretace hodnot korela¢niho koeficientu neni tak
piimodara, jako je tomu u vétsiny jednorozmérnych charakteristik. Proto se do-
porutuje dopo&itat daldi charakteristiky, jako jsou parametry proloZené pfimky
nebo smérodatné chyba odhadu pfi regresi (viz dalsi kapitola).
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-iF'asma sily asociace podie velikosti korelaéniho koeficientu r

Eila asociace Ir] J
malé 01-03 |

" stiedni 0,3-0,7

| velka 0,7-1 ,OJ

Hodnota korelaéniho koeficientu je bohuZel silné ovlivitovina odlehlymi hod-
notami ve vybéru. Zkresleni také nastane, kdy? se pfi vybéru objektii omezime
pouze na ty, jejichZ hodnota proménné X nebo ¥ musf leZet v ur¢itém intervalu.
Korelaéni koeficient » ma pak tendenci byt mensi nez korelace r' vypocitand
bez omezeni kladeného na data. Pro Gpravu zkresleného korelaéniho koeficientu
vlivem omezeni rozsahu mé&feni proménné X pouZijeme vzorec

!

Ur
r = ;
V- +1

kde U = s/s je pomér smérodatné odchylky s méfeni X ve studii a smérodatné
odchylky s” v populaci bez restrikce.

Koreladni koeficient je také ovlivnén nepresnosti metod, kterymi métime
obg proménné. Jestlize Zndme ryy a Fix koeficienty spolehlivosti méieni obou

proménnych (jednd se korelace opakovanych méfeni), lze se pfibliZit hodnoté
korelaéniho koeficientu bezchybné zméfenych proménnych 7, pomoci dpravy

Txy

Pey o= ———=x
\ﬂ.”'_(_,ff'n.

PRIKLAD 7.3

Jednoduchym piikladem toho, jakou dilezitou roli hraje exploraéni zobrazeni dat, je zkou-
mani &tyF sérii modelovych dat podie Anscomba (1973), které uvadi tabulka 7.5. Z&kladni
statistické charakteristiky proménnych X a ¥ a jejich korelaéni koeficient maji pro prvni sérii
dat hodnoty ¥ = 9.0; s, =331, 7 =755, = 203 a r = 0,816. Pokud spocteme tyto
charakteristiky pro ostatni série, zjistime, e isou stejné. Pokud viak véechny &tyfi serie
zobrazime graficky (viz obr. 7.5a-d, s. 260), vysledek je dost pfekvapivy.

246

7 ANALYZA ZAVISLOSTI

Série modelovych dat se stejnymi zékladnimi statistickymi charakteristikami
a korelaénimi koeficienty

X1 ¥i X2 y2 X3 ya Xa Ya

10 804 | 10 914 | 10 7.46

6,58
5,76
7.71 |
8,84
8,47

8
8 6,95 8 814 8 6,77 8
8
8
8
14 996 | 14 81 14 8.84 8 7.04
8
9
8
8
8

13 758 | 13 874 | 13 1274
9 8.81 9 877 9 Z1
11 833 | 11 926 | 11 7.81

6 724| B8 613 | 6 608
4 426 | 4 31 4 539 |1
12 1084 | 12 913 | 12 815

525
12,5
5,56
7.91 |
6,89

7 482 | 7 726 | 7 642
5 568 5 474| 5 573 |

7.2.2 Pravdépodobnostni rozdéleni
dvou nahodnych proménnych

Teorie pravdépodobnosti popisuje nejen rozdéleni jedné nahodné proménné, ale
i spole¢nd pravdépodobnostni rozdéleni dvou nebo vice nahodnych proménnych.
Této teorie je zapotiebi tehdy, kdyZ chceme navrhovat pravdépodobnostni modely
vztahu proménnych a zdivodnit procedury pro statistické usuzovéani v korela¢ni
a regresni analyze. V nafem jednoduie pojatém vykladu budeme postupovat
tak, abychom mohli ziskané vysledky vyuZit i v kapitole o analyze zavislosti
kategoridlnich proménnych.

Zatim jsme se seznamili s jednou dvojrozmérnou charakteristikou, s Pearso-
novym korelaénim koeficientem r. Teoretickou hodnotu Pearsonova korela¢niho
koeficientu v populaci oznacujeme p. Ziskali bychom ji vypoétem z iidajii o vech
prvcich populace. Vybérovy koeficient r je bodovym odhadem této hodnoty.
S rostoucim rozsahem vybéru n se hodnota vybérového korelaéniho koeficientu
r, blizi ke své teoretické hodnoté p.
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