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1 Definice linearniho (vektorového) prostoru

Mnozinu V spolu s operacemi ,+“:VxV=->Va ,.“:RxV->YV,

tedy usporadanou trojici (V, +, .) nazyvame linearnim (vektorovym)
prostorem, jsou-li spIlnény nasledujici axiomy:

1) x+y=y+Xx pro kazdé x,y € V,
2) (x+y)+z=x+(y+2) pro kazdé x,y,z €V,
3) Existujeo€eVtak,Zze x+o0=x prokazdéx €V,

4) Pro kazdé x € V existuje - x € V tak, ze x+(-x) =o,

5)a.(x+y)=a.x+a.y pro kazdé x,y € Vaa ER,
6)(a+b).x=a.x+b.x pro kazdé x EVaa,b ER,
7) (ab) . x=a.(b.Xx) prokazdé xEVaa, b ER,
8) 1x=x pro kazdé x € V.

Pozn.: Prvky X, y, z € V nazyvame vektory, Cisla a, b, c € R nazyvame skalary.
Operaci ,+“: V X V -> V nazyvame scitani vektorli na mnoziné V.
Operaci ,,.“ : R X V ->V, nazyvame ndsobeni vektoru z V realnym cislem.
Prvek o € V nazyvame nulovy vektor.
Prvek -x € V nazyvame opacny vektor k vektoru x.




Véta:

Necht V je vektorovy prostor a x € V, pak plati:
1) 0.x=o0,
2) Zrovnosti x +y =0 vyplyva y = -x (jednoznacnost existence opacného
vektoru),

3) (-1) x=-x.




2 Priklady linearnich (vektorovych) prostoru

A) Geometricky model vektorového prostoru

Mnozina vSech orientovanych usecek v roviné s pocatecnim bodem O vzhledem ke scitani
orientovanych Usecek a jejich nasobeni realnymi Cisly je vektorovy prostor.

B) Aritmeticky model vektorového prostoru

Mnozina V,, vSech usporadanych n-tic realnych Cisel, v niZ jsou definovany operace
sCitani a nasobeni realnym cislem vztahy:
X + y = (X]_I X2; cee y Xn) + (yll y2) ;yn) = (X1+ ylr X2+ y21 cee ) Xn+ yn))
kx=k(xg, Xy, ..., X)) = (kxg, kX, ..., kX,), KER,

se nazyva aritmeticky linearni (vektorovy) prostor. Jeho prvky, tj. usporadané n-tice
realnych Cisel se nazyvaji aritmetické vektory x =(x,, x,, ..

e

Pozn.: Nulovy vektor o ve V_ je takovy vektor, ve kterém jsou vSechny souradnice rovny
nule, tj. 0=(0, ..., 0).

Opacny vektor k vektoru x = (xy, x,, ..., X,) je vektor -x = (-X, X, ..., -X,).




Geometricka interpretace:

Nenulovy vektor u = mnozina vSech orientovanych usecek,
které maji stejnou velikost a stejny smer.

Nulovy vektor o = mnozina vsech nulovych orientovanych usecek.

Souradnice vektoru v roviné:
je-li vektor u = (uy, u,) uréen
orientovanou useckou AB,
nazyvaji se cisla u,, u, souradnice
vektoru u a plati pro né tyto
vztahy:

u, =b, —a,

u, =b, —a,

Soucet vektortiu =B — A,
v=C-B

mm) je vektor C—A.
Zapisujeme:u+v=C-A

Souradnice vektoru v prostoru:

> je-li vektor u = (uy, u,, uy) ur€en
orientovanou useckou AB, nazyvaji
se Cisla u,, u, , u; souradnice
vektoru u a plati pro né tyto vztahy:

u, =b —a,
u, =b, —a,
u, =b, —a,
C
u+v




Ulohy
1) Jsou dany body A, B. Urcete vektor u =B — A, je-li

a) AI[1,3],BI[-1, 2]
b) Al[-1,-1,-3],B[-2,-4, 1]

2) V prostoru je dan bod B [1, 3, 3] a vektor u = (3, 1, 2). Urcete bod A tak,
aby platilou =B - A.




Aritmeticka interpretace:

Scitani vektoru

V roviné (V , kde n = 2): V prostoru (V,, kde n = 3)::
» u=(uy, uy),v=(vy, V,) » u=(uy, Uy, Us), v=(vy, vy, v3)
”+V:(“1+V1;”2+V2) ”+V:(u1+vl;uz+vz;u3+"3)
> Pro kazdé dva vektory u, v plati: » Pro kazdé tfi vektory u, v, w plati:
u+rv=v-+tu (u+v)+w:u+(v+w)

Uloha

Vypocitejte soucty a rozdily vektorl u a v, je-li
aJu=(1,2,-2),v=(3,1,1)
b)u=1(2,-1,2),v=(1,1,0)




Aritmeticka interpretace:

Nasobeni vektoru realnym cCislem

V roviné: V prostoru:
> Pro kazdy vektor u = (u,, u,) > Pro kazdy vektor u = (u,, u,, us)
v roviné a kazdé Cislo k plati: v prostoru a kazdé Cislo k plati:
ke = (ku,; ks, ) ke = (ks by ; e )

Uloha
Vypocitejte souradnice vektoruu =2(3, -1, 1) + 2(1, 2, 5).

Dale pro kazdé dva vektory u, v a kazda cisla k, | plati:

Olu=o0 = Pr.: 0[(2;-1) = (0;0)
(‘ 1)5‘ - u = Pi.: —1(2;-1)=(-2;1) 5 12-
)= () er: oy ]ol(s-) 2 Folea)enesmn( 1% §

Kl v) = bt kv P (v =230 Ta@mnr203)=(@-2 0= ()
( ) — fy + [y = PE: 10; 5 10; -
k+1)u=hku+lu r.: (2+3)(2;_1) =512;-1)= ( - Yd2(2;-1)+3(2;-1)=(4-2)+(6;,-3)) = ( -

/




Ulohy

1) Jsou dany vektoryu =(3, -1, 1), v =(1, 2, -5) a realné Cislo k = - 2.
Vypocitejte:

a) u+v=
b) ku=
c) kv=

2) Vypocitejte souradnice vektoru w=5v -3 u, je-li

Vi

a)u=(-1,

2,1) (1,0,
(2,-1,2) 1,1

v 1)
Vv , 0)

’ Vi




3 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice

Vektory v,, v,, ..., v, € V nazyvame linearné zavislé, jestlize
existuji realna Cisla c, c, ...c,, z nichz alespon jedno # 0, takova, ze
plati

C,V;+CV,+...+C, V=0

V opacném pripadeé se nazyvaji linearné nezavislé.




Uloha

Jsou dany vektory u, v, w z aritmetického linearniho prostoru V,.
Posudte, zda jsou linearné zavislé Ci nezavislé.

a) u= (1) _1) 1)) V= (2) 3; O)) w= (_1) _4) 1)
b) u= (1) 2; 4)1 V= (2; 1; 3)/ w= (4) _1; 1)
cJu=(1,1,1),v=(1,1,0),w=(1,0,0)




4 n-dimenzionalni prostor

Definice
Vektorovy prostor V se nazyva n-dimenzionalni, tzn. prostor

dimenze n (n > 0), existuje-li v ném n linearné nezavislych vektoru
Vg, V,, ..., V. a plati-li, ze kazdy vektor z V Ize vyjadrit jako
linearni kombinaci vektoru v,, v,, ..., v,.

5 Linearni kombinace vektoru

Definice
Nechtv, v, v,,..., v, kde r € R, jsou vektory z linearniho prostoru V.

Rikdme, Ze vektor v je linearni kombinaci vektord Vi, Vs, e, V,,
jestlize existuji realna Cisla c,, ¢, ... ¢, takova, ze plati
V=C V,+CV,+ ... +CV,

Cisla c,, c, ... c, se nezyvaji koeficienty linearni kombinace.

Pozn.: Linearni kombinace jednoho vektoru je jeho nasobek.




Uloha

Zjistéte, zda vektor w je linearni kombinaci vektoru u, v:

a) w= (_2) 4; _6)1 u= (1/ 3/ _2)) V= (2/ 1) 1)
b) w = (1) 1/ 2)) u= (_1) O; 1); V= (2) 2; 3)




6 Baze linearniho (vektorového) prostoru

Definice

Kazdou mnoZinu n linearné nezavislych vektoru v,, v,, ..., v

eV
nazyvame bazi ve V,_ a zapisujeme <v,, V,, ...,V >.

n n

Priklad: Jednotkove vektory v aritmetickém linearnim prostoru V,
i1 =(1,0,0), j,=1(0,1,0), j3=(0,0,1)
jsou pfikladem baze V;. Snadno se totiz presvédcime, Ze pro kazdy
vektor x = (X, X,, X3) z V5 plati, Ze ho mUZeme vyjadfit jako linearni
kombinaci vektoru jq, j,, 3, ti-:
X =XgJg ¥ X0y F %33
arovnice  Cc;j;+Cj,tC3j;=0

Ma jediné FeSenic,=c,=¢c;=0 =>j,,]j,,j3 jsou linearné nezavislé.




Ulohy

1) Posudte, zda nasledujici vektory tvofi bazi V,:

(1,5,4,3),%,=(1,2,1,4), x,= (-1, -3,-2, -1), x,= (2, 1, 3, 2)
b) x, = (1, 1,0, 1) =(2,0,1,2), x3—(1,2,2,1),x4 (3,1, 1, 3)
(1,0,2,3), x _(1100) X;=(2,5,7,3)

2) Zjistéte, zda dané vektory tvofi bazi vektorového prostoru V..
V kladném pripadé vyjadrete vektor a = (1, 1, 2) jako jejich linearni
kombinaci.

a)x;=(1,1,1),x,=(1,1,0), x3=(2, 0, 0),
b) x,=(0, 1, -1), x2=(0 2,-2),%x3=(1,1, 3),
c)x;=1(1,2,1),x,=(0, 1, 1), x3=(0, 0, 3).




7 Hodnost linearniho (vektorového) prostoru

Definice

Pocet vektoru v libovolné bazi linearniho prostoru V se nazyva
hodnost (nebo dimenze linearniho prostoru V).

Poznamky:

» Hodnost neboli dimenzi linedrniho prostoru V znacime h (V).

» Ve trividlnim prostoru {0} baze neexistuje, proto definujeme h ({0}) = 0.

» Hodnost linedrniho prostoru V je rovna maximalnimu poctu linedrné
nezdavislych vektoru ve V.

Priklad:
Hodnost aritmetického linedrniho prostoru V, je rovnan, tj. h (V) =n.




Cviceni

1. UrCete aritmeticky vektor x, pro ktery plati:
a)x=3a+5b-cjelia=(41,3,-2),b=(1, 2,-3,2),c=(16,9, 1, -3),
b)x=-a+4b-6c+2d,je-lia=(1,1,-1,-1),b=(0,0,0,0),c=(1/2,0, 1, 4),

d=(-1,-1,1,1),

2. Zjisteéte, zda jsou dané vektory linearnée zavislé a v kladném pripadée vyjadrete
jeden z nich jako linearni kombinaci ostatnich:
a)a=(1,2,3),b=(3,6,7),
b)a=(4,-2,6),b=(6,-3,9),
c)a=(5,4,3),b=(3,3,2),c=(8, 1, 3).

3. Zjistéte, zda jsou vektorya = (1,-1,1), b=(1,1,0), c=(0,1,1) linedrné zavislé, v
kladném pripadé vyjadrete vektor a jako linedrni kombinaci vektoru b, c.

4. Urcete Cislo t tak, aby vektory a =(1,0,0), b =(0,1,0), c = (0,0,t) byly linearné
zavislé.
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Velikost vektoru

* Velikost vektoru u je velikost kterékoliv orientované usecky AB urcujici vektor u
* Velikost vektoru u oznacujeme symbolem |u].

V roviné: V prostoru:
Pro kazdy vektor u = (u,, u,) plati: Pro kazdy vektor u = (u,, u,, u; ) plati:
— 2 2 — 2 2 2

Dale plati:

» Jestlize |u|=1, nazyva se vektor u jednotkovy vektor
e u=0 <= |u|l=0




Ulohy

1) Vypocitejte velikost vektoru u = (4, -3).

2) Vypocitej velikost vektoru AB, je-li A [-1, 3, -2], B [0, 5, -3].




Skalarni soucin vektoru

V roviné: V prostoru:
Skalarni soucin dvou vektor Skalarni soucin dvou vektoru
u=(u,u,), v=(vy, V,)jedislo: u=(u;,u,,u;), v={_(vy,Vv,, vy)jecislo:
uy, +u,v, u, v, tu,v, +u,v,
Dale plati:
_ 2 _ 2 2 _ 2 _ 2 2 2
ulu=u" =u; +u; ulu =u” =u; +u; tu;

* Pro kazdé vektory u, v, w (v roviné nebo v prostoru) a kazdé c € R plati:
uv =vu

(cu)v = c(uv)

w(u +v)=wu+wv




Ulohy

1) Vypocitejte skalarni soucin vektoru u, v, pro které plati:

a)u=(1,2),v=(1,1)
b)u=(3,-2,-4),v=(-1, 3,-2)




Uhel dvou vektor(

u

Pro velikost Uhlu vektor( u, v plati nasledujici vztahy:

V rovineé:

= (u]_l UZ)I V= (V]_I Vz)

V prostoru:

u=(u;, u,,us),v=(vy, Vv,,Vvs):

uvl+u v,

UV, Tu,v, tusv,

CosS @ =

\u\ EM Vi +ug Qv +v;

cos@ =

v
W] Vu? +ad +ud Q]+ 9]+

m) oy [y

0 « u U v




Ulohy

1) Vypocitejte uhel dvou vektoru u, v, pro které plati:

a)u=(1,1),v=(1,1)
b)u=(-1,1,0),v=(-2,4,2)

2) Je dan vektor v. Urcete vektor u tak, aby platilo v Uu

a)v=(1,3)
b)v=(1,0,-2)




Vektorovy soucin

-> provadime, pokud chceme ke dvéma vektorum u, v, které
neleZi na jedné primce, najit vektor kolmy k obéma vektorum.

» Jestlize u=(uy, u,,u;),v=(vy, v,, vy ), pak vektor k obéma
vektorim kolmy je vektor

— W=UuU XV
w = (”2"3 T UV, UV T UV UV, T “2"1)
Vv
» Pro velikost vektoru w plati: -
. arad
w:‘u [M[sma’ J

Pozn.: Mnemotechnicka pomucka pro vypocet vektorového soudinu:




Ulohy

1) Vypocitejte souradnice vektorového soucinu u x v, je-li:

a)u=(2,-2,4),v=(3, -2 1)
b)u=(1,0,3),v=(-1,0,-2)
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