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Abstrakt

Bakaldiska prace je souborem feSenych prikladii do predmétu Ziklady matematiky, ktery je
vyucovén v rdmci studijniho oboru Pedagogické asistentstvi matematiky pro zdkladni Skoly.
Pro snadnéjsi orientaci studenti je prace rozdélena do kapitol podle skript k tomuto predmétu.
V kazdé kapitole jsou piiklady rizného stupné obtiZnosti a na konci kazdé kapitoly je nékolik
cviceni urenych pro samostatnou praci studentd. Postup feseni a vysledky jsou doprovazeny
komentari, nacrtky a dal§imi ndméty na premyslent.

Abstract

The Bachelor thesis consists of a set of solved examples to subject Fundamentals
of Mathematics that is taught annually within the field of study Lower Secondary School
Teacher Training in Mathematics. The Bachelor thesis is divided into nine chapters according
to the script for this subject. In each chapter there are examples of different level of difficulty
and at the end of each chapter there are a few examples designed for individual student’s work.
Approaches and results are accompanied by noted, sketches and ideas to think about.
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Uvod

Jako téma své bakaldrské prace jsem si vybrala vytvofeni sbirky Resené piiklady ze Zakladd
matematiky. K tomuto kroku mé pfivedly jak mé vlastni zkuSenosti, tak zkuSenosti ostatnich
studentd se studiem predmétu Zaklady matematiky v rdmci Pedagogické fakulty Masarykovy
univerzity v Brné. Bezproblémové zvladnuti tohoto predmétu je nezbytné k pochopeni
a uspésnému osvojeni dalSich matematickych disciplin, jako je matematickd analyza, algebra
a geometrie. V ramci studia jsem pribézné¢ pomahala nékterym studentiim s piipravou a feSenim
jednotlivych tdloh v rdmci pfedmétu a tak jsem mohla vypozorovat, které oblasti ¢ini studentim
nejveétsi obtiZe, a posléze se na tyto problematické oblasti zaméfit ve svoji bakalafské praci.

Cilem této bakaldiské prace se tak stala snaha vytvofrit sbirku feSenych ptikladi, kterd by
usnadnila studentim pfipravu a pomohla jim 1épe si osvojit potiebné znalosti z predmétu Zaklady
matematiky. Sbirka feSenych prikladi by mohla slouzit zaroven jako dopln€k skript
k tomuto pfedmétu. Z toho divodu je prace rozclenéna do kapitol odpovidajicich kapitoldam
v uvedenych skriptech. Jednotlivé kapitoly jsou sestaveny ze vzorovych feSenych piikladd
a prikladd k procviceni, které slouzi nejen jako ndvod k pochopeni potfebnych postupti, ale
také k jejich lepSimu zafixovani a samostatnému pouZiti. Kapitoly jsou doplnény o potiebné
komentare, tabulky, graficky znazornéné vysledky a schémata, kterd opét slouzi pro vyssi
prehlednost a snazsi zapamatovani.

Puvodné jsem predpoklddala, Ze obohatim tuto sbirku i o slozitéjsi piiklady a dlohy, nicméné
v pribéhu pfipravy a na zacitku tvorby této sbirky jsem doSla k zdvéru, Ze takové
obohaceni by bylo nad rdmec rozsahu bakalaiské prace a ve své podstaté by pro studenta, ktery
by ze sbirky Cerpal, nebylo az tak vyznamnym piinosem. Pfiklady v této prici jsou tedy
sestaveny tak, aby umoZznily studentim uspé$né zvladnuti a osvojeni potiebnych znalosti
do pfedmétu Zdklady matematiky a korespondovaly se skripty pro uvedeny predmét.

IX



Zakladni pouzité symboly a oznaceni

N pfirozeni Cisla

No nezdporna celd Cisla
Z cela ¢isla

Q raciondlni ¢isla

R redlnd Cisla

R* kladn4 redlnd &isla
-A negace vyroku A

AV B  disjunkce vyroki A, B
AAB  konjunkce vyrokl A, B
A = B implikace vyroku B vyrokem A
A< B ekvivalence vyroki A, B
AUB  prinik mnozZin A a B
ANB  sjednoceni mnozin A a B
A\B  rozdil mnozin A a B
!

A doplné€k mnoZiny A

A X B  kartézsky soucin mnozin A a B

24 systém vSech podmnoZin mnoZiny A
C neostra mnozinova inkluze

C ostrd mnoZinova inkluze

(A,<) uspofddand mnoZina

~a relace ekvivalence na mnoziné A

A/ ~  rozklad pfislusny ekvivalenci ~

M rozklad na mnoZiné A



Kapitola 1
Z.akladni pojmy matematické logiky

V kapitole Zékladni pojmy matematické logiky se budeme zabyvat vyroky, vyrokovymi formami
a kvantifikovanymi vyroky. UkdZeme si, jak pracovat s logickymi spojkami (negace, konjunkce,
disjunkce, implikace a ekvivalence), kvantifikitory (obecny a existencni) a s tabulkami pravdi-
vostnich hodnot.

Priklad 1.1 Rozhodnéte, kterd z uvedenych sd€leni jsou vyroky. Pokud se jedna o vyrok, urCete
jeho pravdivostni hodnotu.

a) Kolik je hodin?

b) x—2=5.

¢) Cislo 3 je prvodislo.

d) Tato kvétina je Zluta.

e) Kvétina je Zluta.

f) 3+6=10.

g) Dan Brown je spisovatel.

h) Dan Brown je skvély spisovatel.

1) Bitva na Bile hote se odehrala roku 1620.

j) Karel IV. se 15. fijna 1365 v 7:24 podrbal na bradé.



Reseni:

a) Nejedna se o vyrok. Sdéleni nespliiuje definici vyroku (intuitivné se nejedna o oznamovaci
vétu).

b) Nejedna se o vyrok. Sdéleni nespliiuje definici vyroku. Z tohoto sdéleni by se mohl stat
vyrok vhodnou kvantifikaci. Jak by vypadal kvantifikovany vyrok, si rozmyslete sami.

c¢) Jednd se o vyrok. Sdéleni plné spliiuje definici vyroku. U tohoto vyroku umime také roz-
hodnout, jestli je vyrok pravdivy nebo nepravdivy. Tvrzeni ¢islo 3 je prvocislo je pravdivy
vyrok, protoZe ¢islo 3 ma pouze trividlni délitele 1 a 3.

d) Jedna se o vyrok. Sdéleni je smysluplné tvrzeni, o kterém umime rozhodnout, zda je prav-
divé Ci nepravdivé. Zajima nds pouze jedna konkrétni kvétina.

e) Nejedna se o vyrok, protoze ve sdéleni neni feceno, o které konkrétni kvétiné mluvime.

f) Jednd se o vyrok. Sdéleni neobsahuje Zddné proménné, proto miZeme fict, Ze se jedna
o nepravdivy vyrok.

g) Jedna se o vyrok, protoze sdéleni spliiuje definici vyroku (intuitivné se jednd o oznamo-
vaci vétu). Dale umime rozhodnout o pravdivosti vyroku. MiZeme proto Fict, Ze se jedna
o pravdivy vyrok.

h) Nejedna se o vyrok, nebot’ se jednd o subjektivni tvrzeni (nékdo povazuje tvrzeni za prav-
divé, nékdo za nepravdivé).

i) Jednd se o vyrok, protoZe sdéleni spliiuje definici vyroku. Navic bychom vSichni méli
veédét, Ze se jedna o vyrok pravdivy.

J) Je zfejmé, Ze se jednd o vyrok, protoZe tvrzeni spliiuje definici vyroku, ale neumime roz-
hodnout o jeho pravdivosti.

Priklad 1.2 Rozhodnéte, zda vyrokovd forma V definovana jako (A = B) = [(A = —B) = —A]
je tautologie.

Reseni: Vyrokova forma V je tautologie.

A|/B|-A|-B|A=B|A=-B|(A=-B)=-A|V
111 0 0 1 0 1 1
1710 0 1 0 1 0 1
01 1 0 1 1 1 1
00| 1 1 1 1 1 1




Priklad 1.3 Pomoci pravdivostni tabulky hodnot dokazte, Ze vyrokova forma V, ktera je defino-
véna jako AA (BVC) < (AAB)V (ANC), je tautologie.

Reseni: Vyrokova forma V je pravdiva, je tedy tautologif.

A[B|C[BVC|[AA(BVC) [AAB |AAC | (AAB)V(AAC) |V
T[1[1] 1 1 1 1 1 1
1{1]o0] 1 1 1 0 1 1
1{of1] 1 1 0 1 1 1
1{ojo] o 0 0 0 0 1
01 ]1] 1 0 0 0 0 1
o[1/0] 1 0 0 0 0 1
ojo|1] 1 0 0 0 0 1
0/0[0] 0 0 0 0 0 1

Priklad 1.4 Udejte podminku pro to, aby ¢islo x bylo délitelné 6 v oboru N, ktera je
a) dostatecnd, ale neni nutna,
b) nutnd, ale neni dostatecn4,

¢) nutna i dostate¢na.

Reseni:

a) Pokud hleddme podminku, kter4 je dostatecnd, ale neni nutnd, staci najit konkrétni ptiklad,
ktery spliiuje uvedenou vlastnost. V naSem pripadé to je jakékoliv ¢islo délitelné 6, tedy 6,
12, ...

b) Pii hleddni podminky, kterd je nutnd, ale ne dostateCnd, musime uZ pracovat obecnéji.
Posta¢i ndm, pokud zformulujeme né€kterou z podminek, kterou musi ¢islo x spliiovat, aby
bylo délitelné 6. Diky kritériim délitelnosti vime, Ze Cislo x je délitelné 6, pokud je délitelné
zéaroven 2 a 3. Mame proto na vybér z nékolika nutnych podminek. Jednou moznosti nutné,
ale ne dostate¢né podminky pro to, aby Cislo x bylo délitelné 6 je tvrzeni, Ze Cislo x je
délitelné 3. Dals$i moZnosti je tvrzeni: Cislo x je délitelné 2. Sami si rozmyslete, jak by
mohly vypadat dalS{ moZnosti.

¢) Nutnou i dostateCnou podminkou, pro to aby ¢islo x bylo délitelné 6, je kritérium délitel-
nosti 6. Podminka zni tedy takto: ¢islo x je délitelné 6 pravé tehdy, pokud je délitelné 2 a
zaroven 3.



Priklad 1.5 Utvoite negace nasledujicich vyroka (bez pouziti slovniho obratu: ,,neni pravda,

7e ...

",

a) Pfi pisemce opisovala Lucie nebo Tereza.

b) Dnes je utery a zitra nebude pondéli.

c)
d)
€)
f)

g
h)

Pti fotbalovém utkani padnou alespon 3 gdly.

Zdenék udélal v diktitu 3 chyby.

Kazdy den je diivod k radosti.

JestliZe nebude prset, pijdu na vychazku.

Jestlize budu chodit na brigddu, vydélam si na novy telefon.

Cislo je délitelné 9 pravé tehdy, kdy? jeho ciferny soucet je délitelny 9.

Reseni:

a)

b)

d)

e)

f)

Jednd se o negaci disjunkce (A V B; vyrok A: pfi pisemce opisovala Lucie, vyrok B:
pri pisemce opisovala Tereza). Negace disjunkce je tvaru —A A —B, proto negace vyroku je
tvrzeni: Pfi pisemce neopisovala ani Lucie, ani Tereza.

SloZeny vyrok je tvaru konjuknce (A A B; vyrok A: dnes je utery, vyrok B: zitra nebude
pondéli). Negace konjukce je tvaru —A V —B, negace tohoto vyroku tedy zni: Dnes neni
utery nebo zitra bude pond¢li.

Vyrok je kvantifikovan, proto ho negujeme podle pravidel pro negovani kvantifikovanych
vyroku. Negaci musime pokryt v§echny ostatni moznosti, nez které jsou v ptivodnim vy-
roku (podobné jako u mnozin, kdyZ hleddme dopln€k mnoziny). Ve vyroku maji pfi fotba-
lovém utkani padnout alespon 3 gély, tedy 3, 4, 5, a vice géli. Negace kvantifikovaného
vyroku je nédsledujici: Pfi fotbalovém utkdni padnou nejvyse dva goly.

Zdenék udélal v diktitu nejvySe 2 nebo alespon 4 chyby (pouZijeme stejny postup jako
v C)).

Pti hledani negace takového typu kvantifikovaného vyroku, staci uvést jeden protipriklad.
Negace vyroku je tvaru: Alespon jeden den diivod k radosti neni.

Vyrok je tvaru implikace (A = B; vyrok A: nebude prset, vyrok B: pijdu na vychazku)
a negaci implikace je vyrok: A A —B, proto je negace nasledujici: Nebude prset a nepijdu
na vychazku.



g) Vyrok je implikaci (A = B; vyrok A: budu chodit na brigddu, vyrok B: vydélam
si na novy telefon) a negace implikace je tvaru: Budu chodit na brigddu a nevydélam
si na novy telefon.

h) SloZeny vyrok je ekvivalenci (A < B; vyrok A: Cislo je délitelné 9, vyrok B: ciferny soucet
Cisla je délitelny 9.), obecné je negaci ekvivalence sloZzeny vyrok: (A A —B)V
(A A B), proto je negace nasledujici: Cislo je délitelné 9 a jeho ciferny soudet nenf d&li-
telny 9 nebo ¢islo neni délitelné 9 a jeho ciferny soucet je délitelny 9.

Piiklad 1.6 Udejte podminku pro to, aby rovnice ax” + bx+c = 0 méla jeden redlny dvojndsobny
koten, ktera je

a) dostatecnd, nikoliv nutna,
b) nutna, nikoliv dostate¢na,

¢) nutna a dostate¢na.

Reseni:

a) Pfi hledani dostateCné, nikoliv v§ak nutné podminky, staci najit jeden konkrétni priklad
kvadratické rovnice, kterd m4 jeden dvojndsobny kofen. Napt. x2 +2x+1=0 (x; 2 = —1).

b) Nutnou, ale ne dostate¢cnou podminkou pro to, aby kvadraticka rovnice méla redlny ko-
fen, je tvrzeni, Ze diskriminant je vét$i nebo roven 0, protoZe pravé tehdy ma kvadra-
tickd rovnice bud’ jeden dvojndsobny redlny kofen, nebo dva redlné rizné kotfeny. Nutnd,
ale ne dostateénd podminka je tvaru: b> —4ac > 0

¢) Kvadraticka rovnice mé jeden redlny dvojnasobny kofen pravé tehdy, pokud je diskrimi-
nant roven 0. Nutnou i dostate¢nou podminkou je proto tvrzeni: b*> —4ac =0

Priklad 1.7 Na defini¢nim oboru D = {1,2,...,12} jsou dany vyrokové formy U(x) : 1 +x <7
a V(x) : x|12. UrCete obor pravdivosti nasledujicich vyrokovych forem:

(),
(),
V(x),

a) Ux)AV
b) U(x)VV
c) Ulx)=

d) —U(x).



Reseni: Nejdiive musime uréit obor pravdivosti vyrokovych forem U (x) a V (x). Obor pravdivosti
vyrokové formy U(x) na D najdeme tak, Ze najdeme feSeni nerovnice na daném defini¢nim
oboru, proto obor pravdivosti U(x) = {1,2,3,4,5,6}. Obor pravdivosti vyrokové formy V (x)
na D nalezneme tak, Ze z definiéniho oboru vybereme ta Cisla, kterd spliuji podminku x|12
(tj. délitelé ¢isla 12). Obor pravdivosti vyrokové formy V(x) je tvaru V(x) = {1,2,3,4,6,12}.
Nyni miZeme hledat pravdivostni obory sloZenych vyrokovych forem.

a)

b)

c)

d)

Pravdivostni obor sloZené vyrokové formy U (x) AV (x) nalezneme tak, Ze zjistime, v kte-
rych hodnotich z D je pravdivd vyrokova forma U(x) i V(x). Pravdivostni obor je tedy
tvaru U (x) AV (x) = {1,2,3,4,6}.

Pravdivostni obor této sloZené vyrokové formy najdeme tak, Ze z D vybereme ty hodnoty,
ve kterych je splnéna podminka vyrokové formy U(x) nebo V(x) (tzn. je pravdivd vy-
rokovd forma U (x), V(x), nebo ob& spolecné), proto pravdivostni obor sloZené vyrokové
formy je tvaru U (x) VV (x) = {1,2,3,4,5,6,12}.

Pfi hledani oboru pravdivosti slozené vyrokové formy tvaru implikace vyuZijeme tabulku,
ve které je vidét, kdy je sloZend vyrokova forma U (x) = V (x) pravdivé. Tabulka je tvaru:

Ux) | Vx) | Ukx) =V(x)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Z tabulky vidime, Ze obor pravdivosti budeme hledat ve tfech krocich. Nejdiive najdeme
obor pravdivosti slozené vyrokové formy U (x) AV (x) tzn. hleddme &isla z D tak, aby
splilovala podminku z U(x) i z V(x), tedy U(x) AV(x) = {1,2,3,4,6}. Nésledné bu-
deme hledat obor pravdivosti slozené vyrokové formy U (x) \ V(x), tzn. hleddme hodnoty
z D tak, aby spliiovaly podminku z U(x) a nespliiovaly podminku z V(x), tedy
U(x) \ V(x) = {5}. Nakonec budeme hledat obor pravdivosti slozené vyrokové formy
U (x) V =V (x), tzn. hleddme hodnoty z D tak, aby nespliiovaly podminku ani z U(x),
ani podminku z V (x), tedy —U (x) V=V (x) = {7,8,9,10,11}. Vysledny obor pravdivosti je
sjednocenim hodnot z jednotlivych kroki. Obor pravdivosti sloZzeného vyroku
U(x) = V(x)je tvaru U(x) = V(x) ={1,2,3,4,6,5,7,8,9,10,11}.

Obor pravdivosti U(x) = {1,2,3,4,5,6}. Obor pravdivosti ~U (x) nalezneme tak, Ze ur-
¢ime obor pravdivosti D \ U(x). Obor pravdivosti —U (x) je proto tvaru U (x) = {7,8,9,
10,11,12}.



1.1 Priklady k procviceni
Cviceni 1.1.1 Dokazte, Ze se jednd o tautologii:
a) (A=B)< (AN-B),
b) (AAB)= (AVB),
c) AN(BVC)< (AANB)V(ANC),
d) (A= B)=[(A= —B)=4],

e) [(-A < —B)ANA] = —B.

Cviceni 1.1.2 Utvorite negace nésledujicich vyrok:
a) Existuje prvocislo, které je sudé.
b) Zadna krychle nema 7 stén.
¢) PUjdu do kina s Danou nebo s Filipem.
d) Nikdy se nemusim ucit do $koly.

e) JestliZze nevratim knizku do knihovny, zaplatim pokutu alespon 5 K¢.

) V10 > 3.

Cviceni 1.1.3 Na defini¢nim oboru D = {5,6,7,...,15} jsou definovany vyrokové formy U (x) :
3<x<10aV(x):7> )%' > 4. Naleznéte obor pravdivosti nasledujicich vyrokovych forem:



Cviceni 1.1.4 Urcete obor pravdivosti vyrokové formy U (x), pokud vite, Ze defini¢nim oborem
vyrokové formy jsou vSechna redlna Cisla.

a) U(x):|2x+1| > |3 —5x],
b) U(x):x>—x—15>5—2x,

) Ux):x—6>x(x—3).

Cviceni 1.1.5 Pomoci pravdivostni tabulky hodnot dokazte, Ze vyrokova forma V, kterd je defi-
novéna jako (A = B) < (—B = —A) (vztah, na kterém je zaloZen nepiimy dtikaz) je tautologii.

Cviceni 1.1.6 Pomoci pravdivostni tabulky hodnot dokazte, Ze vyrokova forma V, ktera je defi-
novéna jako (A = B) < —(A A —B) (vztah, na kterém je zaloZen dikaz sporem) je tautologii.



Kapitola 2

Matematické dukazy

V této kapitole se zaméfime na nejriiznéj$i typy matematickych dikazl. Zacneme dikazem
pfimym, u kterého vyuZijeme fadu platnych implikaci, ddle budeme pracovat s dikazem ne-
pfimym, kde vyuZijeme obménéné implikace. Dokazovat tvrzeni budeme i pomoci sporu a ma-
tematické indukce. Neopomeneme ani diikaz jednoznacnosti a diikaz existence.

2.1 Dukaz primy
Priklad 2.1.1 Dokazte, Ze soucet tif po sobé jdoucich pfirozenych Cisel je délitelny 3.

Diikaz. V pfimém dikazu hleddme fadu platnych implikaci, diky kterym dokdZeme, Ze tvrzeni
plati. My se snazime dokézat, Ze (n) + (n+ 1) + (n+2) je vyraz délitelny 3.

n+n+l+n+2=3n+3=3(n+1)
Vidime tedy, Ze vyraz 3(n+ 1) je jiné vyjadfeni pro soucet tfi po sobé nasledujicich ptirozenych

Cisel, a také Ze je délitelny 3.
[

Priklad 2.1.2 DokaZte, Ze rozdil libovolného trojciferného Cisla a ¢isla zapsaného opacnym po-
fadim cifer je délitelny 9 a 11.

Diikaz. Trojciferné Cislo si zapiSeme ve tvaru abc a Cislo s opacnym poradim cifer ve tvaru cha.
Obé Cisla si rozepiSeme jako soucet jednotek, desitek a stovek a v tomto tvaru budeme s Cisly
pracovat.

abc — cba = 100a+ 100+ ¢ — (100c 4+ 106+ a) = 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b —a =
=99a—-99¢=99(a—c)=9=(a—c)

Cislo 9 - 11(a—c) je délitelné 9 a 11, proto i pivodni ¢islo abc — cba je délitelné 9 a 11.



Priklad 2.1.3 Dokazte, 7e pro Vn € N plati 6|(n® —n).
Diikaz. Budeme hledat fadu platnych implikaci, diky které dokaZeme, Ze vyraz 6|(n® — n) plati.

n—n=nn*—1)=nn+1)n-1)=n-nn+1)

Cislo, které je délitelné 6, je délitelné 2 a zdroveii 3. Vyraz (n — 1)n(n+ 1) je obecné vyjadieni
pro soucin tif po sobé jdoucich Cisel, z nichz je vzdy alespon jedno Cislo sudé a jedno Cislo
nasobkem 3. Napf. 1-2-3,20-21-22,51-52-53,... Vyraz n® — n je tedy délitelny 6.

O

Priklad 2.1.4 Dokazte, Ze Cisla tvaru ababab (napt. 353 535,424 242,111 111, ...) jsou délitelna
Cisly 3,7, 13 a 37.

Diikaz. Cislo ababab rozepiseme na soucet jednotek, desitek, stovek, ... V tomto tvaru se ndm

7z Vs

bude s Cislem 1épe pracovat a fadou platnych implikaci zjistime, jestli je délitelné Cisly: 3, 7, 13,
37.

100000 + 100005 + 1000a + 1005 + 10a + b = 101010a+ 101015 = 10101(10a + b) =
=3.3367(10a+b) =3-7-481(10a+b) = 3-7-13-37(10a +b)

Cislo3-7-13- 37(10a + b) je délitelné 3,7, 13 a 37.

Priklad 2.1.5 Dokazte, Ze soucet dvou lichych po sobé jdoucich ¢isel je vzdy délitelny 4.

Diikaz. Prvni liché ¢islo si vyjadiime jako 2n — 1 a nésledujici liché ¢islo vyjadiime jako 2n+ 1.
Radou platnych implikaci se pokusime dokézat, jestli je soucet téchto dvou Cisel délitelny 4.

2n—142n+1=4n
Cislo 4n je jingm vyjadienim souétu dvou po sobé nésledujicih lichych &isel, které je ziejmé

délitelné 4.
[]
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2.2 Dikaz nepiimy
Priklad 2.2.1 Dokazte, Ze pro Vn € N plati 2|n* = 2|n.

Diikaz. V nepiimém dikazu vyuzivame vztahu (A = B) < (—B = —A) (tzv. obménéna impli-
kace). Pokud mdme dokdzat, Ze pro Vn € N plati 2|n> = 2|n, tak v nepfimému diikazu budeme
dokazovat ndsledujici tvrzeni, ze pro Vn € N plati 2 { n = 2 { n?. Dile vime, e pokud &islo neni
délitelné dvéma, tak je liché, proto diikaz prepiSeme do tvaru: pro Vn € N plati n = 2k + 1 = n®
je liché. Radou platnych implikaci dokdZeme tento vztah.

n=2k+1=n*=2k+1)>=n*=4k* +2k+1

Cislo 4k* + 2k + 1 je liché, protoZe soucet dvou sudych &isel a &isla lichého je vzdy &islo liché
(muzete zkusit dokazat sami). Dokdzali jsme tedy, Ze plati obménénd implikace, a proto plati

i ptivodni zvrzeni.
]

Priklad 2.2.2 Dokazte, 7e pro Vn € N: 5|(n”+1) = 5{n.

Diikaz. Snazime se dokdzat implikaci tvaru 5|n = 51 (n> + 1) (tedy =B = —A). Pokud je
n délitelné 5, jeho posledni &islici je O nebo 5. Pfirozené &islo n? konéi také &islici 0 nebo 5,
a pokud pfi¢teme 1, dostaneme Cislo, které konci Cislici 1 nebo 6 a takové Cislo urcité neni déli-
telné 5. Dokazali jsme, Ze plati obménéna implikace, a proto plati i ptivodni tvrzeni.

O

2.3 Dikaz sporem

Priklad 2.3.1 Dokazte, Ze ¢islo log5 je iraciondlni.

Diikaz. Pri dikazu sporem, se snazime dokdzat, Ze negace puvodniho tvrzeni je nepravdiva.
Budeme proto dokazovat, Ze tvrzeni: Cislo log5 je raciondlni, je nepravdivé. Vime, Ze pokud
je log5 raciondlni Cislo, potom existuji piirozend Cisla r,s takovd, Ze plati log5 = £. Z tohoto
vztahu budeme vychazet a pokusime se ho upravit do tvaru, ve kterém bude ziejmé, Ze tvrzeni je

nepravdivé.
logs="—=5=105 = 5=v10" = 5= (V10) = V5 =v10= (V3)' = 10=5° = 10’
s
Vyrok, ktery jsme ziskali fadou platnych implikaci. je nepravdivy, protoze ¢islo 5% konci Eislici
5 pro Vs € N a ¢islo 10" koni ¢islici O pro Vr € N. Dokézali jsme tedy, Ze negace ptivodniho

tvrzeni neplati a dosli jsme ke sporu. Proto plati ptivodni tvrzeni, Ze ¢islo log5 je iraciondlni.
O
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Priklad 2.3.2 Jsou ddny body A = [3,0],B = [4,1],C = [2,3]. Dokazte, Ze tyto body jsou vrcholy
trojuhelniku.

Diikaz. Budeme predpokladat, Ze body leZi na jedné piimce, a pokud dojdeme ke sporu s nasim
predpokladem, dokazeme, Ze plati piivodni tvrzeni (tzn. body jsou vrcholy trojihelniku). Z boda
vytvorime vektory, a budeme se snazit dokazat, zZe tyto vektory jsou linedrné zavislé.

W =AB=B-A=(4-3,1-0)=(1,1)
V=AC=C-A4=(2-33-0)=(-1,3)

Aby byly vektory linedrné zavislé, musi existovat k € R : U =k-V.

1

(L) =k(-1,3)=k=—1 ANk= 3

Dosli jsme ke sporu, protoze Cislo k nemiiZze nabyvat dvé rizné hodnoty. Vektory Uav jsou
linearn€ nezavislé, a proto body A, B a C jsou v obecné poloze, tzn. tvoii vrcholy trojihelniku.

[]

2.4 Dukaz jednoznacnosti a existence

Priklad 2.4.1 Konference se zucastnilo 40 delegat z 13 riznych zemi. Dokazte, Ze delegace
alespon jedné zemé méla vic nez tfi Cleny.

Diikaz. V tomto piikladu se jednd o ryze existencni diikaz, proto existenci delegace, kterd ma
alespon tfi ¢leny dokazeme piimo bez jakéhokoliv ureni. Pro dikaz pouZijeme silnéjsi verzi
Dirichletova principu, ktery tvrdi, Ze pokud je kn+ 1 predmétt rozdélenych do n skupin (n € N),
potom alespon v jedné skupiné se nachazi k + 1 predméti.

Delegaty rozdélime do skupin podle zemi, z kterych pfijeli (tzn. v kazdé skupin€ jsou dele-
gati ze stejné zeme). Mame tedy 13 skupin a pokud by v kazdé skupiné byli pouze tfi delegati,
konference by se mohlo dcastnit pouze 3 - 13 delegatu, tzn. 39 delegatii. V zadani ovSem je,
7e konference se tGcastnilo 40 delegatti, proto alespon v jedné skupiné musi byt Ctyfi delegati.

[

Priklad 2.4.2 Dokazte, Ze z bodu B 1ze vést pravé jednu piimku k& kolmou na piimku p.

Diikaz. Budeme predpokladat, Ze existuji dve kolmice &y, k> na pfimku p prochédzejici bodem B.
Paty kolmic na pfimce p ozna¢ime M; a M,. Véta o souctu vnitfnich Ghld v trojuhelniku fika,
Ze tento soucet je roven 180°. Soucet vnitinich Ghli v A BM M, je ale vétsi nez 180° a tim
dostavame spor. Dokazali jsme, Ze nas predpoklad je nepravdivy, a proto plati ptivodni tvrzeni,
Ze z bodu B lze vést pravé jednu primku k kolmou na piimku p.

O
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Obrazek 2.1: A BM{ M,

Priklad 2.4.3 Dokazte, Ze pro a,b € R,a # 0 ma rovnice ax = b pravé jedno feseni.

Diikaz. Budeme predpokladat, Ze rovnice ma dva rizné kofeny x; a x», tzn. x| # x,. Plati tedy
axi=b AN axp=0>b

Tyto dvé rovnice miizeme piepsat do jedné rovnice, kterou upravime.

ax| = axp

ax;—axy =0

a(x; —x2) =0
Je ziejmé, Ze rovnice je splnéna, pokud x| —x, = 0, tzn. x; = x,. DoSli jsme ke sporu s predpo-
kladem, Ze kofeny rovnice x| a x, jsou rizné, tzn. x| # x,. Plati proto ptvodni tvrzeni, Ze rovnice

ax = b ma pravé jedno feseni.
[
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2.5 Dukaz matematickou indukeci

Priklad 2.5.1 Dokazte, Ze pro Vn € N plati
n(n+1)

14+24-.. =
+24--+n >

1) Dokézeme rovnost pron =1
1-2
2) Ptedpokldddme, Ze pro n = k,k € N plati
k(k+1)
2
Za tohoto predpokladu dokdZeme, Ze rovnost plati i pron =k +1
(k+1)(k+2)
2

Budeme vychézet z levé strany rovnice a postupnymi algebraickymi dpravami se budeme
snazit ziskat pravou stranu rovnice.

k(k+1)

142+ +k=

1424 +k+(k+1)=

k(k+1)+2k+2 K +k+2k+2

k+1=
+k+ 5 >

L=[1+2+ - 4k|+k+1=

[\

K 43k+2  (k+1)(k+2)
B 2 B 2

Priklad 2.5.2 Dokazte, Ze pro Vn € N plati
111422144 n-nl=n+1)-1
1) Dokézeme rovnost pron =1
L=1-11=1 P=(1+1)-1=2-1=1 = L=P
2) Predpokladéme, Ze pro n = k,k € N plati
-1 422144 k- k= (k+ 1) =1
Za tohoto predpokladu dokdzeme, Ze rovnost platii pron =k + 1

L1422 kb (k1) (k+ 1) = (k+2)1 =1

Budeme vychazet z levé strany rovnice a postupnymi algebraickymi dpravami se budeme
snazit ziskat pravou stranu rovnice.

L:]1-1!+2-2!+---+k-k!\+(k+1)(k+1)! =l(k+1D)!=1|+(k+1)(k+1) =
=k+1)(1+k+1)—1=(k+1)1(k+2)—1=(k+2)!—1=P
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Priklad 2.5.3 Dokazte, Ze pro Vn € N plati

nn+1)(n+2)(n+3)
4

1-.2-34+42-3-4+---+n(n+1)(n+2)=

1) Dokédzeme rovnost pron =1

L=1-2-3=6 P=

2) Predpokladame, Ze plati pron = k,k € N

k(k+1)(k+2)(k+3)

1:2:342-3- 444 k(k+1)(k+2) = Z

Za tohoto predpokladu dokdZeme, Ze rovnost plati i pron =k + 1

(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)
4

Budeme vychazet z levé strany rovnice a postupnymi algebraickymi dpravami se budeme

snazit ziskat pravou stranu rovnice.

L=[123+423 4+ +k(k+ 1)(k+2) |+ (k+ 1) (k+2)(k+3) =

1:2:342-3- 44 k(k+ 1) (k+2) + (k+ 1) (k+2) (k+3) =

| k(k+ 1) (k+2)(k+3) k(4 2) (k4 3) =
4
_ k(k+1)(k+2)(k+3)+4(k+1)(k+2)(k+3) _ (k+1)(k+2)(k+3)(k+4) _
4 4

Priklad 2.5.4 Utvoite hypotézu toho, jak vypada n-ty CasteCny soucet S, (tj. S, =a; +ax+---+
an), a hypotézu ovéite pomoci matematické indukce.

a) 1+34+5+74+--4+2n—1,
b) 24+4+6+4---+2n.

Reseni:
a) Nejdfive si vypocitime S1,S5,,953,... a pomoci téchto ¢astecnych soucti se pokusime
odhadnout, jak bude vypadat S,,.
Si=1 S$H>=14+3=4 S3=14+34+5=9 S4=14+34+5+7=16

Z vypocitanych ¢asteCnych souctl, si miizeme povSimnout, Ze kazdy ¢dsteCny soucet je
roven druhé mocning: S; = 12,5, = 22,853 = 32,84 = 4?,... Hypotéza pro n-ty &astecny

soucet je tvaru S, = n.

Nyni dokdZeme platnost hypotézy pomoci matematické indukce. Snazime se dokdzat,
ze pro Vn € N plati

1434547 +--42n—1=n?
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1) Dokazeme rovnost pron =1
L=1 P=1’=1 = L=P
2) Predpokladame, Ze plati pron =k, k € N
1434547+ +2k— 1=k
Za tohoto predpokladu dokdzeme, Ze rovnost platii pron =k + 1
1434547+ +2k—142(k+1)—1=(k+1)?

Budeme vychdzet z levé strany rovnice a postupnymi algebraickymi upravami
se budeme snazit ziskat pravou stranu rovnice.

L=[1434547+ +2k—1|+2(k+1)— 1 =K+ 2%+2—1 =K+ 2%k+1 =
=(k+1)>=P

b) Pii hledani hypotézy zacneme opét tim, Ze si vypocitdme nekolik castecnych souctd Sy, .5,
S3,...

S1=2 SH=24+4=6 S3=24+4+6=12 S4=2+4+6+8=20
Mtizeme si povSimnout pravidelnosti u ¢aste¢nych souct, konkrétné nasledujici pravidel-

nosti: §1 =1-2,8=2-3,53=3-4,54=4-5,... Hypotéza pro n-ty ¢asteCny soucet je
tvaru S, =n(n+1)

Platnost hypotézy ovéfime pomoci matematické indukce. Chceme dokazat, Ze pro Vn € N
plati
24446+---+2n=n(n+1)

1) DokéZeme rovnost pron =1
L=2 P=1(1+1)=2 = L=P
2) Predpokladame, Ze rovnost plati pron = k,k € N
244464 +2k=k(k+1)
Za tohoto predpokladu dokdzeme, Ze rovnost plati i pron =k + 1
24446+ +2k+2(k+1)=(k+1)(k+2)

Budeme vychédzet z levé strany rovnice a postupnymi algebraickymi tpravami
se budeme snazit ziskat pravou stranu rovnice.

L=[24+4+6+ 4+ 2k|4+2(k+ 1) =|k(k+1) |4+ 2k+2 = k> +k+2k+2 =
— K24 3k+2=(k+1)(k+2)
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2.6 Priklady k procviceni

Cviceni 2.6.1 Doka’te, 7e &isla: /2, log2 a V3 jsou iraciondlni.

Cviceni 2.6.2 Dokazte, Ze pro Vn € N plati

LI B n
a —_— —_— — PRy pu—
12 23 34 n(n+1) n+1’

12 22 n? nn+1)

b) — 4+ — ... =
)13 35 T Y B s @) 20t 1)

2m—1)2n+1
124 F 52t (2n—1)2 = 2" ;( ntl)

Cviceni 2.6.3 Dokazte, Ze plati
a) soucet dvou lichych Cisel je ¢islo sudé,
b) soucet sudého Cisla a lichého cisla je ¢islo liché,
¢) soucin dvou sudych ¢isel je Cislo sudé a je délitelné 3,

d) soucet lichého cisla a sudého Cisla je ¢islo sudé.

Cviéeni 2.6.4 Dokaite, 7e pro Vn € N: 3|(n> +1) = 6{n.

Cviceni 2.6.5 Doka’te, 7e pro Vn € N : 3|n?> = 3|n.

Cviceni 2.6.6 Na vysokou skolu pfijali do prvniho ro¢niku 120 studentd, ktefi maturovali na 84
riznych stfednich Skolach. Dokazte, Ze se v prvnim ro¢niku vysoké skoly potkaji alespon dva

«, e
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Kapitola 3

Zaklady teorie mnozin

V kapitole Zdklady teorie mnoZin budeme pracovat se zdkladnimi mnoZinovymi vztahy a ope-
racemi, jako je mnoZinova rovnost, inkluze, sjednoceni, prunik, rozdil a doplnék. UkaZzeme si
také, jak mizeme mnoziny zndzornovat a jak 1ze dokazovat mnozinové rovnosti a dalsi vztahy.
Osvétlime si také pojmy usporddand a neusporddana dvojice.

Priklad 3.1 Dokazte, Ze plati:
a) AAU(BNC")=(A'UB)N(ANCY,
b) (ANB) =A"UB,

¢) (ANB)xC=(AxC)N(BxC).

Reseni:

a) PouZijeme metodu neurcitého prvku. Nejdfive budeme vychédzet z levé strany rovnice a
budeme se snazit ziskat pravou stranu rovnice. Plati tedy

xeEL=x¢AV(xeBAx¢C)= (x¢AVXEB)AN(x¢AVx¢C)=
= (xeA'vxeB)A(xeA'vxel)=xe(AUB)Nxe (ANC) =
=xe(AUB)N(ANC) =xeP=LCP

Nyni se pokusime dokazat rovnost naopak, tedy budeme vychézet z pravé strany rovnice a
pokusime se ziskat levou stranu rovnice. Ziskdme nasledujici fadu implikaci

XEP=x¢AVXEB)AN(x¢ANXEC)=x¢AV(xEBAx¢C) =
=xeAUBNC)=xeL=PCL

Z vyse uvedeného plyne, Ze P = L, a proto rovnost plati.
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b) Pro dok4zdni tohoto vztahu vyuZijeme Vennovy diagramy.

WISV

YA g 7
Vs V.

V' - 7 7S y

57 )

I S

=N
%Q"“i N

L R
Hhhh

P &"Aﬁ:w!"’,:\;
rl e P8 L LS 4

s

,o" V
|9 &L

Obrézek 3.1: A’UB’ Obrézek 3.2: (ANB)’

¢) PouZijeme metodu neurcitého prvku. Vezmeme si libovolnou usporddanou dvojici z levé
strany a pomoci vhodnych implikaci se pokusime dokdzat, Ze ndleZi i pravé strané rovnice.

(x,y) L= (x,y) € (ANB)xC= (x€AANXxEB)ANycC=
= (x€ANyeC)AN(xeBAyeC)=(x,y) €e(AXC)N(BxC)=
= (x,y) EP=LCP

Nyni se pokusime dokézat, Ze libovolna usporfddana dvojice z pravé strany rovnice nalezi
také levé stran€ rovnice.

(x,y) eP=(x,y) e (AXC)N(BxC)= (x€c ANyeC)N(xeBAye(C)=
= (x€EAANXEB)AYyeC= (x,y) €E(ANB)xC= (x,y) eL=PCL

Odtud tedy plyne, Ze P = L a rovnost plati.

Priklad 3.2 Udejte priklad podminky pro to, aby A C B kter4 je
a) nutna, ale ne dostatecna,
b) dastateCna, ale ne nutna,

¢) nutna i dostateCna.

Reseni:

a) Pokud md byt A vlastni podmnoZina B, musi platit napt. A # B
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b) Stali uvést jakykoli piiklad mnoZin A a B, které spliiuji uvedeny vztah. Napt. A = {4,5,6},B =
R;A=N,B=R;...

¢) Staci si rozmyslet, co musi obecné platit pro vlastni podmnoZinu. MnoZiny A a B jsou
ruzné, a pokud patii prvek do mnoZiny A, potom patii i do mnozZiny B (neboli A # BAx €
A=xeB)

Priklad 3.3 Necht’ A = {x,y,z}. Rozhodnéte o pravdivosti nebo nepravdivosti nasledujicich vy-
roki:

a) {y} €4, C)ZEA, e) {0} C A, 2) {0} €A,
b)0 € A, d) {z} C A, f)x C A, h) 0 C A.
ReSeni:

a) MnoZina A ma pouze prvky: x,y,z. Proto {y} ¢ A.
b) MnoZina A ma prvky: x,y,z. Proto 0 ¢ A.
¢) Mnozina A ma prvky: x,y,z. Proto z € A.

d) Podmnoziny mnoZiny A jsou: 0, {x},{y},{z}, {x,y}, {3, 2}, {x,2}, {x,y,2}. Tvrzeni {z} CA
je pravdivé.

e) Mnozina A ma 8 podmnozin: 0, {x},{y},{z},{x,y}, {2}, {x,2}, {x,y,2}. Tvrzeni {0} CA
je proto nepravdivé.

f) Mnozina A md podmnoziny: 0, {x},{y},{z},{x,y}, {2}, {x, 2}, {x,y,2}. Tvrzeni x C A je
zfejmé nepravdivé.

g) MnoZina A md prvky: x,y,z. Proto {0} ¢ A.

h) MnoZina A mé tyto podmnoziny: 0,{x},{y},{z},{x,y},{,z},{x,z},{x,y,z}. Tvrzeni
0 C A je tedy nepravdivé.
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Priklad 3.4 Jsou dany mnoziny: A = {1,3,5,7},B={z€ Z :|z—-3| <2},C={neN:
n<4},D={xeN: "%f > 0}. Urcete, jak budou vypadat mnoZiny:

a)A\B, c)D\A, e) C'NB,
b)AUB, d)ANB, f) 2¢.

Reseni: Nejprve si vyjadifme viechny mnoZiny vyétem prvki, stejné jako mame vyjadfenou
mnoZinu A. Mnoziny budou tvaru: A = {1,3,5,7},B={1,2,3,4,5},C={1,2,3},D={1,2,3,4,
5}. V tomto tvaru se nim s mnoZzinami bude 1épe pracovat, a proto mizeme zacit fesit piiklad.

a) V mnoZiné A odebereme prvky, které ma spolecné s mnoZinou B, a dostaneme feSeni
A\B={7}.

b) Do sjednoceni mnoZin A a B patii vSechny prvky z obou mnoZin a feSeni je nésledujici:
AUB=1{1,2,3,4,5,7}.

¢) Postupujeme analogicky jako u a) (z mnoZiny D odeberu prvky, které jsou v mnozin€ A),
tedy D\ A = {2,4}.

d) Prinik mnoZiny A a mnoziny B urCime tak, Ze najdeme spole¢né prvky obou mnozin, tedy
ANB=1{1,3,5}.

e) Nejprve zjistime, jak vypadd doplnék mnoziny C, tedy C' = N—{1,2,3} = {4,5,6,...}.
KdyZ uz vime, jak vypadd doplnék, staci pouze najit spole¢né prvky mnozin C’ a B, proto
C'NB=1{4,5}.

f) Uré¢ime systém podmnozin mnoZiny C. MnoZina C ma 3 prvky, proto ma systém podmno-
7in 23 = 8 prvkd, které jsou tvaru: 2¢ = {0, {1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}.

Priklad 3.5 Rozhodnéte, ve kterych pripadech se jednd o usporadanou dvojici a kdy nikoli.

a) {{3}}7 c) {{1}7{271}}7 e) {{1}’{374}}7
b) {{3},{3,4}}, d) {{3,3}}, ) {{3,5},{6}}.

Reseni: Nejdiive si pfipomeneme definici uspofddané dvojice. Uspofadanou dvojici definujeme
takto: (a,b) = {{a},{a,b}}. Proto piiklad vyfesime tak, Ze se pokusime upravit jednotlivé mno-
Ziny do tohoto tvaru.

a) Mnozinu {{3}} si mGZeme rozepsat jako {{3},{3}}, protoZze v mnoziné se prvky mohou
opakovat. Mnozinu {{3},{3}} si také mizeme ddle upravit {{3},{3,3}}. Z definice je
tedy ziejmé Ze se jednd o usporadanou dvojici tvaru (3,3).
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b) Mnozinu {{3},{3,4}} nemusime ani upravovat a piimo z definice vidime, Ze se jednd
o uspofddanou dvojici tvaru (3,4).

¢) Mnozinu {{1},{2,1}} si miZeme upravit do tvaru {{1},{1,2}}, protoze v mnoZiné ne-
zaleZi na poradi prvkl. Z definice je tedy zfejmé, Ze se jedna o usporddanou dvojici tvaru
(1,2).

d) Mnozinu {{3,3}} si miZzeme upravit do tvaru {{3}}, protoZe v mnoZiné stali napsat
prvek, ktery se opakuje pouze jednou. MnoZina {{3}} se upravi do tvaru {{3},{3,3}}
(viz a)), a proto se jednd o usporadanou dvojici (3,3).

e) Mnozinu {{1},{3,4}} nemGZeme upravit do tvaru, jaky je v definici uspofddané dvojice,
proto se v tomto piipadé o usporddanou dvojici nejednd.

f) Mnozinu {{3,5},{6}} neupravime do tvaru, jaky je v definici, proto se nejedna o uspora-
danou dvojici.

3.1 Priklady k procviceni

Cviceni 3.1.1 Jsou dany mnoziny A = {x € Z : |x| <3},B={x € Z: —1 < x < 5}. Urcete,
jak budou vypadat mnoZiny:

a)ANB, b) AUB, c) B\A.

Cviceni 3.1.2 Najdéte takové mnoziny A a B, pro které plati: AUB = {a,b,c,d,e, f,g},ANB =
{C,d},B\A = {eaf7g}~

Cviceni 3.1.3 Dokazte, Ze nasledujici vztahy plati:
a) AX (B\C)=(AxB)\(AxC(),
b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC),
c) AX(BNC)=(AxB)N(AxC).

Cviceni 3.1.4 Urcete, za jakych podminek mohou platit nasledujici rovnosti:

a)ANB=A, b)AUB =A.

22



Cviceni 3.1.5 Je diana mnozina A = {a,b,c} a mnoZina B = {1,2}. UrCete, jak budou vypadat
mnoziny:

a)A x B, c)Bx 28,
b) B x A, d)A xA.

Cviceni 3.1.6 Dokazte, Ze plati nasledujici vztahy:
a) ANB=A\(A\B),
b) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C),
c) A\B=A\(ANB),

d) (ANB)\C=AN(B\C).

Cviceni 3.1.7 Rozhodnéte, zda plati ndsledujici vztahy:
a) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C),
b) A\(B\C) = (A\B)\C.
c) A\B=B\A,
d) (A\B)U(ANC)=A\ (B\C).
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Kapitola 4

Relace

V této kapitole budeme pracovat s pojmy relace mezi mnoZinami a relace na mnoziné. Sezné-
mime se se zdkladnimi vlastnostmi relace na mnoZzin€ a ukdZzeme si, jak tyto vlastnosti pozndme
z tabulky relace Ci z uzlového grafu relace. Je velmi dileZité ovladat latku z této kapitoly, protoZze
s pojmem relace na mnoZin€ a jejimi vlastnostmi budeme pracovat i v dalSich kapitol4ch.

Priklad 4.1 Pét studentt psalo test. Na schématu vidite, Ze student 1 ziskal z testu znamku B,
student 2 znamku D, student 3 znamku A, student 4 znamku E a student 5 znamku B.

&

Obrazek 4.1: Schéma studentt a jejich ziskanych zndmek

Ze schématu je zfejmé, Ze se jednd o dvé mnoZiny, kdy prvni je mnozina studentt S = {1,2,3,4,5}
a druhd je mnozina zndmek Z = {A,B,C,D, E, F }. Ob& mnoZiny jsou v uritém vztahu, ktery na-
zyvame relace (v tomto piikladu ji miZeme popsat jako "ziskal"). Tato relace prifazuje kazdému
studentovi zndmku, kterou ziskal v testu. Timto pfifazenim vznikaji usporddané dvojice, napf.
(student 1,B), (student4,E), ... Obecné jsou v tomto piikladu uspofaddané dvojice tvaru (student,
znamka). Tyto uspofddané dvojice jsou prvky nové mnoziny p = {(1,A),(2,D),(3,A),(4,E),
(5,B)}. Mnozina p je relace mezi mnozinami S a Z a muZeme ji zndzortiovat nékolika zptisoby
- mnoZinami, tabulkou, graficky. Sami si zkuste relaci p znazornit i jinymi zptsoby.
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Priklad 4.2 V predchozim piikladu jsme vytvareli relaci mezi dvéma rliznymi mnoZinami A
a B. Nyni se zamysleme, co nastane, pokud A = B.

Je ddna mnozina K = {Petr, Jana, Hana, Viktor, Dan, Lucie, Karel, Filip}. Relace p znizoriuje,
kdo se chce s kym ve skupiné déti kamaradit. Vidime tedy, Ze pro utvorfeni relace ndm staci
1 jedna mnoZina.

Obrazek 4.2: Schéma vztahti mezi kamarady

Petr se chce kamaradit s Filipem a také Filip se chce kamaradit s Petrem, proto spojime obé&
jména obousmérnou Sipkou. Jana se chce kamaradit s Hanou, ale Hana se nechce kamaradit
s Janou, proto jde Sipka pouze smérem k Hané. Vznikla relace p = {(P,F), (F,P),(D,F),(P,D),
(J,H),(H,K),(K,V),(V,J),(J,V),(L,H),(H,L),(L,K)} vztah v této skupiné déti.

Priklad 4.3 Je ddna mnoZzina A = {a, b, c}. Kolik riznych relaci je mozné vytvorit:

a) mezi 24 aA, c)meziA a0,
b)naA, dnaA xA.
Reseni:

a) Relace mezi mnoZinami 24 a A je libovolnd podmnoZina kartézského soudinu 24 x A.
Mnozina 24 m4 23 prvké a mnoZina A md 3 prvky. Kartézsky soudin 24 x A m4 tedy
8 -3 prvkii. Poget podmnoZin kartézského soucinu 24 x A je 224, miizeme tedy vytvorit 224
riiznych relaci mezi mnoZinami 24 a A.

b) Relace na mnoZiné A je libovolnd podmnoZzina kartézského soucinu A x A, ktery mé 3.3
prvki. PodmnoZin tohoto kartézského soucinu je 2°.
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¢) Relace mezi mnozinou A a prdzdnou mnoZinou je libovolna podmnoZzina kartézského sou-
¢inu A x 0. Tento kartézsky soucin je prazdnou podmnozinou, ma proto 0 prvki. Pocet
podmnozin A x 0 je 2° a je pravé jedna moZnost, jak relaci utvofit.

d) Relace na mnoziné A x A je libovolnd podmnoZina kartézského soucinu (A X A) X (A x A).
Kartézsky souin A x A md 9 prvkd, proto kartézsky soucin (A x A) x (A xA) md 9-9
prvkii. Poéet podmnoZin kartézského soudinu (A x A) x (A x A) je 28!,

Priklad 4.4 Je ddna mnozina A = {1,2,3}. Relace (A,p) je zaddna takto: xpy < 2x —y > 3.
Urcete, jak bude vypadat tabulka a uzlovy graf relace p.

Reseni: Pfi feSeni tohoto piikladu budeme postupovat tak, Ze ovéiime u viech dvojic prvki, zda
jsou spolu v relaci ¢i nikoli. Diky tomu zjistime, jak bude vypadat tabulka relace p, a ndsledné
nakreslime uzlovy graf relace p.

Jako prvni napt. ovéfime, jestli 1p1. Do nerovnice 2x —y > 3 dosadime x =1 a y = 1 a zjistime,
jestli tato dvojice spliiuje nerovnici.

2:-1-1>3
1>3

Tato nerovnice neplati, a proto (1,1) ¢ p a do tabulky napiSeme 0.

[

2|3

W N =D
o

Diéle ovétime, jestli plati 2p 1. Do nerovnice 2x —y > 3 dosadime x =2 ay = 1 a zjistime, jestli
tato dvojice spliiuje nerovnici.

2:2—-12>3
3>3

Nerovnice je splnéna, tedy (2,1) € p a do tabulky napiSeme 1.

1123

W N =
[S==Y

Takto postupné oveéfime vSechny usporddané dvojice a dojdeme k nasledujicimu feSenti:
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W=
— =] O -
— | OO N
— OO W

Ekvivalentni zdpis je p = {(2,1),(3,1),(3,2),(3,3)}

Uzlovy graf relace p vytvorime tak, Ze prvky, které jsou spolu v relaci, spojime Sipkou. Pokud
je (2,1) € p, povede Sipka z bodu 2 do bodu 1. Pokud je (3,1) € p, povede Sipka z bodu 3
do bodu 1. Dvojici prvkd (3,2) € p zndzornime do uzlového grafu tak, Ze Sipku povedeme
z bodu 3 do bodu 2. Pokud je prvek v relaci sam se sebou, jako v ptipadé (3,3) € p, nakres-
lime kolem néj tzv. smycku (Sipka, kterd zacind i kon¢im v jednom bod¢).

Ty

Obrazek 4.3: Uzlovy graf relace p

Priklad 4.5 Je ddna mnozina A = {a,b,c,d}. Udejte tabulkou a uzlovym grafem piiklad relace:

a) p1, kterd je reflexivni, d) p4, kterd je tranzitivni,
b) po, kterd je symetrick4, e) Ps, kterd je tplna.
c) ps3, kterd je antisymetricka,

Reseni:
a) pi je reflexivni

Aby byla relace reflexivni, musi platit: jestlize x € A = xpx. Tato vlastnost se v tabulce
projevi tak, Ze v hlavni diagondle jsou pouze 1. Policka mimo hlavni diagondlu nemaji
na reflexivitu Zadny vliv, pro ndzornost je vyplnime 0.

Reflexivita se z uzlového grafu poznd tak, Ze kazdy prvek relace p; ma kolem sebe smycku.
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pila|blc|d
al|1/0/0]0
b 10100 9 ) 9 9
clo/0[1]0 & b ¢ d
d | 0olo[0]1

Obrazek 4.4: Tabulka relace p; Obrazek 4.5: Uzlovy graf relace p;

b) p> je symetrickd

Pro symetrickou relaci musi platit: jestlize x,y € A Axpy Aypx = x =y. Symetrii pozndme
z tabulky tak, Ze je symetrickd podle hlavni diagondly. Tabulka mazZe byt napf. tvaru:

polal/blc|d
a |[0[1]1]0
b |[1[0[0]0 @@Q
c [T10[1]1 o c A
dlojol1]1

Obrazek 4.6: Tabulka relace p, Obrazek 4.7: Uzlovy graf relace p;

V uzlovém grafu se symetrie projevi tak, Ze mezi dvéma riznymi body jsou bud’ dvé
Sipky nebo Zadnd Sipka (lze odvodit i z tabulky). V uzlovém grafu symetrické relace proto
nemuzZe nastat takova situace, aby byl prvek spojen s jinym prvkem pouze jednou Sipkou.

c) p3 je antisymetrickd

Antisymetrickd relace musi spliiovat vztah: jestlize x,y € AAxpy Aypx = x =y. Z tabulky
antisymetrii pozname tak, Ze dvé riznd policka symetrickd podle hlavni diagondly obsahuji
nejvyse jednu 1.

p3lalblc|d
a |0]0[1]1 /\‘\
b |1/1]/0]0 A w20
c10/0[0]0 o~ b ¢ a
d0/0]1]1

Obrazek 4.8: Tabulka relace p3 Obrazek 4.9: Uzlovy graf relace p3

Antisymetrie se v uzlovém grafu projevi tak, Ze mezi dvéma riznymi body je nejvyse jedna
Sipka (jedna Sipka nebo Zadnd).
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d) p4 je tranzitivni

Tranzitivni relace je definovana takto: jestlize x,y,z € A Axpy Aypz = xpz. Tranzitivni
relaci z tabulky nepozndame na prvni pohled, protoZe neexistuje Zadné obecné platné pra-
vidlo jako u ostatnich vlastnosti. U toho pfikladu postaci, kdyZ si vymyslime jakoukoliv
tranzitivni relaci. MiZeme proto napf. fict, ze: apb Abpd = apd. Pokud by relace p4 obsa-
hovala pouze tyto tfi usporddané dvojice, uz bychom mohli fict, Ze je relace p4 tranzitivni.
Pro ndzornost ale doplnime jesté dalsi trojici uspotfddanych dvojic napt. cpb Abpd = cpd.

pslalblc|d
a|0l1/0]|1
b [0[0/0]1 %
c [0[1]0]1 o© & ¢ d
d | 0]0]0]|O0

Obrazek 4.10: Tabulka relace p; ~ Obrazek 4.11: Uzlovy graf relace py

Pokud hleddme uzlovy graf tranzitivni relace, tak stejné€ jako v pripadé tabulky nezndme
74dné obecné platné pravidlo, které musi platit, aby byla relace tranzitivni. Budeme muset
postupovat stejné jako v piipadé tabulky.

e) Psje uplna

Uplnd relace je definovéana vztahem: jestlize x,y € A = xpyVypx. Uplnou relaci pozname
z tabulky tak, Ze v hlavni diagondle jsou samé 1 a dvé riznd policka symetricka podle
hlavni diagondly obsahuji alespon jednu 1.

ps|lalb|c|d
a | 1]01]1
b [1[1[1]1 @Q
c|1/0|1]1 B ¢ A
d | 0[{0]0]1

Obrazek 4.12: Tabulka relace p;  Obrazek 4.13: Uzlovy graf relace ps

Z uzlového grafu pozndme tplnou relaci tak, Ze kazdy bod je opatfen smyckou a kazdé
dva rtizné body jsou spojeny alespoil jednou Sipkou.

Poznamka. Relace, které jsou v tomto prikladu uvedeny, jsou pouze jednou z mnoha moznosti.
Ptiklad je zde zatazen proto, aby bylo zfejmé, jak se jednotlivé vlastnosti projevi v tabulce
a v uzlovém grafu.
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Priklad 4.6 Je ddna mnoZina A = {a,b,c,d,e} arelace p = {(a,a),(b,b),(a,d),(d,D),(b,e)}.
Nakreslete tabulku relace p a dopliite relaci p nejmensim mozZnym zpiisobem tak, aby byla:

a) reflexivni, d) tranzitivni,
b) symetricka, e) uplnd.

¢) antisymetricka,

Reseni: Ptiklad zacneme feSit tak, Ze si nakreslime tabulku relace p.

pla|b|c|d| e
a/1/0(0]|1]0
b|{O0O|1]0[0]1
c/0[{0]0]0]|0
d{0[1]0/0]O0
e 0/{0]0]0]|0

a) Aby relace p byla reflexivni musi platit: jestlize x € A = xpx, coZ se v tabulce projevi tak,
7e v hlavni diagondle budou samé 1.

(=l N el i Nl Ry

OI— oo~
— oo~ ol

oo | THe (T

(=) Nl N Nl Neol N o

O|Io|Io| O~

Relace p proto doplnime takto: p = {(a,a), (b,b),(a,d),(d,D),(b,e),(c,c),(d,d),(e,e)}

b) Pro relaci, kterd je symetrickd, musi platit: x,y € A Axpy = ypx. Tato vlastnost se v tabulce
projevi tak, Ze tabulka bude symetrickd podle hlavni diagondly.

pla|/b|c|d| e
a/1/0(0]|1]0
b|{O[1]0|1]1
c/0[{0]0]0]|O
d{1[{1]0/0]0
e 0|1]0]0]|0

Relaci p proto doplnime nasledujicim zptisobem: p = {(a,a), (b,b),(a,d),(d,b), (b,e),
(d,a), (b,d),(e;b)}

¢) Antisymetrickd relace je definovéna takto: jestlize x,y € A Axpy Aypx = x = y. Antisy-
metrii pozndme z tabulky tak, Ze dvé rlizna policka symetrickd podle hlavni diagonély
obsahuje nejvyse jednu 1.
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olae | T
(=) Rl Nl e} iy
o=l
(=] elle] ol Nl o)
OO OO |
OO~ Oe

Z tabulky je zfejmé, Ze relaci p dopliiovat nemusime, protoZe jiZ je antisymetricka.

d) Relace, kterd je tranzitivni spliiuje vztah: jestize x,y,z € AAxpy Aypz = xpz. V relaci p,
kterou je tfeba doplnit vidime, Ze je apd A dpb, proto musime doplnit apb. Dile vidime, Ze
dpb N\bpe, je tedy tieba doplnit dpe. Pokud doplnime ape, protoze apb A bpe, ziskaviame
relaci, kterd je tranzitivni.

oo | THe (T

e
1
1
0
1
0

(o] Heol Hew] Hev] Nl i o)
OIO|IO O~

b
1
1
0
1
0

(o] Revl Heol Neol Il ¥ Y

Relaci p, kterd je tranzitivni, je tvaru: p = {(a,a), (b,b),(a,d),(d,b),(b,e),(a,b),(a,e),
(d,e)}-

e) Aby byla relace uplnd, musi spliiovat tuto definici: jestlize x,y € A = xpy V ypx. Tato
vlastnost se projevi v tabulce tak, Ze v hlavni diagonale jsou samé 1 a dvé rtizna policka
symetrickd podle hlavni diagondly obsahuji alespon jednu 1.

Q===
—_— = O O - R

ole |l Te v

—_— == OO e

—t O | | | QO
B =l =l

Aby byla relace p dplnd, musime ji proto doplnit ndsledujicim zpisobem: p = {(a,a), (b,b),
(a,d),(d,b),(b,e),(c,c),(d,d),(e,e),(b,a),(c,a),(c,b),(d,c),(e,a),(e,c),(e,d)}

Sami si zkuste ke kazdé z moZnosti nakreslit také uzlovy graf relace. Sami posud’te, zda je snazsi
jednotlivé vlastnosti poznat z tabulky ¢i z uzlového grafu.
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Priklad 4.7 Je dina mnoZina A = {1,2,3,4,5}. Nakreslete uzlovy graf relace p = {(1,1),(1,3),
(2,4),(3,1),(3,3),(4,5)(5,4)} a rozhodnéte, jaké vlastnosti md tato relace (reflexivni, symet-
rickd, antisymetrickd, uplnd).

ReSeni:

Uzlovy graf relace p nalezneme tak, Ze jednotlivé dvojice prvkd, které jsou spolu v relaci, za-
kreslime do grafu. Zacneme napt. dvojici (1, 1). Pokud je prvek v relaci sim se sebou, nakreslime
kolem odpovidajiciho bodu Sipku, kterd zacind i kon¢i v daném bodg (tzv. smycku). Dvojici (1,3)
znazornime do grafu tak, Ze povedeme Sipku od bodu 1 k bodu 3. Zbylé dvojice prvki, které jsou
spolu v relaci, zndzornime pomoci stejného principu.

Obrazek 4.14: Uzlovy graf relace p

Nyni se zaméfime na to, jaké vlastnosti ma relace p. Relace p neni reflexivni, protoZe smyckou
jsou opatreny pouze dva body. Aby byla relace p reflexivni, musely by byt v uzlovém grafu
vSechny body opatfené smyckou, coz nejsou. Symetricka relace se z uzlového grafu pozna tak,
Ze mezi dvéma rdznymi body jsou bud’ dvé Sipky nebo zZ4dna Sipka. Z uzlového grafu vidime,
Ze relace p nenf ani symetrickd, protoze (2,4) € p, ale (4,2) ¢ p. Relace, kterd je antisymetrickd,
se poznd z uzlového grafu tak, Ze mezi dvéma riznymi body je bud’ jedna nebo Zadna Sipka,
coz relace p opét nespliiuje, protoze napf. (1,3) € p a zdroven (3,1) € p. Pokud by relace p
byla dplnd, musel by byt kazdy bod v uzlovém grafu opatien smyckou a kazdé dva rtizné body
by byly spojeny alespoii jednou Sipkou, coZ vidime, Ze neplati. Navic vime, Ze kazd4 relace, kterd
je uplna, musi byt také reflexivni a jiZ jsme dokdzali, Ze relace p neni reflexivni, proto nemize
byt ani tplna.

Priklad 4.8 Je didna mnozina A = {1,2,3,4,5} a mnozina B = {a,b,c,d}. Urete, jak bude
vypadat invezni relace p ~! mezi mnoZinami A a B, pokud p = {(1,a), (2,a),(3,¢), (4,b),(5,d)}.

Reseni: Inverzni relace mezi mnoZinami A a B je definovdna vztahem p~! = {(b,a) € Bx A :
apb, coz znamend, Ze pokud v pivodni relaci p byl prvek a v relaci s prvkem b (tzn. apb), tak
v inverzni relaci p ~! bude prvek b v relaci s prvkem a (tzn. bpa). Inverzni relace mezi mnoZinami
A aBje tvaru p~! = {(a,1),(a,2),(c,3),(b,4),(d,5)}. Sami si rozmyslete, jak bude vypadat
tabulka a uzlovy graf inverzni relace p~'.
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4.1 Priklady k procviceni

Cviceni 4.1.1 Na mnoziné A = {1,2,3,4} je ddna relace p = {(a,b) € p < a < b}. Zapiste tuto
relaci:

a) vyctem prvki,
b) tabulkou,
¢) uzlovym grafem,

a urCete, jaké vlastnosti mé relace p (reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni, tiplna).

Cviceni 4.1.2 Je ddna mnoZzina A = {m,n, 0, p,q} arelace p = {(m,n), (m,0), (n,p), (0, p),(0,q)}.
Dopliite relaci p nejmensim moznym zplisobem tak, aby byla tranzitivni a antisymetrickd. Na-
kreslete uzlovy graf relace p.

Cviceni 4.1.3 Na mnoziné A = {a,b,c,d} je déana relace p = {(a,a),(b,b),(d,a)}. Dopliite
relace p nejmensSim moZnym zptisobem tak, aby byla relaci p reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Cviceni 4.1.4 Namnoziné A = {k,l,m,n,0} je ddnarelace p = {(k,k), (m,m), (n,n), (k,n),(l,k)}.
Dopliite relaci p nejmensim moZnym zpusobem tak, aby byla reflexivni, antisymetricka a tran-
zitivni. Zndzornéte relaci p pomoci uzlového grafu.

Cviceni 4.1.5 Urdete, jak bude vypadat inverzni relace p~! k relacim z piikladd 4.1, 4.2, 4.4
ad..
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Kapitola 5

Zobrazeni

V této kapitole si procvicime ucivo, které souvisi se zobrazenimi. UkdZeme si, jak poznat, jestli
je dany predpis zobrazenim, a jak rozeznat injektivni, surjektivni a bijektivni zobrazeni. Pracovat
budeme i s inverznimi zobrazenimi, a ukdZeme si, jak skladat zobrazeni, pokud to je mozZné.

Priklad 5.1 Je ddna mnozina A = {a,b,c,d} a mnozina B = {1,2,3,4,5}. Rozhodnéte,
zda predpis f, f : A — B urCuje zobrazeni, pokud:

a) f:f(a)=1,f(b)=4,f(c) =3,f(a) =2,f(d) =5,
b) f:f(b)=2,f(c)=3,f(d) =5,

) f:fla)=5,f(b)=4,f(c)=3,f(d) =2,

d) f:f(a) =0,f(b) =1,f(c) =2,f(d) =3

Reseni:

a) Predpis f neurcuje zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, protoZe prvek a ma dva obrazy
v mnoziné B.

b) Predpis f neurCuje zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, protoZe prvek a nemd zadny
obraz v mnoZiné B.

c¢) Ptedpis f urCuje zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, protoZe kazdy prvek z mnoZiny A
m4 prave jeden obraz.

d) Predpis f neurCuje zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, protoZe obraz prvku a neni v
mnoziné B.
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Priklad 5.2 Rozhodnéte, zda zadany predpis f urCuje zobrazeni f : N — N. Pokud predpis
f urcuje zobrazeni, rozhodnéte, o jaky typ zobrazeni se jedna (injektivni, surjektivni, bijektivni).

a)f(.X)ISX—3,

x—1 prox sudé,
x+1 pro x liché,

x+1
) fx) = ——
3
Resent:
a) Predpis f urCuje zobrazeni, protoZe kazdé prirozené Cislo se zobrazi pomoci tohoto pred-

b)

c)

pisu na néjaké prirozené Cislo. KdyZz uz vime, Ze se jednd o zobrazeni, rozhodneme,
o jaky typ zobrazeni se jednd. ZaCneme tak, Ze budeme postupné dosazovat pfirozend Cisla
do predpisu zobrazeni f a zjistime. na jaké Cislo se zobrazi. KdyZ chceme zjistit, na jaké
Cislo se zobrazi napf. 1, spocitdme funkéni hodnotu f(1). KdyZ dosadime ¢&islo 1 do pred-
pisu zobrazeni f, zjistime, Ze funkéni hodnota f(1) = 2, ¢&islo 1 se proto zobrazi na Cislo
2. Pokud aplikujeme stejny zptisob i na dalsi prirozend ¢isla, dostaneme: 2 — 7, 3 — 12,
4 — 17,... Vidime tedy, Ze riznym vzordm odpovidaji rizné obrazy (Zadné pfirozené Cislo
neni obrazem dvou rtiznych pfirozenych ¢isel), a proto je dané zobrazeni f injektivni.

Predpis f urCuje zobrazeni, protoze kazdé prirozené Cislo z defini¢niho oboru N ma svijj
obraz v N. Nyni rozhodneme, o jaky typ zobrazeni se jednd a postupovat budeme analo-
gicky jako v a), tedy najdeme k pfirozenym Cislim jejich obrazy. Napt. 1 — 2, 2 — 1,
3—4,4—3,5—6,... MiZeme si povSimnout, Ze kazdé pfirozené ¢islo ma pravé jeden
vzor v pfirozenych Cislech. Dané zobrazeni f je tedy bijektivni.

Zadany predpis f neurCuje zobrazeni, protoZe napt. 1 — % a % ¢ N. Sami si rozmyslete,
za jakych okolnosti by z daného predpisu bylo zobrazeni.

Priklad 5.3 Rozhodnéte, zda zadany piedpis f urCuje zobrazeni f : Z — Q. Pokud ptedpis
f urcuje zobrazeni, rozhodnéte, o jaky typ zobrazeni se jedna (injektivni, surjektivni, bijektivni).

a)f(x)z sz_lv

_2x—|—l

b) f(x) = ,

pro x liché,

pro x sudé.

W= NI= w
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Reseni:

a) Predpis f neurCuje zobrazeni, protoZe nékteré obrazy nepatii do mnoziny Q. Napfr.

2—+13,V3¢Q.

b) Predpis f urCuje zobrazeni, protoze kazdé Cislo ze Z ma diky tomuto predpisu svij obraz
v Q (napt. 0 — %, -3 —%,7 — 5,...). MiZeme tedy rozhodnout, o jaky typ zobrazeni
se jednd. Zobrazeni f zfejmé neumoziuje, aby mél jeden obraz dva vzory, proto dané
zobrazeni nemtiZe byt surjektivni. MlZeme si povS§imnout, Ze riznym vzordm odpovidaji
ruzné obrazy, a zobrazeni f je proto injektivni.

c) Predpis f prifazuje kazdému prvku ze Z néjaky prvek z (Q, jedna se tedy o zobrazeni. Pri
zjisStovani surjekce, resp. injekce, resp. bijekce budeme postupovat obdobné jako
v moznosti b). Z predpisu je zfejmé, Ze Zadné x € (Q nebude mit vice jak jeden vzor. Pokud
si vypiSeme nékolik vzort a jejich obrazy, vS§imneme si, Ze riznym vzorim odpovidaji
rizné obrazy, a proto je zobrazeni f injektivni.

Priklad 5.4 A je mnoZina vSech divakd v kiné, B je mnozina vSech vstupenek na dany film, C je
mnoZzina vSech sedadel v kiné. Necht’ g je zobrazeni g : A — B, které prifazuje kazdému divdkovi
jeho vstupenku, a f je zobrazeni f : B — C, které pfifazuje kazdé vstupence prave jedno sedadlo.
Rozhodnéte, jak bude vypadat sloZzené zobrazeni:

a) fog, bg lof !,

Reseni:

a) Zobrazeni g pfifazuje kazdému divdkovi z mnoZiny A jeho vstupenku z mnoZiny B. Zob-
razeni f prifazuje kazdé vstupence z mnoZiny B sedadlo z mnoZiny C. SloZené zobrazeni
fog: A — C pfifazuje kazdému divdkovi jeho sedadlo.

b) Zobrazeni g~! : B — A piifazuje kaZdé vstupence z mnoZiny B jejtho majitele (divika)
z mnoZiny A. Zobrazeni f~!: C — B piifazuje kaZdému sedadlu z mnoZiny C mistenku
(vstupenku) z mnoZiny B. SloZené zobrazeni g~' o f~! : C — A piifazuje kazdému sedadlu
z mnoZiny C divdka z mnoZiny A, ktery na ném bude sedét.

Sami si rozmyslete, pro¢ nemiizeme vytvofit slozené zobrazeni go fa f~'og™!
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Priklad 5.5 Je déno zobrazeni f : Z — Z, f(x) = 4x—3 a zobrazeni g : Z — 7, g(x) = x+ 2.
Urcete, jak bude vypadat slozené zobrazeni:

a)gof, b) fog.

Reseni:

a) Pfi hledani sloZeného zobrazeni g o f musime nejdfive ovéfit, jestli viilbec mizeme zob-
razeni f a g skladat. V tomto pfipad€ jsou f a g zobrazeni mnoziny Z do mnoZiny Z,
a proto sloZené zobrazeni g o f bude také zobrazovat celd Cisla na cela Cisla. Nyni miizeme
zacit zjiSt ovat, jak bude sloZené zobrazeni go f vypadat. Budeme vychézet z nasledujiciho
vztahu (go f)(x) = g(f(x)). Tento vztah nam fik4, Ze sloZené zobrazeni g o f najdeme tak,
7e zobrazeni f dosadime do zobrazeni g.

(gof)(x) =g(f(x)) = (4x—3)+2=4x—1

b) Nejdrive musime ovéfit, jestli miizeme zobrazeni v tomto poradi skladat. Jiz vime, Ze exis-
tuje slozené zobrazeni go f, ale to ndm jesté nezarucuje existenci sloZzeného zobrazeni fog.

s v 2 Y7

Predpisy g a f zobrazuji cela ¢isla na celd Cisla, proto i sloZzené zobrazeni bude zobrazovat

celd Cisla na celd Cisla. Nyni miZeme urcit sloZené zobrazeni f o g, které najdeme pomoci
vztahu (fog)(x) = f(g(x)). Z daného vztahu vidime, Ze sloZené zobrazeni f o g uréime
tak, Ze zobrazeni g dosadime do zobrazeni f.

(fog)x)=f(glx)) =4(x+2)—3=4x+8—-3=4x+5

Priklad 5.6 Je ddno zobrazeni f : N — N, f(x) = 5x a zobrazeni g: N — N, g(x) =2x+ 1.

a) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni.
b) Rozhodnéte, zda zobrazeni g je injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni.
c¢) Urcete, jak vypada sloZzené zobrazeni go f.

d) Rozhodnéte, jestli je sloZené zobrazeni g o f injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni.

Reseni:

a) Zobrazeni f je zfejmé injektivni, protoZe vSechna pfirozend Cisla se zobrazi pouze na na-
sobky Cisla 5. Cisla, kterd nejsou dé€litalnd 5, nebudou mit Zadny vzor.

b) Zobrazeni g zobrazuje prirozend Cisla na lichd Cisla. Sudé ¢isla nemaji Zadny vzor, proto
muZeme fict, Ze zobrazeni g je injektivni.
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c)

d)

Predpisy g a f zobrazuji pfirozend Cisla na pfirozend Cisla, proto i sloZené zobrazeni
g o f bude zobrazovat pfirozend Cisla na prirozena Cisla. Slozené zobrazeni g o f najdeme
pomoci vztahu (go f)(x) = g(f(x)), ktery ndm fikd, Ze budeme dosazovat zobrazeni
f do zobrazeni g.

(g0 f)(x) =8(f(x) =2(5x) +1=10x +1

SloZené zobrazeni g o f zobrazuje 1 — 11,2 — 21,3 — 31,... Je tedy ziejmé, Ze napt.
Cisla 1,2,3,4,... nemaji Zadny vzor. SloZené zobrazeni g o f je injektivni.

Priklad 5.7 Rozhodnéte, zda je mozné vytvofit sloZend zobrazeni fog a go f, pokud:

a)
b)
c)

f:Z—N,g:N—=Q,
f:Z—Q,g:N—>Z,
f: Q=R g:Q—N.

Reseni:

a)

b)

SloZené zobrazeni f o g nelze vytvofit. Nejdiive bychom zobrazili pfirozend ¢isla na raci-
ondlni &isla podle zobrazeni g, a protoze Q ¢ Z nemiizeme pokracovat ve sklddéni zobra-
zeni.

SloZené zobrazeni g o f lze vytvofit, protoZe zobrazeni f pfifadi kazdému celému cislo
néjaké prirozené Cislo, a toto prirozené ¢islo muzeme diky predpisu g zobrazit na racionalni
Cislo.

gof:Z—Q

SloZené zobrazeni f o g Ize vytvofit. Predpis g zobrazi kazdé ptirozené Cislo na néjaké celé
Cislo a ptredpis f toto celé Cislo zobrazni na néjaké raciondlni ¢islo.

fog:N—=Q

Slozené zobrazeni g o f nelze vytvorit. Predpis f(x) pfifadi kazdému celému Cislu néjaké
raciondlni &islo, a protoze Q ¢ N, nemiizeme pokracovat ve sklddéni zobrazen.

Slozené zobrazeni f o g lze vytvorit. Zobrazeni g(x) miZeme propojit se zobrazenim f(x),
protoZze N C Q.
fog:Q—R"

SloZené zobrazeni g o f nelze vytvofit. Zobrazeni f neni mozné propojit se zobrazenim g,
protoze Rt ¢ Q.
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Piiklad 5.8 Urcete, jak bude vypadat inverzni zobrazeni f~!, pokud:
a) f:R—=R, f(x) = (x—3)2,
b) £:Q—Q, f(x) = ZFL

Reseni:

a) Pokud hleddme inverzni zobrazeni f~! funkce s pfedpisem y = (x — 3)?, budeme postu-
povat tak, Ze v predpisu zobrazeni zaménime proménnou x a proménnou y a vyjadiime

proménnou y.
x=(y—3)°
Vx=y—3
y=+/x+3

Inverzni zobrazeni f~! je tvaru f~1:R = R, f~! = /x+3.

b) Inverzni zobrazeni f~! najdeme tak, Ze v piedpisu zobrazeni y = 2)“3—“ zaménime promén-
nou x a proménnou y. Nasledné se pokusime vyjadfit proménnou y.

 2y+1
=T
3x=2y+1
2y =3x—1

~3x—1
)

Inverzni zobrazeni f~! je tvaru f~1: Q — Q, ! = 31

5
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5.1 Priklady k procviceni
Cviceni 5.1.1 Rozhodnéte, zda predpis f urcuje zobrazeni f : A — B.
a)A=1Z, B=N, f(x) = |x],

232 -3

Cviceni 5.1.2 Rozhodnéte, zda zobrazeni f : Z — R je injektivni, resp. surjektivni, resp. bijek-
tivni, jestliZe:

a) flx) = |2 1],

—2x+1 x<0,
b) f(x) = {2)6 x>0,
O f(x) = [x+2].

Cviéeni 5.1.3 Je ddno zobrazeni f : N — N, f(x) = x> + 1 a zobrazeni g : N — N, g(x) = x+5.
Urcete, jak bude vypadat zobrazeni:

a)gof, g, e)g lof !,
b) fog, d ffltogh.

Cviceni 5.1.4 Najdéte priklad zobrazeni f : Ny — Ny, které:
a) je injektivni, ale neni surjektivni,

b) je surjektivni, ale neni injektivni.

Cviceni 5.1.5 Najdéte priklad bijektivniho zobrazeni:
a) sudych celych &isel na Z,
b) Z na N,
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Kapitola 6
Usporadani

Ustfednim pojmem této kapitoly je uspofadani, popf. uspofddand mnoZina. Abychom mohli
spravné zavést pojem usporadanti, je dileZité rozumét pojmu relace na mnozin€ a také znét vlast-
nosti relace na mnoZzin€, protoze usporddani je definovano jako relace p na mnoziné A, ktera je
reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Uspofddand mnoZina je pak mnoZina s relaci a zna¢ime
ji (A, <).

Priklad 6.1 Je dina mnozina A = {a,b,c,d,e} a relace p = {(b,b),(d,d),(a,c),(c,b),(e,c)}.
Dopliite mnozinovy zapis relace p nejmensim moZnym zpisobem tak, aby vzniklo uspofadéni.
Nakreslete hasseovsky diagram této usporadané mnoziny.

Reseni: Aby byla relace p uspofadanim, je tfeba ji doplnit tak, aby byla reflexivni, antisymet-
rickd a tranzitivni. Reflexivitu relace p zajistime tak, Ze do pfedpisu relace p doplnime uspora-
dané dvojice: (a,a),(c,c), (e,e). Jako dalsi vlastnost je nejvyhodnéjsi vyfesit tranzitivitu relace
p. Vidime, Ze apc A cpb, musime proto doplnit usporadanou dvojici (a,b). Déle v predpisu re-
lace vidime, Ze epc A cpb, doplnime proto uspofddanou dvojici (e,b). Zatim jsme ziskali relaci
p ={(b,b),(d,d),(a,c),(c,b),(e,c),(a,a),(c,c),(e,e),(a,b),(e,b)}. Ze zapisu je ziejmé, Ze je
tato relace také antisymetrickd, proto je tato relace usporadanim.

Pokud chceme nakreslit hasseovsky diagram usporddané mnoZiny, postupujeme obdobné, jako
kdyZ jsme u relaci kreslili uzlovy graf. Jediny rozdil je v tom, Ze v hasseovském diagramu ne-
kreslime smycky kolem kaZzdého prvku a neuvazujeme orientaci Sipek. Uspofddanou mnoZinu
Casto znaCime jako (A, <), coZ ndm také pomize pii kresleni hasseovského diagramu, protoze
pokud je (a,b) € p, pak je a < b a v hasseovském diagramu nakreslime prvek a niZ neZ prvek
b. Uspofadand dvojice (c,b) ndm urcuje, Ze prvek ¢ bude niZ nez prvek b. Uspofadanou dvojici
(a,c) zaznacime do hasseovského diagramu tak, Ze nakreslime prvek a niZ nez prvek c. Prvek
¢ ma byt vyS nezZ prvek a a zaroven niZ neZ prvek b, nakreslime ho proto mezi prvek a a prvek
b. Prvek e nakreslime niZ neZ prvek c, protoze (e,c) € p, a zdroven niz neZ prvek b, protoze
(e,b) € p. Prvek e bude na stejné tirovni jako prvek a, ale nemiZeme je spolu propojit, protoze
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je neumime mezi sebou porovnat. Prvek d nakreslime volné a nespojime ho s Zddnym prvkem,
protoZe prvek d neumime s Zadnym dal$im prvkem porovnat.

Jr
¢ od

a 1

Obrazek 6.1: Hasseovsky diagram uspofddané mnoZiny

Sami si zkuste rozmyslet, zda ma usporddana mnoZina nejmensi, popf. nejvetsi, nebo minimélni,
popf. maximalni prvek.

Priklad 6.2 Nakreslete hasseovsky diagram pétiprvkové usporadané mnoZziny, kterd ma jeden
nejmensi prvek a dva maximalni prvky.

Reseni: Nejmensi prvek v hasseovském diagramu je takovy prvek, ktery umime porovnat
se vSemi ostatnimi prvky (tzn. je propojen s kazdym prvkem), a Zadny jiny prvek neni niZ nez
tento prvek. O maximdlnim prvku v hasseovském diagramu mluvime tehdy, pokud neexistuje
takovy prvek, ktery by byl vy§ neZ maximdlni prvek (tzn. maximélni prvek nad sebou uZ nema
zadny jiny prvek). Na obrazku 6.2 je zndzornén piiklad hasseovského diagramu, ve kterém je
a nejmensim prvek, a prvky e a d jsou maximalni.

2 &

Obrazek 6.2: Hasseovsky diagram usporddané mnoziny
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Priklad 6.3 Vymyslete piiklad konecné usporadané mnoziny, kterd ma jeden nejvétsi prvek
a dva maximalni prvky.

Reseni: Priklad nema feSeni, protoZe pokud je v usporddané mnozin€ nejvetsi prvek, pak je tento
prvek také prvkem maximalnim a Zddné dalS$i maximalni prvky v uspofddané mnoziné neexistuji.

Priklad 6.4 Nakreslete hasseovsky diagram konecné uspofadané mnoziny, kterd ma jeden
nejmensi prvek a nemd minimalni prvek.

Reseni: Ptiklad nemd feSeni, protoZe pokud je v uspofddané mnoziné nejmensi prvek, pak je
tento prvek také minimalni.

Priklad 6.5 Na mnoziné A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} je ddna relace p = {(a,b) € p < a|b}.
Nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (A,<) a urCete minimdlni, maximalni,
nejmensi a nejvetsi prvek usporddané mnoZiny.

Reseni: U tohoto piikladu se nabizi nékolik variant feSeni, oviem vzdy se stejnym vysled-
kem. Muzeme si napf. nakreslit tabulku relace p a v ni ovéfit u vSech usporadanych dvojic,
zda patii do relace p ¢i nikoli, a podle této tabulky pak nakreslit hasseovsky diagram. Tato
metoda by byla ov§em velmi zdlouhavd, protoze tabulka je pomérné velkd a ovéfovani vSech
dvojic by bylo zdlouhavé. Zkusime se proto zamyslet nad rychlej$im a jednodus$im postupem.
Nejdiive bychom si méli uvédomit, Ze se jedna o relaci délitelnosti a Ze dva prvky jsou spolu
v relaci, pokud plati a|b, tzn. b = k- a. Z tohoto vztahu si miZzeme pomérné snadno odvodit,
ktery prvek musi byt v hasseovském diagramu umistén nejniz. Timto prvkem je prvek 1, protoze
1 déli kazdé Cislo, ale 1 je délitelnd pouze sama sebou. O fddek vy§ budou vSechna prvocisla
z mnoziny A (tzn. 2, 3, 5, 7), protoZe ta jsou délitelnd pouze sama sebou a 1. Do hasseovského
diagramu zbyva jesté umistit &isla 4, 6, 8 a 9. Cislo 4 nakreslime v diagramu nad &islo 2, protoze
4 je délitelnd 4, 2 a 1. Cislo 6 musi byt spojené s &isly 2 a 3, protoze &islo 6 je délitelné 6, 2,
3 a 1. Cislo 8 nakreslime nad &islo 4, protoZe Cislo 8 je délitelné 8, 4, 2, a 1. Posledni ¢islo 9
nakreslime nad 3, protoze Cislo 9 je délitelné 9 a 3.

Kdyz mame nakresleny hasseovsky diagram miizeme zacit s ur¢ovanim minimalniho, maximal-
niho, nejmensiho a nejvétSitho prvku. Z diagramu je zfejmé, Ze nejmensSim a zdroven i mini-
malnim prvkem je 1, protoZe ¢islo 1 umime porovnat se vS§emi ostatnimi prvky v usporddané
mnoZziné a neexistuje Zadny mensi prvek. Cisla 8,6,9,5 a7 jsou maximdlni prvky, protoze nad
nimi neni jiz Zadny dalsi prvek. Nejvetsi prvek usporddand mnoZina nema.
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Obrazek 6.3: Hasseovsky diagram usporadané mnoZiny

Priklad 6.6 Je dina mnoZina A = {a,b,c,d} a uspofddand mnozina (A, <), kterd je zaddna has-
seovskym diagramem. Zapiste relaci usporadani vyctem prvka.

b 4 ¢ bo ot
d o © ,LL o d

ov C oo

(a) relace usporadani p; (b) relace uspotadani p, (c) relace usporadani p3

Reseni:

a)

b)

Relace usporadani je vzdy reflexivni, proto miizeme rovnou do zdpisu relace p; napsat
usporadané dvojice (a,a), (b,b),(c,c) a (d,d). Déle také vime, co plati pro prvky v hasse-
ovském diagramu (viz. priklad 6.1). Pokud je prvek a spojen useCkou s prvkem
b a zdroven je prvek a niz nez prvek b, potom plati a < b, tedy (a,b) € p;. Prvky
c a d jsou v hasseovském diagramu zndzornény analogicky jako prvky a a b, proto
(¢,d) € p1. Relace usporadani p; = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(c,d)}.

Kazda relace usporadani musi byt reflexivni, proto vime, Ze ve vyctu prvki budou uspora-
dané dvojice (a,a), (b,b),(c,c) a (d,d). Prvek d neni spojen tiseckou s Zddnym dal$im prv-
kem, neumime ho proto s Zddnym prvkem porovnat, a nebude proto s Zddnym jinym prv-
kem v relaci (v relaci bude pouze sdm se sebou). V hasseovském diagramu je prvek a spo-
jen useCkou s prvkem b a prvek b je spojem useCkou s prvkem c. Prvek a je niZ neZ prvek b,
proto (a,b) € py. Prvek b je niZ neZ prvek c, proto (b, c) € po. Nesmime zapomenout na to,
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Ze prvek a je niZ neZ prvek c, proto (a,c) € po. Pokud bychom vynechali tuto uspofddanou
dvojici, porusili bychom tranzitivitu relace, a nejednalo by se o usporadani. Relaci uspora-
dani p; zapiSeme vyctem prvki jako p, = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,c),(a,c)}.

¢) Jako v pfedchozich moznostech zacneme tim, Ze kazdy prvek musi byt v relaci sdm se se-
bou, a proto ve vyctu prvki budou usporddané dvojice (a,a),(b,b),(c,c) a (d,d).
V hasseovském diagramu je useckou spojen pouze prvek a s prvkem b, navic je prvek
a niz nez prvek b, proto (a,b) € p3. Prvky ¢ a d jsou v relaci pouze samy se sebou, pro-
toZe nejsou propojeny useckou s zZadnym dal$Sim prvkem. Dostdvame relaci usporddani

p3 = {(a,a),(b,b),(c,c), (d7d)7<aab)}'

6.1 Priklady k procviceni

Cviceni 6.1.1 Namnoziné A = {a,b,c,d, e} je ddnarelace p = {(a,a), (d,d),(a,d),(d,b),(e,c)}.
Dopliite relaci p nejmensim moZnym zplisobem tak, aby vzniklo usporadani.

Cviceni 6.1.2 Na mnoziné A = {a,b,c,d} je dana relace p = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d),(a,b),
(a,d),(b,d)}. Dokazte, 7e relace p je relaci uspordddni, a nakreslete hasseovsky diagram uspo-
fadané mnoziny (A, <).

Cviceni 6.1.3 Nakreslete hasseovsky diagram pétiprvkové usporadané mnoziny, kterd ma jeden
nejmensi prvek a dva prvky maximalni.

Cviceni 6.1.4 Nakreslete hasseovsky diagram konecné usporadané mnoziny, kterd nema zZadny
minimaln{ prvek a tfi prvky maximdlni.

Cviceni 6.1.5 V hasseovskych diagramech z prikladu 6.6 urcete, které prvky jsou minimdlni,
resp. maximalni, resp. nejmensi, resp. nejvetsi.
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Kapitola 7

Relace ekvivalence a rozklady

V této kapitole se budeme zabyvat relaci ekvivalence, coz je relace, kterd je reflexivni, symetricka
a tranzitivni. Déle si také ukdZeme, jak sestrojit rozklad na dané mnoZziné a rozklad piislusny
ekvivalenci ~. Pracovat budeme také s jednotlivymi tifidami rozkladu.

Priklad 7.1 Na mnoziné A = {a,b,c,d} je dana relace p = {(b,b),(c,c),(b,c),(d,b)}. Dopliite
do vyctu prvki relace p usporddané dvojice nejmensim moZnym zpusobem tak, aby vznikla
relace ekvivalence ~. Nakreslete tabulku relace ekvivalence ~.

Reseni: Ekvivalence je takova relace, kterd ja reflexivni, symetrick4 a tranzitivni. Relaci p proto
musime doplnit takovym zplisobem, aby méla pozadované vlastnosti. Nejdiive oSetiime reflexi-
vitu relace p, protoZe k tomu aby byla relace reflexivni, sta¢i pouze doplnit usporadané dvojce
(a,a) a (d,d). Jako dalsi vyfeSime tranzitivitu relace p. Z mnozinového zdpisu je ziejmé, Ze
dpb N bpc, musime proto doplnit uspofddanou dvojici (d,c), aby byla relace p tranzitivni. Po-
sledni vlastnost, kterou zbyva oSetfit, je symetrie. Aby byla relace p symetrickd, staci doplnit
uspofddané dvojice (b,d), (c,b), a (c,d). Relace ekvivalence je tvaru ~ = {(b,b), (c,¢), (b,c),
(d,b),(a,a),(d,d),(d,c),(b,d),(c,b),(c,d)}. Nyni mizeme nakreslit tabulku ekvivalence ~.

~la/b|lc|d
a|l1[0]|0|O0
b|O0|1|1]1
c 01|11
d|0]1]|1]1

Priklad 7.2 Na mnoZiné A = {a,b,c,d,e} je dana relace p = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,d)}. Do-
pliite do vyctu prvki relace p usporddané dvojice nejmensim moznym zpisobem tak, aby vznikla
relace ekvivalence ~ a sestrojte rozklad A/ ~.
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Reseni: Nejdiive doplnime relaci p tak, aby vznikla ekvivalence ~, tzn. relace ~ musi byt re-
flexivni, symetrickd a tranzitivni. Aby byla relace p reflexivni, doplnime uspofddané dvojice
(d,d) a (e,e). Aby byla relace p symetrickd, musime doplnit uspofddanou dvojici (d,a). Re-
lace p jiz ddle dopliovat nemusime, protoZe relace p je jiZ tranzitivni. Dostdvdme tedy relaci
~ = {(a,a), (bvb)7 (C,C), (a7d>7 (dvd)v (6,6), (daa>}

Rozklad A/ ~ sestrojime tak, Ze prvky, které jsou mezi sebou v relaci, budou v jedné tiidé
rozkladu. Platia ~d A d ~ a, proto prvky a a d budou v jedné tfidé rozkladu a Zadné dalsi prvky
v této tfid¢ jiZ nebudou. Prvky b, ¢ a e jsou v relaci pouze samy se sebou a s zddnym dalS$im
prvkem v relaci nejsou, proto bude mit kazdy z té€chto prvki vlastni tfidu rozkladu. Rozklad

A/ ~={{a,d},{b},{c}.{e}}.

Priklad 7.3 Na mnoziné A = {m,n,o,p,q} je dan rozklad M. Urcete relaci ~y pomoci vyctu
prvkd, pokud:

a) M= {{0},{m,n},{p,q}},
b) M = {{mvo}v{n}v{p}v{Q}}’
c) M= {{m}v{n}7{0>p>Q}}'

Reseni:

a) Nejdiive musime urcit, které prvky jsou spolu v relaci. Prvek o tvofi vlastni tfidu roz-
kladu M, bude proto v relaci pouze sdm se sebou a do tabulky doplnime (0,0) €~;. Dru-
hou tfidu rozkladu M tvoii prvky m a n, musi byt tedy platit (m,m) E~yy, (n,n) E~yy,
(m,n) €~y a (n,m) E~yy. Posledni tiidu rozkladu M tvoii prvky p a q. ProtoZe prvky jsou
dva, budeme postupovat obdobné jako u druhé tfidy rozkladu M. Prvky p a ¢ musi byt
spolu v relaci a navic musi byt v relaci kazdy sam se sebou. Bude tedy platit (p, p) €~y
(4,9) €E~m, (p,q) E~m a (q,p) E~py. Dostavame tedy relaci ~y= {(0,0),(m,m), (n,n),
(m,n), (n,m),(p.p),(4,9),(P.q),(q,P)}-

b) Prvni tfidou rozkladu M je mnozina {m,o}, proto prvky m a p spolu musi byt v re-
laci, tzn. (m,0) €~y (0,m) €~y Prvky také musi byt v relaci kazdy sdm se sebou,
tzn. (m,m) €~yy, (0,0) €~y Dalsimi tifdami rozkladu M jsou jednoprvkové mnoZiny,
proto bude kazdy z prvki n, p a ¢ v relaci pouze sdm se sebou, tzn. (n,n) €~y (p, p) E~ur,
(q,q9) €~um- Relace ~y; zapiSeme pomoci vyétu prvki jako ~p= {(m,0),(0,m), (m,m),
(0,0),(n,n),(p,p).(9:9)}

¢) Prvni dvé tfidy rozkladu M jsou jednoprvkové mnoziny, proto prvky m a n budou v relaci
pouze samy se sebou, tzn. (m,m) E~yy, (n,n) E~yy. Dalsi tiidou rozkladu M je mnoZina
{0,p,q}, a musime je dit do relace tak, aby byl kazdy prvek v relaci s kazdym prvkem,
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tzn. (0, p) €~um, (0,9) E~um, (p,0) E~um, (P.q) E~m, (q,0) E~m, (g, p) €~m.Navic musi
byt kazdy prvek v relaci sdam se sebou, tzn. (0,0) E~u, (p,p) €E~um, (¢,q) E~um. Dostd-
q)

vame relaci ~y= {(m,m),(n,n),(o,p),(0,9),(p,0),(p,q),(q,0),(q,p),(0,0),(p,p),
(¢:9)}-

Priklad 7.4 Je ddna mnoZina A = {a,b,c,d,e}. Rozhodnéte, zda je M rozklad na mnoZiné A.

a) M = {{a},{b,c,d},{e}},

b) M ={0,{a,b,c},{d,e}},

o) M = {{a,b},{b},{c,d},{e}},
d) M= {{a,b,c},{d}.{e}},

e) M ={{a,b},{d,e}}.

Reseni:

a) Tridy rozkladu {a},{b,c,d} a {e} jsou navzdjem disjunktni mnoZiny (tzn. maji prazdny
prinik), které jsou neprazdnymi podmnoZinami mnoZiny A. Pokud bychom sjednotili
vSechny tfidy rozkladu systému M, ziskdme mnoZinu A. MnoZina M je proto rozkladem
na mnoziné A.

b) MnoZina M nemuze byt rozkladem na mnoZiné A, protoZe neni splnéna podminka, Ze
M je systém neprazdnych podmnoZin mnoZiny A.

c) Tridy rozkladu {a,b},{b},{c,d} a{e} jsou neprazdné podmnoZiny mnoziny A, ale nejsou
navzajem disjunktni, protoze {a,b} N {b} = {b}. MnoZina M proto neni rozkladem
na mnoZziné A.

d) Tridy rozkladu {a,b,c},{d} a {e} jsou navzdjem disjunktni mnoZiny, které jsou neprazd-
nymi podmnoZinami mnoZiny A. Pokud vSechny tfidy rozkladu M sjednotime, ziskdme
systém mnoZinu A, proto je mnozina M rozkladem na mnoziné A.

e) MnoZina M nemuze byt rozkladem na mnoZiné A, protoZe pokud sjednotime vSechny tiidy
rozkladu M, nedostaneme mnoZinu A (v tfidach rozkladu chybi prvek c).
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7.1 Priklady k procviceni

Cviceni 7.1.1 Na mnoziné A = {a,b,c,d} je dana relace p = {(a,a),(d,d),(a,d),(d,b),(e,c)}.
Dopliite do vyctu prvka relace p usporddané dvojice nejmensim moznym zplisobem tak, aby
vznikla relace ekvivalence ~y4.

Cviceni 7.1.2 Na mnoziné A = {a,b,c,d} je dana relace p = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d),(a,b),
(b,a),(a,d),(d,a),(b,d),(d,b)}. Rozhodnéte, zda p je relaci ekvivalence na mnoziné A, a pokud
ano, sestrojte rozklad A/p.

Cviceni 7.1.3 Na mnoziné A = {m,n, 0, p,q,r} je dan rozklad M. UrCete relaci ~y; pomoci vyctu
prvkd, pokud:

a) M= {{m},{n,o},{p,q,r}},
b) M= {{m,n,o},{p,q,r}},
c) M= {{m,n},{o,p},{q,r}}.

Cviceni 7.1.4 Je ddna mnozina A = {m,n, o0, p,q,r}. Rozhodnéte, zda je M rozklad na mnoZiné
A.

a) M ={{m,n,0},0,{p,q},{r}},
b) M = {{m,n} {0} {p,r}.{q}}.
©) M={{m,q,r},{p,o},{n}},

d) M ={{r.q},{n,0},{m}},

e) M ={{m},{n,0},{rq},{p,m}}.

49



Kapitola 8

Realné funkce realné promeénné

V kapitole se sezndmime se zdkladnimi pojmy, které se tykaji funkci. Budeme urcovat defini¢ni
obor a obor hodnot funkce v oboru R. UkdZeme si, jak urcit, zda je funkce ohranicena (resp. shora
ohranicend, resp. zdola ohranicend), rostouci (resp. klesajici) ¢i neklesajici (resp. nerostouct).
Dile také budeme rozhodovat, zda je funkce suda (resp. lichd).

Priklad 8.1 Urcete defini¢ni obor funkce f(x).

) /() = log
5—x

b) f(x) = 3
-1

0 ) = 3L

Reseni:
a) Z definice logaritmu je zfejmé, Ze argument logaritmu musi byt vétsi nez 0. Ziskavame tak
nerovnici, jejimz vyfeSenim ur¢ime defini¢ni obor.

x+1

>0
6—x

Vidime, Ze v nerovnici je zlomek, musime proto nejdiive urcit, za jakych podminek ma
smysl nerovnici fesit, tedy:

x+6#0
x# —6
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Nyni miZeme zacit feSit nerovnici. Zlomek je vétsi nez 0, pokud je Citatel a zaroven
i jmenovatel kladny, nebo zaporny. Nerovnici proto budeme fesit ve dvou krocich.

1) Ccitatel je kladny a jmenovatel je kladny

x+1>0 A 6—x>0
x> —1 6>x

Oba intervaly, které jsme ziskali vyfeSenim nerovnic, zazna¢ime na Ciselnou osu
a feSenim bude prtinik téchto intervalti. Z obrdzku 8.1 je ziejmé, ze x € (—1,6)
2) citatel je zdporny a jmenovatel je zaporny

x+1<0 A 6—x<0
x<—1 6<x

Intervaly zndzornime na Ciselnou osu a feSenim bude prinik obou intervali. Z ob-
razku 8.2 je zfejmé, Ze prinik téchto intervall je prazdny, proto x € 0.

T [

Obrazek 8.1: Prunik intervali z 1) Obrazek 8.2: Prunik intervali z 2)

Defini¢nim oborem funkce je sjednocen{ intervalid z 1) a 2), tedy D(f) = (—1,6).

b) V piedpisu funkce vystupuje druhd odmocnina z néjakého Cisla. Staci si tedy uvédomit,
7e druhd odmocnina je v oboru R definovana pouze pro nezdporna Cisla, tedy:

5—x
>
x+3

V nerovnici je zlomek, a proto musime nejdiive urcit, za jakych podminek ma smysl ne-
rovnici fesit:

x+3#0
x# =3

Nerovnici budeme opét fesit ve dvou krocich, obdobné jako v a).
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1) Ccitatel je nezdporny a jmenovatel kladny

5—x>0 A x+3>0

5>x x> -3

Intervaly zndzornime na osu a feSenim bude prinik téchto dvou intervalil. Z obrazku
8.3 je vidét, Ze x € (—3,5)

2) citatel je nekladny a jmenovatel zaporny

5—x<0 A x+3<0
5<x x< -3

Vysledné intervaly zndzornime na osu a feSenim bude priinik té€chto intervali. Z ob-
razku 8.4 je zfejmé, Ze prunikem intervalil je prdzdna mnozina, tedy x € 0.

13

5

Obrazek 8.3: Prunik intervali z 1)  Obrazek 8.4: Prinik intervali z 2)

Defini¢nim oborem funkce je sjednoceni intervald z 1) a 2), tedy D(f) = (—3,5)

c¢) Pfi hledani definicniho oboru funkce y musime dat pozor na to, Ze ve jmenovateli je pro-
ménné x a navic druhd odmocnina. Pokud je ve jmenovateli proménnd, nesmi byt jmeno-
vatel roven 0. Dostavame tedy:

4x—3#0
4x #3

3
X#Z

Druhd odmocnina je definovand pouze pro nezdpornd Cisla, proto defini¢ni obor hledame
pomoci nerovnice:

4x—-3>0
4x >3

X2

B~ w

52



Pokud bychom se zamysleli nad tim, Ze odmocnina je ve jmenovateli zlomku, dosli bychom
k zavéru, Ze druhd odmocnina nesmi byt rovna 0, postacilo by tedy vyiesit pouze nerovnici:

dx—-3 >0

Zavér je ale v obou piipadech stejny, a to ten, Ze D(f) = (3,).

d) V predpisu této funkce vystupuje logaritmus a druhd odmocnina. Logaritmus je definovan
pro x € (0,00). Pokud si naCrtneme graf funkce log x, zjistime Ze pro Vx € (0, 1) je hodnota
logaritmu zdpornd a pro Vx € (1,00) je hodnota logaritmu nezdpornd. Z pfedchozich pfi-
kladu jiz vime, Ze druha odmocnina je definovana pro nezaporna ¢isla. Diky témto ivaham
jsme se dostali k zdvéru, Ze pokud bude argument logaritmu vétsi nebo roven 1, budou pod
odmocninou pouze nezdpornd Cisla. Staci tedy vyfeSit nerovnici:

2x—1>1
2x > 2
x>1

Definiénim oborem funkce je pravé tento interval, tedy D(f) = (1,0).

Priklad 8.2 Rozhodnéte, zda je funkce suda, resp. licha.

a)f<x) =

b) f(X) :X3—X,
C)f(x) :X2—3,

d) F(x) = 1+%5.

Reseni: O sudosti funkce miZeme rozhodnout na zakladé platnosti rovnosti (8.1). O tom, Ze je
funkce lichd rozhodneme na zéklad€ platnosti rovnosti (8.2).

f(=x) = f(x) (8.1)
f(=x) =—f(x) (8.2)

a) Nejdiive zjistime, jaky tvar ma f(—x), a na zdkladé toho rozhodneme, zda je dand funkce
sudd, resp. lichd. Funkci f(—x) ziskdme tak, Ze v pfedpisu funkce f(x) nahradime pro-
ménnou x proménnou —x.

Z rovnosti (8.2) je zfejmé, Ze funkce f(x) = ;37 je lichd.
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b) Abychom mohli rozhodnout, zda je dand funkce sud4, resp. lichd, opét zjistime, jaky tvar
md f(—x) a to tak, Ze do predpisu funkce f(x) dosadime misto proménné x proménnou
—X.

fl—=x) = (—x)3 —(—x) = X 4x= —(x3 —x) =—f(x)

3

Je ziejmé, Ze je splnéna rovnost (8.2) a funkce f(x) = x° — x je licha.

c¢) Priklad opét vyfesime tak, Ze dosadime do piedpisu funkce f(x) proménnou —x za pro-
ménnou x a tim ziskdme f(—x).

f=x) = (=x)?=3=x"-3=f(x)

V tomto piipadé je splnéna rovnost (8.1) a funkce f(x) = x> — 3 je suda.

d) K vyfeseni piikladu je nutné urdit, jak vypadd f(—x), proto dosadime do predpisu f(x)
za proménnou x proménnou —x.

2 1 2
—x—5 x+5

Piedpis f(—x) nelze upravit do tvaru f(x) ani do tvaru — f(x), proto funkce f(x) = 14 ==
neni ani suda, ani licha.

Priklad 8.3 Rozhodnéte, zda je funkce f(x) rostouci (popf. neklesajici) a klesajici (popf. neros-
touci).

a) f(x) = %x—l—6,
1
b)f(x):_4_x_ )

¢) f(x) = —log(x—1),
d) f(x)=|x—3]—x.

Reseni: Piipomenime si, co plati pro rostouci a klesajici funkci. Funkce f(x) je na intervalu
I C D(f) rostouci, pokud je splnéna implikace (8.3), klesajici, pokud je splnéna implikace (8.4),
neklesajici, pokud je splnéna implikace (8.5) a nerostouci, pokud je splnéna implikace (8.6).

xi,x €1, x1 <xo :>f(x1) < f( ) (8.3)
x1,x €l x1 <xp= f(xl) > f( ) (8.4)
x1,x0 €1, x1 <xp = f(x1) < f(x2) (8.5)
xi,x €1, x1 <xo :>f(x1) > f( ) (8.6)
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Intervaly, kde je funkce rostouci (popf. neklesajici) a klesajici (popf. nerostouci), 1ze poznat
i z grafu funkce. Tento pfiklad ale slouzi k tomu, abychom si ukdzali, jak Ize tuto vlastnost
funkce urcit 1 bez grafu funkce.

a)

b)

c)

d)

Predpis funkce f(x) urCuje ptimku, ktera je na celém defini¢nim oboru vzdy bud’ rostouci
nebo klesajici. Staci ndm tedy vzit jakékoli dvé rizné hodnoty x; a x; a rozhodnout, jestli
je splnén vztah (8.3) nebo (8.4). Zvolime napt. x; = 1 a x, = 2 a spocitdme v téchto bodech
funk¢ni hodnotu f(x;) a f(x2).

1 1+12 13
= —.146= —
i) 2 6 2 2

1
f(xz):§-2+6:1+6:7

Funkén{ hodnota v bodé€ x| je mensi nez funkéni hodnota v bodé€ x,, tedy f(x1) < f(x2), je
splnén vztah (8.3) a funkce f(x) = %x+ 6 je rostouci na celém defini¢nim oboru.

Grafem funkce f(x) je hyperbola, kterd je vzdy na celém definicnim oboru bud’ rostouci
nebo klesajici. Defini¢ni obor této funkce je D(f) =R\ {4}. Stejné jako v moZnosti a) si
zvolime dvé riiznd x; a xp, abychom mohli porovnat jejich funkéni hodnoty. Zvolime napf.
x1 =2 axy = 3 a spo¢itdme funkéni hodnoty f(x;) a f(xp).

1 1 1 5

Fa)==3-3 2 2 2
1 1

- 2= _]1-2-_3
fl2) = =373 1

splnén vztah (8.4) a funkce f(x) = — - — 2 je na celém defini¢nim oboru klesajic

Funk¢ni hodnota v bodé x; je v&tsi neZ funkeni hodnota v bodé x,, tedy f(x1) > f(x2), je
4—x i

Graf funkce logx je také rostouci, poprt. klesajici na celém definicnim oboru. Defini¢ni
obor funkce f(x) je tvaru D(f) = (1,0). Zvolime x; = 6 a x, = 7 a porovname funkéni
hodnoty v téchto dvou bodech.

f(x1)=—log(6—1)=—1log5=—0,699
f(x2) =—1log(7—2) = —log6=—0,778

Funkéni hodnota v bod€ x; je vétsi neZ funkéni hodnota v bod€ x,, tedy f(x1) > f(x2), je
splnén vztah (8.4) a funkce f(x) = —log(x — 1) je klesajici na celém defini¢nim oboru.

Nez zacneme fesit, zda je funkce klesajici (popf. nerostouci) nebo rostouci (popt. neklesa-
jici), musime ptedpis funkce f(x) upravit do tvaru bez absolutni hodnoty, s kterym se ndm
bude 1épe pracovat (v tomto piipadé se funkce rozpadne na dvé rtizné funkce). Postupovat
budeme tak, Ze najdeme nulovy bod vyrazu v absolutni hodnoté, tj. x —3 = 0. Nulovym
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bodem vyrazu je xo = 3, ktery rozdé€li defini¢ni obor funkce na interval (—eo, 3) a interval
(3,°).

Nejdiive budeme pracovat s intervalem (—oo,3). Na tomto intervalu je vyraz v absolutni
hodnoté zdporny, proto pokud se chceme zbavit absolutni hodnoty, vyndsobime vyraz
uvnitf absolutni hodnoty —1.

Silx) = —1(x=3) —x
filx)=—x+3—x
Jilx) = —2x+3

Na intervalu (3,00) je vyraz v absolutni hodnoté kladny a mtiZeme proto absolutni hodnotu
odstanit.

Hx)=x-3)—x
Hx)=x-3—x
fz(x) =-3

Grafem funkce f(x) je pfimka, proto vezmeme dvé rizna Cisla xj,xy € (—oo,3) takova,
7e x1 < xp. Zvolime napft. x; = 0, xp = 2 a vypocitdme funkéni hodnoty.
filx;))=-2-0+3=3
filxy)=-2243=—4+3=—1

Funkéni hodnota f; (x1) je vétsi nez funkéni hodnota fi(x2), tedy fi(x1) > f1(x2). Je splnén
vztah (8.4) a funkce f)(x) je na intervalu (—oo,3) klesajici.

Funkce f>(x) je konstantni na celém intervalu (3, ).

Pdvodni funkce f(x) je na intervalu (—eo,3) klesajici a na intervalu (3,e) konstantni.

Muzeme tedy predpokladat, Ze funkce f(x) je nerostouci na celém defini¢nim oboru funkce

f(x). Abychom svoje tvrzeni dokdzali, vezmeme riznd x| a x; z defini¢niho oboru f(x),

napf. x; = 2, x = 3, a vypocitdme funkcni hodnoty v obou bodech.
fx)=]2-3|-2=|-1]-2=1-3=-2
flx)=3-3]-3=1[0]-3=0-3=-3

Funkéni hodnota f(x;) je vétsi nez funkéni hodnota f(x; ), protoZze hodnoty x; a x; jsou z

intervalu (—eo, 3). Pokud si zvolime x; a x; z intervalu (3,) napt. x; = 4, x, = 5, funkéni
hodnoty budou stejné.

fl)=]4-3|—4=[1]-4=1-4=-3
flx)=]5-3|-5=[2|-5=2-5=-3

Pro funkéni hodnoty funkce f(x) plati: f(x;) > f(x2), je splnén vztah (8.6) a funkce f(x)
je nerostouci.
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Priklad 8.4 Rozhodnéte, zda je funkce f(x) ohranicend (resp. shora ohrani¢end, resp. zdola
ohranicena).

a) f(x) = @)x—l,

b) £(x) = cos (x+ g) 43,

¢) f(x) =3x*> —6x+3,
d) f(x) = Vx—9.

Reseni: Nejdiive si pfipomefime, jak je definovan pojem ohrani¢ené funkce. Funkce f(x)
se nazyva ohraniCend, pokud obor hodnot funkce f(x) je ohraniCend mnoZina, kterd je pod-
mnoZinou mnoziny R. Pfi feSeni piikladu budeme tedy postupovat tak, Ze najdeme obor hodnot
H(f) funkce f(x)

a) Exponencidlni funkce maji obor hodnot H(f) = (0,). Exponencidlni rovnice, ktera je
v zadéni, je posunuta o jednu jednotku po ose y smérem dolii, proto obor hodnot dané
funkce je H(f) = (—1,0). Ted’ staci pouze dokazat, Ze funkce f(x) nemd funkéni hodnotu
mensi neZ —1. To dokdZeme pomoci nerovnice:

(5) 1=
(5) =

Je ziejmé, Ze leva strana nerovnice bude vzdy vétsi nez 0, bude se 0 pouze blizit. Dokézali

jsme tedy, Ze funkce f(x) = (%)x — 1 je zdola omezena.

b) Funkce cosx md obor hodnot H(f) = (—1,1). Funkce f(x) = cos(x+ %) + 3 je posunutd
0 —% po ose x, ale to nema na obor hodnot funkce Zadny vliv. Nds zajimd posunuti po ose
y, protoze to nim méni obor hodnot funkce. Funkce f(x) je posunutd po ose y o 3 jednotky
smérem nahoru. Obor hodnot funkce f(x) je proto H(f) = (2,4).

2§cos(x+§>+3 A cos(x+§>+3§4

T T
—1§c0s<x+§> cos<x+§) <1

Funkce cos (x+ %) nabyva pouze hodnoty z intervalu (—1,1) (stejné jako funkce cosx),
nerovnice je tedy zfejmé splnéna pro Vx € D(f) a funkce f(x) = cos (x+ %) + 3 je omezena
shora 1 zdola.
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¢) Grafem funkce f(x) = 3x? — 6x + 3 je parabola. Pro snadn&ji po&itan{ si upravime predpis
funkce f(x) na vrcholovy tvar.
3x% —6x+3
(x) =3(x>—2x+1)
3(x—1)>

A
P
~—
I

Graf funkce f(x) je posunut po ose x o jednu jednotku doprava, ale toto posunuti neovlivni
obor hodnot funkce f(x). Obor hodnot funkce f(x) je H(f) = (0,o0). Pomoci nerovnice
dokazeme, Ze funkce f(x) nenabyva mensich hodnot nez 0.

0
0
Druhd mocnina jakéhokoli ¢isla je vZdy nezdpornd, nerovnice je tedy splnéna a miizeme

fict, Ze funkce f(x) = 3x? — 6x + 3 je omezend zdola.

d) Oborem hodnot funkce /x je interval (0,c0). Graf funkce f(x) = /x — 9 dostaneme tak,
7e funkci y/x posuneme o devét jednotek dold po ose y, proto obor hodnot funkce f(x) je
tvaru H(f) = (—9,00). DokédZeme, Ze funkce f(x) nabyva hodnoty vétsi nebo rovno —9.

Vx—9>-9
Vx>0

Odmocnina z jakéhokoli Cisla je vZdy nezdporné Cislo, nerovnice je splnéna a funkce
f(x) =1/x—9 je omezend zdola.

Priklad 8.5 Nactrnéte graf periodické funkce, ktera neni goniometrickou funkci.

Reeni: V zadani nenf napsano, Ze mame urdit predpis funkce, proto sta¢i naértnout pouze graf
periodické funkce. Pro ndzornost si uvedeme dva ptiklady grafu periodické funkce, kterd neni
goniometrickou funkci. Sami zkuste vymyslet 1 dalSi grafy periodickych funkci, které nejsou
grafy goniometrickych funkci.
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Obrazek 8.5: Periodicka funkce f(x); Obrazek 8.6: Periodicka funkce f(x);

Piiklad 8.6 Najdéte predpis invezni funkce f~! k funkci:

x—1
oy=2L )=R\{-0,5),
b) y = 1 +logx, pokud D(f) = (0,)
c)y=2" pokud D(f) =R
d)y=+vx—1, pokud D(f) = (1,e0).

, pokud D(f

Reseni:

a) Inverzni funkci k dané funkci najdeme tak, Ze zaménime proménnou x a proménnou
y a z této rovnice vyjadiime proménnou y.

y—1
x(6y+3)=y—1 (8.8)
6xy+3x=y—1 (8.9)
6xy—y=—-3x—1 (8.10)
y(6x—1)=-3x—1 (8.11)
y= _61’6__11 (8.12)

Pfi vyjadfovdani proménné y jsme nejdiive vyndsobili rovnici (8.7) vyrazem 6y + 3.
V rovnici (8.8) jsme rozndsobili levou stranu rovnice a ziskali rovnici (8.9). Rovnici (8.10)
jsme ziskali tak, Ze jsme na levou stranu rovnice dali ¢leny s proménnou y a ostatni ¢leny
na pravou stranu. KdyZ v rovnici (8.10) vytkneme na levé strané proménnou y, ziskame
rovnici (8.11). Proménnou y jsme z rovnice (8.11) vyjadfili tak, Ze jsme celou rovnici
vydélili vyrazem 6x — 1. Ziskali jsme tedy inverzni funkce k funkci y = =% +3, kterd je

tvaru f~! = 61" L Nyni je$té musime uréit definiéni obor inverzni funkce, ktery je tvaru

59



b)

d)

D(f~') =R\ {}, coZ je také obor hodnot piivodni funkce f(x). MiZeme si také povsim-
nout, Ze obor hodnot inverzni funkce f~! je shodny s definiénim oborem piivodni funkce

f().

Pti hleddni inverzni funkce k dané funkci opét zaménime proménnou x s proménnou Yy.
Po zaménéni proménnych ziskdvdme rovnici (8.13) a postupnymi tpravami vyjadiime
proménnou y.

x=1+logy (8.13)
x =log10+Ilogy (8.14)
x =log 10y (8.15)
10" = 10y (8.16)
y= % (8.17)
y=10"" (8.18)

V rovnici (8.13) jsme si ptepsali ¢islo 1 na log10 a ziskali rovnici (8.14). Abychom
z rovnice (8.14) ziskali rovnici (8.15), pouZili jsme vzorec pro soucet dvou logaritmu
o stejném zdkladu, tzn. log,x +log,y = log,(x-y). V rovnici (8.15) jsme pouZzili vzorec
log,x =y < @’ = x a ziskali rovnici (8.16). Z rovnice (8.16) uz staci pouze vyjadrit pro-
ménnou y, tzn. vydélime celou rovnici 10 a nasledné upravime do tvaru jedné mocniny.
Inverzni funkce k funkci y = 1 +logx je tvaru f~! = 10!, Defini¢nim oborem inverzni
funkce f~! jsou viechna redln4 &isla, tedy D(f~!) = R = H(f). Oborem hodnot inverzni
funkce je interval H(f~') = (0,00) = D(f).

Inverzni funkci k dané funkci najdeme opét tak, Ze zaménime proménnou x s proménnou

y a nasledné vyjadiime proménnou y. Pokud zaménime proménné, ziskdvdme rovnici
(8.19).

x=2 (8.19)

logyx=1y (8.20)

V tomto prfipadé stacilo pouZit pouze vzorec @@ = x < log,x =y, pomoci néhoZ jsme
ziskali z rovnice (8.19) rovnici (8.20), ve které je jiZ pfimo vyjadiend proménnad y. Inverzni
funkce je tvaru f~! =log,x, D(f~1) = (0,00) = H(f), H(f ') = R = D(f).

Postupovat budeme analogicky, jako v pfedchozich moZnostech, tzn. zaménime promén-
nou x s promeénnou y a vyjadiime proménnou y z rovnice.

x=+/y—1 (8.21)
xz =y— 1 (8.22)
y=x>+1 (8.23)
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Proménnou y jsme z rovnice vyjadfili tak, Ze jsme nejdiive umocnili obé strany rovnice
(8.21) a ziskali rovnici (8.22). Vyjadieni proménné y z rovnice (8.23) je zfejmé. Ziskali
jsme inverzni funkci f~' = x? + 1, kter4 je definovana pro viechna redln4 &isla, ale neni
na tomto intervalu prostd, proto musime funkci uvazovat pouze na podintervalu redlnych
&isel, kde je tato funkce prostd, tedy D(f~!) = (0,00) = H(f). Oborem hodnot inverzni
funkce f~! je opét definiéni obor pivodni funkce f(x), tedy H(f~!) = (0,00) = D(f).

Sami si zkuste nacrtnout grafy inverznich funkci a jejich piivodnich funkci. Z naértku byste
mohli vypozorovat, 7e graf funkce f~! a graf jeji pavodni funkce jsou osové soumérné
podle osy y = x.
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8.1 Priklady k procviceni

Cviceni 8.1.1 Urcete defini¢ni obror funkce f(x).

9 1) = V(e 3) O fl)= 5 +VEx,
3x—1
b) f(x) = log|(x+1)(x—3)], DW= 27—
_ [3x+5 _ 3x-2
C)f()C)— X+2’ g)f(x)_x\/m7
x—3 4
d)f(x)zlogm, h) f(x) = Py

Cviceni 8.1.2 Rozhodnéte, zda je funkce f(x) rostouci (popf. neklesajici) a klesajici (popf. ne-
rostouci).

a) f(x) = [x+2| =[x =3, e) f(x) =vx—9,

b) f(x) = |x+4[—2x, D f(x) = |x—4| = [x+2],
¢) f(x) = 2|x| — 3x, g) f(x) =x—1[3+x],
a0 =(5) - ) £(x) = log(-+2) 4,

Cviceni 8.1.3 Rozhodnéte, zda je funkce f(x) sudd, resp. licha.

4
W £ =" o) ) =cos (x+ 3 ).
b) f(x) = arctan(x — 1) — g, f) f(x) = arcsinx + %,
x? 3x
C)f(x):ma g)f(x):xz—JrS,
@ f) =37, ) £() = ]~ 1.
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Cviceni 8.1.4 Rozhodnéte, zda je funkce f(x) ohranicend (resp. shora ohraniend, resp. zdola
ohranicena).

a) f(x) =[x —2[+3, &) f(x) = (x—1)°+4,
b) f(x) = )%)%—2, t’)f(x):arctanx+g,
O f(x) = 2 —6x—5, D f(0)= oo 3,
d) f(x) =sin2x—1, h) f(x) = sin®x+3.

Cviéeni 8.1.5 Najdéte invezni funkci f~! k funkci f(x). Uréete defini¢ni obor a obor hodnot
inverzni funkce f~! a funkce f(x).

10x—5

=—+1 =2x+5
Wy= 1, &)y =2v+5,
1 —x—7
b :1—— =,
)y 2x’ Dy x+5
Q)y=14/(2x+4)3 -7, g)y=sin2x+1,
-1 3 ’
dy=—5—, h)y=x"+3x"+3x+1.
X

Cviceni 8.1.6 Rozhodnéte, jaké vlastnosti maji funkce z ptikladii 9.1.2 - 9.3.4 (rostouci, klesajici,
suda, licha, ohranicena ...).
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Kapitola 9

Elementarni funkce

V této kapitole budeme pracovat s polynomy a s grafy zdkladnich elementarnich funkci (funkce
raciondlni, exponencidlni, logaritmické, mocninné, goniometrické, cyklometrické a hyperbo-
lické) a za pomoci vhodnych transformaci budeme ziskdvat funkce elementérni (tj. funkce, které
lze vytvorit ze zakladnich elementarnich funkci pomoci kone¢ného poctu operaci s¢itani, odci-
tani, nasobeni, déleni a skladani funkci).

9.1 Polynomy a racionalni funkce

Priklad 9.1.1 V oboru R rozloZte polynom f na soucin kofenovych Ciniteld.
a) f=x"—1,
b) f=x>+3x+11.

Resent:

a) Pfi hledani kofenti polynomu f Ize pouZit vzorec pro rozklad na soucin, konkrétné vzorec:
a®> —b* = (a—b)(a+Db). Pokud aplikujeme tento vzorec na polynom f, ziskame polynom
tvaru: f = (x> —1)(x*> + 1), ve kterém mtizeme vzorec pro rozklad na soudin pouZit jesté
jednou. Po dpravé ziskdme polynom f = (x — 1)(x + 1)(x> + 1). Polynom (x> + 1) jiZ
nelze rozlozit v oboru redlnych ¢isel, proto konecny rozklad na soucin kofenovych Ciniteli
je polynom tvaru: f = (x—1)(x+1)(x*>+1).

b) Polynom f je kvadraticky, proto je nejjednodussi pouzit vzorec pro vypocet kofent poly-
nomu. Jako prvni spocitime diskriminant D.

D=b*—4ac=3*—4-1-11=9—44= 35

Diskriminant D vySel zdporny, coZ znamen4, Ze kvadraticky polynom f nema zadné redlné
koteny, a proto je v R ireducibilni (nerozlozitelny).
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Priklad 9.1.2 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = x nakreslete graf funkce
f(x) = —0,5x+ 2. Déle urete defini¢ni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x) a soufadnice
pruseciku grafu funkce s osami x a y.

Reseni: Z piedpisu funkce f(x) je zfejmé, Ze se jednd o graf pfimky. Piimka se obecné zapisuje
ve tvaru y = kx + ¢, kde k je smérnice pfimky (kK < 0 = funkce je klesajici, k > 0 = funkce je
rostouci) a g je posunuti po ose y.

Ptiklad zacneme feSit tak, Ze si nakreslime soufadné osy x a y, do kterych nakreslime funkci
y1 = x. Funkce f(x), kterou hleddme, ma k < 0, proto si nakreslime funkci y, = —x. Posunuti
q = 2 1ika, ze funkce je posunutd o dvé jednotky po ose y smérem nahoru. Pokud tedy funkci y,
posuneme o dvé jednotky nahoru po ose y, ziskdme graf funkce y3 = —x+2. Nyni zbyva pouze
vyresit, jak se do grafu promitne smérnice k = —%. Smérnice k = —% iikd, Ze graf bude klesat
0 % pomaleji neZ funkce y3 = —x 4 2. Abychom doséhli co nejvétsi presnosti grafu, spocitime
priseciky grafu s osou x a s osou y.

| M
[\ N}
S|l

Obrazek 9.1: Transformace grafu y = x do grafu f(x) = —0,5x+2

KdyZ mame graf nakresleny, miZeme z grafu funkce ur¢it defini¢ni obor funkce f(x) a obor hod-
not funkce f(x). Je zfejmé, Ze graf je neomezeny ve sméru osy x, proto D(f) = R.
Obor hodnot z grafu ur¢ime také snadno, protoze graf je neomezeny i ve sméru osy y H(f) = R.
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Priklad 9.1.3 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y; = ;IC nakreslete graf funkce

f(x) = —1+2. Ddle urcete defini¢ni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x) a soutadnice
priseciku grafu funkce s osami x a y.

Reseni: Grafem funkce y; = % je hyperbola, proto nejprve nakreslime tento graf. V dalSim kroku
nakreslime graf funkce y, = —)—16, ktery je osové soumérny s grafem y; = % podle osy y. Graf
funkce f(x) = —% + 2 ziskame tak, Ze posuneme graf y, o dvé jednotky nahoru po ose y. Pro lepsi
ndzornost si miizeme nakreslit pomocnou osou x’, kterd prochédzi bodem [0,2] a je rovnobé&Zzna
s osou x. Z predpisu funkce je zfejmé, Ze funkce f(x) nemiize byt rovna ¢islu 2, pouze se bude
k tomuto &islu bliZit. Abychom dosahli maximaln{ pfesnosti grafu, najdeme priseciky grafu f(x)
S 0SOU X a S 0SOu Y.

1
2
0

Obrézek 9.2: Transformace grafu y = )—IC do grafu f(x) = —)—16 +2

Pfi hledan{ defini¢niho oboru a oboru hodnot funkce f(x) budeme vychdzet z grafu této funkce.

Z grafu funkce f(x) je zfejmé, Ze definicni obor funkce f(x) je tvaru D(f) = R\ {0}
a obor hodnot funkce f(x) je tvaru H(f) =R\ {2}.
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Priklad 9.1.4 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = % nakreslete graf funkce

flx) = 3;?25 Ddle urcete defini¢ni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x) a soufadnice

praseciku grafu funkce s osami x a y.

Reseni: Predpis funkce f(x) je neryze lomena funkce, proto ji musime upravit do tvaru souétu
polynomi a ryze lomené funkce. Toho dosdhneme tak, Ze vydélime polynom 3x+ 5 polynomem
x—+2.

1
3x+5) : 2)=3—
(3x+5): (x+2) =3 - —
—(3x+6)
—1
Ziskali jsme ekvivalentni predpis funkce f(x) =3 — )ﬁ Nyni miZeme zacit transformovat hy-
perbolu y; = % Nejdiive nakreslime graf funkce y, = — )—16, ktery je osoveé soumérny s y; = % podle

osy y. Pokud posuneme graf y, o dvé jednotky doleva po ose x, ziskdme graf funkce y3 = —)ﬁ

(mGZeme vytvofit pomocnou osu ', kterd je rovnob&Zna s osou y a prochédzi bodem [—2,0]). Graf
funkce f(x) ziskdme tak, Ze posuneme graf y3 o tfi jednotky nahoru po ose y (miZeme si vytvo-
fit pomocnou osu X/, kterd je rovnob&Znd s osou x a prochdzi bodem [0,3]). Abychom doséhli
co nejpresnéjsiho grafu, spoéitdme priseciky grafu funkce f(x) se soufadnymi osami x a y.

Obrézek 9.3: Transformace grafu y = 1 do grafu f(x) = 3;j25

Z grafu funkce f(x) je zfejmé, Ze defini¢ni obor funkce f(x) je D(f) =R\ {—2} a obor hodnot
funkce f(x) je H(f) =R\ {-3}.
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9.2 Funkce exponencialni, logaritmické a mocninné

Priklad 9.2.1 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = e* nakreslete graf funkce
f(x) = |e* — 3| — 1. Ddle urcete defini¢ni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Funkce y = ¢* je exponencidlni funkce se zdkladem vét§im neZ 1, proto je funkce ros-
touci na celém defini¢nim oboru a prochézi body [0, 1] a [1,e]. Pokud posuneme funkci y; = &*
o tfi jednotky dolt po ose y, ziskdame graf funkce y, = ¢* — 3. Graf funkce y3 = |¢* — 3| dosta-
neme tak, Ze tu ¢4st grafu funkce y,, kterd je pod osou x (tzn. nabyva zde zapornych hodnot),
zobrazime pomoci osové soumérnosti dle osy x do kladnych hodnot (tzn. nad osu x). Graf funkce
f(x) =|e* — 3] — 1 ziskdme tak, Ze graf funkce y3 posuneme o jednu jednotku smérem dold po
0se y.

A i
\
|

A

-4+ [ 3
_‘l -
-y

Obrazek 9.4: Transformace grafu y = ¢* do grafu f(x) = |e* —3|—1

Z grafu funkce f(x) je zfejmé, Ze defini¢nim oborem funkce f(x) = |e* —3|—1je D(f) =R
a oborem hodnot funkce f(x) = |¢* — 3| — 1 je interval (—1,00).
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Priklad 9.2.2 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = log, x nakreslete graf funkce
f(x) = |log, x| — 2. Déle urCete defini¢ni obor funkce f(x) a obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Nejdiive sestrojime graf funkce y; = log, x, ktery prochdzi body [1,0] a [2, 1] a je rostouci
na celém defini¢nim oboru. Graf funkce y, = |log, x| ziskdme z grafu y; tak, Ze tu Cast grafu
v1, kterd je pod osou x, zobrazime pomoci osové soumérnosti podle osy x do kladnych hodnot
(tzn. nad osu x). Pokud posuneme graf funkce y, o dvé jednotky dolt po ose y, ziskdme graf

funkce f(x) = |log,x| — 2.

¢
aft v - -
| 4 3 —
et &
WA 4 X
X/
41 I\, jrg,‘):liugzxi-i

¥
§
|
[ 1
“
i

i
|

"=

Jog, x

Obrézek 9.5: Transformace grafu y = log, x do grafu f(x) = log,x —2

Z grafu je zfejmé, Ze defini¢ni obor funkce f(x) je D(f) = (0,0) a oborem hodnot funkce f(x)

je interval (—2,00).
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Priklad 9.2.3 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = log, x nakreslete graf funkce
f(x) = |log,(x —2)| + 1. Déle urcete defini¢ni obor funkce f(x) a obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Graf funkce y; = log, x ziskdme stejné jako v pifkladu 9.2.2 (graf funkce y; prochdzi
body [2,1] [1,0]). Graf funkce y, = log,(x — 2) ziskdme tak, Ze graf funkce y; posuneme o dvé
jednotky doprava po ose x. Pokud tu ¢ast grafu y;, kterd je pod osou x, zobrazime pomoci osové
soumérnosti dle osy x, ziskdme graf funkce y3 = |log,(x — 2)|. Vysledny graf
f(x) =|log,(x —2)| + 1 ziskdme tak, Ze graf y3 posuneme o jednu jednotku nahoru.

%> : ié{iﬂ"moqux-i\ﬁ*}‘

f’m:fioﬁzx
.1

Obrazek 9.6: Transformace grafu y = log, x do grafu f(x) = |log,(x —2)|+1

Z grafu lze snadno zjistit, Ze defini¢ni obor funkce f(x) je tvaru D(f) = (2,°0) a oborem hodnot
funkce f(x) je interval (1,00).
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Piiklad 9.2.4 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = x° nakreslete graf funkce
f(x) = —(x+2)° + 1. Déle urcete definiéni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x) a soufad-
nice pruseciku grafu funkce s osami x a y.

Reseni: Vychozi graf, s kterym budeme pracovat, je graf y; = x°. Graf funkce y, = —x° je osové
soumérny s grafem funkce y; podle osy y. Pokud graf funkce y, posuneme o dvé jednotky doleva
po ose x, ziskdme graf funkce y3 = —(x+2)°. Graf funkce f(x) = —(x+2)° + 1 ziskdme z grafu
funkce ys3 tak, Ze graf funkce y; posuneme o jednu jednotku smérem nahoru po ose y. Nyni
spocitdme praseciky funkce f(x) se soufadnymi osami.

X 0 | -1
yi|-31]0

Obrizek 9.7: Transformace grafu y = x> do grafu f(x) = —(x+2)> +1

Z grafu funkce f(x) = —(x+42)° + 1 je patrné, Ze definiéni obor funkce f(x) je D(f) =R a obor
hodnot funkce f(x) je tvaru H(f) = R.
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Piiklad 9.2.5 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = x> nakreslete graf funkce
f(x) = 2x? + 4x — 1. Déle uréete defini¢ni obor funkce f(x), obor hodnot funkce f(x) a sou-
fadnice priseciku grafu funkce s osami x a y.

Reseni: Funkci f(x) je potfeba nejdfive upravit do vrcholového tvaru, abychom v&dgli, kde je vr-
chol paraboly a jaké je posunuti po ose x a y, protoZe tyto vlastnosti z tvaru funkce
f(x) = 2x? 4+ 4x — 1 nepozndme. Funkci f(x) upravime na tvar pomoci vytykani a tzv. doplnéni
na ctverec.

f) =22 +4x—1=2(x>+2x) -1 =2(x*>+2x+1—-1)—1=2(x>+2x+1)—2—1=
=2(x4+1)>-3

Funkci f(x) jiZ mdme v poZadovaném tvaru a miZeme zaCit transformovat parabolu y; = x°.
Nejdiive posuneme funkci y; o dvé jednotky doleva po ose x a tim ziskdme graf funkce
y2 = (x+ 1)2. Pokud graf funkce y, posuneme o tfi jednotky dold po ose y, ziskdme graf funkce
y3 = (x+1)> — 3. Graf funkce f(x) = 2(x+ 1)?> — 3 kles4 (popf. stoupd) dvakrit rychleji nez
funkce y3. Abychom védéli, kterymi body paraboly f(x) prochazi, spocitdme priseéiky s osou x
a prasecik s osou y.

S e
1) 0 |0

Obrizek 9.8: Transformace grafu y = x? do grafu f(x) = 2x*> +4x — 1

Z grafu je jasné vidét, Ze defini¢ni obor funkce f(x) je tvaru D(f) = R a obor hodnot funkce

f(x)je H(f) = (=3,%).
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9.3 Funkce goniometrické a cyklometrické

Priklad 9.3.1 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = sinx nakreslete graf funkce
f(x) =sin(x— %) +3 prox € (—2x,2x). Urcete obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Pii feSeni piikladu budeme vychazet z funkce y; = sinx. Pokud posuneme graf funkce
y1 0 & doprava po ose x, ziskdme graf funkce y, = sin(x — §). Graf funkce f(x) =sin(x— %) +3
ziskdme, pokud posuneme graf funkce y; o tfi jednotky smérem nahoru po ose y.

Y

X

Obrézek 9.9: Transformace grafu y = sinx do grafu f(x) =sin(x—J) +3

Obor hodnot funkce f(x) vidime z grafu funkce f(x), tedy H(f) = (2,4).
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Priklad 9.3.2 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = cosx nakreslete graf funkce
f(x) = —cos(x+ %) —2 prox € (—2x,2x). UrCete obor hodnot funkce f(x).

Reeni: Pii hleddni grafu funkce f(x) = —cos(x+ %) —2 si nejdifve na¢rtneme graf funkce
y1 = cosx. Graf funkce y, = —cosx nacrtneme tak, Ze graf funkce y; zobrazime pomoci osové
soumérnosti dle osy x. Pokud posuneme graf funkce y; o 5 smérem doleva po ose x, ziskdme graf
funkce y3 = —cos(x+ 7). Graf funkce f(x) = —cos(x+ %) — 2 sestrojime tak, Ze graf funkce
y3 posuneme o dvé jednotky smérem doli po ose y.

Obrazek 9.10: Transformace grafu y = cosx do grafu f(x) = —cos(x+ %) -2

Obor hodnot funkce f(x) je zfejmy z grafu funkce f(x), tedy H(f) = (—3,—1).
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Priklad 9.3.3 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = arctgx nakreslete graf funkce
f(x) = |arctg(x — 1)| 4 5 .UrCete defini¢ni obor funkce f(x) a obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Nejdiive si nakreslime graf funkce y; = arctgx, z kterého budeme vychézet. KdyZ po-
suneme graf funkce y; a jednu jednotku doprava, ziskdme graf funkce y, = arctg(x + 1). Nyni
nakreslime graf funkce y3 = |arctg(x+ 1)|, ktery ziskdme tak, Ze tu ¢ast grafu funkce y», kterd je
na ose y v zapornych hodnotach (tzn. pod osou x), zobrazime pomoci osové soumérnosti podle
osy x do kladnych hodnot (tzn. nad osu x). Vysledny graf funkce f(x) = |arctg(x —1)|+ 5 do-
staneme tak, Ze posuneme cely graf funkce y3 o 7 smérem nahoru po ose y.

%
T ———— T g
{(x‘h\axch%(x.\\;g{g |
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— BV —
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Obrazek 9.11: Transformace grafu y = arctgx do grafu f(x) = |arctg(x —1)|+ %

Z grafu funkce f(x) = |arctg(x —1)| + T je zfejmé, Ze definicnim oborem funkce f(x) jsou
vSechna redlnd Cisla, tzn. D(f) = R. Oborem hodnot ptivodni funkce y = arctgx je interval
H(f) € (—%,%). Diky transformacim grafu je oborem hodnot funkce f(x) = |arctg(x — 1)[+ 5
interval H(f) € (5,7).
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Priklad 9.3.4 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = arcsinx nakreslete graf funkce
f(x) = —arcsin(x+2) — &. UrCete defini¢ni obor funkce f(x) a obor hodnot funkce f(x).

Reseni: Budeme vychézet z grafu funkce y; = arcsinx, ktery si naértneme jako prvni. Graf funkce

y» = —arcsinx ziskame z grafu funkce y; tak, Ze graf funkce y; zobrazime pomoci osové soumér-
nosti podle osy x. Pokud posuneme graf funkce y, o dvé jednotky doleva, ziskdme graf funkce
y3 = —arcsin(x+2). Vysledny graf f(x) = — arcsin(x+2) — 7 ziskdme tak, Ze graf y3 posuneme

o 7 dolii po ose y.

¥
" ORLNAM X
X
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Obrazek 9.12: Transformace grafu y = arctgx do grafu f(x) = |arctg(x —1)| + %
Pivodni funkce y = arcsinx mé defini¢ni obor D(f) € (—1,1) a obor hodnot H(f) € (5,7).

1)
Diky transformicim je definicnim oborem funkce f(x ) = —arcsm(x +2) — 7w interval
D(f) € (—3,—1) a oborem hodnot funkce f(x) je interval H(f) € (—3F,—%).
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9.4 Priklady k procviceni

Cviceni 9.4.1 V oboru R rozloZte polynom f na soucin kofenovych Ciniteli.

2

2 1
W) f =2 =T+ &) f = +x+ .
b) f=9x"—1, f) f =4y’ —9x%y,
) f=x>+2x—15, o) f=x*+7x + 1242,
d) f=x>—3x* —4x, h) f =9x* —y? 4+ 2xy —x°.

Cviceni 9.4.2 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = % nakreslete graf funkce

fx) = 2xlel'

Cyviceni 9.4.3 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = logyx nakreslete graf funkce
F(x) = loga(x— 1) +2.

Cviceni 9.4.4 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = ¢* nakreslete graf funkce
fx)=le"—1]+2.

Cviceni 9.4.5 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = sinx nakreslete graf funkce
f(x) =|sin2x| —2 pro x € (—2m,27).

Cviceni 9.4.6 Pomoci vhodnych transformaci grafu funkce y = x*> nakreslete graf funkce
flx) = —x*—4x—1.
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Kapitola 10

Vysledky prikladu k procvicovani

Zakladni pojmy matematické logiky
1.1.1 a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ne, ) ne.

1.1.2 a) Vsechna prvocisla jsou licha. b) Alespon jedna krychle ma 7 stén. ¢) Nepiijdu do kina
ani s Danou ani s Filipem. d) Alespon jeden den se do Skoly ucit musim. e) Nevratim
kniZku do knihovny a zaplatim pokutu nejvyse 4 K¢. £)1/10 < 3.

1.13 U(x) = {5,6,7,8,9}, V(x) = {7,8,9,10,11,12,13}, ~U(x) AV(x) = {10,11,12,13},
U(x)V-V(x)={5,6,7,8,9,14,15}, U (x) = V(x) = {7,8,9,5,6,14, 15}, U (x) = -V (x) =
{5,6,7,8,9,10,11,12,13}, U(x) & V (x) = {7,8,9, 14,15}.

1.14 a) (3,3),b) (—o0, —5)U(4,0) , ¢) 0.

Zaklady teorie mnoZin

3.1.1 a)ANB={0,1,2,3},b)AUB = {—3,-2,—1,0,1,2,3,4,5},c) B—A = {4,5}.
312 A={a,b,c,d},B={c,d,e, f,g}.

3.14 a)ACB,b) BCA.

3.15 a)AxB={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2), (¢, 1),(¢,2)}, b) Bx A = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),
(2.6),(2,0)}. ¢ B x 28 = {(1,0), (1 {1}), (1.{2}),(1,{1.2}),(2,0),(2.{1}), (2. {2)).
(2,{1,2})}, ) AxA ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b;b),(b;c),(c,a),(c,b), (c,c) }.

3.1.7 a) plati, b) neplati, c) neplati, d) plati.
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Relace

4.1.1 Relace p je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a uplna.

a) p= {(17 1)7 (172)7(173)7(174)7(272)7(273)7(2’4)7(373)7(374)7(474)}

p[1](2]3 4
101111
annar P T—
3/0/0[1]1 A 5 b Y
4/0[0[0]1

Obrézek 10.1: b) tabulka relace p  Obrazek 10.2: ¢) uzlovy graf relace p

412 p = {(m,n),(m,o),(n,p),(O,p),(O,q),(m,p),(m,q)}

2 o
mw n J P ’C,T

Obrazek 10.3: Uzlovy graf relace p

413 p ={(a,a),(b,b),(d,a),(c,c),(d,d),(a,d)}
4.1.4 p ={(k,k),(m,m),(n,n),(k,n),(l,k),(1,1),(0,0),(l,n)}

G0 §

Obrazek 10.4: Uzlovy graf relace p

415 Pr.4.1: p ' ={(A,1),(D,2),(A,3),(E,4),(B,5)}, pt. 4.2: p~! = {(F,P),(P,F),(
(D,P),(H,J),(K,H),(V.K),(,V),(V,.J),(H,L),(L,H),(K,L)}, pf. 4.4: p~' = {(1,2),
(173)7(273)7(3?3)}’ pf 47 pil = {(171)7(371)7(472)7(1?3)7(373)7(574)7(475)}
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Zobrazeni

5.1.1 a) neni zobrazeni, b) je zobrazeni.
5.1.2 a) injektivni, b) injektivni, ¢) surjektivni.

513 a)x2+6,b) 2 +10x+26,¢c) x—5,d) Vx—1,e) vVx—1—5,f) Vx—6.
5.14 a) f(x) = 2x,

0 =0,
b)f(x):{x—l i>0

5.1.5 a) f(x) = £,

2x x>0,

b) flx) = —2x+1 x<0.

Usporadani

6.1.1 p={(a,a),(d,d),(a,d),(d,b),(e,c),(a,b),(b,b),(c,c),(e,e)}

6.1.2 Relace p je usporddani.

ocC

Ov b

Obrazek 10.5: Uzlovy graf relace p
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6.1.3 Hasseovsky diagram miZe vypadat rizné, proto je zde uvedeno nékolik prikladd.

(a) (b) (c)

(d) (e)
6.1.4 Hasseovsky diagram neexistuje, protoZe kone¢nd mnoZina m4 alespon jeden minimalni
prvek.

6.1.5 a) prvky a a ¢ jsou minimdlni, prvky b a d jsou maximadlni, b) prvky a a d jsou minimalni,
prvky c a d jsou maximadlni, c) prvky a, d a ¢ jsou minimalni, prvky b, d a ¢ jsou maximalni.

Relace ekvivalence a rozklady
7.1.1 p={(a,a),(d,d),(a,d),(d,D),(e,c),(a,b),(b,a),(b,b),(b,d),(c,c),(c,e),(d,a),(e,e)}
7.1.2 Relace p je ekvivalenci, A/p = {{a,b,d},{c}}.

713 a) ~y= {(mvm)7(nan)7(070) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7(p Q) (pa )a(%p)v(% )7
(,p), (,q)}, b) ~y= {(m,m), (n, ) (o, ),( 1), (q,9), (r,r),(m,n), (m
(0.m), (0.1), (p,@). (.1)+(d: P): (¢:7). (P). (@)} ©) ~eps= { (m,m), (. n) (0,0),(p.p),
(CIaQ)a(r7r)v(man)7(n7m)7(0 p),(p;0),(q, )7( 761)}

7.1.4 a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ne, €) ne.
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Realné funkce realné proménné

8.1.1 a) x € (—e0,0) U (5,00), b) x € (—o0,—1) U (3,%0), ) x € (—o0,—2) U (—3,00), d) x €
(_°°7_4> U (37°°)’ e) X € (_0073) U (378>’ f) X € <%7 1) U (1700)’ g) X € (_570) U (0700)’
h)x € (—4,4).

8.1.2 a) neklesajici, b) klesajici, c) klesajici, d) rostoucti, e) rostouct, f) nerostouci, g) neklesajici,
h) rostouci.

8.1.3 a) suda, b) ani licha ani sud4, c¢) suda, d) ani licha ani suda, e) licha, f) ani licha ani suda,
g) licha, h) suda.

8.1.4 a) zdola omezend, b) zdola omezena, c) shora omezena, d) omezend, e¢) neomezena, f)
omezend, g) shora omezend, h) omezena.

815 @) £ = 220) /= gl 0 = BT o) p = o = 5 D
fl=-24 gy f~1 = Jarcsin(x— 1), h) ! = Jx—1.

8.1.6 Pf. 9.1.2: funkce f(x) je klesajici na celém defini¢nim oboru, neni ani sudd, ani licha,
funkce f(x) je neomezend, pt. 9.1.3: funkce f(x) je rostouci na celém defini¢nim oboru,
neni ani sudd, ani lichd, funkce f(x) je na intervalu (—oo,0) omezend zdola a na inter-
valu (0,e0) omezend shora, pf. 9.1.4: funkce f(x) je rostouci na celém defini¢nim oboru,
neni ani sud4, ani lichd, funkce f(x) je na intervalu (—eo,—2) omezend zdola a na in-
tervalu (—2,00) omezend shora, pt. 9.2.1: funkce f(x) je klesajici na intervalu (—eo,1n3)
a rostouci na intervalu (In3,0), nenf ani sud4, ani licha, funkce f(x) je omezena zdola, pf.
9.2.2: funkce f(x) je klesajici na intervalu (0, 1) a rostouci na intervalu (1,0), funkce f(x)
nenf ani sudd, ani lich4, funkce f(x) je omezend zdola, pt. 9.2.3: funkce f(x) je klesajici na
intervalu (2,3) a rostouci na intervalu (3,0), funkce f(x) neni ani sud4, ani lichd, funkce
f(x) je omezend zdola, pt. 9.2.4: funkce f(x) je klesajici na celém defini¢nim oboru, neni
ani sud4, ani lichd, funkce f(x) je neomezend, pf. 9.2.5: funkce f(x) je klesajici na inter-
valu (—oo, —1) arostouci na intervalu (—1,0), neni ani sud4, ani licha, funkce f(x) je ome-
zend zdola, pt. 9.2.3: funkce f(x) je periodickd, rostouci na intervalu (—27m, —m) U (0, )
a klesajici na intervalu (—7m,0) U (7,27), funkce f(x) je sud4, neni lichd a je omezend, pf.
9.3.2: funkce f(x) je periodickd, rostouci na intervalu (—2x,—3%) U (—%,%) U (3F,27)
aklesajic na intervali (—3F, —Z)U (%, 3F), funkce f(x) je omezend, pt. 9.3.3: funkce f(x)
je klesajici na intervalu (—oo, 1) a rostouci na intervalu (1,0), funkce f(x) nenf ani sud4,
ani lichd, funkce f(x) je omezend, pt. 9.3.4: funkce f(x) je klesajici na celém defini¢nim
oboru, neni ani sudd, ani lichd, funkce f(x) je omezena.
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Elementarni funkce

941 a) (x—3)% b) Bx—1)Bx+1), 0) (x—3)(x+5), d) x(x—4)(x+1), e (x+73)%
f) y(2y — 3x)(2y +3x), g) x> (x +3) (x +4), h) (4x —y)(2x+ ).

Cviceni 9.4.2 CviCeni 9.4.3

ple)e el

——-——\:51:
&

gy 24

! L 4 :
i — y
= 2 -y

A

Cviceni 9.4.4 CviCeni 9.4.6
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Cviceni 9.4.5
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Zaver

Cilem této bakalafské prace bylo vytvofit sbirku feSenych matematickych prikladu, ktera by slou-
zila studentim pedagogické fakulty jako pomiicka pfi studiu a pro snazsi pripravu do predmétu
Zéklady matematiky.

Cela préce je rozloZena do deviti zdkladnich kapitol, dle jednotlivych matematickych ob-
lasti. Kazda kapitola obsahuje stru¢ny tvod, ktery priblizuje studentiim, co bude v kapitole fe-
Seno, ddle vzorové priklady, vCetné postupu feseni a pripadného grafického znazornéni vysledku.
V zavéru kazdé kapitoly je pripraveno nékolik piikladi k procviceni. Vysledky téchto priklada
jsou uvedeny v samostatné kapitole v zavéru této prace. Jednotlivé priklady jsem volila tak, aby
bylo mozné fadné a dostatecné vysvétlit postupy vypoctii a umoznit tak studentlim snadnéjsi po-
prikladd k dspésnému zvladnuti a osvojeni si potiebnych znalosti nejen do predmétu Zaklady
matematiky, ale 1 pro dal$i obdobné zamérené predméty a studia.

V&fim, Ze tato sbirka ReSenych piikladi ze Zakladi matematiky bude pifnosem studentiim
pro snazsi pochopeni zdkladnich matematickych principti a zdroven zdrojem vhodnych priklada
pro vyucujici matematickych predméti.
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