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Ison kruznice a kruh soumérné?

Vime jiz, Ze kruznice je osové soumérny utvar. Kazd4a pfimka, ktera prochazi
stiedem kruznice, je jeji osou soumérnosti. Stejné tak je i osou soumérnosti
lruhn, ktery je touto kruZnici ohraniden.
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I[Krmznice je také stfedové soumérnd. Jeji stied je zdroven jejim stfedem
sotmdrnosti. Totéz plati i o kruhu, ktery je touto kruZnici ohranicen.
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Nalkonee jesté pripomeneme, jak pozname shodné kruZnice:

e Jsou-li dvé kruznice shodné, pak maji stejné poloméry.
o Maji-li dvé kruznice stejné poloméry, jsou shodné.
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b, Narysujte
a) (e shodné kruznice, které maji rizné stiedy,

h) tri rizné kruznice, které maji tyz stired.

G, Sestrojle kruznici £(S; 4 cm). Narysujte jeji G ony sonm@rnontl o, og, oy
tak, aby kazdé dvé sviraly ihel 60°, Prdsecily on s lrufnlel juon vicholy
festinhelniku, Sestrojte jeho strany a gdvodndte, fe jde o pravidelny
dentinhelnik, tj. sestinhelnfk, ktery ma shodnd vBsching stiany o shodné
viaechny voitfnd thly,

2 KRUZNICE A PRIMKA

V této kapitole prozkoumdame, kolik spoleénych bodii mohou mit pfimka
a kruznice leZici v jedné roviné a kdy jednotlivé piipady nastanou.

Jakou vzajemnou polohu miize mit kruznice a p¥imka?

Na obrazku je narysovana kruZnice k a ,da-
leko* od ni pfimka p. KruZnice k a pfimka p
nemaji zadny spoleény bod. Takové piimce
fikime vnéjsi pfimka kruznice k.

PTedstavme si, Ze tuto primku za¢neme smé- b
rem ke kruZnici ,,posouvat®. Posouvame ji

lal, 7e zistdva s plvodni pfimkou rovno-

hozna. k /

Vojednom okamzZiku se pfimka kruznice ,,do- D
(kne. Znamend to, Ze ma s kruZnici £ jedi-

ny spoleény bod T'. Takova pfimka se nazyva

{edna kruznice k. Bodu T fikdme bod do- k
tyku primky p a kruznice k.

x

["osunujime piimku p dale. Nyni ma s kruZni- o
¢l k dva spole¢né body A, B. Takové pfimce B
filkime seéna kruznice k. Body A, B se na-
ryvaji priseéiky pfimky p a kruznice k.
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i1 dalsim posouvani dostaneme jesté jednu
fecnn a pak opét vndjsi primky kruznice &.

Uvadomte i, 2o pribah polusu, ktery jame proviadali, nezavist na tom, jaky
s meln phvodol piimka,
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Podle vzajemné polohy pfimky a kruZnice rozeznivame:
o unéjdi primku — nema s kruznici zZadny spoleény bod
e lednu — méa s kruznici jediny spoleény bod — bod dotyku
e secnu — ma s kruznici dva spoletné body — priseciky

Viechny 1 rizné vzajemné polohy si znovu prohlédnéte na obrazcich do-
plnénych o symbolické zépisy:

vnéjsi primka teCna secna
p #
k A ke
B
# k= % Mik={T} pnNk={A, B}

Ve nbarsi matematické literatute se vnéjsi pfimky kruZnice nazyvaji neseény.

I Narysujte kruznici k(S;3cm) a sestrojte pfimku p, které je vn&jsi piim-
kou kruznice k, a pfimku g, kterd je jeji seénou.

2. Zwvolte kruznici k& a v jeji vnéjs{ oblasti bod X. Sestrojte dvé riizné
primly a, b, které prochazeji bodem X a jsou

) secnami kruznice k, b) vnéjdimi pFimkami kruznice k.

Lol rozhiodnont o vzajenmé poloze primky a krunice?

Vialme se jesdté jednou k pokusu s posouva-
ni primky. Jisté jste si v8imli, Ze vzédjemné
poloha primky a kruznice zalezi na tom, jak
sdaleko® je primka od kruznice nmisténa, Jak
jo mozné tuto , vadalenost® popsat? Spravnd
tudite, Ze pii tom hraje roli veddlenost stiodu )
lkruznice od posouvand pifmky.
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Prozkoumame ted jinou situaci. Pred-
stavme si, Ze v roviné je dana piimka p
a bod S, ktery na ni nelezi. Kolem bo-
du S opigeme kruZnici o ,malém“ polo-
méru. Pfimka p bude vnéjsi primkou této
kruznice. Nyni za¢neme polomér kruzni-
ce zvétiovat. Vidime, Ze vzajemna poloha
Lzvetdované® kruZnice a pfimky p zalezi
na polomeéru kruznice.

Pozorovani shrneme: Vzajemna poloha piimky p a kruznice k(S;r) zéavisi
jak na poloméru 7, tak i na vzdalenosti stfedu S od piimky p.

Mohou nastat tfi pfipady:

PPrimka p je vnézst primkou kruZnice k(S;r), k

polud je vzdalenost v stfedu S od pifimky p
0dldi nez polomér r kruznice k: p

B
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Primka p je teénou kruznice k(S;r), pokud
jo vadilenost v stfedu S od primky p rovna
polomarn r kruznice k:

v =r

'fimka p je secnouw kruznice k(S;r), pokud

jo vzdilenost v stiedu S od pfimky p mensi k
ner polomér r kruznice k: P

=7 e

(18, Je dana kruznice [(O; 6 em) a piimka ¢. Uréete vzajemnou polohu piim-
Iy ¢ o kruznice 1, je-li primka ¢ od bodu O vzdalena
h) Gem,

n) 5,6cm, ¢) 6,5cm.

(14, Bod X je od pifmky a vadalen 8,6 cm. Jakd je vzajomnd poloha piimky
o i leruzndee k(X r), jedi
n) re=8bcm, b) r=b,06cm, ¢) r=006cn'
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‘ jedind tefna t, kterd se kruZnice
|
|

Jule mestropit tecnn kraznice?

Zndzornéme jedté jednon situaci, kdy pfim
ka ¢ je tecnou kruznice k(S;7). Oznacme I’
jejich bod dotyku. Viimnéte si, Ze tetna t je
kolma k poloméru ST

Této vlastnosti vyuzivime p¥i konstrukei teény kruZnice, kterd prochdsi

danym bodem na kruZnici. Postup si prohlédnéte na obrézcich.
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Zvolime-li na kruZnici k se stfedem S libovolny bod T, pak existuje
E dotyka v bodé T'. Sestrojime ji
jako kolmici vedenou bhodem T k pi¥imce ST.

Naugili jsme se Fedit nejjednodussi dlohu o tetnd — vést ji danym bodem leFicim na
kruZnici. Obtiznéjsi je sestrojit teénu kruznice, kterd prochési bodem, ktery na krusnici
nelezi, Takova Giloha ma feseni, jen kdy# dany bod le#i ve vngji{ oblasti krusnice. Naugime
se to pozdéji.

Priklad 1. Je ddna kruZnice k se stfedem S a jeji vn&jii piimka p. Sestrojte

te¢nu ¢ kruZnice k, kterd je s pfimkou p rovnobézna. Kolik takovych teten
existuje?

Reseni. Nejprve zjistime, kde le#i bod doty-
ku T hledané tefny. Vime, Ze polomér ST
musi byt k teéné ¢ kolmy. Proto musi byt
kolmy i k pfimce p, kterd je s te€nou ¢ rov-
nobézina.
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MWedanyg bod 1" tedy legf na pfimee ¢, ktord jo kolma k pfimee p a prochag
hodem 8. Protofe pfimka ¢ Jo setnou kenznice k, proting ji ve dvou bodech
a1y Existuji tedy dvé teény £ a ty rovnob@zné piimkou p.

Postup konstrukee si prohlédnéte na obrazeich.
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B, Sestrojte kruznici k£ o poloméru 4 cm. Zvolte na ni bod X a sestro)te
tecnu, kterd se kruznice k v bodé X dotyka.

th, Jo dina kruZnice k a jeji seéna p. Sestrojte teénu kruZnice
# pifmkou p rovnobézna. Kolik ma tiloha feSeni?

k, kterd jo

Iolile spolecnych bodd muze mit primka a kruh?

I'fodatavme si, Ze v roving je sestrojen kruh K, ktery je ohranicen kruznici A,
n plimka p. Vzajemna poloha kruhu K a pfimky p je uréena vzijemmnon
polohou kruznice k a pfimky p. Mohou tedy nastat tfi pripady:

k

Primka p je vnéjsi pfimkou kruznice k, neima
o) s ni Zadny spoleény bod. Nema tedy Zidny
spolefny bod ani s kruhem K: pn K = ()
Piimka p se nazyva vnéjsi primka kruhu K,

Ptimka p je tecnou kruznice k. Bod dotylu 'I"
je jedinym spoletnym bodem nejen primky p
a kruZnice k, ale také pfimky p a kruhu K
pNK = {T}. Rikéme, %e pfimka p je te¢non
kruhu K.




Primka p Je sednou keudnles k o proting ji v bodech
A a B, Spolecnd body ptimky p a kruhu K vyplnf
celou Gsecku s keajnimi body A, B: pNK = AB.
Piimka p se nazyva se¢na kruhu K a Gsecka AB
tétiva kruhu K. Castéji vsak fikdme, %e Gsecka AB
je tétivou kruznice k.

k
B
Jiz vite, Ze tétivu, kterd prochézi stfedem kruZnice,
& nazyvame prameérem.

Cést krunice spolu s tseckou AB na prvni pohled pfipomina luk. Z¥ejmé proto se nazev
tétiva pouZiva nejen pro ¢ast luku, ale i1 pro tGsetku s krajnimi body na kruznici.

Jaké vlastnosti ma tétiva kruznice?

Rekli jsme ji#, %e tétiva kruznice & je kazda tised-

ka XY, jejiz krajni body X, YV le#i na kruZni- k
ci k. Protoze vzdalenosti obou bodfi X a ¥ od
stfedu S kruZnice k jsou stejné (rovné poloméru
kruZnice), leZi bod S na ose tisecky XV .

Teliwa kruznice je kazda tsecka, jejiz krajni body lezi na této kru-
nici. Osa tétivy prochizi stredem kruznice.
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17, Jakou nejvetaf déllon mdze mit tétiva kengnleo k(834 cm)?

B, Na kruznici k(S8;r) jsou diny ¢yfl body A, B, ' a D tak, 2o tétivy
AL a €D jwon shodné, Dokazte, Ze (hly ASH o C'SD json shodné

Vieutnost osy tetivy midZeme vyuzit pii vypodtu délky tetivy,

Prikland 2. Secna s protind kraznici £(S; 26 i) v bodech A, B, Vazdalonont
hodu & od primky s je 10 cm. Urcete délku tétivy Af3,

Redent, Nakreslime obrazek, kde navic za-
kronlime osu o tétivy AB. Jeji priisecik
p o Lotivou AD oznadime X. Viimnéte si,
Jo trojuhelnik AXS je pravoihly s prepo-
nou 84 a odvésnami SX a AX. Oznacme
tlélky jeho stran +», v a x podle obrizku.
Protoze bod X je stfedem usecky AB, pla-
t |AB| = 2z.

Diéllkey r a v znédme, délku x ur¢ime z Pythagorovy véty:
=t —q?

T =r?—q2
"o dosnzeni hodnot r = 26cm, v = 10cm dostaneme:

T =1/262 —102cm = v676 — 100 cm = V576 cm = 24 e
|AB| = 2z = 48 cm

Tetiva. AB ma délku 48 cm.

). Urcete polomér kruznice, jestlize je jeji stfed vzdalen 5 cm od (¢tivy,
kterd ma délku 2.4 dm.

10. Kruznice ma pramér 2 dm, jeji tétiva ma délku 12 cm. Jaké je vzcile
nost stredu kruznice od této tétivy?

11. Tétiva AB kruZnice k(5;r) ma délku r. Uréete velikost tthlu AS /3.
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3 DVE KRUZNICE

V minulé kapitole jsme zjistovali, jakou veijemnou polohu mohou mit kruz
nice a primka, které lezi ve stejné roving, Nynf budeme podobnou otdzku
zkoumat pro dvé kruZnice.

Jakou vzajemnou polohu mohou mit dvét kruznice?

Vysttihnéte si z papiru dva kruhy s riznymi poloméry a §pendlikem vyznad-
te jejich stfedy. Oba kruhy budeme piemistovat v roving a piitom zkoumat,
jakou polohu zaujimaji kruZnice, které je ohranicuji. Kruh s vétiim polo-
mérem oznafime Ky (Sy;r;). Krudnici, kterd jej ohranituje, oznadime k;.
Mensi kruh Ky(S3;72) je ohranien kruznici k.

Pokus provedeme tak, Ze kruh K; bude nehybny a kruh Ky budeme posouvat
napiiklad ve vodorovném sméru zleva doprava. Za&neme pripadem, kdy
stfedy obou kruhi splynou.

K4 Kruh Ky leZi cely v kruhu Ky, je tedy je-
ho podmnoZinou: K, C K;. KruZnice k;
a ko maji spoleény stfed S, = S,. Takové
kruznice se nazyvaji soustiedné. ProtoZe
r1 > re, nemaji obé kruZnice Zadny spoleé-
ny bod: ky Nky = 0.

K Nyni kruh Ky posouvejme vodorovné dopra-
va. Zpocatku kruh Ky zfistavd v kruhu K,
a kruZnice k1 a ky nemaji ¥adny spoleny
bod: k1 Nks = 0. KruZnice ko leZi ve vnitini
oblasti kruZnice k;.

ki

Posunujme kruh K, dale. V jistém okam#iku
(viz obrdzek) budou mit kruznice ki a ky je-
diny spoleény bod T: ky Nky = {T}. Bod T
se nazyvd bod dotyku kruZnic & a ko. Ri-
kime, Ze kruZnice k; a ky maji v bod& T
vnitfni dotyk.

Vsimnéte si také, Ze piimka ¢, kterd prochazi
bodem dotyku 7" a je kolma k p¥imce S.55,
Jje spolecnou tecnou obou kruznie.
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PR daldim posouvani kruhn Ky bu
dou mit kruZnico ky n ky po )i
toun dobu spoleénd dva body A, 1
ky N ky = {A, B}, Rikdme, 2o se krad
nice kyoacky protinagi v bodech A, H
I, '. Ty se nazyva)l priasecéiky obou kg
nic.

¢ Jesteé v jednom dalgim okamzilan b
dou mit obé kruZnice jediny spolecny
bod T ky M ky {7}, Ten we opal
jmenuje bod dotyku obou kruzni

S Nyni v8ak rikame, ze kruznice by a ky
b maji v bodé 7" vnéjsi dotyk, I’
K ka ¢ je spolecnou tecnou obou kruznic
v bodé T
k, P1i daldim posouvani kruhn Ky uz ne
1 ks, budou mit kruZnice ky a ko Zadny spo
leény bod: ky Nky = 0. V tomto pif
5: N padé kruZnice ko lezi ve vndjsi oblasti
K, kruznice k;.

K

Zjintili jsme, ze dvé kruZnice bud nemaji zddny spoleény bod, nebo maji
prive jeden spoletny bod (pokud se dotykaji), nebo dva spolecné hody
(polud se protinaji). MiiZze nastat jesté jind situace?

Ano, nviink pokusem s dvéma kruhy s riizny- ki=k,

ml poloméry ji neobjevime. Nastava tehdy,

polkud obé kruznice ki(S1;71) a ka(Sa2;ra)

JHon soustredné (S, = S2) a jejich poloméry

Jsou stejné (r; = re). Tehdy jsou obé kruz-

nice stejné mnoziny bodd. Maji tedy neko- KinKa
neéné mnoho spoleénych bodd. Rikdme, Ze

takové kruznice jsou totozZné.

'
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I. Narysujte dvé soustfedné kruZnice {; a I takové, aby kruznice [; méla
t¥ikrat vétd polomér nez kruZnice la.

2. Podle obrazku urcete vzajemnou polohu kruznic:
'rl.) ,t.“,l a k’g b) k]_ a kg C) k:l a k4
(1) k‘g a kg 6) k‘z a k’4 f) k3 a k4

ko

N cenn zavisi vzajemna poloha dvou kruznic?

'ii pokusu s dvéma kruhy jste si jisté vSimli, Ze vzajemné poloha dvou
kruznic ki (Sy;r1) a ko(S2;re) zdvisi nejen na polomérech ri a rg, ale
Laké na vzdalenosti stiedt Sy a Sp. Prozkouméme nyni jednotlivé piipady
vzijemmé polohy podrobnéji. Nebude nés uz zajimat piipad soustfednych
kruznic (S = Sz). V dalsich tivahach tedy budou mit kruZnice ki, k2 riizné
atiedy (S # S2).

Usecka 515, se nazyva stfedna kruznic k1, k2 (nebo kruhi Ky, Kg). Stejny
nizey pousivame i pro délku |S15| této Gsecky, kterou znadime s.
Podobné jako v pokusu s vystfizenymi kruhy budeme predpokladat, Ze plati
ry 2 .

e ISruznice ko lezi ve vnitini oblasti kruZnice ky.

Na obrazku jsou vyznateny usecky délek ry, 72
a s. Vidime, %e nsecka délky o ry jo ¢asti secky
délky 7. Proto platf & + ryg < 1y, Joutlize o080~
mostatnime" déllu a, dostaneme

\ / " " I'y

e I{ruznice ko mé s kruznici &y vnitini dotyk.
ki ; et 5 o
7 obrazku vyplyva podminka vnitfniho

dotyku kruznic s + ry =, neboli:

i

e I<ruznice kq a ko se protinaji.
Na obrazku protinajicich se kruZnic vy-
znadime poloméry ,sméfujici“ do jed-
noho ze spoleénych bodi. Zapidme dvé
trojuhelnikové nerovnosti pro trojihel-
nik 5752 A:

8 & T =g

r1 < 8§+ry, tzn. ry—ry <S.

Pro stiednou s tedy plati:

r—Te <8< ry+1re

o Iruznice ke mé s kruznici ky vnéjsi dotyk.

Usetka 91 S je nyni bodem dotyku roz-
délena na poloméry obou kruZnic:

o Icruznice ky lezi ve vinéjsi oblasti kruznice k.

V tomto pripadé se Gsecka 5152 ,skla-
dia“ z obou polomérii a ,zbytku*:

> 1" =+ T'y



Viiechny piipady vzdjemnd polohy dvou kruznle w riiznymi stfedy o rizngmi

poloméry shrneme na obrdzku, VOtal kruznice ma polomér 1, mendi ma
polomér ry a vzdalenost jejich stiedl je s, Hodnoty & jsou zndzornény na

svislé ose:

> S=n-rp

£ s=h-r

BN

S=L+hH

- >S>f‘1+f‘2

24
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Sheon ddny dvd kengndeo ky (Sy;1,0em) nokg(Sy; Jem), Usedka 585 ma
délly dem. Jaka jo vzdjemni poloha obou kruznie? O wpraviosti v
plpovidi we presvaddte narysovinim obrazku,

dson dany tf keaznico (O 2em), a(On2em) o fy(Oq: 2.5 em),
Pro veddlenostl jojich stiedit plati: |00, Gem, |04 Toem,

LU.H.| Adhem. Bez vysoviand urcete, jakou vzajemnon polohu gl
Fdnlee:
n laly h) 1y aly ¢) l aly

Jo ddnn kraznice m(M;5em) abod O tak, Ze |MO| = 1cm. Pro kteron
hoduotu ¢ (v centimetrech)

#) mh kruznice o(O;r) s kruZnief m vnitini dotyk,

h) leal kruznice o(O;r) ve vnitini oblasti kruZnice m,

) me kruznice o(O;r) a m protinaji?

Poplite  viechny mozné vzdjemné polohy dvou shodnych Lkruzii
R (51ir), ka(So;r) v zavislosti na délee s stfedné 515y, (V pitfpadd
& = 8y klademe s =0.)

CVICENI 1

Nacrtnéte dvé protinajici se kruznice a zvolte 11 riiznych bodii tak, aby
ve viiting oblasti kazdé z kruznic lefelo pravé 7 z téchto bodil.

Narysujte kruh se stfedem S a jeho dva kolmé primeéry AB a (1),

Vyenadte

n) bod L, ktery je vnitfnim bodem kruhu i vnitfnim hodem tihlu A5,

) bod M, ktery nalezi kruZnici, kterd kruh ohranituje, a je vnitinim
bodem thlu BSC,

¢) bod N, ktery je vnitinim bodem kruhu a ndleZi jak ahlu ASD, talk
tnhlu BSD.

Na kolik ¢asti rozdé&li kruh dvé rovnob&iné seény? Na kolik ¢asti lo
rozdéli 3, 4 a n rovnobéinych sefen? (Pfedpoklidejte, ze zadné dve
sefny nejsou totoZné.)

Narysujte kruznici £(S;3cm) abod Q takovy, Ze |SQ| = 5cm. Pritsedik
nsecky SC) a kruZnice k oznacte P. Sestrojte t¥i rovnobéiné p¥imky p, ¢
a s tak, aby bod S leZel na pfimce s, pfimka p byla te¢nou kruznice k
s bodem dotyku P a pfimka ¢ prochdzela bodem Q. Urdete vzdjemnon
polohu kruZnice k a kaZdé z téchto tii pfimek.




