Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
> plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred s¢itdnim).

P¥iklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,") jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.

MnoZina v8ech &tvercovych matic M, ,(R), kde R zna&i Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, »(R),+, ).

MnoZina vsech polynomi R[x], kde R zna&i Z, Q, R nebo C, tvo¥i
okruh (R[x],+, ).

Ptiklad. (N, +, -) okruhem neni.



Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestliZe:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaleni. Neutralni prvek grupy (R, +) zna&ime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutrdlni prvek pologrupy (R, -) znatime
1 a nazyvame jedni¢ka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grup& (R, +) se nazyva

opacny prvek, znaéime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).

Mocninu prvku a € R v grupé (R, +) nazyvdme nasobek prvku a
znalime na pro libovolné n € 7Z.

Soucet a1 + - - - + a, prvkd okruhu R Ize stru¢né zapsat 27:1 aj.




Zakladni vlastnosti okruht

Definice. Okruh (R,+,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.
Véta. Necht R je okruh. Pak plati
»VacR: a-0=0-2a=0,
» VaabeR: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),
» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b—c)-a=b-a—c-a,
» VnnomeNVay,...,an,b1,....,bm € R:
(a4 Fan) (bt +bm) =2 20 3 by,
» VYnomeZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). e 16 s 58

Vé&ta. Okruh R je trividlni, pravé kdyZ v ném plati1 = 0. (vewa 1.7, str. 59]

Definice. Okruh R se nazyva komutativni, je-li pologrupa (R, ")
komutativni.

Definice. Prvky a, b okruhu R se nazyvaji délitelé nuly, jestliZze
a#0,b#0, avdak a- b=0.



Obory integrity

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyvad obor integrity,
pokud nemd délitele nuly.

Ozna&eni. MnoZinu v8ech nenulovych prvki okruhu R znaéime R*.

Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity, pravé kdyz

(R*,) je pologrupa.

Véta. Netrividlni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kaZdé a, b, c € R plati
a;éO,a-b:a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R,-) se
nazyva jednotka okruhu R. MnoZinu vsech jednotek okruhu R
znatime R*.

Poznamka. Nezamé&fiujte pojmy jedni¢ka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jedni¢ku, kdeZto jednotek mizZe mit vice. Vidy je
jedni¢ka jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou vyjimecné
(naptiklad okruh Zj). Nezamé&iujte R* a R*. Uv&domte si, Ze
nové oznalenf je v souladu s uZivanym Z,.



Télesa

R* = R — {0} ... mnoZina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€eR;3beR:a-b=b-a=1} ... mnoZina
invertibilnich prvkd pologrupy (R, ).

Vé&ta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew a7, st 25] je uzita pro

pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

Véta. NetrividIni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyZ
R* = R*, tedy pravé kdyZz (R*,-) je grupa. (ves 114, st 0]

Ddsledek. KaZdé téleso je oborem integrity. (ves 1.13, str. 60]

P¥iklad. Okruh celych &isel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.

Véta. KaZdy konecny obor integrity je t&lesem. (vew 117, str. 61)

V&ta. Okruh zbytkovych t¥id Z,, je oborem integrity, pravé kdyZ je
télesem, coZ nastane pravé kdyZ m je prvocislo. v 1.6, st 61)



Charakteristika okruhu

Pozndamka. P¥ipometime, Ze v okruhu R pro libovolné a € R,
neNjena=a+a+---+ a. ProtoZe jedni¢ku a nulu okruhu R
——

zna¢ime 1 a 0, v nésle,Ziujl'cf definici je rovnosti n1 = 0 nutno
rozumét, Ze v okruhu Rplatil+1+---+1=0.

n
Definice. Necht R je okruh. Nejmensi p¥irozené &islo n takové, Ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro viechna k € N plati k1 # 0), fekneme, Ze
charakteristika okruhu R je nula.

Oznaceni. Charakteristiku okruhu R zna&ime char R.
PFiklady. char Z = char Q = charR = charC = 0, charZ,, = m.

Vé&ta. Necht R je okruh, m = char R. Pak pro kaZdé a € R plati
ma = 0. [Véta 2.4, str. 62]

Vé&ta. Necht R je obor integrity, pak char R je bud 0, nebo
prVO(\fI/S/O. [Véta 2.5, str. 62]



Homomorfismus okruht

Definice. Necht (R,+,-) a (S,+,-) jsou okruhy, f: R — S
zobrazeni. Rekneme, e f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S, jestlize

» pro kazdé a, b € R plati f(a+ b) = f(a) + f(b),
> pro kazdé a, b € R plati f(a- b) = f(a) -
» f(1)=1.

Injektivni homomorfismus se nazyvd vnoteni, bijektivni

izomorfismus. O okruzich R, S ¥fekneme, Ze jsou izomorfni,
pifeme R = S, existuje-li alespofi jeden izomorfismus R — S.
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Ptiklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni 7w : Z — Z,, uréené
predpisem m(a) = [a]m pro libovolné a € Z, homomorfismus
okruhu (Z, +, -) celych &isel do okruhu (Z,, +, -) zbytkovych t¥id
modulo m.

Véta. Jsou-lif : R — S ag: S — T homomorfismy okruhii, pak
také gof : R — T je homomorfismem okruhii. |vewas, s 73



Homomorfismus okruhi, jeho jadro

Vé&ta. Necht f : R — S je izomorfismus okruhii. Pak i inverzni
zobrazenif~1: S > R je izomorfismus okruhii. |vew a5, s 73]

Disledek. Pro libovolné okruhy R, S, T plati: R=Z R, zR=S
plyne S= R; akone¢nEzR=SaSX=T plyneR=T.

Pozndamka. Zapomeneme-li v okruhu R, jak se ndsobi, zlistane nam
aditivni grupa (R, +). Kazdy homomorfismus okruhi f : R — S
je také homomorfismem aditivnich grup, je tedy 7(0) = 0, pro
kazdé a € R plati f(—a) = —f(a), a mame jeho jadro:

Definice. Necht f : R — S je homomorfismus okruhii. MnoZina
ker f = {a € R; f(a) = 0} se nazyvé jadro homomorfismu f.

V&ta. Homomorfismus okruhii f : R — S je injektivni, pravé kdyZ
ker f = {0} [Véta 4.9, str. 74]

Priklad. Zobrazeni f : C — Maa(R), kde f(a+ bi) = ( 2 S )
pro libovolné a, b € R, je vnoreni télesa C komplexnich &isel do
okruhu M >(RR) matic typu 2 x 2.



Podokruh okruhu

Definice. Necht (R, +,-) je okruh, H podmnoZina mnoZiny R.
Rekneme, 7e H je podokruh okruhu R, jestlize

» 0,1 € H,

» pro kazdé a € H plati —a € H,

> pro kazdé a,b € H platia+ b, a- b€ H.

Poznamka. Nejvé&tsim podokruhem okruhu R (vzhledem k C) je

cely okruh R, nejmensim podokruhem je {nl; n € Z}.

V&ta. Necht H je podokruh okruhu (R, +,-). Pak + a - uréuji

operace na mnoZiné H, pticemZ H je okruh vzhledem k témto
operacem. Je-li okruh R komutativni, pak je i okruh H

komutativni. Je-Ii R obor integrity, pak je i H obor integrity. |vea 32, st 6]

Diisledek. KaZdy podokruh télesa je oborem integrity.

P¥iklad. Podokruh t&lesa nemusi byt té&leso: vidyt Z je
podokruhem Q.

Véta. Jestlize H je podokruh okruhu R a K je podokruh okruhu H,
pak Je K také pOdOkruh Okruhu R [Z¥ejmé, vidyt operace + a - se v okruhu H poéitaji jako v R.]



Podokruh okruhu generovany podmnoZzinou okruhu

Vé&ta. Necht R je okruh, | neprdzdnd mnoZina takovd, Ze pro kaZdé
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; v3ech
téchto podokruhii je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnoZina okruhu R. Symbolem (M)
oznadime prinik viech podokruht okruhu R, jejichZz podmnoZinou
je mnoZina M. Podle p¥edchozi véty je (M) podokruhem okruhu
R obsahujici mnoZinu M; evidentn& je nejmensi s touto vlastnosti.
Podokruh (M) nazyvame podokruh generovany mnozinou M,
mnoZinu M nazyvdme mnoZina generatort podokruhu (M).

Pozndmka. Z¥ejm& (R) = R, () = {nl; n € Z}.

Oznaceni. Je-li M = HU {a}, kde H je podokruh okruhu R a
a € R, piseme téz H[a] misto (M).

Vé&ta. Necht H je podokruh komutativniho okruhu R a a € R. Pak
Hla] = {ho + h1a+ hpa® +---+ h,a"; n €N, ho, hy,..., h, € H}.

[Vé&ta 3.12, str. 71]



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Fviekneme, Ze
prvek b déli prvek a, neboli zZe prvek a je délitelny prvkem b,
pieme b | a, jestliZze existuje prvek g € R takovy, Ze a = q - b.
V opaéném pripadé ¥ikdme, Ze prvek b nedéli prvek a, neboli Ze
prvek a neni délitelny prvkem b, piSeme b1 a.
Véta. Necht R je komutativni okruh, pak plati

»VacR: 1]a, ala;
Va,b,ce R: a|b,b|c = alc;
Va,b,ce R: a|b,a|lc = a|b+c;
VaeR: ae R* & al|l,;
Va,be R: ac R*,b|a = beR*;
Va,be R: a€ R* = a]|b.

[Véta 2.11, str. 63]

v
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Diisledek. Necht R je komutativni okruh, a1, ...,an, b € R,
ui,...,un € R libovolné. Jestlize b | a; pro kazdé i =1,...,n, pak
b|> iy uiai.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Fv(ekneme, Ze
prvky a, b jsou asociované, pi¥eme a ~ b, jestlize a | b a soucasné&
b| a.

Vé&ta. Necht R je komutativni okruh. Relace asociovanosti ~ je
relaci ekvivalence na mnoZiné R. (v 213, str. 63]

Vé&ta. Necht R je obor integrity, a, b € R. Pak plati a ~ b, pravé
kdyZ existuje jednotka ¢ € R* tak, Ze a= c - b. |vew215 s 64]

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R spliiujici ¢ | a, ¢ | b, se nazyva spoletny délitel prvki a, b.
Libovolny prvek d € R se nazyva nejvétsi spolecny délitel prvki
a, b, jestlize

» dl|a, d|b,

»VceR: cla,c|b = c|d.

Tedy nejvétsi spole¢ny délitel prvkili a, b je takovy jejich spole¢ny
délitel, ktery je délitelny kaZdym jejich spole¢nym délitelem.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R splfiujici a | ¢, b | ¢, se nazyva spole&ny nasobek prvki a,
b. Libovolny prvek d € R se nazyvd nejmensi spoleény nasobek
prvki a, b, jestlize

» ald bld,

»VceR: alc,b|lc = dc.

Tedy nejmensi spoleny nasobek prvkill a, b je takovy jejich
spole¢ny nasobek, ktery dé&li kazdy jejich spole¢ny nasobek.

Pozndmka. P¥edchozi definice mirn& pozménuji d¥ive definované
pojmy , nejvétsi spoleény délitel” a ,,nejmensi spoleény nasobek"
v Z. Definovali jsme je totiz pomoci usporadani podle velikosti,
které v obecném okruhu nemame k dispozici. Dale budeme tyto
pojmy pouZzivat podle nové definice, avsak zavedené oznadeni
(m, n) a [m, n] ponechame. Tedy (m, n) znad&i nezaporny nejvétsi
spoletny dé&litel &isel m, n € Z. Podobn& [m, n] zna&i jejich
nezaporny nejmensi spole¢ny nasobek.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Véta. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Nejvétsi spole¢ny
délitel prvki a, b, pokud existuje, je uréen jednoznaéné aZ na
asociovanost. Také nejmensi spole¢ny nasobek prvki a, b, pokud
existuje, je uréen jednoznalné aZ na asociovanost. [vew 217, st 64]

Definice. Necht R je obor integrity, a € R. Rekneme, Ze a je
ireducibilni prvek okruhu R, jestlize a # 0, a ¢ R* a pro kazdé
b,c € R takové, 2e a=b-c, plati b€ R* a c ~ a anebo c € R*
ab~a.

Priklad. Ireducibilnimi prvky okruhu Z jsou pravé prvodisla a &isla
k nim opaéna.

Priklad. Je-li T téleso, pak v T neexistuji zddné ireducibilni prvky.

Vé&ta. Necht R je obor integrity, a, b € R. Je-li a ireducibilni prvek
okruhu R a b ~ a, pak je také b ireducibilni.

Dikaz. Vime, Ze existuje jednotka e € R*, 7e a = e - b. Zfejmé&
b#0, b¢ R*. Prokazdé x,y € R, b=x-y,jea=(e-x)-y.



Okruhy s jednoznaénym rozkladem

Definice. Rekneme, %e R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize
> R je obor integrity,
» kazdé a€ R, a#0, a ¢ R*, Ize rozloZit na soucin n&kolika
ireducibilnich prvki, p¥icemz tento soudin je jednoznaény az
na poradi a asociovanost.

P¥iklad. Vime, Ze Z je okruh s jednozna&nym rozkladem (naptiklad
rozklady 6 =2-3=3-2=(-2)-(—3) = (—3) - (—2) se li&i jen
poradim a asociovanostf).

Priklad. Kazdé t&leso je okruh s jednoznagnym rozkladem, nebot
neobsahuje zadny prvek, ktery by byl nenulovy a nebyl jednotka.

Ptiklad. V okruhu Z[i] je moZné dokazat v&tu o d&leni se zbytkem
(aby se dalo F¥ict, Ze zbytek je , men3i* nez &islo, kterym se délilo,
je tfeba né&jak mé¥it velikost zbytku; v tomto p¥ipadé to Ize udélat
pomoci absolutni hodnoty). vew 34 st 671 Stejnou dvahou jako v Z,
tedy pomoci Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti lze pak
ukdzat, Ze Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem.




Priklad
Necht R = Z[iv/5] = {a + bi\/5; a,b € Z}. Pak R je obor
integrity, protoZe je podokruhem C. Definujme zobrazenf{
N : R — 7Z takto: pro libovolné oo = a + bi/5 klademe
N(a) = |a|?> = a® + 5b°.
Jestlize 5| a v R, existuje v € R tak, Ze a = -7, a tedy
N(a) = |8~ = |BI*- |7]* = N(B) - N(), tudiz N(B) | N() v Z.
Je-lia = a+ biv/5 € R, pak a | 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? + 5b%> =1, proto b =0, a = £1. Je tedy R* = {1, -1}.
Plati 6 = 2-3 = (1 + iv/5)(1 — iv/5), p¥itom tito v&ichni &tyfi
¢initelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R. Je totiz N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+ iv/5) = N(1 — iv/5) = 6. Kdyby nap¥iklad
1+ iv5 =0 pro n&aké 7,5 € R — R, platilo by N(v) > 1,
N(0) > 1, N(y) - N(6) = 6. Proto N(v) € {2, 3}, coZ je spor,
protoZe rovnice x% + 5y% = 2 a x? + 5y? = 3 nemaji ¥eéeni v Z.
Jsou tedy 2 -3 = (1 + iv/5)(1 — iv/5) soutiny ireducibilnich prvki
liSici se vice neZ pofadim a asociovanosti, proto R neni okruh
s jednoznaénym rozkladem.



Pokracovani prikladu

Oznatme a = (14 iv/5)? =2(—2 +iV5), B =2(1 +iV/5) a

ukaZme sporem, Ze «, 5 nemaji nejvétsi spoletny délitel v R.

Ptedpokladejme tedy, Ze v = x + yi\/5 je nejvétsi spoletny délitel
Cisel o, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,
N(~) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12.

Na druhou stranu 2 a 1 + iv/5 jsou spole¢ni d&litelé &isel o, 3, a
tedy 2| val+iV5|yv R, atedy4=N(2)|N(v)a
6= N(1+iv5)| N(y) v Z, tedy 12 | N(¥).

Dohromady 12 = N(y) = x? + 5y?. Takova x, y € 7Z v&ak
neexistuji. Proto «, 8 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Pozndmka. Abychom nemuseli definovat, co je to vyraz a kdy jsou
si dva vyrazy rovny, nezavedeme polynom jako vyraz uréitého
tvaru, ale pomoci posloupnosti koeficient. To Ize udélat nad
libovolnym okruhem R.

Definice. Necht R je okruh. Polynomem nad okruhem R

rozumime nekone&nou posloupnost f = (fo, f1,f,...), kde f; € R

pro kazdé i =0,1,2,... a plati, Ze mnozina {i € NU{0}; f; # 0}

je kone¢na. Prvky fy, fi, f>,... nazyvame koeficienty polynomu f.
MnoZinu v8ech polynomi nad okruhem R oznalujeme symbolem R[x].

Dohoda. Koeficienty polynomu f budeme automaticky oznalovat
symboly fy, A1, f, . ...

V&ta. Necht R je okruh. Na mnoZin& R[x] definujeme operace +, -

vztahy .
(f+g)i=fi+agi (f-8)i = ko fx&i-k

pro kazdé f,g € R[x|, i € Z, i > 0. Pak (R[x],+, ) je okruh.

Je-li R komutativni, pak R[x] je také komutativni. |vea sz, s 73



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Okruh R[x] se nazyvd okruh polynomii nad okruhem R.

Vé&ta. Necht R je okruh. Zobrazeni k : R — R|[x] ur&ené pFedpisem
k(a) = (a, O7 O, ce ) je vnoreni. e 5.4, st 79]

ZtotoZnéni. Polynomy tvaru (a,0,0,...) se nazyvaji konstatntni.
PY¥edchozi véta ndm umoziiuje ztotoznit a € R s konstantnim
polynomem (a,0,0,...). Tim se okruh R stdvd podokruhem
okruhu R[x]. Polynom 0 = (0,0,0,...) se nazyva nulovy, ostatni
polynomy se nazyvaji nenulové.

Definice. Necht f je nenulovy polynom nad okruhem R. Nejvé&tsi
n > 0 takové, Ze f, # 0, se nazyva stupeii polynomu f, znatime
st(f). (Takové n existuje, vZdyt mnoZina {i € NU{0}; f; # 0} je
konetnd.) Koeficient f, se pak nazyvé vedouci koeficient
polynomu f. Stupefi nulového polynomu klademe roven —oo, jeho
vedouci koeficient nedefinujeme.

Priklad. Polynomy stupné 0 jsou pravé nenulové konstantni
polynomy.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Polynomy stupné 1 se nazyvaji linearni, polynomy
stupné 2 kvadratické, polynomy stupné 3 kubické. Linearni
polynom (0,1,0,0,...) budeme oznaovat symbolem x.

P¥iklad. Z¥ejmé x> = (0,0,1,0,0,...), x> =(0,0,0,1,0,...) atd.

V&ta. Necht R je okruh a f € R[x] nenulovy polynom stupné& n.
Pak plati f = f,-x" +---+ f - x + fo, kde koeficienty f; polynomu
f chapeme jako konstantni polynomy a operace + a - jsou operace
v okruhu R[x]. [veass, s o)

Poznamka. PYestoZe jsme polynomy nedefinovali jako vyrazy,
ptedchozi véta ndm umoZiiuje s nimi tak pracovat.

Dohoda. V nasledujici vété budeme potfebovat tyto vztahy pro
poditani s nekoneénem: —o0 < n,

(—9) + (—00) = (=) + 1 = n+ (—00) = —o0

pro libovolné n € Z, n > 0.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

V&ta. Necht R je okruh a f,g € R[x]. Pak plati
» st(f + g) < max{st(f),st(g)},
> st(f - g) <st(f)+st(g),
> jestlize f #0, g # 0 a alesporii jeden z vedoucich koeficientii
polynomi f a g neni délitel nuly, pak
st(f - g) = st(f) + st(g).

[Véta 5.10, str. 81]
Vé&ta. Je-li R obor integrity, pak také R[x| je obor integrity. vew 512, s 81)

V&ta. Necht R je obor integrity. Pak (R[x])* = R*, tedy polynom
f je jednotkou okruhu R[x], pravé& kdyZ je konstantni a sou¢asné& je
jednotkou okruhu R. |vewasis, s 1)

Disledek. Pro Zadny okruh R neni R[x] téleso.

Ptiklad. Jestlize R neni obor integrity, mohou existovat i
nekonstatni jednotky okruhu R[x], napfiklad v Zg[x] plati

(18lo - x + [1]o) - ([6]o - x + [1]o) = [1]o-




Véta o déleni polynomi se zbytkem

Vé&ta. Necht R je okruh, f,g € R[x], pFi¢emZ vedouci koeficient
polynomu g # 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jedind dvojice
polynomii q,r € R[x] takovd, Ze st(r) < st(g) a platif =g-q+r.

Diikaz existence q,r. Pro f =0 zfejmé (g = r = 0), déle f # 0.
Necht g = apx" + -+ + aix + ag, an € R*, tj. st(g) = n,
f=bmx™+ -+ bix + by, bm # 0, tj. st(f) = m.
Postupujme indukci vici m.

I. krok: Je-li m < n, pak oznatme g =0, r = f.

Il. krok: Pfedpokladejme, Ze m > n a Ze pro polynomy stupné&
men%iho neZ m ji# bylo dokdzano. Polynom g - a, ! - by, - x™ "
stejny stuperi i vedouci koeficient jako f, proto pro polynom
h=f—g-a;l bm-xm" plati st(h) < m. Z indukéniho
predpokladu existuji p, r € R[x] tak, Ze st(r) < st(g) a plati
h =g - p+ r. Pak dosazenim a lpravou dostaneme
f=g-a,t by - x"""+h=g-(a;l bym-x"""+p)+r.
Stati oznatit g = a1 - by - x™ "+ p.

ma



Véta o déleni polynomi se zbytkem

Vé&ta. Necht R je okruh, f,g € R[x], pFi¢emZ vedouci koeficient
polynomu g # 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jedina dvojice
polynomii q,r € R[x] takovd, Ze st(r) < st(g) a platif =g-q+r.

Diikaz jednozna&nosti q,r. P¥edpokladejme, Ze q,r,q,F € R[x],
pritemz st(r) < st(g) a st(F) < st(g), spliiuji
f=g-g+r=g-q+r.Pakg-(g—q)=r—TF. Vedouci
koeficient polynomu g neni délitel nuly, tedy

st(g) +st(g — q) =st(g - (g — q)) = st(r — 7) <st(g).

Pak tedy st(§ — q) <0, tj. § = q, odkud F = r.




Euklidiv algoritmus v okruhu polynomii nad télesem

Pozndmka. Je-li R je t&leso, je v R[x| vedouci koeficient kazdého
nenulového polynomu jednotkou. Proto pro libovolné nenulové
polynomy f, g € R[x] |ze postupovat podle Euklidova algoritmu

f =g-qo+ro,
g r-qir+n,
rn=r-qz2+nr,

n=nr-q3-+1rs,

fn—2 = rp—1-Qqn+ In,

rn—1 = rp-qns1 +0.

P¥itom st(g) > st(ro) > st(r1) > st(r2) > ..., proto skute¢n& po
nékolika délenich nastane r,11 = 0.



Nejvétsi spole¢ny délitel v okruhu polynomi nad télesem

Véta. Necht R je té&leso. Pak libovolné dva nenulové polynomy
f,g € R[x] maji v R[x] nejvétsi spole¢ny délitel d € R[x], ktery je
moZné spocitat pomoci Euklidova algoritmu (jako posledni
nenulovy zbytek v provadénych délenich) a vyjadfit jej Bezoutovou
rovnosti, tj. existuji a, b € R[x] tak, Zed =a-f+b-g.

[Vé&ta 5.18, str. 83], [Vé&ta 5.20, str. 84]

Definice. Nenulovy polynom se nazyvd normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka. Je-li R téleso, je R[x] obor integrity a plati

(R[x])* = R* = R*. Je tedy kaZdy nenulovy polynom z R[x]
asociovany s pravé jednim normovanym polynomem.

Definice. Necht R je t&leso, f, g € R[x] nenulové polynomy.
Oznalme (f, g) normovany nejvétsi spole¢ny dé&litel polynomil f a g.
O polynomech f a g fekneme, Ze jsou nesoudé&lné, je-li (f,g) = 1.
Vé&ta. Necht R je t&leso, f, g, h € R[x] nenulové polynomy. JestliZe
flg-h asoutasné (f,g) =1, pak f | h. |veasos s ss)



Ireducibilni polynomy

Véta. Necht R je t&leso, f € R[x]. Polynom f je ireducibilni prvek
okruhu R[x], pravé& kdyZ f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
soucin dvou nekonstantnich polynomi z okruhu R[x]. (vee 524, st s5]

Definice. Necht R je okruh, f € R[x] se nazyv4 ireducibilni
polynom nad R, jestlize f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
soutin dvou nekonstantnich polynomi z okruhu R[x].

Varovani. Pozor, rozliSujte pojmy ,ireducibilni polynom nad
okruhem R" a ,ireducibilni prvek okruhu R[x]."

Priklad. Je-li R téleso, jsou ireducibilni polynomy nad R pravé
ireducibilnimi prvky okruhu R[x].

Ptiklad. Konstantni polynom 2 je ireducibilnim prvkem okruhu Z[x],
ale nenf ireducibilnim polynomem nad Z. Polynom 2x je ireducibiln{
polynom nad Z, ale neni ireducibilnim prvkem okruhu Z[x].

Véta. Necht R je t&leso, f, g, h € R[x] polynomy, p¥iemZ f je
ireducibilni nad R. JestliZze f | g - h, pak f |g nebo f | h.



Okruh polynomii nad libovolnym télesem je okruhem
s jednozna&nym rozkladem

V&ta. Necht R je té&leso, f € R[x] nenulovy polynom. Pak existuje
ke€Z, k>0, ae R* a normované ireducibilni polynomy
pis---, Pk € R[x] tak, Ze

f=a-p1- ... - pk.
Tento rozklad je navic jednoznalny aZ na poradi Cinitell.

[V&ta 5.27, str. 86]

Disledek. Jestlize R je té&leso, je R[x| okruh s jednozna&nym
rozkladem.

Poznamka. P¥edchozi disledek lze znaéné zesilit, plati totiz
nasledujici véta:
Vé&ta. Necht R je okruh. Pak okruh polynomii R[x] je okruhem

s jednoznacnym rozkladem, pravé kdyZ okruh R je okruhem
s jednozna¢nym rozkladem. (vew wadime bez dikazu ]

Dusledek. Okruh Z[x] je okruhem s jednozna&nym rozkladem.



Kofen polynomu

Definice. Necht R je okruh, f = a,x" + -+ + a;x + ag € R[x],
c € R. Pak prvek a, - c"+---+a1-c+ ap € R znatime f(c) a
nazyvame hodnota polynomu f v prvku c.
Vé&ta. Necht R je komutativni okruh, f, g € R[x], ¢ € R. Pak plati
> (f +g)(c) =f(c) + g(c),
> (f-g)(c)="f(c)-g(c). veaso s 87

Poznamka. P¥edpoklad o komutativité byl podstatny pro ndsobeni:
jestlize pro a,c € Rplatia-c# c-a, pak pro f = x, g = a je
(f-g)(c) =(x-a)(c) =(ax)(c) =a-c#c-a=f(c)- g(c)
Disledek. Necht R je komutativni okruh, ¢ € R. Pak zobrazeni
a: R[x] = R ur&ené pFedpisem o(f) = f(c) pro kazdé f € R[x]
je homomorfismus okruhd.

Definice. Necht R je okruh, f € R[x], ¢ € R. Rekneme, %e c je
kofenem polynomu f, jestlize f(c) = 0.



Nasobnost kofene polynomu

Véta. Necht R je komutativni okruh, f € R[x], ¢ € R. Pak plati: c
Je koFenem polynomu f, pravé kdyZ (x — c) | f v okruhu R|x].

[Véta 6.5, str. 87]

Definice. Necht R je komutativni okruh, f € R[x], f #0, c € R,
f(c) = 0. P¥irozené &islo k se nazyvd nasobnost kofene ¢
polynomu f, jestlize (x — c)¥ | f a (x — ¢)**1 { f v okruhu R[x].
Kofeny nasobnosti 1 se nazyvaji jednoduché.

Pozndmka. Podminka (x — c)¥ | f znamena, Ze existuje g € R[x]
tak, e (x — c)k - g = f. Protoze (x — c)¥ je normovany polynom
stupné k, plati k + st(g) = st(f). P¥itom g # 0, tedy st(g) > 0,
odkud plyne k < st(f). Proto nenulovy polynom nemiZe byt
délitelny kaZzdou mocninou polynomu x — ¢ a pfedchozi definice
jednoznaéné uréuje nasobnost kazdého kofene libovolného
nenulového polynomu nad komutativnim okruhem.

Priklad. Kvadraticky polynom x? — [1]g € Zg[x] ma &ty¥i
jednoduché koteny [1]g, [—1]s, [3]s, [—3]s-




Pocet kofeni polynomu nad oborem integrity

Véta. Necht R je obor integrity, f € R[x], f # 0. Polynom f ma
nejvyse st(f) kofeni v R, pocitano i s ndsobnosti. PFesnéji: soucet
ndsobnosti viech koFenii polynomu f v R je mensi nebo roven st(f).

Diikaz. Necht c,...,cs jsou riizné kofeny polynomu f v R, necht
ki je nasobnost kotene c;. Pak (x — ¢;)% | f v R[x]. Oznatme K
podilové téleso oboru integrity R, tedy R je podokruhem télesa K.
Pak (x — ¢;))% | f v K[x]. P¥itom x — c1, ..., x — Cs jsou r(izné
normované ireducibilni polynomy v K[x|. RozloZime-li f na sou&in
vedouciho koeficientu f a normovanych ireducibilnich polynomi

v K[x], z jednozna&nosti rozkladu plyne, Ze se mezi nimi polynom
x — ¢j objevi alespofi k;-krat pro kazdé i =1,...,s. Proto

[T_i(x — ci)ki | f. Protoze K je t&leso, plati > 7_; ki < st(f).



Podtélesa

Definice. Necht T je t&leso. Libovolny podokruh R t&lesa T
takovy, Ze pro kazdé a € R, a # 0 plati a~! € R, nazyvdme
podt&lesem t&lesa T. Rikdme téz, 7e T je rozdifenim télesa R.
Anebo také, Zze R C T je rozsitenim téles (v literatufe se hojn&
pouziva zapis: T/R je rozdifenim t&les).

Jinymi slovy: podokruh R télesa T je podtélesem, jestlize R je
téleso.

Ptiklad. Kazdé téleso charakteristiky p # 0 obsahuje podt&leso
izomorfni s Zp.

Vé&ta. Necht R je téleso a T netrividlni okruh. Pak kaZdy
homomorfismus okruhii ¢ : R — T je injektivni.

Diikaz. Necht ¢ : R — T je homomorfismus okruhi, sta&i ukazat,
Ze ker o = {0}. Kdyby n&jaké « € ker ¢ bylo nenulové, existoval by
v R inverzni prvek a=1. Pak by 1 = ¢(1) = p(a-a™ 1) =

= p(a) - p(a~t) =0, a tedy by T byl trividlni okruh, spor.



Podtéleso generované mnoZinou

Véta. Necht | # () je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kaZdé i € |
Jje dano podtéleso R; t&élesa T. Pak (¢, R; je podtéleso télesa T.
Definice. Necht T je t&leso. P¥edchozi v&ta ndm umoziiuje
definovat podtéleso té&lesa T generované mnozinou M C T jako
prinik vSech podtéles tuto mnoZinu obsahujicich. Je to tedy
nejmensi podtéleso télesa T obsahujici M.

Je-li M = RU{ci,...,cn}, kde R je podtéleso télesa T a
C1,...,¢nh € T, pak podtéleso generované mnoZinou
RU{c,...,cn} znatime R(cy,...,cn).

Poznamka. P¥ipomerime, Ze je-li T okruh, R jeho podokruh a
c1,...,¢yh € T, pak podokruh generovany mnoZinou
RU{c,...,cn} znalime R|cy, ..., cy). V situaci z definice maji
tedy smys| oba zédpisy, zfejmé plati R[c1,...,cs] € R(c1,...,cn).



Vektorovy prostor nad télesem R

Definice. Necht R je t&leso, (V/,+) komutativni grupa. Necht pro
kaZzdé r € R a kazdé v € V je definovan prvek r - v € V tak, Ze
pro kazdé ri, rn € R a kazdé vi,v» € V plati
»(n+tn) vi=n-vi+n-v,
»rn-(vitw)=n-vit+n-w,
> (r2-vi)=(n-r) v,
> 1. Vi = v,
pak ¥ikdme, Ze V je vektorovy prostor nad R, prvky télesa R
v této souvislosti nazyvame skalary, prvky grupy V nazyvame
vektory. NeutrdIni prvek grupy V se nazyva nulovy vektor, inverzni

prvek k libovolnému vektoru u v grupé€ V nazyvame opaény vektor
k u a znalime —u.

Pozndamka. P¥ifazeni (r,v) + r - v z definice vektorového prostoru
je zobrazenim R x V — V/, nejde tedy o operaci na mnoZing,
protoZe R a V jsou obecné riizné mnoZziny. P¥esto r - v nazyvame
soucin skaldru r a vektoru v.



Podprostor vektorového prostoru

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem R a W je
podmnozinou V. Rekneme, ze W je podprostor vektorového
prostoru V/, jestlize plati

» W #0,

> pro kazdé u,ve Wijeu+veW,

> pro kazdé re Rakazdé ue Wijer-ue W.

Véta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem R, | neprazdni
mnoZina takova, Ze pro kaZdé i € | je ddn podprostor W;
vektorového prostoru V. Pak priinik (;c; W; v8ech téchto
podoprostorii je opét podprostorem vektorového prostoru V.

Definice. Necht M je podmnoZina vektorového prostoru V nad
télesem R. Pak priinik vSech podprostorli vektorového prostoru V/,
jejichz podmnoZinou je mnoZina M, je podle pfedchozi véty
podprostorem vektorového prostoru V' obsahujicim mnozinu M,;
evidentn& je nejmensi s touto vlastnosti. Tento podprostor
nazyvame podprostor generovany mnozinou M, mnozinu M
nazyvdme mnoZina generatort podokruhu (M).




Linedrni kombinace

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem R a jsou dény
ui,...,ux € V. Rekneme, Ze vektor v € V je linedrni kombinace
vektorll uy, ..., Uy, jestlize existuji skalary ri,...,rx € R tak, Ze

V=mr-up+- -+ rg- .

MnoZinu v8ech linearnich kombinaci vektorli w1, ..., u, budeme
znadit L(uy, ..., ug).

Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem R a jsou dany
ul,...,ux € V. Pak L(u1,. .., ux) je podprostor vektorového
prostoru V' generovany mnozinou {ui,..., ux}.

Vé&ta. Necht V je vektorovy prostor nad télesem R a jsou dany
Ui, ..., U, vi,..., vy € V tak, Ze vi,..., vz € L(ul,...,uk). Pak
L(Vla R Vt) - L(u17 RN Uk)-



Linedrni zavislost a nezdavislost vektoru

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem R a jsou dany
ui,...,ux € V. Rekneme, Ze vektory uy, ..., u, jsou linearné
zavislé nad télesem R, jestliZe existuji skaldry r1, ..., rx € R tak, ze

r]_'U]_+"'+rk'uk:O

a soucasné je alesponi jeden ze skalarli ry, ..., ri nenulovy.

V opacném ptipadé fekneme, Ze vektory uq, ..., ux jsou

linedrné nezavislé nad télesem R.

Pozndmka. Vektory uy, ..., ux jsou tedy linedrné nezdvislé nad

télesem R, pravé kdyz pro kaZzdé skalary r1, ..., rx € R plati
I’1'U1+"'+fk'Uk:0 <—> r1:-~:rk:0.

Pozndamka. PYesné&jsi neZ o vektorech uy, ..., ux by bylo hovofit

o posloupnosti téchto vektorl - néktery vektor se totiz miZe mezi
témito vektory zopakovat. V takovém pf¥ipad€ jde vZdy o linedrné
zavislé vektory. Stejné tak i v situaci, kdy je n&ktery z vektord
nulovy.



Véty o linearni zavislosti a nezavislosti vektorl

Véta. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem R a jsou ddny
up,...,ux € V.
> Je-li k =1, pak vektor uy je linedrné zavisly, pravé kdyz
u; = 0.
> Je-li k > 2, pak vektory uy, ..., ux jsou linedrné zavislé, pravé
kdyz existuje i € {1,..., k} tak, Ze u; je linedrni kombinaci
ostatnich vektort (tj. vektorl uy,...,ui—1, Ujy1,. .., Ug).

Véta (Steinitz). Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem R a jsou

dany u1,..., Uk, v1,..., vy € V, pficemzZ vektory vy, ..., vs jsou
linedrn& nezdvislé a spliiuji vi,...,v¢ € L(ug,..., uk). Pak plati
> < k.
» P¥i vhodném ptelislovani vektorl uy, ..., ux je

Llug, ... uk) = L(vay ooy Ve, Uy, - -y Uk)-



Baze a dimenze vektorového prostoru

Definice. Koneéna posloupnost vy, ..., ux vektorl vektorového
prostoru V nad télesem R se nazyva bazi prostoru V, jestlize

> u1,..., U jsou linedrné nezdvislé,
» V = L(u,...,ux), tj. mnoZina {us,..., ux} generuje
vektorovy prostor V.

Pozndmka. Ze Steinitzovy véty plyne, Ze jsou-li u1, ..., ux a
vi,..., Vs dvé& baze téhoZ prostoru V, pak k = t.
Definice. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem R.
» Je-li V = {0}, pak ¥ikdme, Ze vektorovy prostor V ma
dimenzi nula.
> Jestlize existuje baze uy, ..., ux prostoru V, fekneme, Ze
vektorovy prostor V' ma dimenzi k.

» Jestlize V # {0} a soulasn& neexistuje Z2ddnd baze prostoru
V, Yekneme, Ze vektorovy prostor V' ma dimenzi co.



Stupefi rozsifeni téles
Je-li R podt&lesem télesa T, pak miZeme aditivni grupu (T, +)
chapat jako vektorovy prostor nad télesem R: skaldrnim nasobkem
vektoru t € T skaldrem r € R je soulin r - t pocitany v télese T.
Axiomy vektorového prostoru jsou splnény:
pro kazdé skalary ri,r» € R a kazdé vektory t1,to € T plati

»(n+n)-t=n-t1+nrn-t,
»rn-(hth)=n-t+n-t,
> r-(rn-t1)=(n-n)-t,

» 1t =1,

(v T plati distributivni zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je
jednitka). Mame tedy definovdnu dimenzi dimg T € NU {00},
zfejmé tato dimenze nemfliZe byt nula.

Definice. Necht R C T je roziitenim téles. Jeho stupném [T : R]

rozumime dimenzi vektorového prostoru T nad télesem R, tj.
[T: Rl=dimg T.



7
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Multiplikativnost stupné rozsifen
Véta. Necht R C S, S C T jsou rozsiteni téles. Pak plati
T
[T:S]
[T:R=[T:S]-[S:Rl, S|

[S:R]

R
kde uZivame konvence n- oo = 0o -n = oo pro kaZdé n € NU {oc}.

Diikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrn&
nezavislych prvki nad R, protoZze S C T, jsou tyto prvky v T a
plati [T : R] = 0.

Je-li [T : S] = o0, pro kazdé n € N v T existuje n linedrn&
nezdvislych prvki nad S. Ty jsou linedrn& nezavislé i nad R, a
proto [T : R] = oc.



Necht n=[T :S] €N, m=[S: R] € N. Necht a,...,a, je bdze
T nad S, B1,...,8m baze S nad R. UkdZzeme, Ze a;f3;
(1<i<n1<j<m)jebdzi T nad R. Necht v € T je libovolny.
Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djc;. Existuji tedy

ej € R, ze 6; = >, ;ifj pro kazdé i. Dosazenim

)
iy (ze,-j@-) o= 3" S i)
i=1 \ j=1 i=1 j=1

Tedy a;f; (1 <i<n,1<j< m)jemnoZina generatorii T nad R.

Je-li D77 377 €jj(if3j) pro n&jaké e;; € R nulovy vektor, pak

z linedrni nezdvislosti a4, ..., a, nad S dostaneme, Ze

m v 1z - - 7 V 7 - -
ijl €ijBj = 0 pro kazdé i = 1,...,n a z linedrni nezdvislosti
B1,.-.,Bm nad R dostaneme, Ze ¢;; = 0 pro kazdé i/, ;.

Tedy aif; (1 <i<n1<j<m)jebdze T nad R.



Algebraické a transcendentni prvky
Mé&jme rozsiteni téles R C T a polynom

f=anx"+--+aix+a € R[x].

Pak je také f € T[x], a proto pro kazdé ¢ € T miZeme uvaZovat
hodnotu f(¢) =a,-c"+---+a1-c+ap € T. Pfipomefime, Ze ¢
se nazyva korenem polynomu f, je-li f(c) =0.

Definice. Necht R C T je roziifenim t&les, ¢ € T. Rekneme, e
prvek ¢ je algebraicky nad télesem R, jestlize existuje nenulovy
polynom f € R[x], jehoZ je c kofenem. V opatném ptipadé Fikdme,
ze prvek c je transcendentni nad télesem R.

Poznamka. Je-li ¢ kofenem polynomu f = apx™ 4 --- + a;x + ag € R[x]
stupné n, je a, # 0, a tedy existuje a, ! € R, proto c je také kofenem
normovaného polynomu a>!-f = x"+--- +a-tajx 4+ a,lag € R[x].

Pozndamka. O komplexnim &isle ¢ ¥ikdme, Ze je algebraické (resp.
transcendentni), je-li ¢ algebraické (resp. transcendentnfi) nad
télesem raciondlnich &isel Q.



Minimalni polynom algebraického prvku

Vé&ta. Necht R C T je rozsitenim té&les, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je kofenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x]. Navic plati

1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyZ f | h v R[x],

2. R(c)=R[c] v T,

3. 1,c,¢%,...,c" 1, kde n = stf, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,

4. stuperi rozsiteni [R(c) : R] = stf.

Dikaz. Protoze c je algebraicky prvek nad R, mizZeme mezi viemi
normovanymi polynomy z R[x], jejichZ je ¢ koFenem, zvolit
polynom co mozna nejmendiho stupn& a oznalit jej f. Oznalme
n=stf. Zfejmé& n > 0. Kdyby f = g - h pro n&jaké nekonstantni
polynomy g, h € R[x], tak by bylo moZné je zvolit oba normované
a dostali bychom spor, protoZe stg < n, sth < n a p¥itom ¢ by byl
kofenem alespoii jednoho z nich. Je tedy f ireducibilni.



Zvolme libovolny h € R[x] takovy, Ze h(c) = 0. Vyd&lime-li
polynom h polynomem f se zbytkem, dostaneme polynomy

q,r € R[x| takové, ze h=q - f + r, pficemZ st r < n. Protoze
0=h(c)=q(c)-f(c)+ r(c) =r(c), kdyby r nebyl nulovy
polynom, existoval by v R[x] normovany polynom stupné st r majici
kofen ¢, coz by byl spor s nasi volbou polynomu f. Proto f | hv
R[x]. Protoze opa&na implikace je zfejma, dokazali jsme bod 1.

Je jasné, Ze normovany polynom s kofenem c spliiujici bod 1 je
jediny (kdybychom méli takové polynomy dva, kazdy z nich by délil
toho druhého).

Podle véty o podokruzich generovanych mnoZinou plati, Ze
libovolny prvek oo € R[c] je tvaru ao = h(c) pro n&jaky polynom

h € R[x]. Délenim se zbytkem op&t dostaneme polynomy

q,r € R[x] takové, ze h=q-f + r, pfitemz str < n. Opét

a = h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Proto 1,¢,c?,...,c"1
generuji vektorovy prostor R[c| nad R; kdyby tyto vektory byly
linedrn& zavislé, existoval by v R[x] nenulovy polynom stupn&
mensino neZ n, ktery by mél ¢ za kofen, a to by byl spor. Dokazali
jsme bod 3.



Zbyva ukazat, ze R(c) = R[c], jinymi slovy, Ze R[c]| je téleso.

Vime, Ze libovolny nenulovy prvek o € R[c] je tvaru oo = h(c).
ProtoZe h(c) = a # 0, tak f { h, a protoZe f je ireducibilni, tak
jsou f a h nesoudé&lné. Proto jejich nejvétsi spolecny délitel 1 Ize
vyjadFit Bezoutovou rovnosti, tedy existuji polynomy a, b € R[x]
tak, Ze 1 = a- f + b- h. Dosazenim ¢ odtud dostaneme

1=a(c)-f(c)+ b(c)-h(c)=b(c)-h(c)=b(c)

Je tedy b(c) € R[c] inverzni prvek k prvku a v okruhu R[c].
Dokazali jsme bod 2, diky niZ z bodu 3 plyne bod 4.

Definice. Polynom f € R[x] z pfedchozi véty nazyvame minimalni
polynom algebraického prvku ¢ € T nad R.



(Ne)Fesitelnost geometrickych tloh pravitkem a kruZitkem

Z antiky pochazeji t¥i problémy, jejichZ YeSeni pravitkem a
kruzitkem nebylo zndmo:

» trisekce thlu (rozdélit dany dhel na tfetiny),

» zdvojeni krychle (k dané krychli sestrojit krychli
dvojndsobného objemu, tj. k Gsetce dané délky najit dsecku
V/2-krat del¥),

» kvadratura kruhu (k danému kruhu sestrojit &tverec o stejném
obsahu).

Abychom mohli dokazat, Ze Zadné ¥eSeni téchto uloh neexistuje,
musime pFesné specifikovat, co to znamena ¥esit tlohu pravitkem a
kruzitkem.



P¥edpokladejme, Ze v roviné je zadano kone¢n& mnoho bodi
popisujicich zadani dlohy. Témto bodim budeme Fikat vyznaéné.
Smime sestrojit libovolnou p¥imku prochazejici dvéma vyzna&nymi
body a libovolnou kruZnici, jejimZ stfedem je vyznalny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic &i pfimek miZeme ptidat

k vyznacnym bodlim. Jde o to, jestli po kone¢né& mnoha krocich lze
docilit toho, Ze mezi vyznaénymi body je bod, ktery popisuje feSeni
dané dlohy.

Zavedeme v této roviné soustavu soufadnic, rovinu tedy
ztotoZiiujeme s kartézskym soucinem R x R. Oznaéme Ty
podtéleso télesa R generované x-ovymi a y-ovymi soufadnicemi
v8ech zadanych bodi. Pokud bylo pfiddno celkem n vyznaénych
bodi, definujeme télesa T1,..., T, takto: téleso T; je generovano
télesem T;_; a soufadnicemi i-tého vyzna&ného bodu.

N s

Nasim cilem je dokaZat, Ze rozsiteni téles Ty C T, je konetné a
jeho stupen [T, : To] | 2".



Oznalme [x;, y;] soufadnice i-tého vyzna&ného bodu. Tento bod byl
ziskan jako prisecik sestrojenych p¥imek &i kruznic, rovnice takové
pfimky je tvaru ax + by = c, kde a, b, c € T;_1, rovnice takové
kruznice tvaru (x — m)? + (y — n)? = u, kde m,n,u € T;_1. Proto
[xi, yi] je YeSenim soustavy dvou linedrnich rovnic anebo soustavy
jedné linedrni a jedné kvadratické rovnice s koeficienty v T;_1
(p¥ipad dvou kruZnic vede sice na soustavu dvou kvadratickych
rovnic, jejich ode¢tenim vZak dostaneme rovnici linedrni).

Dosazenim z linearni rovnice do druhé rovnice ziskdme rovnici
linedrni nebo kvadratickou pro jednu ze soutadnic [x;, yi]

s koeficienty v T;_1. Minimalni polynom ziskaného feeni nad
télesem T;_1; ma stupeni 1 nebo 2, druhou ze soutadnic
dopotitame z linedrni rovnice. Proto [T; : Ti—1] < 2.

Z véty o nasobeni stupfit roz&ifeni dostdvame [T, : To] | 2".



Nefesitelnost tlohy zdvojeni krychle

Jsou ddny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat

bod [0, v/2].
Je tedy Top = Q.

ProtoZe x3 — 2 je minimalni polynom &isla v/2 nad Q, plati
[Q(V2): Q] =3.
Jestlize tedy v/2 € T,, pak 3| [T, : Tol. T,

Q(v2)
To=Q

To spolu s odvozenou dé&litelnosti [T, : To] | 2" dava spor 3 | 2".



Nefesitelnost tlohy trisekce thlu

UkdZeme, Ze nemiZeme sestrojit pravitkem a kruZitkem Uthel 3.
Vzhledem k tomu, Ze umime sestrojit thel 3 jako vnit¥ni dhel
rovnostranného trojihelnika, bude to znamenat, Ze nelze rozdélit
na ttetiny libovolny zadany thel.

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat
bod [cos §,sin 5]. Opét mame To = Q.
K nalezeni minimdIniho polynomu &isla cos g vyuZijeme vzorec

cos3a = cos® o — 3cosasin? v = 4 cos3 o — 3 cos av.

Pro a = § dostdvdme, Ze ¢ = 2cos 5 je kofenem polynomu
3 —3x — 1. Tento kubicky polynom nem3 racionalni kofen (41
koFen neni), a tedy je ireducibilni nad Q.

Odtud [Q(cos ) : Q] = 3 a stejn& jako v pFedchozim p¥ipadé
dostdavame spor.



Nefesitelnost tlohy kvadratury kruhu

V tomto pfipadé vyuZijeme toho, Ze 7 je transcendentni &islo
(tento fakt zde nebudeme dokazovat).

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0, 0] a [0, 1]. Kruh
jednotkového polom&ru md obsah 7. Cilem je ziskat bod [0, \/7].
Opét mame Ty = Q.

P¥edpokladejme, Ze \/m € T, pak ™ € T,,.

ProtoZe 7 je transcendentni nad Q, plyne odtud [T, : Q] = oo, coz
je spor s tim, Ze Q C T, je kone¢né rozsi¥eni.



