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Kapitols 1
VEKTOROVE PROSTORY

§ 1. DEFINICE VEKTOROVEHO PROSTORU, PODPROSTORY

Definice : Necht” P je pole, nechf ¥ je aditivni abelovskd grupa a nechi pro
kaZdy prvek p € P a kaidy prvek u €V je definovin prvek p.u € ¥V '
tak, Ze plati :

{i) p.atv) = p.utp,v

(i) (E+g.uw =p.utg,u
= p.lg.u)

(i) (7. q .u

(iv} lam =

Pak V nazyvdme vektorov¥m prostorem nad polem F

Prvky mnofiny ¥ nazyvdme vektory , prvky mnoZiny F nazyvéme skaldry.
Nulovy prvek 2 ¥ nazﬁﬁme nuiovym vektorem a oznafujeme o , opaény prvek
k u € ¥ nazyvime opach¥m vektorem kyektoru u a oznafujeme — @ . '

Prvek p . u nazyvdme soucinem skaldru p s vektorem u

Pozn,a"rr_ika : Vise déﬁnuvan;f soudin skaldru s vektorem je vlasiné specifinim
typem zobrazenf, u sice zobrazenim F x V =¥  kieré nékdy nazgvime vnéfst o-
pc?rac.:f , na rozdfl od (bindrnf) operace na mnoZing. napf. ¥ . cof je zobrazeni

Vx V=V, které se pak nazyvd vnitFni operact

Y definici vektorovéhe prostoru se setkivdme se tfemi vnitfnimi operacemi &
" jednou vnéjdi operact, pfi fem¥ nékteré oznafujeme steinymi symboly (sciténi ve
'V ascitini v P symbolem + . resp. ndsobeniv P a nisobeni skalaru s vektorem

oznadujeme symbolem . } | kdy? nemiZe dojit k nedorozuméni {vzhiedem % to-

mu, #e vektory od skaldrh odlifujeme graficky) | je tfeba si tuto skutefnost debie
uvédomit,

Prlkiad 1.1 © Nechf 5 =(5 + ..} je libovoiné pole, nechf T T § je iibe
volné podpole pole S Pak zfgmé (5 + ] je aditivai abelovska grupa, Ktera je
vektoroyym prostorem nad polem T jestlize soudinem skalaru z T s vektorem '

» § rorumime soudin téchro prvkd v poli §



Takro ize tedy chidpat R jako vekiorovy prostor nad O resp R jako wek-
-torovy prostor nad R (pfi obvyklych operacich séltdni @ nasobeni disell 1 Ldy¥
¥ obou piipadech jde o tuté? mnoZing, totif R uvafovand vekiorové Drostory

jsou zfejmé riizné.

Pfiklad 1.2.: Nechf V = {u} je jednoprvikovd grupa a necht £ je libovolné
oole. Pro kazdé p € F definujme - p.o=a . Pak ¥V je vektorovym pros-
torem pad polem P | ktery hudeme nazvvar nalowvyn vekiorovym prostorem  (nad

polem Py, :

Piiklad 1.3 : . Necht' P je libovolné vole, nechf n i pevné piirozené &sio.

Ozpaime :
; P ={x=ix,, ~ x Nx, €PF i=1 n}
adéi'inujme pro lib, v ={u,, - ,u'n; S ,vn}EF(’”,pEP: Ltvs
=Gyt v u, T )
P.uw=(p,uy, " p,uj

Pak zfejm& w+v €PW p_ w€ L™ alehce se ovéil, fo P™ je vekioroviim pros
torem nad polem P L
Tento pfiklad bude nejdasidji poufivanym pHkladen: vekiorového orostors, zejména
pro P = R . Dalfim zajimavym specielnim pfipadem tohote typu je vekiorov pros

101 ZL"} {(kde p je prvodisle) | ktery md zfeim€ koneény poder prvki

Piiklad 1.4 : Ozname W{x] mnoZinu viech polynomt o neurdité » . 5 redl
nymi keeficienty. Na mnofiné Rix) definujme operaci + jakoZte obyZsiné sfita-
ni polynomti, resp. pro libovolné 5 € R f& Rix] definujeme p. f jakofic oby-
Sejny ndsobek polynomu f redlnym fislem o
Vzhiedem k tEmto operaclm je R {x] vektorevym orostorem nad polsm R
Nulovym vektorem tohoto vekrorového prostoru je pak zfeimé nulovy polynom,

ti. polvnom, jehoZ viechny koeficienty jsou nulové

Piiklad 1.5 - Nechf # e pevné pfirozené Zislo. Oznalfme R, i1x] mnpoZinu
sestdvajici 2 nulového polynomu = dile ze viech polynomi o neurditd x5 redl
nymi kocficienty, stupné < s Operace definujeme steind jeke v pfiklade 1.4,

Putom sc Ichee ovEFi, Ze R [x] je vektorov¥m orostorem nad polem R .
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Veta .1 : Necar V je vekrorovt prostor nod polem P nech!” pg €EF .

uv €V Pak plati :

Lo opg (B S: @lel =Ry

25 Ln-_jq}.ui= p.u—g.u

3. p.u‘én * p=0 nebo u=o
4. (—=1).u = —u

Dakaz: adl: p.(u- V=p, @+ (- +p. v (-p. V=
=p‘-ill+t-ﬂ+ﬂ+[-—pﬂ=p. b+ (—p, ¥)=
=p.u—p.v

ad

g

@-@.u=@ri—g),utq. u*(q, w=
={p+{—q)+q).u+{—q.u‘}=p:_u' q.u
ad3: "= -jei p=0,pak O.u=(0—0),u=
=, u-0,u=0 )
jeli u=o .pak p.o=p.(0 - 0=
=p.G-p.0=0 _ '
"= " : necht’ p,u‘=n~'p¢ﬂ'_Pak u=1,u=
=(p'.p.u=plp.Wm=pt.o=0

add: (~1j.u=(-D.,u=0,u-"1l,z=0—-u=-B ]

Definice : Nechf ¥ je vektorovy prostor nad polem. P - Weprizdnou pod-
mnofinu W mno¥iny ¥ nazyvime vekforovym podprostorem_ - {nebo krétce

podprostorent) vektorového prostoru V  jestliZe plati 3

(iy je-i ww =W pak w+w €W

(i) jei pEP . WEW pak p.w EW

Porniamka ©  lehee se oviti, 7e podminky (1) a (i} Jsou ekvivalentni nésle-

dujici jedine podmince :
(iii) je-i ww EW pg€F pak p.Wryg. wee W

Daile je vidét, Ze je—li_.w'fE W pak - 1) .w=-wEW a w-w= nE W

Tedy kaZdy podprosior W. vektorového 'prrf)storu V-l oyl (vzhledem k ape-

raci + ) podgrupou V' a musi mj vidycky obsahoval nulovy vekior © yeKIOrs

vého prostoru ¥



Véta 1.2 .  Kaidy vektorovy podprostor W vektorového prostory V neu

poiem P je sdm vektorovym prosiorem nad polem P

[Dikaz: zpfedchozi pozndmky plyne, e W je aditwm abelovskd grupa,
z definice podprostoru pak vyplyvd, Ze je definovdno ndsobeni skaldru z F s vekto-
rem z W pfi cemz axiomy (i) — (iv) z definice vektorového prostoru jsou zfejmés

aplnény. |

Piiklad 1.6 : Necht V je libovolny vekiorovy prostor nad polem F . Pak
fejmé W =1  resp. W= {D} jsou vZdy podprostory ve V. T}’tﬂ. podprostory
buden.e nazyvat trividlnimi, kdeZto viechny ostatni podprostory V' budeme nazy-

vat netrividlnimi podprostory.

Piiklad 1.7 : Necht" (u,,u,,us) je pevny vektor prostoru R’ Pak napf,
W= {r.(nuuz) Ir € R} je podprostorem vektorového prostoru R

Je vidér, Ze v R existuje nekoneéné mnohe riznych podprostort

Pfiklad 1.8 : MnoZina W = -ff{x} ER[x]If(x) = ﬂ--x}} e podprosiorem
vektorového prostoru R[x] . kdeZto napf mno¥ina M = { ¥? +ar + Alekr s RJ

podprostorem R x| nenf (nehot napf. nulovy vektor nepardi do M)

Véta 1.3 ¢ Nechr V je vekrorovy prostor nad polems P necht § % 3 i
néfakd mdexovd mnoZing a necht” W, i €1 fe podprosior ve T

Pak - M W, fe podprostor V

(=)

D6 kaz- mnozina {1 W, je zfeim® neprizdnd. protoie o € W | ore kaz-
=S :

dé i€l stedy nE ﬁw=! _
p=r
Dile necht” ww € () W pepf .Pak ww' S W, pro kafde €7 atedy podle
= . ;
- definice podprostoru w + w' € W resp p, w e W, pre kafdé 1€/ Tedy

w+w‘,p,wEf—\iw:.].
=

Livédomme si. Fe indexovd mnoZing /e libovolnd (neprdzdnd) s Zo tedy orinik

podprostort uvaZujeme pre libovolny, Xoneény & nekonedny . pofel podproston.

Necht” M == ¢ je podmpoZing vektorovéhe prostore Vo ttzn obeené. nikoliv

padprostor). Pak existuje podprostor W prostoru V| obsahujicd mnoZine M (ne-

F

pi. prostor ¥ sdm mé tuto viastnost}  Podle predchozi &ty priinik W = ( W 2

bt A

B

T TR LT



viech takovychto podprostor(i je podprostorem ve ¥ ZFejmé je to neimendi pod-
prostor ve ¥ (vzhledem k mnoZinové inklusi) , obsahujici mnoZFinu M | Podpros-
tor W pak nazyvime podprostorem, generovanym mnoZinou—M- Prvky mnoZiny M

nazyvime genergtory podprostoru W

Definice : Nechf W, #, jsou podprostory vektorového prostoru V Pak

souctem podprostorti W, W, nazyvame mnofinu (W, + W,) definovanou :
Wy + W, :{“’1 twylw, EW, W, EW, }

Nasledujici véta uka¥e, 7e soufet dvou podprostori je op&t podprostorem dané-

ho vektorového prostoru a navic poda nazornou charakterizaci souctu.

Véta 1.4 1 Necht” W, W, [sou podprostory vektorového prostoru V. ned po-
fem P Pak: W, + W, je podprostorem ve V , ktery je roven podprostoru. generc-

vanému mnoZinouw (W, U Wy} .

[Ddkaz: a) nejprve dokdfeme. Ze W, + W, je podprostorem ve V.
Ale o E W, W, ,1zn. c=o+o0E W, + W, Tedy W, + W, +¢.
Nechi' dile ww € W, + W, pEF. j’otnm existujl vektory w;,w) € W, |
w, Wi € W, tak, Zeplati: w=w, +w, W =w; +w; . Pak ale:
w + w ={wy; Fwy )+ iw) Fwh)=(w; Fwl)+H(wgt wy)E W, + Wy resp
D W=D W, +Wy)=p. W, +D.W; EW, + W, atedy W, + W, jepod
prostorem ve ¥ i

b) musime dokazat mROZINOYOU TOVNOST *
W, + W, =01U, (U jepodprostor ¥ & U, D W, U W,;)

Ale W, CT W, + W,  ponvadf prolib. w, €W, je w, =w; +o& W, ~ W,
Analogicky W, C W, + W, ,tzn. W, U W, C W, + W, Podle"a} je viak
W, + W, podprostorem ve ¥ tedy je L ‘”IU! (v, je_ podprostor ¥ & U =
Wy g Wﬁ] C W, + W, . Naopak. necht” w € W, + W, . Pak existuji vektory
w, EW, wy, €W, tak. fc w=w, +w, Alezfeimé w, w, €W, J W, un

Wy . Wy €U, Kkde U. e libovolny podprostor ve V. s viastnostp U, = W, U W,



T,

Pak ale w=w, +w, € U, . tzn. -W, + Wy C ﬂUI_ (U, je podprostor V a
H[ 2 W, U W,). Dohromady plati tedy dokazovand rovnost.] :

Soudet dvou podprostord Je 'I';r.i_y nejmen$im
podprostorem, obsahujicim mnoZinové srjeu:l_nﬂceni
tichto podprostoni. Je tfeba mit na ﬁaméti, Je
soucet podprostonl obecné nent roven _';éji.ch mnoZi-
nuvému sjednoceni. Ddle je tfeba si uvédt‘:;mit, e
vvjadTent vektoru w € W, + W; ve tvaru w=
=w, *w, ;w, €W, ;w, €W, obecné neni
idnoznaéné. Oboji ukdieme na na’.slcduﬂcim pii-

Kladé.

Pilklad 1.9 : Ve vektorovém prostoru R® mé&jme dény dva podprostory

Wi = {(x. 5.0 1x.x; ER |,

Wy = {&.002) 1y, ER Y .
Zicimé plati : W, + W, = R® addie W, U W, = {(u,up.t63) |1;,u5.u5 ER 2
u, =0 nebo u3=ﬂ}'._- ' e
Jo tedy vidét, Ze W, U W, i W, + W, .

Vyjadfeni vektoru w & W, + W, ve tvaru w=w, +w, ,w; EW, , wy €W, e

ni v Lomio pripadé _jednozna.ﬁné..nﬁbm:" napf.; (3,1,1) € W, + W, , pfi fem7 :
(3.1 = (1,1,0) + (2,0,1) = (4.1,0) + (-1,0,]) .
Poznimka - = pojem souétu dvou podprostort Ize obvyklym zpilisobem rozsifit
na libovolny i:_nnéénir pﬁﬁei podprosior, tzn. jsou-li W, W, . WE podprostory

ve V. pak

W, o W, bk W= {w, bW F ot w w, EW, Q= 1,2;",k}

N

e ——— T, W
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S

pii femZ soufet W, + W, + = + W_ je zfeimé opét podprostorem ve ¥ a sice

podprostorem, generovanym mnoZinou W; U W, U~ U W,

Definice : Necht W, W, = W, (k> 2 pfirozené fisio} jsou podprosto-

ry vektorového prostoru ¥ nad polem P. Soulet W, + W, + - + W, nazyvime

pitmpm soudtem podprostorie W, W, . W, aoznalujeme W, + W, + W,

jestlize plati :

w‘_ ki ek 2 PR w1+1+ e = io} Lpre IS h2k
Iestlize cely vektorovy prostor ¥ e pfimy¥m soudtem dvou podproston, tzn,

V= W, + W,  pak fikime. e W, a W, jsou komplementirnimi podprostory
ve ¥

7 definice vyplyvi, 7e soudet dvou podprostorit je pfimy, prave. kdyZ jejick pri-

nik je roven nulovému podprostoru -{-‘.}} Nasledujici v&ta uddva jinou charakreriza-

¢i pfimého soudtu,
i B s b -x
Véta 1.5 ; Necht” W, W, ~ W, (k= 2 pFirozené cisloy jsou podprostory

vektorového prostoru V- nechi W =W, + Wy +  + W, Pak soufet W je pii’

my pravé kdv? libovolny vektor w € W Ize jedinym zptisobem vyjddfir ve mvaru

w=w, W, +"'+w;,th Wl e ™ il

[Dikaz: 2 pfedpoklideime, Z¢ soucer W je piimy 2 %e plati
WS W, +"'+wkﬂw’, 4+ o+ w kde w,w, £ W
A T ] M

Pak -0 ={w, - wi) % =~ +{w, - W} catedy w_ - w}=(w’1 - W)t

T oow W bR W R (w, W}
Odsud je vid3t, Ze {w, W} EW, AW, =+ W, +W_  +~+W3={o}
Tedy. w, =W, pro f = _i'~2_ -k a vyjad¥eni je jednoznacné.

b) naopak, pFedpoklidejme. Fe vyde uvedené vyjadrent lib
veklory w S W je jednoznaZné, Necht x € W, N (W, + — + W E 'l'*.lfiﬂ"i--'-ir 35,

wn K= w, too+w,  tw., o+t otw, . kde wre W Pak ale
f—=1 i+l X ¥ i X



0=w, + = tw ' +(-x)t Wi b

&

a jelikoz o = aFg 0 , Z jednoznacnosti vyiddfeni plyne. #e¢ x = o

To vsak znamend, 7e souet W je pfimy.)

. o
Pfiklad 1.10 : Podprostory W, = { (x,5.0) | x.y € R}a W, = {r_m,z.z_nzraﬁ b

isou komplementdrnimi podprostory v R®)  tzn. jejich soudet je plimy z je roven

R Na druhé strané, podprostory W, a W; z pHkladu 19. nejsou komplemeatdr-

nimi podprostory v R -(jejich soudet je sice roven ‘R ale nent viuk PAmY;

- TR N
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§ 2. LINEARNI ZAVISLOST VEKTORU. BAZE. DIMENZE

Definice : Nechf ¥ je vektorovy prostor nad polem P . nech? u;. " . u,

je koneénd posloupnost vektora z V. Rekneme, 7o vektor u je linedrm kombina-

u, (nebo krétce linedrni kombinaci vek-

¢ - ’ a - &
ci koneéné posloupnosti vektoru uy, ™, U,

tori ul'1 , u, ) jestlife existuji skalary py. 7. 2, € P takové-Fe -

U= .0 +"""+pk..llk,.

Muosinu viech vektorfi z ¥, které jsou linedrnimi kombinacemi danych vektoru

By uk. . budeme oznafovat symbolem £ (u,, . u,) Tedy -

§
Liu,~ ,u)={u€¥|u je lincamni kombinaci vektord u,. . u, [

Pozndmka : nulovy vektor o je zfeimé lineimni kombinacl kaZd¢ konecné

posloupnosti vektora (stad totif poloFit p, = =p, = 01 Dile je tfeba s uve-

domit. ¥¢ ve vi§e uvazované konedndé posioupnosti vektord m, . .o, nemusi
vystupovat navzijem mizné vektory. fzn. ma7e se stdt, Ze u = u, pro 1=

Véta 2.1 . Necht” V je vektorovy grostor nad polem F . necht w,. -

L TR ¥V Jedi u, €Liwy, M) EF 1. - & . pak plarf

Ltwy veam) & fw . o, %)

[DGkaz podle pledpokladu je u =n, . v,

1.~ ,r Nechf w& Lu,, - n) Pakje w=gq,

T= 1,
dosazeni dostdvdme © w =g, {p,, . ¥y F T tp VT Gl « ¥ T

B 'r}r.: 'v.'r} =k = _19-1_, & 3 *'-fr.r}”}- W T fq!,ﬁ'“ - -1-'|:'z‘r--plrs’.I T ‘I.r =

ELiv,, = v) |

- -~ i g " 1.; ] @ B
Véta 2.2 - Necht w,. 7.y, fe tonednd posloupnost vekrori wekiorovéhs
prostore V. Pk Ltu, o ow ) je podprostorem ve Vo ktert fe ruven podpros-

roru generovansmu muoIinog ., uk} :
[Ddkaz. pronidst tvizen je Ziejmid. nebof jist€ je Liw, = 0 1F 0

u, . tesp’ nasobek linedmi

a soudet dvou linedrnich kombinacl vektord oy, = . u,
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kombinace vektort u,, | u, skaldrem z £ jsou opét linedrmi kombinas’ vek
torL: wy s Tedy Dy, oo - u, ) je podprostorem ve ¥V a zhyvi dokdzat

. MOOFINOVoU rovnost
Liwg.~ .a,1= 1N U, (U, e podprostor ¥ a U D> _{ul."'_uk} )

Ale mnoiina na pravé atmm: i€ pmprmmrem v absahuﬁmn: vektory Up, .ou,

i)

tzn obsahuje také libovolnou linedrni koml:-rnac: tEchte \rekt-:}fu Tedy ]E

Liu, ~ a1 AU, (U Jepodpmsmr Ve g, ::t{uI , k}}

Ndﬂpdk Lim, - bode podpmsmrcm V . obsahujicim vektory u, - a

7n musi pak platit f'l U, (U; e podprostor VU g up i C
Ling . u, | | |

OhE dokdzané mkluze pak dohremady dévaji Zddanou rovnost.]

Definice -+ Nechf ¥ je wvektorovy prostor nad polem P necht’ n..w

3

1e konednd posloupnost vektori z ¥ - Rekneme. fe tato posiounnost je inedrnd
zdvisld. |estliZe exsstuji skaliry p,, ~ p, € Pz nich¥ alespor jeden je mizny oa

nualy. takove, 7e -

Pi oty ¥ +p u =0
V opadném pfipad® nazyvime posloupnost vektor u,. u, iincAmé nezdwision”

Poznamka - a) presné uam S0 !mearm zavislost & nezdwislost vlastnosim:
kune&'né_puslﬂupnmn vckloru, V zaimu srmr:ne_lsihc v}qadmvénsf pudems » dal&im
fikat rovn€E linedrad zdvisid vektory™  resp “linedrné nezdvislé vekcrory”

ki polem linedrni nezdvislosti je zfeymE negaci pojmu linedmi

.

zdvistosti Explicitné wyjadfenc to znamend 1ote

konegnd posloupnost vekrori w, . -, w, e linedmé nézdvisld, jestlize
pl-u’.‘l.....-;-_pk‘.u‘k_x:.u_p;?}?wp__i.:v';p*:ﬂ
Vars 2.3 MNecht™ V. ;e:_w.fkn_}.rq'pf.lf_ progror nad polem P nech v, u,

je kimecni-posloupnost vektoni'z - ¥ Pak plati

1

R ————— L L



N

ary  priok = 1 jsou vektory u; . .o U linedrné zdvisid <« existuje
i1 =0 S k) ek e vektor u, Je linedrni kombinaci zbvvajicich vektori
fg vektord u,, * .u S, T )

by pFi k=1 je vekror u, linedrné zdvisly < u, = o

(Dikaz. ad a)
" =T": nechf uw,, .0, Jsou lincirné zavislé vektory Pak existuji skalﬁry
py,. - . p,EP k. e py . wy ¥ Urp L9 T0, pii dem7 alespofl jeden z
téchto skaldrd je nenulovy. Necht napf. p, # 0 . Pak ale existuje v poli F pr-
vek p;! a po tupravé dostévime -
Prp o By o, :I.pk -y

u___=—,u;‘ Y - NI | P : P;"ﬁ.-_._. sy "l

a tady vektor u, j¢ linedrni kombinaci zbyvaifeich vektor

- at

=7 mecht u, =g, .4, it 1 SFPRREE | P - S e B P

q € P Po piepsani odtud dostdvdme

rr

PR ST e -1, H g, JU, YT T oo

aprotofe -1 =0 vpeli P jsou podle definice vektory u,. * . m_ linedrné

zivislé
ad hi -

Vekto: u, & linedmé zavisly & existuje p =0 p. 3. oeu =0 podic vEnv-1 1]

Pozndmia - ¢ tfeba st uvidomil. Ze pro & = 2 pfedchozi véta pouze za
iisfule exmstenei vektoru. ktery lze vyjddfir jake linedrni Kombimac zhyvajicich vek-
tomi Nelze tedy obecné tyrdit, Fe kaZdy z vektord u,, . m, $€ dé wyadmt ja
ke linedrni kombinace hyvajicich Napfik}ad vektorv wu, = (0.1} w; =il.0).
uy = (0, 1) jsou linedmé zavislé v R . nebof” uy =0, 1wy + - . m P

tom je ale vidft, #e vektor g, nelze vyiadiit 1ako linedrni kombinac: », 12 u:
Disledek :  Nechf ¥ ge vektorovy prostor nad poiem £ necht”

RTEE Wys: ™ willy
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je koneéné posloupnost vektort z ¥ Pak platf

1 obsahuje-li posloupnost (1) nulovy vektor. pak je linedrn& zdvisld
9 obsahuje-li posloupnost (1) dva 5tfl:jne‘- vektory, pak je linedmé zdvisld
3. je-li ndjakd posloypnost vybrand z (1) linedr# zdvisl4, pak je i (1) linedrnZ
zavisla
4. jedi (1) linedrné nczdvisld, -pak kaZd4 posloupnost vy;br'fmé z (1) je lincdrné
nezdvisld. |
[Dd kaz: viechna tvizeni disledku plynou pfimo z definice Ilin'e:fgﬁi shvisiosii,

resp. z predchozi véty.]

Vita 2.4 : (Steinitzova v&ta o vyméné) - Nechl' V fe vektorovy prostor sad po-
lem P nechi u;, SRS I R ¥V Necht” u,, ~ .u, jsou linedrné nezdvisié
anech u, €L(v;, " ,¥).pro i= 1, .r Pak plati =

. r=3

2. pFi vhodném precisiovini vektorit v,. " ,v_ fe

¥l
5

Livy, ™ :vs}=L{u1 WY

¥ rJ:-l‘ ’

[D&kaz: provedeme marematickon indukci vzhiedem k r
Nechf r =1 Pak je'jistE r <1 . Z pfedpokladu u,; € Live, = v) plyne. e lze
psdt: uy, =py .Vt TP LY ka.iﬁ. pEF Dﬁle, podie pi’adpokl-adu ie vekior
u, linedrné nezdvisly, tzn. podle vity 2.3 je u, # o Pak ale aspoft Jeden.ze ska-
Mrd p, (1 <i<s) musi byt nenulovy. Piedisiujme vektory v;. " .V, tak 7e bu-

de p, +0 Potom
vEptey g ) e ) LY,

tzn. vy € L{n, vy, o v} JelikoZ trividlnim zpdsobem plati - v, - _¥,_E
ELilugvgy ) pak podle vfty 2.0 je L(vy, . v ) € L{w vy, =)
‘Dokaime nyni opafnon inkiuzi - podle pfedpokladu je viak B, € Liv,, = v @
N N g3 LTI T, plati trividin Tedy op&t podle vity 2.1, dostdvime

TA{ITI PR, o i i 'vL_J Dohrommady- pak plati rovnost . Liv,, o ¥ T

= Lin,v,. o v ) Tedy, obé Sisti tvrzeni very isme dokdzali pro r= |

Ty

g g LT TP PR
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Pfedpoklddejme déle, Z& v&tx platl pro viechna p‘i’-imzenﬁ r:ler<r-1 ado

kafme ji pro r Ale vektory u;, " . u_, jsou linedrné nezdvislé (podle piedchozi-
u, jsou linedrng n‘ezﬁvislé) , tzn. podle in-

ho disledku, nebof vektnry Wy, "y 'ur i3
Ly, e Llw. o vys

dukénfho pfedpokladu, pfi vhodném pfedislovini vektort v,

L 72 {1 TR S, SRl v’} _ Podle pfedpokladu véty jé viak u_ € L(v,, =~ .v) , tzn

lze pak psdt

ur#'ﬁ'1 « ¥y +Hv+-ﬂ!-—1°ur—i 'I‘Pr.'ﬁ"'"_""p'.\'t :

Odsud viak dostavime, Je pfedeviim < s a dile, Ze alespofi jeden 7 prvki p,, -

je rhzny od nuly (jinak spor s tim, fe wu;. . u, jsou linedrné nezavisié) -

tak. Ze p, # 0 . Potom viak -

.
Pre&islujme wektory TR
‘l‘ “ - -|‘l v

PO T R . -2 . -
1"'rr pr ‘P.!- - My : P__ pir-—t*ur—l.i-pr' ¥ pr"ﬁﬁ-!"' ek

T F:E i 'I_I:I‘ 1 V,
un. v, € Lu,, ~, M . Triviflnfm zplisobem op¥t pi‘aﬁ?'ﬂa Ty, ow .

Yerrr - ¥ E L{u,y, =, U,.v..

., v,). Tedy dostévéme :

L{\rl s s “r_,.) =Liuy, . u,_y ?V;.'- iy ﬂ-} CL(mg, ™, W ¥ W}.) §

Inkluse L{n,, ~ . uyv,, "~ ¥JCLv, "~ ¥} je viak tavialn! ‘s wyuZitim pied-

pokladu vty , tzf gohromady pak dostavime Zddanou vovnost -

Definice - Konedn4 posioupnost vektorin u,. - - &, vektorového prosions ¥

nad pdlém P se aazyva bdzf prostory ¥ jestlife

(i}’ w, = w_ isou linedrné nczawslé
| .

i) w,. v, u, jsou gencramr},r pmsmm V.,izn ¥F=L{u, " .,e)

e mnice e neFkd o tom. kolik bazi il dany vektorovy prostor.
0.0 L (00,1}, tesp. (1.1,T}, (01,1}, (0,0,1} isou avé rizaé bé-

Je Jeay viddt, ¥e obecnd nemié dand vektorovy prostor jedinon ba-

Poznam: -
~apf 00

w OLOSLOTL Rl“

7i Nan' KL ﬁ'my DProstar R3 ma zmjme ﬂekanecne mnoho ndzi. MiZe ze ale te-.

xé st Fe vekrorovy nrmtm neind Zddnou pazi, jakc 16 tome v piipadé vektorovéha
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prodtoru R[x] viech polynromd neurdité x . s redinymi koeticienty (jesttiZe hg.r
“totif konednd posbupnost polynomd €, - _f_ byla bazi Rx}. pak by se kai-
dy polynom dal napsat jako linedmni kombirace f,, ~ . f, . coZ vk zfejmé neni

mozné). Rovaiz mulony vektorovy prostor ¥ = {0} nema bazi.

Definjce : - Rekneme. fe konednd posloupnost vekton u,. =, u, vektoro-
vého prostore ¥ je muaximdnf linedmé nezdvislou posloupnosti vektord ve ¥

jestiife

(i} posloupnost uy, . W je linedmé nezdvisld.

(i) pro lihovolné w € ¥ je posloupnost uy, . u, W linedrn@ zdvisld.

Véta 2.5 - Konednd posloupnost vektord u,, " . u, vektorového prostoru ¥
nad polem P je bdzi prostor: ¥ prave kdyZ w,. . u, je maximdlni linedrné ne-

tdvislou posioupnost! vekiort ve ¥
: g :

(Ddkaz: ab nécht" e ,. u; je bazi prostoru ¥ Pak jsou vektory
u,. . u, linedm? nezdvislé a pro libovolné w € V' je wE L(u,. ™, 0, ). jak
plyne z definice bize Podle vty 2.3. jsou pak vektory u,, — . u W linedrnf zd
visié ' '
b} naopak. netht u,, = ;u, jo maximdini linedrm® nezdvisld
posloupnost vektoni ve ¥V Pak wy, v ,w, jsuu. linedm& nezdvisié. Necht” w € ¥
je libovolny vektor. Pak podle pfedpokladu jsou u,. . 0, W linedmd zdvislé, tzn.

existuji prvky oy, . p,.p EP 1k ie alespofi jeden z nich je nenulovy a plati
pr.W to+p . u +p W0 .

‘ale p #0 (jinak spof s linedmi nezdvisiostf vektori u,” . ) . uzn, existuje p’

" & plati : ggieegThpn Al e s plp, . u, ;cof znamend, Fe- wEL (0, ~ w )
Tim jsme dokdzali inklusi ¥ € L(u,, = u ) . ProtoZe vak opalnid inkluse je tri-
“idlnd. plati rovnost = ¥ = L{u,. 7. u,) ] ' '

Viti 2.6 = Nechi™ V je vekobowy prostor nud polgrh P mecht” By, . %,

je baze prostoru V . Pak plati -

e
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1. jeli vy, ,v_ bdzi ¥V pak m=n
2. fsouw-li wy, ", iv! generdtory prostoru V. pak z nich ize vybrat hazi.
3. kafdou konednou posioupnost linedrné nezdvislych vektori z V lze do-

plnit na bazt V

(D1 k_a z: ad 1: aplikujeme-li dvakrat Steinitzovu vetu, dostavime n < m
amen. Tedy m=n.
ad 2 - podle pfedpokladu vity mé prostor V bazi, tzn. ¥ ne-
ni nulovym prostorem.
Necht” ny_nf wy, . w_ jsou generdtory prostoru ¥ Pak alespof: jeder: 2 nick je
mizny od o a zfejmé je lze piedislovat tak. Zé¢ w,. =  w, jsou linedrmé nezdvisié

2 Wy, " W.W, jsou linefrn& zdvislé pro j >{  Pak pro j >i je w, € Liw,, ~W,

i

a ufitim v&ty 2.1. dosidvidme {(nebot” w,. ~ , w,ELfw,, ", W, trividing} :
VeLiw,,~,w)CLiw,~ w)CV, tn, musi platit rovnost & dostdvime
Vo= Lilwy, o) Ty wg s oy, ¢ baze V.

ad 3 ; plyne ihned ze Steinitzovy vély a z véty 2.5.]

Poznimka : pfedchozi véta mj. fikd, fe mé-li vektorovy prostor bdzi, pak visch-

ny jeho bdze maji siejny pocet vektort,

Véta 2.7 :  Nechf u,.~ ,u_ je bdze vektorového prostor ¥ nad polem 2,

necht® w je libovolni vekior z V _ Pak w _lze vyjadfit ve ivaru .
w=p, . W+ +tp .u , pEF I €i%sn

pfi dem? toto vyjddienf je jednoznacné

[D#i kaz: zdefinice baze plyne, Ze vektor w lze yyiadrit v avedeném wem

DokaZme, Ze takovéto vyjddien! je prave jedno. Nechf tedy -
";" AL ER +pn v 11'" Fily WMy T qf_- v Hr: "'i‘:l‘."'ql'er*Ijl

Pak odeftenim 2 dpravou dostdvime :

(pl f?}}*u.i + “+{-pn_qn}-*ﬁn=ﬂ'
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Vektory @, " u_ jsou viak linedmé nezavislé, tzn. musi byt p, - g, = 0, ne-

boli p =g, pro I = | s 1

Definice - Necht ¥ je vektorovy prostor nad polem P Pak :
(i) jedi ¥ nulovym vektorovym prostorem, tzn. ¥ ={o} fikdme. 7e ma
dimenzi nula ; '
(i) existujeldi bdze wuy, -, u_ prostorn ¥ fikdme, Z¢ ¥V ma dimenzi. #
(i ) jei V= {0}- a neﬁui—h 34dnou bézi, fikdme, e ma dimenzi nekoﬁe&'nu.
Pieme pak : dim ¥ =0, resp. dini ¥ =n  resp. dim ¥ == '
Vektorové prostory (i) a {ii} nazyvéme konernddimenziondini _ yektorové prostory

(iii) nazyvime nekonecnéimenziondlni,

Piiklad 2.1 -V prostoru P je zfejmd posloupnost vektord : u, = {1.0.7,00.
w, = (01,00, , 8, =(0.-0,1) baz, coZ znamena, 7e dimP™ =n  Specielnd

tedy dimR® =3  dimK® =5  dimZ =4 . atd.

Piiklad 2.2 :  Vektorovy prostor R[x] nemd bdzi a pfi tom zieim& Rlx]#

=" fu} Ctzn, dimR|[x] =%

Pfiklad 2.3 : V prostoru R [x] je bdzi napf. posloupnost £, =1 Ay =z

£, =u?, v L =x" Totedy znamend. ze dimR [x]=n+1

P¥iklad 2.4 - a) uvafujemc-li K jako vekmravir prostor nad K {viz pfiklad .
1.1) . pak napt. 1 je jeho bazi, tzn. dimK =1 .
by  uvarujeme-li viak K jako vel torovy pmst-m nad R _ pak
napf 1Jj je jehe bizi, tzn. dim K = 2
U\'rédenimg si, e v téchto pfipadech sice symbol K znafi stejnou mnoZinu. ale dva
rizné vektﬁ:mvé prostory  {jednou nad K . podruhé nad R} Aby nedodle ¥ nedo-

rozuméni, musime v t¥chto situacich nvafovany vektorovy prostor vidy fidné popsat

UMLUVA . Viude v daisim se hudeme zabyvat pouze konenédimenziona]ni-
mi vektorovymi prostory Rekneme-li tedy, Ze V' Je vektorovy prosior nad polem
P bude 1o automaticky znamenat, Ze ¥ oje koneénédimenziondlni vektorovy pros-

tor nad P izn, budio nulovy postor ncbo prostor, v nemz existuje baze

Vita 2.8 - Nechf V je vektorovy prostor nad polem P necht W jé pod-

prostor ve ¥V Pak plati,

e Ty S ————— | ST
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. dimW < dimV ;

> dimW=dim¥F+=K=1F.

[Dhikaz: jeli F={ o} nebo W = {o} . pak celd véta ziejmé plati. Necht’
tedy je dim ¥ =n # 0. necht’ v,. — v, e bize V anecht” W # {u} ’

ad 1: jsouwli w,, — .w_ linedm¢ nezdvislé vektory z W, pak jist?® 1aké

w,. . w EV=L(v," . v ) a podle Steinitzovy véty je 7 =n Necht” r je

nejvétdi pirozené slo s touto vlastnosti. Pak je zicimé W = Liw,, — ., W}, tzn,

dimW=r<n=dimV .
4d 2 ¢ necht dim W = dim V = n . Pak existuji linedrné nezdvislé vektory

w

w_EW takové. Fe Liw,. = .w_) =W _Podle Steinitzovy véty pak plati

Livy. = v y=Lw,. "~ .w) . nebodi W= F Tim jsme dokazali jednu implika-

d, pii fem¥ druhd implikace je zfejme trividlni.]

Vi 2.9« Necht” W, . W, jsou podprostory vektorového prostoru V nad

nolem P
Pak plati ;
dim (W, + Wy) +dim (W, 0 W,)=dimW, + dim I, .

[Dikaz: jelijedenz podprostorti nulovy, pak tvrzeni véty zieimé plati.

Piedpoklddejme tedy, Ze dimW, =r # 0 . dimW, =5+ H}

Prinik W, 0 W, je podprostorem ve ¥ . tedy budje W, NW; = {0} nebo existu-

je hize W, M-W,, tzn linedrne nezdvislé vektory w,, ™. w S vlastnosti W, N W,=
=L ey W]

Podle véty 2.6, (3.dst) existuii vektory wu_ .~ u €W, tak, fe Wy, . W, .

: H - o . i - ann
u,,,. " ow je bize W, .resp. vektory v, ... v € W, tak, Ie w,, " . W,

©.v, je bize W, (vpfipadé W, NW; = {0} poloiime ziejmé t=0)

‘r 1
]

Nyni uki7eme. Ze vektory
12] wl'-d‘wf 'u!“"l'-“ "uf"rrf'-s"l' I

o 7
wvofi bazi W, + W,

1) ukaseme linearni nezdvislost vektord (2} Necht
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2 .p-"l"l-'- +pr’wr+prﬂ"ul‘+l+ +pr'ur+qﬁl“'r‘l+ +q:'v&=0‘
Oznalme w=p, . w, + ~“+p W +p_ U, *"+p .u.

Pak ale je w=—q_ .V, — " —q,.v, €W, NW, apodle vty 2.7. dosts-

vime (protofe vektory w,. —, w_.u_ . ., Jsou linedrn nezdvislé) -
Py = =g 5
[hrs:?di'm-:di tyto hodnoty do (3), _d.D:";tiiﬂimE ) "
Wyt rpLw el 'f#l % +q:" Wy

Odtud véak z linedrni nezdvislosti t¥chto vektorii dostivime -

Py =--~=p'=q“l ::---:qs':ﬂ-_

o

Tedy vektory (2)- jsou linedm& nezdvisié,

B vektory (2) patf zfejimE do W, + W, , tzn.je Liw,, ™~ , %, =~ W

A o ST Na-::-pak,'necht" xeEW, + W,  tzn é:;ismjf vektory x, €

i

€ W, . x, €W, takové, Ie

X=X, X

Ale r.fejm§ X, EL(wy, ™ W, 7,0 CLifwy, M O Lot SR 6 r
a analogicky pro x, . Tedy x =x, + X, € L(w,, oS S T LG, (I
Ctzne W+ Wy CL0w, L WA AR, B AE) dohromady dostévime .
CFOVNOSE. t

Dok4zali jsme tedy. %e vektory (2) tvofL bizi W, + W, cof znamend, 7e
dim(W, + Wyd=r+s -t | | | |
. Pak ale : dim (W, + W,) + dim (W, N lﬂj =(r+s- i+ t=p+s=dimw, +
+dim W, | | |

Poznamenejme. Ze pfedchozi vty nelze pfimo zobecnit pro & podprostort

(k > 2) daného vekiorového prostoru, jak plyne z nisledujicthe pFkladu.



- 23 -

Priklad 2.5 - Ve vektorovém prostoru R® jsou W,={ (KLOIKIER}
W, = {(m.0n)lmn € R} .W; = {(0,r.5)lrs € R} dvoudimenziondlnim podpros-
tory Zfejméje W, + W, + Wy = R®  resp. W, NW; 0 Wy= {o} Pak tedy
dim (W, + W, + Wy)+dim(W; NW; N W) =3 ale dim W, + dim W, +

+dimH-I3 =6

- = - ar - 'd - 5
Pro piimé soudty se viak v jistém smysiu podobné tvrzeni dé vyslovit i pro

vice ne? dva podprostory, jak ukazuje ndsledujici véta.

Véts 2.10 1 Necht” W, W, = W, {k=1) pou podprostory veklorového
prostoru  V nad polem P | nechi soudel podprostord W, W,, — . W, fe pfimy
Pak plati :

dim(w, L Wy, + -+ W) =dimW, +dimW; + = +dimW,

[Dakaz: provedeme matematickou indukef vzhiedem ke & Pre k=2
tvrzeni véty plyne z véty 2.9. a z definice pfiméhe souttu, Necht tedy tvrzeni
plati pro viechns pfirozend k' : 2 <k’ <k - 1 Pakale: dim (W, + W, +-+W =
= dim (W, + (W, + = + W) =dim W, + dim (W, oo i) =dimW, - dim Wy
+ dim W, -

Pozndmka © 7 ofedchozi véty plyne jednoduchd konstrukee bize pAmého soud-
_tu podprostori Stali 1oti¥ vedle sebe vypsat bize yiech uvaZovanych podprostorh
které bdzi maji {tzn, isou nenulove) a tyto vektory pak dohromady tvofi bdzi prime-

ho soudtu téchte podprostorh,



