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1 Zakladni vlastnosti operaci

Priklad 1.1: Rozhodnéte, zda dany grupoid je pologrupa, zda obsahuje (levy, pravy) neutrélni prvek, zda je
to grupa a zda je operace komutativni.

1) Cel4 ¢isla s operact séiténi.

2) Redlnd cisla s operaci nasobeni.

)
3) Cela cisla s operaci odecitdni.
)

4) Prfirozend ¢isla s operaci nejvétsi spoleény délitel.

Priklad 1.2: Pro dané mnoziny matic typu 2 krat 2 nad redlnymi ¢isly rozhodnéte zda je scitani, resp.
nasobeni, matic operaci na této mnoziné. Pokud se jednd o operaci, zjistéte, zda je operace asociativni ¢i

komutativni, zda obsahuje neutrdlni prvek a zda se jedna o grupu.
1) Mnozina vSech matic nad celymi ¢isly.

2) Mnozina vSech matic nad racionalnimi ¢isly.
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3) Mnozina vSech reguldrnich matic nad raciondlnimi ¢isly.
) Mnozina vSech matic s nulou v levém dolnim rohu a s jednickami na diagonéle.

5) Mnozina vSech reguldrnich matic nad celymi ¢isly.

Piiklad 1.3: Pro mnozinu X zna¢ime P(X) mnozinu v8ech podmnozin mnoziny X. Pro nésledujici operace
urcete, zda grupoid P(X) je pologrupou, zda je operace komutativn{ a zda existuje neutralni prvek.

1) Prunik.

2) Sjednoceni.
3) Mnozinovy rozdil. (Y\Z ={z €Y |z & Z})
4) Symetricky rozdil. (Y +Z =(Y\Z2)U(Z\Y))

Piiklad 1.4: Urcete, zda operace na t¥iprvkové mnoziné {a, b, c} dand tabulkou je komutativni, asociativni a
zda ma neutralni prvek.
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Priklad 1.5: Prvek e pologrupy (G, -) se nazyvé idempotent, jestlize e-e = e. Ukazte, ze kazd4d grupa obsahuje
pravé jeden idempotent.



Piiklad 1.6: Pro mnozinu X ozna¢me R(X) mnozinu vSech relaci na X, tj. R(X) = {p C X x X}. Na R(X)
definujeme operaci o takto:

poo={(z,y) € X x X | (3z € X)((z,2) €0 A(2y) € p)} -

Dokazte, ze (R(X), o) je monoid.
Vime, ze specidlnim piipadem relaci jsou zobrazeni, pro které je operace o skladani zobrazeni. Ozna¢me
T(X) mnozinu vSech transformaci mnoziny X (zobrazeni z X do X), tj.

T(X) ={f € R(X) | (ve € X)(Bly € X)((z,y) € f)} .

Rozhodnéte, zda je (T'(X), o) monoid.
Podobné znac¢ime PT(X) mnozinu vSech parcidlnich transformaci na X, tj.

PT(X) = {f € R(X) | (Va,y,2 € X)(((z,y) € fA(2,2) € f) = y=2)} .

(Vsimnéme si, ze T(X) C PT(X) a ze prazdnd relace patif do PT(X).)

Rozhodnéte, zda je (PT(X), o) monoid. Rozhodnéte, zda je (T'(X),0) nebo (PT(X),0) grupa.

V obou piipadech T'(X) i PT(X) se mé smysl omezit na injektivni ¢i surjektivni transformace. Které z nich
tvoif monoidy a které grupy?

(Pozor: odpovédi se mohou lisit v piipadech kdy X je jednoprvkovd, resp. koneénd, resp. nekonecénd.)

Piiklad 1.7: Doplite nésledujici tabulku operace na tiiprvkové mnoziné tak, aby vysledny grupoid byl polo-
grupou.

Priklad 1.8: Nasledujici tabulku je mozno jedinym zpusobem doplnit na tabulku operace - v pologrupé (S, -),
kde S = {a,b,c,d,e, f}.
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1. Urcete, kterému prvku z mnoziny S se rovnd d - b, resp. a - €, v pologrupé (S, -).
2. *Urcete vSechny idempotenty.

3. *Vypiste vSechny pravé neutralni prvky.

4. *Urcete vSechny podmnoziny G C S takové, ze (G, ) je grupa.

5. Lze puvodni tabulku doplnit tak, aby byla operace - v grupoidu (5, -) komutativni?
Piiklad 1.9*: V monoidech T'(X) a PT(X) z piikladu 1.6. uréete pocet viech idempotentt (def. v pi. 1.5.)

Piiklad 1.10*: 'V monoidu matic (Mat2(Q), ) typu 2 krat 2 nad raciondlnimi ¢isly s operaci ndsobeni matic
ur¢ete v8echny idempotenty. Pro kazdy idempotent e urcéete nejvétsi moznou podmnozinu M., kterd spoleéné s
operaci - tvori grupu s neutralnim prvkem e.

Popiste M, v T(X) z piikladu 1.6.



2 Pojem grupa
Piiklad 2.1: Rozhodnéte, zda dany grupoid (G, o) je grupa.
1) G je mnozina nenulovych raciondlnich ¢isel a operace o je dédna piedpisem x oy = |x - y|.

2) G je interval (0,1) a operace o je ddna piedpisem x oy = z +y — [z + y|, kde [2] znadi celou ¢dst z ¢isla
z, tj. nejvetsi celé ¢islo mensi nebo rovno z.

3) G je mnozina celych ¢isel a operace o je ddna predpisem z oy = z + (—1)%y.

4) G =R xR —{(0,0)} je mnozina vsech dvojic redlnych &isel z nichz aspon jedno je nenulové, a operace o
je ddna predpisem (z,y) o (u,v) = (zu — yv, Tv + Yu).

5) G je mnozina usporadanych dvojic redlnych ¢isel, pficemz prvnf z nich neni 0, a operace o je ddna predpisem
(@,y) o (u,v) = (zu, zv +y).

6) G je mnozina komplexnich éfsel, jejichz redlnd i imagindrni ¢dst je celociselnd, a operace o je scitani
komplexnich ¢isel.

7) G =R je mnozina vSech redlnych ¢isel a operace o je dédna vztahem

xoy:{_xy’ r<0.y<0 pro z,y € R.

[zyl,  jinak

8) G = {(a,b) € R xR | a? +b? = 1} a operace o je ddna piedpisem (a,b) o (c,d) = (ad + be, bd — ac) pro

9) G = {(a,b) € Rx R | a®+b? > 1} a operace o je ddna piedpisem (a,b) o (c,d) = (ad + be, bd — ac) pro

(a7 )7 (C7 d) E G'
10) G = {(a,b) € Z x Z | a®> — 5b> = 1} a operace o je dana piedpisem (a,b) o (a’,b') = (aa’ + 5bb', ab’ + a'b)
pro (a,b), (a',V') € G.

Priiklad 2.2:
1) Dokazte, ze v libovolné grupé plati tzv. zdkony o krdceni

(Va,b,c) (ab=ac = b=c) A (Va,b,c) (ba=ca = b=c).

2)* Dokazte, ze konetnd pologrupa, v které plati zékony o krécent, je grupa.
3) Udejte priklad nekoneéné pologrupy, kterd neni grupou, ale plati v ni zdkony o kraceni.

4) Udejte priklad tiiprvkového grupoidu, ktery neni grupou, ale plati v ném zdkony o kraceni. Ukazte, Ze
grupoid neni pologrupou.

5) Udejte piiklad pétiprvkového grupoidu s neutrdlnim prvkem, ktery neni grupou, ale plati v ném zdkony
o kréaceni. Ukazte, ze grupoid neni pologrupou.

Priiklad 2.3: Urcete, kolik je dvouprvkovych, resp. tiiprvkovych, resp. ¢tyfprvkovych grup.

Priklad 2.4: Dokazte, ze v konetné grupé o sudém poctu prvku existuje prvek, ktery je inverzni k sobé
samému a neni to neutralni prvek.

Piiklad 2.5: Doplite tabulku operace * tak, aby vznikla grupa ({a,b, ¢}, *):
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Piiklad 2.6: Necht (G,0) je grupa a a néjaky jeji pevné zvoleny prvek. Dokazte, ze potom (G,0) je také
grupa, kde operace [J je definovana predpisem g[Jh =goao h.

Priiklad 2.7*: Dokazte, ze grupy jsou pravé ty pologrupy, pro néz plati:
(Va,b) (3z,y) (ax =b, ya=D>) .

Priklad 2.8*: Dokazte, ze v kazdé konetné pologrupé existuje idempotent.

Priklad 2.9*: Urcete vSechny dvouprvkové pologrupy (az na izomorfismus, tj. pfejmenovani prvku).

3 Grupa Permutaci

Piiklad 3.1: Necht
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3) Spoctéte s, s

4) Uréete inverznf prvky s=1, ¢t=1 u~%

5) Spoctéte permutace (5120 0t73)1T 0?3 a (=2 0 5)134 o 4.
)

6) Permutace s,t,u rozlozte na soucin transpozic a urcete jejich paritu.

Piiklad 3.2: Napiste permutace f = (2,3,4,5)0(1,3,6,8) a g =(1,4,6) 0 (2,7,4,8,3) o (1,5) jako sou¢in 10
transpozic.

Piiklad 3.3: Dokazte Ze permutace (s3 o t=17)18 0 510 je sud4 permutace pro libovolné permutace s,t € Sg.
Piiklad 3.4: Rozhodnéte, zda existuje permutace s € Sy takovd, ze so (1,2,3) = (1,2) o s.

Piiklad 3.5: Urcete viechny permutace a z grupy Sg takové, ze a® = (1,2,3)(4,5,6). Podobné urcete b takové,
7e b* = (1,2,3,4,5,6,7), c takové, ze ¢® = (1,2,3,4)(5,6,7,8), d takové, ze d*> = (1,2, 3,4)(5,6,7,8) a e takové,
7e €2 = (1,2,3,4) .

Priklad 3.6: Urcete viechny permutace f z grupy Sg takové, ze f3 = (1,2)(3,4)(5,6).

Piiklad 3.7: Urcete, pro kterd piirozend éisla n € N existuje permutace s € Sg takovd, ze so(1,2,3,4,5)0s =
(1,2)™. Pro tato n popiste vSechny takové permutace s.

Piiklad 3.8: Jestlize a je cyklus délky n, pak o = id pravé kdyz n déli k. Pokud n nedéli k pak je a*
soucinem d nezdvislych cykli délky %, kde d je nejveétsi spolecny délitel n a k.
Priklad 3.9*:

1) Ukazte, ze libovolnou permutaci v S,, 1ze rozlozit na souéin transpozic tvaru (1,14).

2) Ukazte, ze libovolnou sudou permutaci v S,, 1ze rozlozit na soucin cyklu tvaru (1,2,14).



Priklad 3.10*: Ukazte, Ze libovolnou permutaci v S,, 1ze rozlozit na soucin cyklu (1,2) a (1,2,...,n).

Piiklad 3.11*: Urcete nasledujici grupy symetrii (jako podmnoziny S,,, pro vhodné n, nebo alespori urcete
pocty prvka).

1) D3 grupa symetrii rovnostranného trojihelnika,

2) D4 grupa symetrii ¢tverce,

4

)
)
3) D, grupa symetrif pravidelného n-thelniku (urcete alesponn pocet prvku),
) grupa symetrii pravidelného ¢tyfsténu.

)

*

5) * grupa symetrii krychle.

Piiklad 3.12*: Urcete, které prvky a € S,, lze psat ve tvaru b?c? pro vhodné b,c € S,,.

4 Grupy zbytkovych trid

Piiklad 4.1: Spoctete 1) 45 v Zis,  2) (17 m V Zigi,  3) (49955 V Zaze,  4) [49]5os Vv Zoos,  5)
[125] 1506 v Z1296-

Piiklad 4.2: Spoctete 1) 28 + 1] .4 v Zooryq,  2) [2F — 1]

1 2 -1
22k 41 22k 4] A\ Z22k+1, 3) [m —m + 1]m3—1 v

Dons 1.

Priklad 4.3: Urcete kolik prvkia méa grupa (Z., ) pro nésledujici n a popiste jeji multiplikativn{ tabulku.
)n=5 2)n=73)n=_8.

Piiklad 4.4: Urcete kolik prvku maji grupy (Z),-) pro nésledujici n:
1)n=24, 2)n=306 3)n=>5225

Priklad 4.5: Ukazte, Ze pro libovolné n > 2 je ¢(n) sudé éislo.
Priklad 4.6: Urcete vSechna pfirozend ¢isla m, pro kterd plati p(m) = 18.
Priklad 4.7*: Urcete vSechna piirozend ¢isla n takové, ze p(n) | n.

Piiklad 4.8: Urcete zbytek po déleni danych ¢isel (il’slem517. » .
1) 204350 4450 2) 540 4 640 + 740 1 840 3) 4% 4557, 4) 13187 41510

Piiklad 4.9: Urcete zbytek po déleni ¢isla a?’ 3" &islem 44, pro a = 8,9,10,11.
Piiklad 4.10: Ukazte, ze &islo 260 + 730 je délitelné éislem 13.

Priiklad 4.11: Urcete posledni dvé cifry ¢isla 1515,

Piiklad 4.12: Urcete poslednf tii cifry éfsla 1515

Piiklad 4.13: Urcete posledn{ dvé cifry éfsla 133",

Piiklad 4.14*: Dokazte, ze pro libovolné n € N je ¢islo 22" 1 3 ¢islo slozené.



Piiklad 4.15*: Dokazte Cinskou zbytkovou vétu: Nechf je déno k € N a k-tice mq,--- ,my po dvou ne-

soudélnych prirozenych ¢isel. Pak pro libovolnou k-tici ¢y, --- , ¢ pfirozenych ¢isel existuje x € N takové, ze
x = ¢;(modm;) pro i = 1,..., k. Navic je toto  uréeno jednoznaéné modmy - - - - - my; presnéji, véechna tato
¢isla davaji stejny zbytek po déleni ¢islem myq - - - - - my.

5 Rad prvku
Priklad 5.1: Urcete tdd permutace (1,2,4,5) o (3,7,8) o (6,9) resp. (1,2,4,5,3,6,7,9) 0 (3,7,8) 0 (6,2,9).
Priiklad 5.2: Urcete nejvétsi k € N takové, ze v grupé Sig existuje prvek fadu k.

Priklad 5.3: Naleznéte néjaké k € N takové, ze v grupé S;5 existuje prvek fadu k, ale v grupé Sq14 prvek fadu
k neexistuje.

Piiklad 5.4: Urcete ad prvku [k}, v (Zn, +).
Piiklad 5.5: Urcete ady vsech prvku v (Z%,-) pron =17,8,12,13.

Priklad 5.6: Urcete rady prvku [2]17 a [13]17 v (Z75, ).

Priklad 5.7: V GL3(Zs3) (grupa reguldrnich matic nad Zs) urcete faddy prvka <; (1)> a (1 ;)

6 Podgrupy

Priklad 6.1: Ukazte, ze podmnozina kladnych redlnych ¢isel, resp. kladnych racionélnich ¢isel, resp. Q(\/g) =
{a+bV3]|a,becQa®+b>>0} je podgrupa grupy (R*,-).

Piiklad 6.2: Ukazte, ze mnozina sudych permutaci tvori podgrupu grupy S,, pro libovolné n € N.
Piiklad 6.3: Popiste viechny podgrupy grupy (Zig, +)-

Piiklad 6.4: Popiste viechny podgrupy grupy (Z, +).

Priklad 6.5: Popiste viechny podgrupy grupy (Z,,+).

Piiklad 6.6: Popiste vSechny podgrupy grupy Ss, respektive grupy Ay.

Priklad 6.7*: Popiste vSechny podgrupy grupy symetrii I,, (alespon pro n = 3,4).

Piiklad 6.8: Urcete podgrupu Sg generovanou mnozinou X:
={(4,5,2,1) 0 (4,6,3,1,5,2),(4,5,2,1) 0 (4,5,6) 0 (2,1,3)},
={(1,5,8)0(1,4,2,5) 0 (1,5,2),(1,2,6,4,8,5) 0 (1,4,6,2)},

= {(1,2)(3,4),(2,3)(4,5)}.

(
(1,
={(1,8,2,3,5)0(1,2,6,7,8), (4,7,6,2) 0 (2,4,8)},
(1,
= {(2,4,6),(4,7,2),(3,2,4)}.

Piiklad 6.9*: Urcete podgrupu S,, generovanou mnozinou {(1,2),(1,2,3,...,n)}.



Piiklad 6.10: V (Z +) uréete podgrupu generovanou mnozinou {8, 30}.
Piiklad 6.11: 'V (Zg, +) urcete podgrupu generovanou mnozinou {[6]eo, [15]60 }-

Piiklad 6.12: Necht je dédna grupa reguldrnich matic 2 x 2 nad Zr

6La@) = { (7 ) Iz € Zovov =y £ 007
s operaci ndsobeni. Urcete pocet prvku grupy (GLz2(Z7),-). V grupé (GLLa(Z7), ) uréete podgrupu generovanou
prvkem [1]7 [2]7 )
[0z 1]z

iklad 6.13: V GL2(Zz) (grupa reguldrnich matic fddu 2 nad Zs) urcete podgrupu generovanou mnozinou

vx={(3 D}
2 x={(0 o) (0 1)}
) (0 1)}

Podobné v GLy(Z3) uréete podgrupu generovanou mnozinou

)G ey

Piiklad 6.14: V grupé (R, +), resp. (R*,), urcete podgrupu generovanou prvkem +/2.

Pi
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Priklad 6.15: V grupé (C*,-) urcete podgrupu generovanou prvkem g +1i g
Priklad 6.16*: Urcete viechny koneéné podgrupy grupy (R*,-), resp. (C*,-).

Piiklad 6.17: V grupé z pifkladu 2.1-3 uréete podgrupu generovanou mnozinou prvku a) {3}, b) {6}, ¢)

{3,7}.

Piiklad 6.18*: Urcete vSechny podgrupy grupy z prikladu 2.1-3.

Piiklad 6.19: Nechf je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Dokaite, Ze
(HUK) ={aiby...apnb, |n € N,a; € H,b; € K}.

Piiklad 6.20*: Ukazte, ze libovolnd podgrupa grupy S,, kterd neni podgrupou grupy A,, obsahuje pravé
polovinu sudych permutaci a mé tudiz sudy pocet prvki.
7 Homomorfismy a izomorfismy grup

Priklad 7.1: Dokazte, ze (Z5,-) je izomorfni s (Zg,+) a (Zg ,-) je izomorfni s (Za, +) x (Z2,+). (Ukazte, ze
predpis f([a]e) = [3]% definuje izomorfismus f : (Zg,+) — (Z%,+).)



Piiklad 7.2: U kazdého z nésledujicich predpist (kde a,b € Z, p, ¢ € Z\{0}) rozhodnéte zda zad4dva zobrazeni.
Pokud ano, rozhodnéte, zda se jednd o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup.

o, (Za,+) X (Z3,+) = (Z12,+)
a(([a]4, [b]3)) = [6a + 4b]12
a(([als, [bl3)) = [a — bla2
B:(25,-) x (Zs,+) = (Zs,+)
B(([a]s, [b]s)) = [b1*!]5
7:(Q\{0},-) = (Q@\ {0},)
v(p/9) = a/p
0 : (Zys,+) = (Zs,+) x (Z3, +)
6([al15) = (lals, [a]3)

€: (Zs,+) = (A4, 0)
e([a]s ): (1,2,4)0(1,3,2)% 0 (1,4,2)
€([als) = (1,2)(3,4) o (1,2, 3)¢

Piiklad 7.3: U homomorfismu z prikladu 7.2 urcete jadro a obraz homomorfismu.

Piiklad 7.4: Dokazte, ze predpis f([a]20) = (1,2,3,4,5)* definuje homomorfismus f : (Z2g,+) — (S7,0).
Urcete jeho jadro a obraz.

Piiklad 7.5: Necht f: G — H je izomorfismus grup. UkaZte, 7Ze fddy prvki a a f(a) jsou stejné. Co lze fici
o tddech prvku a a f(a) v piipadé, ze f : G — H je (injektivni) homomorfismus.

Priklad 7.6: Popiste vSechny homomorfismy z grupy (Zs, +) do grupy (Ay, o).

Priklad 7.7: Popiste vSechny injektivni homomorfismy z grupy (Zs, +) X (Z2, +) do grupy (Ag, o), respektive
(847 O).

Piiklad 7.8: Pro libovolnou grupu (G,-) oznatme Aut(G) = {f : G — G | f izomorfismus} mnozinu vSech
automorfismu grupy G a End(G) = {f : G — G | f homomorfismus} mnozinu vSech endomorfismu grupy G.
Ukazte, ze (End(G),0), kde o je sklddéni zobrazeni, je monoid a Aut(G) je podmnozina invertibilnich prvku,
tj. (Aut(G), o) je grupa.

Priklad 7.9: Popiste vSechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z, +). Uréete ¢emu je izomorfni monoid
End(Z) a grupa Aut(Z).

Piiklad 7.10: Popiste véechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z,, +). Urcete ¢emu je izomorfni monoid
End(Z,) a grupa Aut(Z,).

Priklad 7.11*: Popiste viechny homomorfismy z grupy (Z,,+) do grupy (Zg,+).

Piiklad 7.12: Dokaite, 7ze zobrazeni f : G — G definované piedpisem f(x) = x~! je izomorfismus prave
tehdy, kdyz grupa G je komutativni.

Priiklad 7.13: Dokazte, ze pro libovolné grupy G a H jsou grupy G x H a H x G izomorfni.



Piiklad 7.14: Uvazme grupu (G, ) matic typu 3 krdt 3 nad Z, které jsou v hornim trojihelnikovém tvaru
s jednickami na hlavni diagonale, tj.

1
G= 0
0

O = Q

b
c|labeceZy
1

kde - je ndsoben{ matic. Definujme nyn{ zobrazeni f : (G,-) — (Z,+), které matici

b

OO =
O = Q

c

1

pritadi ¢islo @ — ¢. Dokazte, ze zobrazeni f je homomorfismus grup.

Priklad 7.15*: Necht X = {1,...,n}. Ukazte, ze grupa (P(X),=+) z piikladu 1.3-4 je izomorfni grupé Z3.
(Z% je soucin n kopif grupy Z,.)

Piiklad 7.16*: Necht (G,-) je grupa.

i) Dokazte, ze pro libovolny prvek a € G je zobrazeni p, automorfismus grupy G, kde p, : G — G je
definovano vztahem p,(x) = axa~!. (Hovoifme o vnitinich automorfismech.)

ii) Ukazte, ze mnozina vSech vnitinich automorfismu Inn(G) = {p, | a € G} je podgrupa grupy (Aut(G), o).

iii) Dokazte, ze zobrazeni p : G — Aut(G) dané predpisem p(a) = p, je homomorfismus grup.

Priklad 7.17*:
i) Ukazte, ze libovolny automorfismu grupy S,, zachovdva paritu permutace.
ii) Dokazte, ze pro n > 2 je grupa Inn(S,,) izomorfn{ grupé S,,.
iii) Dokazte, ze Aut(S,) = S,, pro n = 3,4,5.
Piiklad 7.18: Bud « homomorfismus grupy (Zso,+) do grupy (Zsg,+) definovany ptedpisem «([a]3o)

[6a]20. Dale necht 3 je homomorfismus grupy (Zag, +) do grupy (Ss, o) dany predpisem B([b]2o) = (1,2, 3,4,5)°.
Urcete jddra homomorfismu «, 8 a (o a.

Priklad 7.19: U ndsledujicich predpisu (kde a,b € Z, s € Sg) rozhodnéte zda zadévéji zobrazeni. Pokud ano,
rozhodnéte, zda se jedna o homomorfismus ¢i dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

1) a:(Za,+) x (Zs, +) = (Z10, +), a(([al2; [b]5)) = [a + bl10; B:(Se,0) — (567 o), B(s) = (1,2) o s o (1, )
) o (Za,+) % (257 +) = (Z1o, +), a(([a]2, [b]5)) = [5a + 2b]10; B (Se,0) — (567 o), B(s) =

3) a: (Zay+) = (C*,), a([a]s) =% B:(Z 7+) (Z3,+), Bla) = UGH3
) a (Z5a+) ( )’ a([a] ) a7 B ( ’+) (ZQ’ )’ /B(a) = HGHQ

Priklad 7.20: U ndsledujicich piedpisu (kde p,q € Z, ¢ # 0 # p) rozhodnéte zda zadavaji zobrazeni. Pokud
ano, rozhodnéte, zda se jedna o homomorﬁsmus ¢ dokonce izomorfismus grup. Odpovédi zduvodnéte!

1) a: (@) > (@), a(2) = &
2) B:(Q%) = (Q), B(E) = (-1)¥
3) ’V:(Q*")_)(Q*v ) ( ) (

8 Normalni podgrupy

Piiklad 8.1: Pro libovolné n € N je A,, normalni podgrupa grupy S,. Dokazte.



Piiklad 8.2: Popiste véechny normdlni podgrupy grup (S3, o) a (A4, o). (Povsimnéte si, ze existuje normdln{
podgrupa N grupy H — normalni podgurpy grupy (A4, o) — kterd neni normdlni podgrupou (Ay,o).)
Piiklad 8.3: Oznaéme nasledujici podgrupy grupy (Sg,0): G ={f € Sg | f sudd} a H ={f € G| f(3) = 3},
tj. H C G C Sg. Rozdodnéte zda

a) H je normélni podgrupa grupy (G, o);

b) H je normdlni podgrupa grupy (Sg, o);

¢) G je normélni podgrupa grupy (Sg, o).

Odpovedi zduvodnéte!

Piiklad 8.4*: Nechf n € N, n > 4. Dokazte, Ze A,, nem4 vlastni normdlni podgrupy a Ze je to jedina netrivialni
normalni podgrupa S,,.

Priklad 8.5: Uvazme grupu (GL3(Q), ) reguldrnich matic dva krat dva nad raciondlnimi ¢isly. Bud' dale G,
H a N nésledujici mnoziny matic:

a b X _ffa O N _ffa O "
G_{<0 1> |laeQ ,be@}, H_{<0 b> |a,beQ }, N_{(O a) |la€eQ }
Urcete, zda se jedna o normélni podgrupy.
Piiklad 8.6: Bud dana ndsledujici grupa (G,-) matic ve specidlnim tvaru s operaci nasobeni matic a jeji
podgrupa H:
G=4(% Yyjacerperl, H={(" O acer.
0 c 0 c
Dokazte, ze H je podgrupa grupy (G, -). Rozhodnéte, zda H je normalni podgrupa (G, -). Odpovéd zdivodnéte!
Priiklad 8.7: V piikladech 6.13, 6.14., 6.15 a 6.17 urcete normalni podgrupu generovanou danou mnozinou.
Priiklad 8.8": Které podgrupy z piikladu 6. 18 jsou normalni?
Piiklad 8.9*: Dokazte, ze Inn(G) v 7.16-ii) je normdlni podgrupa.

Piiklad 8.10: Bud ddna grupa (G, o) nekonstantnich afinnich zobrazeni redlnych ¢isel
G={f:R—=R| f(z) = ax + b, pro vhodnd a € R*,b € R}
s operaci sklddani zobrazeni o. Uvazme v této grupé dvé podgrupy:
T={f:R—=R| f(z)=azx,a € R},
S={f:R=>R| f(z)=24+0bbeR}.
Kterd z nich je normdln{ podgrupou grupy (G, o)? Popiste u obou pravy i levy rozklad.

Piiklad 8.11: PopiSte pravé a levé rozklady grupy Ss podle vSech podgrup.

Piiklad 8.12: Popiste levy rozklad grupy (A4, o) sudych permutaci na mnoziné {1,2, 3,4} podle podgrupy
generované permutaci (2,1,4).

Priklad 8.13: Urcete pocet levych tiid grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy H = {(m,n) ; 6| (m —2n)}.

Piiklad 8.14: Necht koneénd grupa (G, -) md sudy pocet prvkiu 2n a H je jeji n prvkovéa podgrupa. Dokazte,
ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).
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9 Faktorizace grup

Priiklad 9.1: Urcete faktorgrupu z piikladu 8.10.

Piiklad 9.2: Faktorizujte grupu Z podgrupou kZ = {ka | a € Z}.

Piiklad 9.3: Faktorizujte grupu Z,, podgrupou kZ, = {kz | z € Z,,} = {[kz]. | z € Z}, kde k déli n.

Piiklad 9.4: Urcete, ¢emu je izomorfni faktorgrupa reguldrnich matic nad redlnymi ¢isly podle podgrupy
matic jejichz determinant je roven 1. (GL,,(R)/SL,(R) =7?)

G:{@ ?) |5€{17—1},a€Z}

spolecné s operaci ndsobeni matic tvoii grupu (G, -). Ozna¢me

{3 3 v

podmnozinu G. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy G. Popiste rozklad G/H, tj. charakterizujte kdy dve

a 6/ /

matice (6 a ) nalezi do stejné ti{dy rozkladu. Urcete pocet t¥id rozkladu G/H. Urcete, které grupé

Priklad 9.5: Vime, ze mnozina

0 1 0 1
(K, ) je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni o : G — K pro néz
dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Piiklad 9.6: Uvazme mnoziny redlnych éisel G = {15757 | p,q € Z} a H = {3" | r € Z} a operaci - (ndsobeni
redlnych ¢isel). Ziejmeé (G, -) je grupa.
1. Ukazte, ze H je normélni podgrupa grupy (G, -).

2. Pro p,P,q,q € Z dopliite podminku (---) tak, aby platilo:
15757 a 15757 nalezf do stejné tiidy rozkladu G/H < ---

3. Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Reste stejné zadan{ pro mnozinu Hy = {45" | r € Z} a Hy = {25727° | r,s € Z}.

Piiklad 9.7: Uvazme mnoziny redlnych ¢isel G = {2P3%5" | p,q,r € Z} a H = {20” | € Z} a operaci -
(ndsobenf{ redlnych ¢fsel). Ziejme (G, -) je grupa.

1. Ukazte, ze H je norméln{ podgrupa grupy (G,-).
2. Pro p,P,q,q € Z dopliite podminku (---) tak, aby platilo:
15257 a 15757 nalezf do stejné tiidy rozkladu G/H < ...

3. Urcete, které grupé je izomorfn{ faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K, -) a definujte vhodné zobrazeni
a: G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Reste stejné zadani pro mnozinu H = {8%15Y | x,y € Z}.

Pfiklad 9.8: Faktorizujte aditivn{ grupu komplexnich ¢isel podgrupou vsech redlnych ¢isel. ((C,+)/R 227)
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Piiklad 9.9: Necht je ddna grupa matic

G:{(z g) |a,ce@*,be<@}

s operaci nasobeni. Dokazte, ze podgrupa

a 0
H—{(b c) a,b,cEQ,a,c>0}

Piiklad 9.10: Uvazujme normélni podgrupu grupy (G, +) = (Z,+) x (Z,+) definovanou takto:

je normalni a urcete faktorgrupu.

(a) : H={(a,b) € ZxZ;5| a,2| b},

(b) : H = {(a,b) € Z x Z;7 | 2a + 3b},

Urcete, které grupé je izomorfni faktorgrupa G/H, tj. popiste grupu (K,-) a definujte vhodné zobrazeni « :
G — K, pro néz dokazte, ze « je surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je H.

Piiklad 9.11*: 'V prikladu 8.2 jsme spocitali jednu netrividlni normélni podgrupu v Sy resp. A4, ozna¢me ji
V4. Spoctete piislusné faktorgrupy. (Ss/Vy =7, A4 /V, 27)

Priklad 9.12*: Dokazte, ze az na izomorfismus existuji pouze dvé 2p prvkové grupy a popiste je. (Zde p je
prvocislo.)

Priiklad 9.13*: Urcete faktorgrupu z pitkladu 8.5.

10 Koneéné komutativni grupy, Centrum grupy, Sylowské podgrupy

Priklad 10.1: Urcete vSechny (aZ na izomorfismus) komutativni grupy, které maji n = 24 prvku. Totéz pro
n = 18, 30.

Piiklad 10.2: Pro libovolnou dvojici piirozenych ¢isel m, n dokazte, ze predpis a([a]mn) = ([a]n, [a]m) zaddva
homorfismus z grupy Z,, do grupy Z, X Z,. Rozhodnéte, pro kterd m,n je « izomorfismus.

Piiklad 10.3: Urcete pro které dvojice ¢isel m,n jsou grupy Zmy, a Zy X Zy, izomorfni.

Priklad 10.4: Urcete rozklad grupy (Z5], -) na souéin netrividlnich cyklickych p-grup. Dejte piiklad piislusného
izomorfismu.

Piiklad 10.5: Dokazte, ze grupa, v niz pro kazdy prvek x plati x - z = 1, je komutativni.

Priklad 10.6: Urcete centrum grup: Sg, A4, GL2(Q), GL2(Z3), Dy.

Piiklad 10.7: Urcete vSechny p-Sylowské podgrupy grupy Sy.

Priklad 10.8: Urcete vSechny 3-Sylowské podgrupy grupy S a néjakou jeji 2-Sylowskou podgrupy.

Priiklad 10.9: Pro libovolnou dvojici piirozenych ¢isel m,n urcete vSechny p-Sylowské podgrupy grupy Z,, X
L.
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Priiklad 10.10: Pro liché pfirozené ¢islo n a prvocislo p délici 2n, urcete vSechny p-Sylowské podgrupy grupy
D,,.

Piiklad 10.11*:  Pro sudé pfirozené ¢islo n a prvocislo p délici 2n, urcete vsechny p-Sylowské podgrupy grupy
D,,.

11 Doplnujici priklady z teorie grup

Piiklad 11.1: Bud (G, ) komutativni grupa. Ukazte, ze pro dané n € N tvoif mnozina G, = {a € G | a” = 1}

podgrupu grupy (G, -). Ukazte déle, Ze mnozina vSech prvki koneéného fddu G = |J,2, G, = {a € G | In €

N:a™ =1} je taktéz podgrupou grupy (G, ).

Piiklad 11.2: Necht je ddna grupa G a jeji dvé podgrupy H a K. Definujme nyni podmnozinu HK grupy G-
HK ={hk|heH, ke K}.

Dokazte, ze pokud je K normalni podgrupa grupy G, potom je podmnozina H K podgrupou grupy G. Déle

dokazte, ze pokud jsou obé podgrupy H i K normalni, potom je normalni i podgrupa HK.

Piiklad 11.3*: Necht (G,-) je grupa, n € N a pfedpoklddejme, 7e grupa G obsahuje jedinny prvek fadu n
(ozna¢me jej a). Dokazte, Ze tento prvek komutuje s libovolnym prvkem grupy G, tj. xa = ax pro libovolné
x€Q@G.

Piiklad 11.4*: Necht G je grupa a oznatme G’ podgrupu generovanou mnoZinou prvku tvaru [z,y] =
Yy oy, tj.
G/ - {[mlayl][anyQ] .. [xnayn] | n c N)xi)yi S G}

i) Dokazte, ze G’ je normélni podgrupa grupy G.
i) Ukazte, ze faktorgrupa G/G’ je komutativni grupa.

iii) Ukazte, ze G/G’ je "nejvétsi”komutativni faktorgrupa grupy G, tj. ukazte, ze pokud H je norméln{ pod-
grupa grupy G takovd, ze G/H je komutativni grupa, potom G’ C H.

iv) Urcete "nejvéts” komutativni faktorgrupu pro grupu

G:{<8 i) a,ce(@*,be@}.

Totéz pro GL2(Q).

Priklad 11.5*:

i) Necht (G,-) a (H,*) jsou grupy a necht ¢ : (H,*) = (Aut(G), o) je homomorfismus grup. Definujme na
G x H operaci ¢ vztahem: (a,b) o (¢,d) = (a - ¢(b)(c), b d). Dokazte, ze (G x H, o) je grupa.

ii) Ukazte, ze soucin grup (G, ) x (H,*) je specidlnim ptipadem (G x H, o) pro vhodné .

iii) Necht (G,-) je grupa. Definujme na G x G operaci ¢ vztahem: (a,b) ¢ (¢,d) = (abcb~!,bd). Dokaite, ze
(G x G, o) je grupa.

Piiklad 11.6*: Ukazte, ze libovolna koneéna grupa je izomorfni s podgrupou grupy A,, pro vhodné n € N.
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Priklad 11.7*: 'V nésledujicich piikladech nerozliSujeme mezi obarvenimi, kterd mohou na sebe piejit néjakou
rotaci.

Kolika zptsoby muzeme obarvit hrany krychle n barvami?
Kolika zptsoby muzeme obarvit vrcholy krychle n barvami?
Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit jednu dhlopficku. Kolik riznych krychli miuzeme ziskat?

Na kazdou ze stén krychle mame nakreslit sipku mitici diagonédlné od jednoho vrcholu k protéjsimu. Kolik
ruznych krychli muzeme ziskat?

Jak se zméni odpovéd v piedchozich dvou bodech, médme-li na libovolné mnoha sténich povoleno také
zéddnou uhlopticku (sipku) nekreslit?

Kolika zpusoby muzeme obarvit stény krychle, maji-li byt dvé bilé, dvé ¢erné a dvé Gervené?

Priiklad 11.8*: Kolika zpusoby muzeme obarvit strany pravidelného 15-tthelnika n barvami? Zde nerozliSujeme
mezi obarvenimi, kterd mohou na sebe piejit néjakou rotaci nebo osovou symetrii.
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