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1 Základńı vlastnosti operaćı

Př́ıklad 1.1: Rozhodněte, zda daný grupoid je pologrupa, zda obsahuje (levý, pravý) neutrálńı prvek, zda je
to grupa a zda je operace komutativńı.

1) Celá č́ısla s operaćı sč́ıtáńı.

2) Reálná č́ısla s operaćı násobeńı.

3) Celá č́ısla s operaćı odeč́ıtáńı.

4) Přirozená č́ısla s operaćı největš́ı společný dělitel.

Př́ıklad 1.2: Pro dané množiny matic typu 2 krát 2 nad reálnými č́ısly rozhodněte zda je sč́ıtáńı, resp.
násobeńı, matic operaćı na této množině. Pokud se jedná o operaci, zjistěte, zda je operace asociativńı či
komutativńı, zda obsahuje neutrálńı prvek a zda se jedná o grupu.

1) Množina všech matic nad celými č́ısly.

2) Množina všech matic nad racionálńımi č́ısly.

3) Množina všech regulárńıch matic nad racionálńımi č́ısly.

4) Množina všech matic s nulou v levém dolńım rohu a s jedničkami na diagonále.

5) Množina všech regulárńıch matic nad celými č́ısly.

Př́ıklad 1.3: Pro množinu X znač́ıme P (X) množinu všech podmnožin množiny X. Pro následuj́ıćı operace
určete, zda grupoid P (X) je pologrupou, zda je operace komutativńı a zda existuje neutrálńı prvek.

1) Pr̊unik.

2) Sjednoceńı.

3) Množinový rozd́ıl. (Y \ Z = {x ∈ Y | x 6∈ Z})

4) Symetricky rozd́ıl. (Y ÷ Z = (Y \ Z) ∪ (Z \ Y ))

Př́ıklad 1.4: Určete, zda operace na tř́ıprvkové množině {a, b, c} daná tabulkou je komutativńı, asociativńı a
zda má neutrálńı prvek.

1)

◦ a b c

a b a a
b a b a
c a a a

2)

◦ a b c

a b a a
b a b c
c a c a

3)

◦ a b c

a a a a
b b b b
c c c c

Př́ıklad 1.5: Prvek e pologrupy (G, ·) se nazývá idempotent, jestliže e ·e = e. Ukažte, že každá grupa obsahuje
právě jeden idempotent.
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Př́ıklad 1.6: Pro množinu X označme R(X) množinu všech relaćı na X, tj. R(X) = {ρ ⊆ X ×X}. Na R(X)
definujeme operaci ◦ takto:

ρ ◦ σ = {(x, y) ∈ X ×X | (∃z ∈ X)((x, z) ∈ σ ∧ (z, y) ∈ ρ)} .

Dokažte, že (R(X), ◦) je monoid.
Vı́me, že speciálńım př́ıpadem relaćı jsou zobrazeńı, pro které je operace ◦ skládáńı zobrazeńı. Označme

T (X) množinu všech transformaćı množiny X (zobrazeńı z X do X), tj.

T (X) = {f ∈ R(X) | (∀x ∈ X)(∃!y ∈ X)((x, y) ∈ f)} .

Rozhodněte, zda je (T (X), ◦) monoid.
Podobně znač́ıme PT (X) množinu všech parciálńıch transformaćı na X, tj.

PT (X) = {f ∈ R(X) | (∀x, y, z ∈ X)(((x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f) =⇒ y = z)} .

(Všimněme si, že T (X) ⊆ PT (X) a že prázdná relace patř́ı do PT (X).)
Rozhodněte, zda je (PT (X), ◦) monoid. Rozhodněte, zda je (T (X), ◦) nebo (PT (X), ◦) grupa.
V obou př́ıpadech T (X) i PT (X) se má smysl omezit na injektivńı či surjektivńı transformace. Které z nich

tvoř́ı monoidy a které grupy?
(Pozor: odpovědi se mohou lǐsit v př́ıpadech kdy X je jednoprvková, resp. konečná, resp. nekonečná.)

Př́ıklad 1.7: Doplňte následuj́ıćı tabulku operace na tř́ıprvkové množině tak, aby výsledný grupoid byl polo-
grupou.

◦ a b c

a b a c
b
c

Př́ıklad 1.8: Následuj́ıćı tabulku je možno jediným zp̊usobem doplnit na tabulku operace · v pologrupě (S, ·),
kde S = {a, b, c, d, e, f}.

· a b c d e f

a a b c d f
b b e c d b f
c c c f c c d
d d c d d f
e e b c d e f
f f f d f f c

1. Určete, kterému prvku z množiny S se rovná d · b, resp. a · e, v pologrupě (S, ·).

2. ∗Určete všechny idempotenty.

3. ∗Vypǐste všechny pravé neutrálńı prvky.

4. ∗Určete všechny podmnožiny G ⊆ S takové, že (G, ·) je grupa.

5. Lze p̊uvodńı tabulku doplnit tak, aby byla operace · v grupoidu (S, ·) komutativńı?

Př́ıklad 1.9∗: V monoidech T (X) a PT (X) z př́ıkladu 1.6. určete počet všech idempotent̊u (def. v př. 1.5.)

Př́ıklad 1.10∗: V monoidu matic (Mat2(Q), ·) typu 2 krát 2 nad racionálńımi č́ısly s operaćı násobeńı matic
určete všechny idempotenty. Pro každý idempotent e určete největš́ı možnou podmnožinu Me, která společně s
operaćı · tvoř́ı grupu s neutrálńım prvkem e.

Popǐste Me v T (X) z př́ıkladu 1.6.
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2 Pojem grupa

Př́ıklad 2.1: Rozhodněte, zda daný grupoid (G, ◦) je grupa.

1) G je množina nenulových racionálńıch č́ısel a operace ◦ je dána předpisem x ◦ y = |x · y|.

2) G je interval 〈0, 1) a operace ◦ je dána předpisem x ◦ y = x+ y − [x+ y], kde [z] znač́ı celou část z č́ısla
z, tj. největš́ı celé č́ıslo menš́ı nebo rovno z.

3) G je množina celých č́ısel a operace ◦ je dána předpisem x ◦ y = x+ (−1)xy.

4) G = R× R− {(0, 0)} je množina všech dvojic reálných č́ısel z nichž aspoň jedno je nenulové, a operace ◦
je dána předpisem (x, y) ◦ (u, v) = (xu− yv, xv + yu).

5) G je množina uspořádaných dvojic reálných č́ısel, přičemž prvńı z nich neńı 0, a operace ◦ je dána předpisem
(x, y) ◦ (u, v) = (xu, xv + y).

6) G je množina komplexńıch č́ısel, jejichž reálná i imaginárńı část je celoč́ıselná, a operace ◦ je sč́ıtáńı
komplexńıch č́ısel.

7) G = R je množina všech reálných č́ısel a operace ◦ je dána vztahem

x ◦ y =

{
−xy, x < 0, y < 0
|xy|, jinak

pro x, y ∈ R.

8) G = {(a, b) ∈ R × R | a2 + b2 = 1} a operace ◦ je dána předpisem (a, b) ◦ (c, d) = (ad + bc, bd − ac) pro
(a, b), (c, d) ∈ G.

9) G = {(a, b) ∈ R × R | a2 + b2 ≥ 1} a operace ◦ je dána předpisem (a, b) ◦ (c, d) = (ad + bc, bd − ac) pro
(a, b), (c, d) ∈ G.

10) G = {(a, b) ∈ Z× Z | a2 − 5b2 = 1} a operace ◦ je dána předpisem (a, b) ◦ (a′, b′) = (aa′ + 5bb′, ab′ + a′b)
pro (a, b), (a′, b′) ∈ G.

Př́ıklad 2.2:

1) Dokažte, že v libovolné grupě plat́ı tzv. zákony o kráceńı

(∀a, b, c) (ab = ac =⇒ b = c) ∧ (∀a, b, c) (ba = ca =⇒ b = c) .

2)∗ Dokažte, že konečná pologrupa, v které plat́ı zákony o kráceńı, je grupa.

3) Udejte př́ıklad nekonečné pologrupy, která neńı grupou, ale plat́ı v ńı zákony o kráceńı.

4) Udejte př́ıklad tř́ıprvkového grupoidu, který neńı grupou, ale plat́ı v něm zákony o kráceńı. Ukažte, že
grupoid neńı pologrupou.

5) Udejte př́ıklad pětiprvkového grupoidu s neutrálńım prvkem, který neńı grupou, ale plat́ı v něm zákony
o kráceńı. Ukažte, že grupoid neńı pologrupou.

Př́ıklad 2.3: Určete, kolik je dvouprvkových, resp. tř́ıprvkových, resp. čtyřprvkových grup.

Př́ıklad 2.4: Dokažte, že v konečné grupě o sudém počtu prvk̊u existuje prvek, který je inverzńı k sobě
samému a neńı to neutrálńı prvek.

Př́ıklad 2.5: Doplňte tabulku operace ∗ tak, aby vznikla grupa ({a, b, c}, ∗):

◦ a b c

a
b c a
c
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Př́ıklad 2.6: Necht’ (G, ◦) je grupa a a nějaký jej́ı pevně zvolený prvek. Dokažte, že potom (G,�) je také
grupa, kde operace � je definována předpisem g�h = g ◦ a ◦ h.

Př́ıklad 2.7∗: Dokažte, že grupy jsou právě ty pologrupy, pro něž plat́ı:

(∀a, b) (∃x, y) (ax = b, ya = b) .

Př́ıklad 2.8∗: Dokažte, že v každé konečné pologrupě existuje idempotent.

Př́ıklad 2.9∗: Určete všechny dvouprvkové pologrupy (až na izomorfismus, tj. přejmenováńı prvk̊u).

3 Grupa Permutaćı

Př́ıklad 3.1: Necht’

s =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 7 2 1 9 8 6 5

)
, t =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2 1 4 3 8 7 6 9

)
,

u =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 1 4 6 3 7 5 9 2

)
.

1) Rozložte permutace s, t, u na součin nezávislých cykl̊u.

2) Spočtěte součiny s ◦ t, t ◦ s, s ◦ u ◦ t. Použijte jak ”dvoǰrádkový”zápis, tak rozklad na nezávislé cykly.

3) Spočtěte s3, s20, t53, t103, u211.

4) Určete inverzńı prvky s−1, t−1, u−1.

5) Spočtěte permutace (s120 ◦ t−3)17 ◦ u23 a (u−23 ◦ s)134 ◦ t4.

6) Permutace s, t, u rozložte na součin transpozic a určete jejich paritu.

Př́ıklad 3.2: Napǐste permutace f = (2, 3, 4, 5) ◦ (1, 3, 6, 8) a g = (1, 4, 6) ◦ (2, 7, 4, 8, 3) ◦ (1, 5) jako součin 10
transpozic.

Př́ıklad 3.3: Dokažte že permutace (s3 ◦ t−17)18 ◦ s10 je sudá permutace pro libovolné permutace s, t ∈ S9.

Př́ıklad 3.4: Rozhodněte, zda existuje permutace s ∈ S9 taková, že s ◦ (1, 2, 3) = (1, 2) ◦ s.

Př́ıklad 3.5: Určete všechny permutace a z grupy S8 takové, že a2 = (1, 2, 3)(4, 5, 6). Podobně určete b takové,
že b4 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), c takové, že c3 = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8), d takové, že d2 = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8) a e takové,
že e2 = (1, 2, 3, 4) .

Př́ıklad 3.6: Určete všechny permutace f z grupy S8 takové, že f3 = (1, 2)(3, 4)(5, 6).

Př́ıklad 3.7: Určete, pro která přirozená č́ısla n ∈ N existuje permutace s ∈ S6 taková, že s◦(1, 2, 3, 4, 5)◦s =
(1, 2)n. Pro tato n popǐste všechny takové permutace s.

Př́ıklad 3.8: Jestliže a je cyklus délky n, pak ak = id právě když n děĺı k. Pokud n neděĺı k pak je ak

součinem d nezávislých cykl̊u délky n
d , kde d je největš́ı společný dělitel n a k.

Př́ıklad 3.9∗:

1) Ukažte, že libovolnou permutaci v Sn lze rozložit na součin transpozic tvaru (1, i).

2) Ukažte, že libovolnou sudou permutaci v Sn lze rozložit na součin cykl̊u tvaru (1, 2, i).
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Př́ıklad 3.10∗: Ukažte, že libovolnou permutaci v Sn lze rozložit na součin cykl̊u (1, 2) a (1, 2, . . . , n).

Př́ıklad 3.11∗: Určete následuj́ıćı grupy symetríı (jako podmnožiny Sn, pro vhodné n, nebo alespoň určete
počty prvk̊u).

1) D3 grupa symetríı rovnostranného trojúhelńıka,

2) D4 grupa symetríı čtverce,

3) Dn grupa symetríı pravidelného n-úhelńıku (určete alespoň počet prvk̊u),

4) grupa symetríı pravidelného čtyřstěnu.

5) ∗ grupa symetríı krychle.

Př́ıklad 3.12∗: Určete, které prvky a ∈ Sn lze psát ve tvaru b2c2 pro vhodné b, c ∈ Sn.

4 Grupy zbytkových tř́ıd

Př́ıklad 4.1: Spočtěte 1) [4]−115 v Z15, 2) [17]−1181 v Z181, 3) [49]−1226 v Z226, 4) [49]−1225 v Z225, 5)
[125]−11296 v Z1296.

Př́ıklad 4.2: Spočtěte 1) [2k + 1]−1
22k+1

v Z22k+1, 2) [2k − 1]−1
22k+1

v Z22k+1, 3) [m2 − m + 1]−1m3−1 v
Zm3−1.

Př́ıklad 4.3: Určete kolik prvk̊u má grupa (Z×n , ·) pro následuj́ıćı n a popǐste jej́ı multiplikativńı tabulku.
1) n = 5, 2) n = 7, 3) n = 8.

Př́ıklad 4.4: Určete kolik prvk̊u maj́ı grupy (Z×n , ·) pro následuj́ıćı n:
1) n = 24, 2) n = 306, 3) n = 5225.

Př́ıklad 4.5: Ukažte, že pro libovolné n > 2 je ϕ(n) sudé č́ıslo.

Př́ıklad 4.6: Určete všechna přirozená č́ısla m, pro která plat́ı ϕ(m) = 18.

Př́ıklad 4.7∗: Určete všechna přirozená č́ısla n taková, že ϕ(n) | n.

Př́ıklad 4.8: Určete zbytek po děleńı daných č́ısel č́ıslem 17.
1) 250 + 350 + 450, 2) 540 + 640 + 740 + 840, 3) 44

4

+ 55
5

, 4) 1313
13

+ 1515
15

.

Př́ıklad 4.9: Určete zbytek po děleńı č́ısla a9
9−310 č́ıslem 44, pro a = 8, 9, 10, 11.

Př́ıklad 4.10: Ukažte, že č́ıslo 260 + 730 je dělitelné č́ıslem 13.

Př́ıklad 4.11: Určete posledńı dvě cifry č́ısla 1515
15

.

Př́ıklad 4.12: Určete posledńı tři cifry č́ısla 1515
15

.

Př́ıklad 4.13: Určete posledńı dvě cifry č́ısla 1313
13

.

Př́ıklad 4.14∗: Dokažte, že pro libovolné n ∈ N je č́ıslo 22
2n+1

+ 3 č́ıslo složené.
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Př́ıklad 4.15∗: Dokažte Č́ınskou zbytkovou větu: Necht’ je dáno k ∈ N a k-tice m1, · · · ,mk po dvou ne-
soudělných přirozených č́ısel. Pak pro libovolnou k-tici c1, · · · , ck přirozených č́ısel existuje x ∈ N takové, že
x ≡ ci(modmi) pro i = 1, . . . , k. Nav́ıc je toto x určeno jednoznačně modm1 · · · · ·mk; přesněji, všechna tato
č́ısla dávaj́ı stejný zbytek po děleńı č́ıslem m1 · · · · ·mk.

5 Řád prvku

Př́ıklad 5.1: Určete řád permutace (1, 2, 4, 5) ◦ (3, 7, 8) ◦ (6, 9) resp. (1, 2, 4, 5, 3, 6, 7, 9) ◦ (3, 7, 8) ◦ (6, 2, 9).

Př́ıklad 5.2: Určete největš́ı k ∈ N takové, že v grupě S10 existuje prvek řádu k.

Př́ıklad 5.3: Nalezněte nějaké k ∈ N takové, že v grupě S15 existuje prvek řádu k, ale v grupě S14 prvek řádu
k neexistuje.

Př́ıklad 5.4: Určete řád prvku [k]n v (Zn,+).

Př́ıklad 5.5: Určete řády všech prvk̊u v (Z×n , ·) pro n = 7, 8, 12, 13.

Př́ıklad 5.6: Určete řády prvk̊u [2]17 a [13]17 v (Z×17, ·).

Př́ıklad 5.7: V GL2(Z3) (grupa regulárńıch matic nad Z3) určete řády prvk̊u

(
1 0
2 1

)
a

(
1 1
1 2

)
.

6 Podgrupy

Př́ıklad 6.1: Ukažte, že podmnožina kladných reálných č́ısel, resp. kladných racionálńıch č́ısel, resp. Q(
√

3) =
{a+ b

√
3 | a, b ∈ Q, a2 + b2 > 0} je podgrupa grupy (R∗, ·).

Př́ıklad 6.2: Ukažte, že množina sudých permutaćı tvoř́ı podgrupu grupy Sn pro libovolné n ∈ N.

Př́ıklad 6.3: Popǐste všechny podgrupy grupy (Z10,+).

Př́ıklad 6.4: Popǐste všechny podgrupy grupy (Z,+).

Př́ıklad 6.5: Popǐste všechny podgrupy grupy (Zn,+).

Př́ıklad 6.6: Popǐste všechny podgrupy grupy S3, respektive grupy A4.

Př́ıklad 6.7∗: Popǐste všechny podgrupy grupy symetríı Dn (alespoň pro n = 3, 4).

Př́ıklad 6.8: Určete podgrupu S8 generovanou množinou X:

1) X = {(4, 5, 2, 1) ◦ (4, 6, 3, 1, 5, 2), (4, 5, 2, 1) ◦ (4, 5, 6) ◦ (2, 1, 3)},

2) X = {(1, 5, 8) ◦ (1, 4, 2, 5) ◦ (1, 5, 2), (1, 2, 6, 4, 8, 5) ◦ (1, 4, 6, 2)},

3) X = {(1, 8, 2, 3, 5) ◦ (1, 2, 6, 7, 8), (4, 7, 6, 2) ◦ (2, 4, 8)},

4) X = {(1, 2)(3, 4), (2, 3)(4, 5)}.

5)∗ X = {(2, 4, 6), (4, 7, 2), (3, 2, 4)}.

Př́ıklad 6.9∗: Určete podgrupu Sn generovanou množinou {(1, 2), (1, 2, 3, . . . , n)}.
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Př́ıklad 6.10: V (Z,+) určete podgrupu generovanou množinou {8, 30}.

Př́ıklad 6.11: V (Z60,+) určete podgrupu generovanou množinou {[6]60, [15]60}.

Př́ıklad 6.12: Necht’ je dána grupa regulárńıch matic 2× 2 nad Z7

GL2(Z7) =

{(
x y
z v

)
| x, y, z, v ∈ Z7, xv − yz 6= [0]7

}
s operaćı násobeńı. Určete počet prvk̊u grupy (GL2(Z7), ·). V grupě (GL2(Z7), ·) určete podgrupu generovanou

prvkem

(
[1]7 [2]7
[0]7 [1]7

)
.

Př́ıklad 6.13: V GL2(Z2) (grupa regulárńıch matic řádu 2 nad Z2) určete podgrupu generovanou množinou
X:

1) X =

{(
1 1
0 1

)}
,

2) X =

{(
1 1
1 0

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

3) X =

{(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
0 1

)}
.

Podobně v GL2(Z3) určete podgrupu generovanou množinou

Y =

{(
2 1
0 2

)
,

(
2 0
2 2

)}
.

Př́ıklad 6.14: V grupě (R,+), resp. (R∗, ·), určete podgrupu generovanou prvkem 3
√

2.

Př́ıklad 6.15: V grupě (C∗, ·) určete podgrupu generovanou prvkem
√
2
2 + i

√
2
2 .

Př́ıklad 6.16∗: Určete všechny konečné podgrupy grupy (R∗, ·), resp. (C∗, ·).

Př́ıklad 6.17: V grupě z př́ıkladu 2.1-3 určete podgrupu generovanou množinou prvk̊u a) {3}, b) {6}, c)
{3, 7}.

Př́ıklad 6.18∗: Určete všechny podgrupy grupy z př́ıkladu 2.1-3.

Př́ıklad 6.19: Necht’ je dána grupa G a jej́ı dvě podgrupy H a K. Dokažte, že

〈H ∪K〉 = {a1b1 . . . anbn | n ∈ N, ai ∈ H, bi ∈ K}.

Př́ıklad 6.20∗: Ukažte, že libovolná podgrupa grupy Sn, která neńı podgrupou grupy An, obsahuje právě
polovinu sudých permutaćı a má tud́ıž sudý počet prvk̊u.

7 Homomorfismy a izomorfismy grup

Př́ıklad 7.1: Dokažte, že (Z×7 , ·) je izomorfńı s (Z6,+) a (Z×8 , ·) je izomorfńı s (Z2,+)× (Z2,+). (Ukažte, že
předpis f([a]6) = [3]a7 definuje izomorfismus f : (Z6,+)→ (Z∗7,+).)
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Př́ıklad 7.2: U každého z následuj́ıćıch předpis̊u (kde a, b ∈ Z, p, q ∈ Z\{0}) rozhodněte zda zadává zobrazeńı.
Pokud ano, rozhodněte, zda se jedná o homomorfismus či dokonce izomorfismus grup.

α, α : (Z4,+)× (Z3,+)→ (Z12,+)

α(([a]4, [b]3)) = [6a+ 4b]12

α(([a]4, [b]3)) = [a− b]12
β : (Z×3 , ·)× (Z5,+)→ (Z5,+)

β(([a]3, [b]5)) = [b|a|]5

γ : (Q \ {0}, ·)→ (Q \ {0}, ·)

γ(p/q) = q/p

δ : (Z15,+)→ (Z5,+)× (Z3,+)

δ([a]15) = ([a]5, [a]3)

ε, ε : (Z3,+)→ (A4, ◦)

ε([a]3) = (1, 2, 4) ◦ (1, 3, 2)a ◦ (1, 4, 2)

ε([a]3) = (1, 2)(3, 4) ◦ (1, 2, 3)a

Př́ıklad 7.3: U homomorfismů z př́ıkladu 7.2 určete jádro a obraz homomorfismu.

Př́ıklad 7.4: Dokažte, že předpis f([a]20) = (1, 2, 3, 4, 5)a definuje homomorfismus f : (Z20,+) → (S7, ◦).
Určete jeho jádro a obraz.

Př́ıklad 7.5: Necht’ f : G→ H je izomorfismus grup. Ukažte, že řády prvk̊u a a f(a) jsou stejné. Co lze ř́ıci
o řádech prvk̊u a a f(a) v př́ıpadě, že f : G→ H je (injektivńı) homomorfismus.

Př́ıklad 7.6: Popǐste všechny homomorfismy z grupy (Z3,+) do grupy (A4, ◦).

Př́ıklad 7.7: Popǐste všechny injektivńı homomorfismy z grupy (Z2,+)× (Z2,+) do grupy (A4, ◦), respektive
(S4, ◦).

Př́ıklad 7.8: Pro libovolnou grupu (G, ·) označme Aut(G) = {f : G → G | f izomorfismus} množinu všech
automorfismů grupy G a End(G) = {f : G → G | f homomorfismus} množinu všech endomorfismů grupy G.
Ukažte, že (End(G), ◦), kde ◦ je skládáńı zobrazeńı, je monoid a Aut(G) je podmnožina invertibilńıch prvk̊u,
tj. (Aut(G), ◦) je grupa.

Př́ıklad 7.9: Popǐste všechny endomorfismy a automorfismy grupy (Z,+). Určete čemu je izomorfńı monoid
End(Z) a grupa Aut(Z).

Př́ıklad 7.10: Popǐste všechny endomorfismy a automorfismy grupy (Zn,+). Určete čemu je izomorfńı monoid
End(Zn) a grupa Aut(Zn).

Př́ıklad 7.11∗: Popǐste všechny homomorfismy z grupy (Zn,+) do grupy (Zk,+).

Př́ıklad 7.12: Dokažte, že zobrazeńı f : G → G definované předpisem f(x) = x−1 je izomorfismus právě
tehdy, když grupa G je komutativńı.

Př́ıklad 7.13: Dokažte, že pro libovolné grupy G a H jsou grupy G×H a H ×G izomorfńı.
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Př́ıklad 7.14: Uvažme grupu (G, ·) matic typu 3 krát 3 nad Z, které jsou v horńım trojúhelńıkovém tvaru
s jedničkami na hlavńı diagonále, tj.

G =


1 a b

0 1 c
0 0 1

 | a, b, c ∈ Z

 ,

kde · je násobeńı matic. Definujme nyńı zobrazeńı f : (G, ·)→ (Z,+), které matici1 a b
0 1 c
0 0 1


přǐrad́ı č́ıslo a− c. Dokažte, že zobrazeńı f je homomorfismus grup.

Př́ıklad 7.15∗: Necht’ X = {1, . . . , n}. Ukažte, že grupa (P (X),÷) z př́ıkladu 1.3-4 je izomorfńı grupě Zn
2 .

(Zn
2 je součin n kopíı grupy Z2.)

Př́ıklad 7.16∗: Necht’ (G, ·) je grupa.

i) Dokažte, že pro libovolný prvek a ∈ G je zobrazeńı ρa automorfismus grupy G, kde ρa : G → G je
definováno vztahem ρa(x) = axa−1. (Hovoř́ıme o vnitřńıch automorfismech.)

ii) Ukažte, že množina všech vnitřńıch automorfismů Inn(G) = {ρa | a ∈ G} je podgrupa grupy (Aut(G), ◦).

iii) Dokažte, že zobrazeni ρ : G→ Aut(G) dané předpisem ρ(a) = ρa je homomorfismus grup.

Př́ıklad 7.17∗:

i) Ukažte, že libovolný automorfismu grupy Sn zachovává paritu permutace.

ii) Dokažte, že pro n > 2 je grupa Inn(Sn) izomorfńı grupě Sn.

iii) Dokažte, že Aut(Sn) ∼= Sn pro n = 3, 4, 5.

Př́ıklad 7.18: Bud’ α homomorfismus grupy (Z30,+) do grupy (Z20,+) definovaný předpisem α([a]30) =
[6a]20. Dále necht’ β je homomorfismus grupy (Z20,+) do grupy (S5, ◦) daný předpisem β([b]20) = (1, 2, 3, 4, 5)b.
Určete jádra homomorfismů α, β a β ◦ α.

Př́ıklad 7.19: U následuj́ıćıch předpis̊u (kde a, b ∈ Z, s ∈ S6) rozhodněte zda zadáváj́ı zobrazeńı. Pokud ano,
rozhodněte, zda se jedná o homomorfismus či dokonce izomorfismus grup. Odpovědi zd̊uvodněte!
1) α : (Z2,+)× (Z5,+)→ (Z10,+), α(([a]2, [b]5)) = [a+ b]10; β : (S6, ◦)→ (S6, ◦), β(s) = (1, 2) ◦ s ◦ (1, 2).
2) α : (Z2,+)× (Z5,+)→ (Z10,+), α(([a]2, [b]5)) = [5a+ 2b]10; β : (S6, ◦)→ (S6, ◦), β(s) = s2.
3) α : (Z4,+)→ (C∗, ·), α([a]4) = ia; β : (Z,+)→ (Z3,+), β(a) = [|a|]3.
4) α : (Z5,+)→ (C∗, ·), α([a]5) = ia; β : (Z,+)→ (Z2,+), β(a) = [|a|]2.

Př́ıklad 7.20: U následuj́ıćıch předpis̊u (kde p, q ∈ Z, q 6= 0 6= p) rozhodněte zda zadáváj́ı zobrazeńı. Pokud
ano, rozhodněte, zda se jedná o homomorfismus či dokonce izomorfismus grup. Odpovědi zd̊uvodněte!

1) α : (Q∗, ·)→ (Q∗, ·), α(p
q ) = p3

q3 ,

2) β : (Q∗, ·)→ (Q∗, ·), β(p
q ) = (−1)pq · p

q ,

3) γ : (Q∗, ·)→ (Q∗, ·), γ(p
q ) = (−1)p(p+q)q · q

p .

8 Normálńı podgrupy

Př́ıklad 8.1: Pro libovolné n ∈ N je An normálńı podgrupa grupy Sn. Dokažte.
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Př́ıklad 8.2: Popǐste všechny normálńı podgrupy grup (S3, ◦) a (A4, ◦). (Povšimněte si, že existuje normálńı
podgrupa N grupy H — normálńı podgurpy grupy (A4, ◦) — která neńı normálńı podgrupou (A4, ◦).)

Př́ıklad 8.3: Označme následuj́ıćı podgrupy grupy (S6, ◦): G = {f ∈ S6 | f sudá} a H = {f ∈ G | f(3) = 3},
tj. H ⊆ G ⊆ S6. Rozdodněte zda
a) H je normálńı podgrupa grupy (G, ◦);
b) H je normálńı podgrupa grupy (S6, ◦);
c) G je normálńı podgrupa grupy (S6, ◦).
Odpovědi zd̊uvodněte!

Př́ıklad 8.4∗: Necht’ n ∈ N, n > 4. Dokažte, že An nemá vlastńı normálńı podgrupy a že je to jediná netriviálńı
normálńı podgrupa Sn.

Př́ıklad 8.5: Uvažme grupu (GL2(Q), ·) regulárńıch matic dva krát dva nad racionálńımi č́ısly. Bud’ dále G,
H a N následuj́ıćı množiny matic:

G =

{(
a b
0 1

)
| a ∈ Q∗, b ∈ Q

}
, H =

{(
a 0
0 b

)
| a, b ∈ Q∗

}
, N =

{(
a 0
0 a

)
| a ∈ Q∗

}
.

Určete, zda se jedná o normálńı podgrupy.

Př́ıklad 8.6: Bud’ dána následuj́ıćı grupa (G, ·) matic ve speciálńım tvaru s operaćı násobeńı matic a jej́ı
podgrupa H:

G =

{(
a b
0 c

)
| a, c ∈ R∗, b ∈ R

}
, H =

{(
a 0
0 c

)
| a, c ∈ R∗

}
.

Dokažte, že H je podgrupa grupy (G, ·). Rozhodněte, zda H je normálńı podgrupa (G, ·). Odpověd’ zd̊uvodněte!

Př́ıklad 8.7: V př́ıkladech 6.13, 6.14., 6.15 a 6.17 určete normálńı podgrupu generovanou danou množinou.

Př́ıklad 8.8∗: Které podgrupy z př́ıkladu 6. 18 jsou normálńı?

Př́ıklad 8.9∗: Dokažte, že Inn(G) v 7.16-ii) je normálńı podgrupa.

Př́ıklad 8.10: Bud’ dána grupa (G, ◦) nekonstantńıch afinńıch zobrazeńı reálných č́ısel

G = {f : R→ R | f(x) = ax+ b, pro vhodná a ∈ R∗, b ∈ R}

s operaćı skládáńı zobrazeńı ◦. Uvažme v této grupě dvě podgrupy:

T = {f : R→ R | f(x) = ax, a ∈ R∗},

S = {f : R→ R | f(x) = x+ b, b ∈ R}.

Která z nich je normálńı podgrupou grupy (G, ◦)? Popǐste u obou pravý i levý rozklad.

Př́ıklad 8.11: Popǐste pravé a levé rozklady grupy S3 podle všech podgrup.

Př́ıklad 8.12: Popǐste levý rozklad grupy (A4, ◦) sudých permutaćı na množině {1, 2, 3, 4} podle podgrupy
generované permutaćı (2, 1, 4).

Př́ıklad 8.13: Určete počet levých tř́ıd grupy (Z,+)× (Z,+) podle podgrupy H = {(m,n) ; 6 | (m− 2n)}.

Př́ıklad 8.14: Necht’ konečná grupa (G, ·) má sudý počet prvk̊u 2n a H je jej́ı n prvková podgrupa. Dokažte,
že H je normálńı podgrupa grupy (G, ·).
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9 Faktorizace grup

Př́ıklad 9.1: Určete faktorgrupu z př́ıkladu 8.10.

Př́ıklad 9.2: Faktorizujte grupu Z podgrupou kZ = {ka | a ∈ Z}.

Př́ıklad 9.3: Faktorizujte grupu Zn podgrupou kZn = {kz | z ∈ Zn} = {[kz]n | z ∈ Z}, kde k děĺı n.

Př́ıklad 9.4: Určete, čemu je izomorfńı faktorgrupa regulárńıch matic nad reálnými č́ısly podle podgrupy
matic jejichž determinant je roven 1. (GLn(R)/SLn(R) ∼=?)

Př́ıklad 9.5: Vı́me, že množina

G =

{(
ε a
0 1

)
| ε ∈ {1,−1}, a ∈ Z

}
společně s operaćı násobeńı matic tvoř́ı grupu (G, ·). Označme

H =

{(
1 2b
0 1

)
| b ∈ Z

}
podmnožinu G. Ukažte, že H je normálńı podgrupa grupy G. Popǐste rozklad G/H, tj. charakterizujte kdy dvě

matice

(
ε a
0 1

)
a

(
ε′ a′

0 1

)
nálež́ı do stejné tř́ıdy rozkladu. Určete počet tř́ıd rozkladu G/H. Určete, které grupě

(K, ·) je izomorfńı faktorgrupa G/H, tj. popǐste grupu (K, ·) a definujte vhodné zobrazeńı α : G → K pro něž
dokažte, že α je surjektivńı homomorfismus grup, jehož jádrem je H.

Př́ıklad 9.6: Uvažme množiny reálných č́ısel G = {15p5q | p, q ∈ Z} a H = {3r | r ∈ Z} a operaci · (násobeńı
reálných č́ısel). Zřejmě (G, ·) je grupa.

1. Ukažte, že H je normálńı podgrupa grupy (G, ·).

2. Pro p, p, q, q ∈ Z doplňte podmı́nku (· · · ) tak, aby platilo:

15p5q a 15p5q nálež́ı do stejné tř́ıdy rozkladu G
/
H ⇐⇒ · · · .

3. Určete, které grupě je izomorfńı faktorgrupa G/H, tj. popǐste grupu (K, ·) a definujte vhodné zobrazeńı
α : G→ K, pro něž dokažte, že α je surjektivńı homomorfismus grup, jehož jádrem je H.

Řešte stejné zadáńı pro množinu H1 = {45r | r ∈ Z} a H2 = {25r27s | r, s ∈ Z}.

Př́ıklad 9.7: Uvažme množiny reálných č́ısel G = {2p3q5r | p, q, r ∈ Z} a H = {20x | x ∈ Z} a operaci ·
(násobeńı reálných č́ısel). Zřejmě (G, ·) je grupa.

1. Ukažte, že H je normálńı podgrupa grupy (G, ·).

2. Pro p, p, q, q ∈ Z doplňte podmı́nku (· · · ) tak, aby platilo:

15p5q a 15p5q nálež́ı do stejné tř́ıdy rozkladu G
/
H ⇐⇒ · · · .

3. Určete, které grupě je izomorfńı faktorgrupa G/H, tj. popǐste grupu (K, ·) a definujte vhodné zobrazeńı
α : G→ K, pro něž dokažte, že α je surjektivńı homomorfismus grup, jehož jádrem je H.

Řešte stejné zadáńı pro množinu H = {8x15y | x, y ∈ Z}.

Př́ıklad 9.8: Faktorizujte aditivńı grupu komplexńıch č́ısel podgrupou všech reálných č́ısel. ((C,+)/R ∼=?)
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Př́ıklad 9.9: Necht’ je dána grupa matic

G =

{(
a 0
b c

)
| a, c ∈ Q∗, b ∈ Q

}
s operaćı nasobeńı. Dokažte, že podgrupa

H =

{(
a 0
b c

)
| a, b, c ∈ Q, a, c > 0

}
je normálńı a určete faktorgrupu.

Př́ıklad 9.10: Uvažujme normálńı podgrupu grupy (G,+) = (Z,+)× (Z,+) definovanou takto:

(a) : H = {(a, b) ∈ Z× Z; 5 | a, 2 | b},

(b) : H = {(a, b) ∈ Z× Z; 7 | 2a+ 3b},

Určete, které grupě je izomorfńı faktorgrupa G/H, tj. popǐste grupu (K, ·) a definujte vhodné zobrazeńı α :
G→ K, pro něž dokažte, že α je surjektivńı homomorfismus grup, jehož jádrem je H.

Př́ıklad 9.11∗: V př́ıkladu 8.2 jsme spoč́ıtali jednu netriviálńı normálńı podgrupu v S4 resp. A4, označme ji
V4. Spočtete př́ıslušné faktorgrupy. (S4/V4

∼=?,A4/V4
∼=?)

Př́ıklad 9.12∗: Dokažte, že až na izomorfismus existuj́ı pouze dvě 2p prvkové grupy a popǐste je. (Zde p je
prvoč́ıslo.)

Př́ıklad 9.13∗: Určete faktorgrupu z př́ıkladu 8.5.

10 Konečné komutativńı grupy, Centrum grupy, Sylowské podgrupy

Př́ıklad 10.1: Určete všechny (až na izomorfismus) komutativńı grupy, které maj́ı n = 24 prvk̊u. Totéž pro
n = 18, 30.

Př́ıklad 10.2: Pro libovolnou dvojici přirozených č́ısel m,n dokažte, že předpis α([a]m·n) = ([a]n, [a]m) zadává
homorfismus z grupy Zmn do grupy Zn × Zm. Rozhodněte, pro která m,n je α izomorfismus.

Př́ıklad 10.3: Určete pro které dvojice č́ısel m,n jsou grupy Zmn a Zn × Zm izomorfńı.

Př́ıklad 10.4: Určete rozklad grupy (Z×21, ·) na součin netriviálńıch cyklických p-grup. Dejte př́ıklad př́ıslušného
izomorfismu.

Př́ıklad 10.5: Dokažte, že grupa, v ńıž pro každý prvek x plat́ı x · x = 1, je komutativńı.

Př́ıklad 10.6: Určete centrum grup: S3, A4, GL2(Q), GL2(Z3), D4.

Př́ıklad 10.7: Určete všechny p-Sylowské podgrupy grupy S4.

Př́ıklad 10.8: Určete všechny 3-Sylowské podgrupy grupy S5 a nějakou jej́ı 2-Sylowskou podgrupy.

Př́ıklad 10.9: Pro libovolnou dvojici přirozených č́ısel m,n určete všechny p-Sylowské podgrupy grupy Zm×
Zn.
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Př́ıklad 10.10: Pro liché přirozené č́ıslo n a prvoč́ıslo p děĺıćı 2n, určete všechny p-Sylowské podgrupy grupy
Dn.

Př́ıklad 10.11∗: Pro sudé přirozené č́ıslo n a prvoč́ıslo p děĺıćı 2n, určete všechny p-Sylowské podgrupy grupy
Dn.

11 Doplňuj́ıćı př́ıklady z teorie grup

Př́ıklad 11.1: Bud’ (G, ·) komutativńı grupa. Ukažte, že pro dané n ∈ N tvoř́ı množina Gn = {a ∈ G | an = 1}
podgrupu grupy (G, ·). Ukažte dále, že množina všech prvk̊u konečného řádu G =

⋃∞
n=1Gn = {a ∈ G | ∃n ∈

N : an = 1} je taktéž podgrupou grupy (G, ·).

Př́ıklad 11.2: Necht’ je dána grupa G a jej́ı dvě podgrupy H a K. Definujme nyńı podmnožinu HK grupy G:

HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K}.

Dokažte, že pokud je K normálńı podgrupa grupy G, potom je podmnožina HK podgrupou grupy G. Dále
dokažte, že pokud jsou obě podgrupy H i K normálńı, potom je normálńı i podgrupa HK.

Př́ıklad 11.3∗: Necht’ (G, ·) je grupa, n ∈ N a předpokládejme, že grupa G obsahuje jedinný prvek řádu n
(označme jej a). Dokažte, že tento prvek komutuje s libovolným prvkem grupy G, tj. xa = ax pro libovolné
x ∈ G.

Př́ıklad 11.4∗: Necht’ G je grupa a označme G′ podgrupu generovanou množinou prvk̊u tvaru [x, y] =
x−1y−1xy, tj.

G′ = {[x1, y1][x2, y2] . . . [xn, yn] | n ∈ N, xi, yi ∈ G}.

i) Dokažte, že G′ je normálńı podgrupa grupy G.

ii) Ukažte, že faktorgrupa G/G′ je komutativńı grupa.

iii) Ukažte, že G/G′ je ”největš́ı”komutativńı faktorgrupa grupy G, tj. ukažte, že pokud H je normálńı pod-
grupa grupy G taková, že G/H je komutativńı grupa, potom G′ ⊆ H.

iv) Určete ”největš́ı”komutativńı faktorgrupu pro grupu

G =

{(
a b
0 c

)
| a, c ∈ Q∗, b ∈ Q

}
.

Totéž pro GL2(Q).

Př́ıklad 11.5∗:

i) Necht’ (G, ·) a (H, ?) jsou grupy a necht’ ϕ : (H, ?) → (Aut(G), ◦) je homomorfismus grup. Definujme na
G×H operaci � vztahem: (a, b) � (c, d) = (a · ϕ(b)(c), b ? d). Dokažte, že (G×H, �) je grupa.

ii) Ukažte, že součin grup (G, ·)× (H, ?) je speciálńım př́ıpadem (G×H, �) pro vhodné ϕ.

iii) Necht’ (G, ·) je grupa. Definujme na G × G operaci � vztahem: (a, b) � (c, d) = (abcb−1, bd). Dokažte, že
(G×G, �) je grupa.

Př́ıklad 11.6∗: Ukažte, že libovolná konečná grupa je izomorfńı s podgrupou grupy An pro vhodné n ∈ N.
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Př́ıklad 11.7∗: V následuj́ıćıch př́ıkladech nerozlǐsujeme mezi obarveńımi, která mohou na sebe přej́ıt nějakou
rotaćı.

• Kolika zp̊usoby můžeme obarvit hrany krychle n barvami?

• Kolika zp̊usoby můžeme obarvit vrcholy krychle n barvami?

• Na každou ze stěn krychle máme nakreslit jednu úhlopř́ıčku. Kolik r̊uzných krychĺı můžeme źıskat?

• Na každou ze stěn krychle máme nakreslit šipku mı́̌ŕıćı diagonálně od jednoho vrcholu k protěǰśımu. Kolik
r̊uzných krychĺı můžeme źıskat?

• Jak se změńı odpověd’ v předchoźıch dvou bodech, máme-li na libovolně mnoha stěnách povoleno také
žádnou úhlopř́ıčku (šipku) nekreslit?

• Kolika zp̊usoby můžeme obarvit stěny krychle, maj́ı-li být dvě b́ılé, dvě černé a dvě červené?

Př́ıklad 11.8∗: Kolika zp̊usoby můžeme obarvit strany pravidelného 15-úhelńıka n barvami? Zde nerozlǐsujeme
mezi obarveńımi, která mohou na sebe přej́ıt nějakou rotaćı nebo osovou symetríı.
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