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Uvod

Tato skripta jsou napsana jako dopliujici text do predmétu MATEMATIKA 3 pro 2.
rocnik bakalafského studia FEKT. Dany predmeét se skldda ze dvou odlisnych oblasti
matematiky - numerickych metod, jejichz cilem je predstavit zaklady numerického feseni
uloh praxe, a pravdépodobnosti, jejichz tkolem je seznamit studenty s pravdépodob-
nostnimi modely popisujicimi konkrétni situace. Autorkou prvni ¢asti je Mgr. Irena
Rizickova, autorem druhé RNDr. Bretislav Fajmon, PhD.

Studenti by po absolvovani kursu méli byt schopni numericky fesit rovnice a
systémy rovnic, aproximovat hodnoty pomoci metody nejmensich ¢tverctl a interpolac-
nich polynomt, pouzivat vzorce numerického derivovani a numerické integrace a fesit
numericky nékteré diferencialni rovnice. Dale v oblasti pravdépodobnostnich modeli se
studenti seznami s tim, jaké situace dany model popisuje, a pouziji jej v konkrétnich
ulohach. V ramci tivodu do statistiky se setkaji s nékterymi zédkladnimi statistickymi testy.

Ad numerické metody

V praxi ma velky vyznam matematické modelovani a simulace nejriznéjsich procesi.
Pii tom je potieba TeSit riizné matematické tulohy, mnoho dé&ji je napf. popsano
diferencialnimi rovnicemi. Nalezeni presného feseni takovychto problémt byva casto
naro¢né, nékdy i uplné nemozné. Casto je lepsi nehledat Feseni v uzavieném tvaru, ale
pomoci konecného poc¢tu krokt urcitého postupu najit feseni priblizné. K tomu prave
slouzi numerické metody.

I hledani priblizného feseni byva ovSem dosti pracné a jen malo tloh lze s uspokojivou
presnosti vyfesit ,rucné“. Proto jsou numerické metody tésné spjaty s programovanim a
rozkveét nékterych oblasti numerickych metod prisel teprve s rozvojem vypocetni techniky.

V prvni casti téchto skript se studenti mohou seznamit se zakladnimi a nejjed-
nodussimi numerickymi metodami pro feseni linearnich a nelinearnich rovnic, aproximaci
funkci, numerické derivovani a integrovani a pro feseni diferencialnich rovnic.

Nékteré kapitoly by si zaslouzily mnohem obséhlejsi teoreticky 1Uvod. Na ten
vsak zde bohuzel neni prostor. Pokusila jsem se vSude alespon naznacit, pro¢ uvedené
metody funguji.

Snazila jsem se o srozumitelnost a soucasné o zachovani matematické pfesnosti.
Pokud se nékomu (zvlasté piipadnému zkuSenéjSimu ¢tenafi) bude zdat, ze se obcas
prilis vénuji trivialitdm, prosim jej, aby mi odpustil. Vérim, Ze néktefi soucasni studenti
bakalarského studia tento fakt naopak oceni.
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Poznamka k rfeSenym prikladam

VSechny mezivysledky v pfikladech fesenych v téchto skriptech jsou zapisovany po za-
okrouhleni. Pti dalsim vypoctu vsak byly pouzity ptvodni, presnéjsi hodnoty. Proto se
muze stat, ze bude-li nékdo tyto priklady prepocitavat a pouzije k tomu mezivysledky zde
uvedené, mize dojit k vysledkim ponékud odlisnym.

Podékovani

Dékuji doc. RNDr. Liboru Cermékovi, CSc., z FSI VUT za peclivé precteni ptivodni
verze téchto skript z roku 2002 — C¢asti o numerickych metodach. Na zakladé jeho
pripominek jsem odstranila nékteré chyby a opravila néktera, dnes jiz ponékud zastarala
tvrzeni. Vsechny chyby, které kdo najde v nynéjsi verzi, pripadaji zcela na mij vrub.

Irena Ruzickova, Brno 2005

Ad pravdépodobnost

Co je pravda? Tuto otazku se zeptal Pilat chvili predtim, nez vydal prikaz k
ukiizovani Jezise Krista (viz Bible). Nevédél, ze JeziS o sobé prohlasil: Ja jsem ta
cesta, pravda i zivot. Pilat nemél dost trpélivosti hledat odpovéd na svou otdzku,
a tak vydal ptfikaz k popravé nevinného, protoze byl pro néj pohodlnéjsi vlastni
klid nez spravedlnost. Mozna Ze i dnes si nedavame dost casu k hledani odpoveédi,
a tak je mozné, Ze ve svém zivoté kiizujeme to dobré ve prospéch urcitého docasného klidu.

Jind odpovéd na nasi otdzku: Pravda je soubor mytu, které se lidem jesté nepo-
dafilo vyvratit. Toto humorné prohlaseni trochu predstavuje historii védy, protoze
naptiklad pri fyzikalnim popisu skutecnosti se setkdvame s tim, zZe model slouzici k
popisu jisté situace se v jiné situaci ukazal nevhodnym, coz vedlo ke hledani novych
souvislosti.

Zkratka a dobfe, ve svém poznani svéta mame jisté rezervy, a tak nam misto
pravdy zustava spise pravdépodobnost - jakasi mira viry, ze urcita véc je skutecnosti.
Vsichni jsme odkézani k tomu, Ze musime vérit.

Text je =zalozen na uvadéni prikladd - v pribéhu prikladd jsou nové uvadény
matematické pojmy. A proto ptiklady nelze pii studiu preskakovat - respektive kdo bude
preskakovat ptiklady, tomu toho ke studiu moc nezbyde.

Bretislav Fajmon, Brno 2005
Identifika¢ni tdaje: Ruzickova, 1., Fajmon, B.. Matematika 3. Elektronické skrip-

tum FEKT VUT, Brno 2003. Identifika¢ni ¢islo v informacénim systému VUT: MAT103.
(tento text nemd ISBN, ani zadné dalsi identifika¢ni udaje)
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1 Vstupni test

Nésledujici test provétuje nebo pripomind nékteré pojmy, které se probiraly v prvnim
rocniku bakalarského studia nebo jejichz zvladnuti bude dale prohlubovano a vyuzivano
v tomto textu.

Priklad 1.1 Je ddna funkce f(z) = ﬁ Vypoctéte a) f(2) b) f(a), je-lia = —3 ¢) f(b)
4) 5).
(Pokud nékomu tento priklad déld potize, mél by na sobé zacit urychlené pracovat.)

2n—1

Piiklad 1.2 Posloupnost {a,};2, je dina predpisem a, = "=

této posloupnosti a najdéte lim,, . a,.

Vypoctéte proni tr cleny

Priklad 1.3 Posloupnost {b,}°°, je ddna rekurentné predpisem b,y = b — %”, by = 1.
Vypoctete by, bs a by.

Priklad 1.4 Eliminacni metodou vyreste zadanou soustavu rovnic. Provedte zkousku.

20 — 52z = 1
T =y = =5
3+ y+2z=-1

Priklad 1.5 Jaky je geometricky vyznam derivace funkce f v urcitém bodé xq?

Priklad 1.6 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = xe™%* a zjistéte, kde tato funkce roste
a kde klesa. Najdéte minimum a mazimum zadané funkce na intervalu (—1,1) .

Priklad 1.7 Vypoctéte integral fog sinzdz. Co se pomoct tohoto integrdlu vypocitalo?

Priklad 1.8 Overte, Ze funkce y = ﬁ je fesenim diferencidlni rovnice y' = —2xy?
vyhovujicim pocdteéni podmince y(0) = 1. Vypoctéte hodnoty tohoto teseni v bodech
1 =00 axy=1.

Priklad 1.9 Owérte, Ze funkce y = 2x + ¢y cos2x + casin2x je resenim diferencidlni
rovnice y" + 4y = 8x pro libovolné hodnoty ¢; a ca. Najdéte Teseni zadané rovnice, které
vyhovuje podminkdm y(0) =0, y(7) = 1.

Priklad 1.10 Kolik ezistuje ruznych sedmiznakovych tetézci sloZenijch pouze ze znaki 0
al?

Priklad 1.11 Probiha zdvod 10 lidi v béhu na 3.5 km. Kolik teoreticky miZe nastat moz-
nych vysledkovych listin, pokud predpokladame, Ze vsichni dobéhnou do cile a Ze Zadné dva
casy nebudou stejné?

Priiklad 1.12 Ve tmavé komore je 6 pdru bilyjch a 8 pari cernych ponozek. Kolik ponozek
musim vzit v té€ tmé, abych mél jistotu, Ze jsem vzal aspon dvé ponozky stejné barvy?
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Priklad 1.13 Kolika zpusoby je mozné vybrat triclenny tym z 10 lidi?

Priiklad 1.14 V misce jsou 4 bandny, 4 pomerance a 4 broskve. Vybirdm si 4 kusy ovoce
na cestu. Kolik riznych variant kombinaci ovoce mdm na vybér? (kusy ovoce téhoZ typu
povaZugte za stejné - napt. nerozliSujte mezi broskvi A a broskvi B, apod.)

Priklad 1.15 Kolik riznijch retézcu lze vytvorit prehdzenim znakiu 7retézce AAAA-
BBBBCCCC ?

Piiklad 1.16 Cemu je roven soucet n + 1 clent geometrické posloupnosti 1 + q + ¢* +
3 n
@+ gt ?

Priklad 1.17 Soucet geometrické vady 1+ q+ ¢*> + ¢ + ... je pro |q| < 1 roven ...
Priiklad 1.18 Funkci e® lze rozvinout v nekonecnou tadu jako ...
Priklad 1.19 Co 7ikd Taylorova véta?

Spravné odpovédi testu lze najit v oddilu 15.1.
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Cast I
NUMERICKE METODY

2 Chyby pri numerickych vypoctech

Cil kapitoly

Protoze zakladem numerickych metod je ziskavani pribliznych vysledki, je nutné mit vzdy
predstavu, jaky rozdil mize byt mezi presnym Tfesenim dané tlohy a feSenim ziskanym
pouzitou numerickou metodou.

Cilem této kapitoly je ukéazat, kde vSude se pii pfevodu néjakého problému z praxe na
tlohu numerickou dopoustime nepfesnosti. Dale se seznadmime s veli¢inami, které pouzi-
vame pIi hodnoceni ziskaného priblizného vysledku - absolutni a relativni chybou - a s
tim, co se dé€je pti pouzivani zaokrouhlenych ¢isel béhem vypoctu.

2.1 Zdroje a typy chyb

Pomineme-li jako zdroj chyb ¢lovéka dopoustéjiciho se omyli, mizeme chyby rozdélit na
nékolik zakladnich druhii:

- chyby matematického modelu — vznikaji nahrazenim realné fyzikalni situace
matematickym modelem. Mtze se jednat napiiklad o popis néjakého fyzikalniho
déje pomoci diferencialni rovnice.

- chyby vstupnich dat — jsou zpusobeny nepfesnostmi pii méfeni fyzikalnich velicin.

- chyby numerické metody — vznikaji pfi ndhradé puvodni matematické tlohy
jednodussi ilohou numerickou. Casto se jedna o ndhradu nekoneéného procesu pro-
cesem konecnym, napf. pii vypoctu hodnoty nékteré elementarni funkce pomoci
souc¢tu nekolika prvnich ¢lent jeji nekonecné Taylorovy fady nebo pfi aproximaci
urcitého integralu souc¢tem konec¢ného poctu funkénich hodnot. Odhad této chyby
je dilezitou soucasti feseni kazdé numerické tlohy.

- chyby zaokrouhlovaci — vznikaji tim, Ze pfi vypoctech pracujeme s ¢isly zaokrouh-
lenymi na urcity, relativné nevelky, pocet mist. Tyto chyby se pfi viypoctu mohou
kumulovat, nebo naopak navzajem rusit. Pfi velkém poctu operaci je posouzeni
jejich vlivu velmi narocné.

2.2 Definice chyb

Je-li & presna hodnota néjakého ¢isla a x jeji aproximace, jejich rozdil

Ex)=z—x
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nazyvame absolutni chyba aproximace. Obvykle se budeme zabyvat odhadem této
chyby, ale je-li pfesnd hodnota veliciny velmi mal4d nebo velmi velkd, ma vétsi vyznam
uzivat relativni chybu

ktera se téz Casto vyjadifuje v procentech.

Napiiklad absolutni chyba 10° se mifize na prvni pohled zdat velmi velka. Je-li ovSem
pfesna hodnota veli¢iny 10'°, uz se chyba tak zavazna nejevi. Tento fakt lze nejlépe vyja-
dfit pomoci relativni chyby, v tomto pfipadé je RE = 107° = 1077 %.

Ptesnou hodnotu chyb zpravidla nezname. Proto jsou dtlezité odhady chyb.

Kazdé nezaporné ¢islo M E(x), pro které plati
|2 — x| < ME(2) ,tj. 2 € (xt — ME(z),z + ME(x))

nazyvame odhad absolutni chyby aproximace x nebo mezni absolutni chyba.
Kazdé nezéporné ¢islo M R(x), pro které plati

| — x|

o S MRG@), 20

nazyvame odhad relativni chyby nebo mezni relativni chyba.

Casto uzivame symbolickych zapist

T=x+ ME(z), resp. & =a(1+ MR(z)).

2.3 Zaokrouhlovani. Sifeni chyb p¥i vypoctu

Je-li = realné ¢&islo, které méa obecné nekonecné dekadické vyjadieni, pak ¢islo z(9), které
mé d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou d¢isla z, plati-li

1
|z — 2P| < 5 107¢ (2.1)

Tedy napi. ma-li byt (M) spravné zaokrouhlena hodnota ¢isla = na jedno desetinné misto,
nesmi se od x liSit o vice nez o % 1071 =0, 05.

Jestlize ¢islo z, které chceme zaokrouhlit na d desetinnych mist, ma prave d + 1 desetin-
nych mist, z nichz posledni je pétka, ¢asto se pouziva pravidlo (¢tenéfi snad znamé ze
zékladni skoly), Ze pétka po liché ¢islici se zaokrouhluje nahoru, po sudé dola. Lze ale
také (a nékteré pocitacové programy tak ¢ini) volit vzdy zaokrouhleni nahoru nebo vzdy
zaokrouhleni doli.

P1i numerickych vypoctech pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly. Vysledky pocetnich ope-
raci s témito Cisly jsou opét zaokrouhlovany a déle se s nimi pracuje. Tim se zaokrouhlovaci
chyby §ifi. Budeme se nyni zabyvat tim, co se d€je pti zakladnich aritmetickych operacich.
Necht x a y jsou aproximace ¢isel & a 7.
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Pro chybu souc¢tu a rozdilu plati

Bty = [@+9) - (@+yl=[E-2)£@-yl= (2:2)
= |E(x) £ E(y)| < |E(@)[ +[E(y)| < ME(z) + ME(y)

Odhad chyby soucinu a podilu je o néco pracnéjsi. Pro chybu soucinu plati

[ E(-y)l = [#)—ayl=[E(2) y+ E(y) =+ E(x) - E(y)| < (2:3)
< lyl- ME(z) + || - ME(y) + ME(x) - ME(y)

Protoze souc¢in M E(z) - M E(y) byva vzhledem k ostatnim s¢itancim zanedbatelny, do-
stavame pro relativni chybu soucinu

E(x)-y+ E(y) -
Yy

| RE(zy)| = ‘ < MR(x)+ MR(y) (2.4)

Podobné pro chybu podilu plati
_|z+E@) = :’E(m)-y—w-E(y)’ |y|ME(x) + || ME(y)
y+EY) vy y(y + Ey)) [yl(lyl — ME(y))

a je-li M E(y) zanedbatelné vzhledem k y, pak pro relativni chybu podilu dostaneme

(2.5)

R(2)

() + M R(y)

Nyni se jesté zminime obecné o chybé pii vypoctu funk¢éni hodnoty. Mame sta-
novit, jaké chyby se dopustime pfi vypoctu hodnoty funkce f(zi,zs,...,2,) v bodé
(1, &2, ..., T,], jestlize presné hodnoty #; nahradime pfibliZznymi hodnotami z;. Chybu
i-té proménné oznacime F;. Plati

L L o KZANE YA o P CP
f(ivl,fﬁz,---’xn)—f(x17x2>“"x")+;E28xi+2 <;E’8xi> It

kde parcidlni derivace se berou v bodé [z1,xs,...,2,]|. Protoze obvykle budeme moci
predpokladat, ze ¢leny obsahujici souciny chyb jsou malé ve srovnani s ostatnimi ¢leny na
pravé strané, mizeme psat

WA N "\ 0
f(xl,xg,...,xn)—f(xl,arg,...,xn)%ZEZ»G—QJ; (2.6)
i=1 !

Vsimnéme si, ze 2.2, 2.3 a 2.5 jsou specialnimi ptipady tohoto vzorce.

Zde je na misté zminit se o tom, ze pri odec¢itani dvou sobé blizkych c¢isel se miize velmi
zvétsit relativni chyba. Pokud pak takto ziskany vysledek pouzijeme dale jako délitele,
miize dojit i k podstatnému zvétseni absolutni chyby. Tento jev ukazeme na prikladech.

Priklad 2.1 Necht x = 2,78493 a y = 2,78469 jsou aproximace Cisel & a 1 ziskané
zaokrouhlenim techto cisel na pét desetinnych mist. Urcete odhady absolutni a relativni
chyby rozdilu © — y
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Reseni: Mezni absolutni chyby « a y jsou podle 2.1 ME(z) = ME(y) = 107°. Tedy
podle 2.2 | E(x — y)| < 107° = ME(x — y).

) o . 1105
Mezni relativni chyba = je M R(x) = —22’78493

zatimco pro rozdil miize byt relativni chyba radové vyssi, jeji odhad je roven
0 =4,2.1072.

0,00024

= 1,8 - 107% (M R(y) vyjde skoro stejné),
ME(z—y)
z—y

Priklad 2.2 Necht z = 1,23456 je aproximace cisla Z ziskand zaokrouhlenim tohoto

cisla na pét desetinnych mist. Urcete odhad chyby podilu xfy, kde x a y jsou cisla z
prikladu 2.1

Reseni: Z pitkladu 2.1 zndme odhad chyby jmenovatele. Dale vime, ze M E(z) = % 107°.

Pro odhad chyby podilu stac¢i dosadit do 2.5:

‘E( z )‘ < lz—yl-ME@) + |2 ME@ —y) _
r—y/)| — |r—yl(|lr -yl - ME(x —y))
0,00024 - 1 - 1075 + 1,23456 - 10~

= =22.10°
0,00024 - (0,00024 — 10-5) ’

Tedy, zatimco vstupni hodnoty z,y a z mély chybu radové v stotisicinach, vysledek mtize
mit chybu fadové ve stovkach!
Proto, je-li to mozné, je zadouci se odecitani blizkych cisel vyvarovat.

2.4 Podminénost numerickych tloh a numericka stabilita algo-
ritmui

Pti numerickém feSeni rtiznych tloh musime zkoumat, jaky vliv na vysledek maji malé
zmény ve vstupnich hodnotach a zaokrouhlovani béhem vypoctu.

Reseni numerickych tloh miizeme povazovat za postup, kterym piifazujeme vstupnim

udajim vystupni data. Je-li toto pfirazeni spojité zobrazeni, pak fikdme, Ze numericka

uloha je korektni tiloha, v opa¢ném pripadé se jedné o tlohu nekorektni.

Pro tyto tlohy mé zasadni vyznam relativni citlivost vysledku na malé zmény ve vstupnich

parametrech tlohy. Korektni tiloha je dobfe podminéna, jestliZze malym relativnim

zménam vstupnich tidajfi odpovidaji malé relativni zmény vystupnich udaji. Cislo
relativni chyba vystupnich udajt

p =

relativni chyba vstupnich tdajt

nazyvame ¢islo podminénosti tlohy. Pro dobie podminéné tulohy je ¢islo C), blizké
¢islu 1.

Pokud malé relativni zmény na vstupu zptsobi velké relativni zmény na vystupu, pak
mluvime o Spatné podminéné tloze. Reseni $patné podminénych tloh je nejlépe se
vyhnout, protoze vysledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobné fekneme, Ze je algoritmus dobie podminény, je-li méalo citlivy na poruchy ve
vstupnich datech. Kromé nepfresnosti ve vstupnich tudajich ovliviiuje vysledek pouzitého
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algoritmu i zaokrouhlovani ¢isel béhem vypoctu. Je-li vliv zaokrouhlovacich chyb na vy-
sledek maly, mluvime o numericky stabilnim algoritmu. Algoritmus dobfe podminény
a numericky stabilni se nazyva stabilni.

Shrnuti pojmu

Pri sestavovani numerické tlohy se dopoustime chyby uz tim, Ze realnou situaci nahradime
zjednodusenym matematickym modelem. Dalsi chyby mohou vzniknout kvili nepiesnosti
vstupnich dat. Podstatnym zdrojem chyb je nahrazeni ptivodni matematické tlohy tlo-
hou numerickou (konkrétni piiklady téchto nahrazeni uvidime v dalich kapitolach). A
konec¢né, nemaly vliv mohou mit chyby, které vzniknou zaokrouhlovanim ¢isel béhem vy-
poctu.

Kvalitu vysledku ziskaného néjakou numerickou metodou miizeme popsat pomoci abso-
- podil absolutni chyby a vypoctené ptiblizné hodnoty. Protoze vsak presnou hodnotu
casto nezname a tim padem absolutni chybu nejsme schopni urcit, dilezité jsou odhady
absolutni a relativni chyby.

Pouzivame-li pii vypoctu zaokrouhlena ¢isla, chyby se siti. Zvlast nebezpecné je odecitani
sobé blizkych cisel.

2.5 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
Otazka 2.1 Relativni chyba zavisi na velikosti absolutni chyby.

Otazka 2.2 Je-li x > 10°, bude relativni chyba RE(z) urcité velmi mald.

Otazka 2.3 Je-li absolutni chyba E(x) < 1075, je urcité i relativni chyba RE(z) < 107S.

Otazka 2.4 Jestlize x aproximuge presnou hodnotu T s chybou E(x) = 0,01, paky = 2z
aprozimuge § = 2& s chybou E(y) = 0,02.

Otazka 2.5 Pokud jsme cisla x a y ziskali zaokrouhlenim cisel & a § na n desetinnijch
mist, pak na n desetinniych mist zaokrouhlend hodnota ¢isla &+ § je rovna x +y. (T a g
mohou byt libovolnd redlnd cisla.)

Otazka| 2.6 Cim vétsi je relativni chyba vystupnich vdaji dané tlohy, tim vétsi je cislo
podminénosti teto ulohy.

Priklad 2.1 Presna hodnota integrdlu foﬂ sinxdz je I =2, numericky vypoctend hod-
nota je I = 2,09. Urcete absolutni a relativni chybu I.

Priklad 2.2 Urcete mezni absolutni a relativni chybu, které se dopustime, jestlize k
vypoctu obsahu obdélnika pouZijeme délky jeho stran zaokrouhlené na 2 desetinnd mista,
a=172ab=2/15.

Odpovédi na otazky a vysledky prikladd viz 15.2
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3 Exkurze do funkcionalni analyzy

Cil kapitoly

Tato kapitola tvoii teoreticky zaklad pro metody probirané v dalsich dvou kapitolach.
Protoze prostor, ktery lze této problematice vénovat, je velmi omezeny, pokusime se zde
vysvétlit jen nejnutnéjsi pojmy. Pokud by nékoho odrazovala pfilisna teoreticnost a ,veé-
deckost® této kapitoly a spokojil by se s tim, Ze metody popsané v kapitolach 4 a 5 funguji,
aniz by se zajimal o to, pro¢ funguji, mohl by snad nasledujici text preskocit.

3.1 Metricky prostor

Studenti urcéité umi vypocitat vzdalenost dvou redlnych ¢isel na ¢iselné ose nebo vzda-
lenost dvou bodt v roviné ¢i v prostoru. Podobné se d& urcovat ,vzdalenost® rtznych
jinych objekti. Této zobecnéné vzdalenosti se fika metrika.

Definice. Bud X mnozina (prvkt jakéhokoli typu). Rekneme, Ze na této mmnoziné je
definovana metrika d, jestlize kazdym dvéma prvkim x,y € X je prifazeno realné c¢islo
d(z,y) tak, ze

1) d(z,y) >0 VryeX , dry)=0&z=y
2) d(z,y) =d(y,z) VYr,yeX
3) d(z,z) <d(xz,y)+d(y,z) Vz,y,z€ X (trojihelnikovd nerovnost)
Mnozinu X s metrikou d pak nazyvame metricky prostor.
Priklady metrickych prostoru
Asi nejjednodussim prikladem metrického prostoru je mnozina vSech realnych cisel R s
metrikou d definovanou jako d(z,y) = |z — y|.
Jako mnozinu X vSak nemusime brat celé R, mize to byt i jakdkoli jeho podmnozina,

napf. interval nebo mnozina vSech racionalnich cisel Q.
Jinym prikladem je mnozina vSech wusporadanych n-tic realnych cisel. Je-li

x = (z1,%9,...,2,) 2y = (Y1,%2,--.,Yn), metriku d mizeme definovat razné. Jako
nejprirozenéjsi se jevi obvykla vzdalenost dvou bodt:
d(x,y) =/ (z1 — 11)? + (22 = 12) + -+ + (T0 — )7, (3.1)
existuji vSak i jiné moznosti, naprt.
d(x,y) =[z1 =yl + |22 —yo| + -+ |20 — ¥al (3.2)
nebo
dx,y) = max(| 2y =l |72 =l |20 = pal ). (3.3)

Jako posledni ptiklad uvedeme mnozinu vsSech funkei definovanych a spojitych na intervalu
(a,b) , ktera se oznacuje jako C'({a,b)). Jsou-li f,g € C({a,b)), definujeme

A(f.9) = max | f(z) = g(a)]. (3.4)

Obrazky 3.1 a 3.2 poslouzi k objasnéni nékterych uvedenych metrik.
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YB+ B
Ya+ A d(f,9)
; ; a b
XA XB
Obrazek 3.1:  Vzdalenost“ bodi A, B Obrazek 3.2: ,Vzdélenost“ dvou spoji-
podle metriky 3.2 je délka silné cerné tych funkci v metrice 3.4
cary.

3.2 Uplny metricky prostor

Jiz na stfedni Skole se studenti seznamili s posloupnostmi realnych ¢isel a (snad) i s jejich
limitami.

Pfipomerime, Ze limita posloupnosti realnych ¢isel {a,} -, je, populdrné feceno, takové
¢islo a, ke kterému se ¢leny posloupnosti pro n jdouci do nekonec¢na priblizuji. Pfesnéji:
Reéalné ¢islo a se nazyva limitou posloupnosti {a,} -, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
ptirozené ¢islo N tak, zZe pro vSechna n > N plati |a, — a| < €.

Neboli: at zvolime e libovolné malé, od jistého indexu N se ¢leny posloupnosti budou od
a lisit méné nez o €.

Posloupnosti vSak mizeme sestavovat i z jinych objektd nez z redlnych c¢isel. Stejné tak
muzeme u takovych posloupnosti fici, zda maji, nebo nemaji limitu. Pro posloupnosti
sestavené z prvki obecného metrického prostoru se limita definuje velmi podobné, jen je

tfeba zobecnit ono ,liSeni se 0 méné nez “. To se provede pomoci metriky.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a {x, } -, posloupnost prvki z X. Rek-
neme, ze r € X je limitou této posloupnosti, piSeme lim xz,, = x , jestlize ke kazdému

n—oo

e > 0 existuje pfirozené ¢islo N tak, Zze pro v8echna n > N plati d(z,,z) < e.
Posloupnost, kterd ma limitu, se nazyva konvergentni.
Nyni definujeme dalsi vlastnost posloupnosti.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a {x, } -, posloupnost prvki z X. Rek-
neme, ze tato posloupnost je cauchyovska, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje prirozené
Cislo N tak, Ze pro vSechna n > N a kazdé ptirozené ¢islo k plati d(z,, z,1x) < €.

D4 se Tici, ze cauchyovska posloupnost je takova, jejiz cleny se vysSe popsanym zpiisobem
zahu$tuji.

D4 se dokazat, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Intuitivné by se mohlo
zdat, ze to musi byt i naopak. Existuji ale prostory, v nichz najdeme cauchyovské po-
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sloupnosti, které v daném prostoru limitu nemaji. Ukazeme to na nasledujicim prikladu:
Mé¢jme napiiklad mnozinu vsech realnych ¢isel a v ném posloupnost a; = 3.1,ay =
3.14,a3 = 3.141,a4 = 3.1415, . ... Tato posloupnost ma limitu 7 a tedy je cauchyovska.
Nyni vezméme tutéz posloupnost, ale v mnoziné vsech racionalnich ¢isel Q. Je to posloup-
nost cauchyovska, ale limitu v Q nema (protoze m ¢ Q).

Existuji tedy prostory, v nichZz ,néco schazi“, neobsahuji limity nékterych posloupnosti,
které se jinak chovaji tak, jako by limitu mit mély. Tim se dostavame k definici iplného
prostoru.

Definice. Metricky prostor se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost
v ném ma limitu.

Priklady uplnych a neuplnych prostoru

Mnozina R s metrikou d(x,y) = |z — y| je Gplny metricky prostor.

Jakykoli uzavieny interval (a, b) s toutéz metrikou je také uplny prostor.

Otevreny interval s toutéz metrikou neni tplny. To mizeme ukazat na piikladu intervalu
(0,1) a posloupnosti z, = % Tato posloupnost je cauchyovska a pfitom v intervalu (0, 1)
nema limitu (0 ¢ (0,1)).

D4 se dokazat, ze prostor vSech usporadanych n-tic realnych cisel s kteroukoli z metrik
3.1, 3.2, 3.3 je uplny.

3.3 Pevny bod zobrazeni, iteracni proces

Definice. Rekneme, 7e F je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, piseme F : X — Y,
jestlize kazdému prvku x € X je pomoci F' pfifazen pravé jeden prvek y € Y, y = F(x).

Budeme se zabyvat hlavné zobrazenimi mnoziny do sebe sama, tj. zobrazeni F': X — X.
Takové zobrazeni pfifazuje kazdému prvku x € X opét (obecné jiny) prvek z X. Nas bude
zajimat, jestli existuje takovy prvek z, ktery se zobrazi sim na sebe, pripadné jak takovy
prvek najit.

Definice. Prvek z € X se nazyva pevny bod zobrazeni F' : X — X jestlize plati

F(z) =x.

Jestlize za mnozinu X vezmeme R, pak zobrazeni F' : R — R je obyc¢ejna funkce jedné
proménné. Na obrazku 3.3 jsou vyznaceny pevné body jisté funkce f. Jsou to body, v nichz
se protne graf funkce f s pfimkou y = z.

Priklad. Funkce f(x) = z* m4 pravé dva pevné body, a to x = 0 a z = 1, protoze 0> = 0
al?=1.

Hledani pevného bodu zobrazeni ma v numerické matematice velky vyznam. Nékteré
ulohy, jejichz zadani zpocatku vypada tplné jinak, lze prevést praveé na problém nalezeni
pevného bodu. Proto se nyni budeme zabyvat otazkou, jak ovérit, ze néjaké zobrazeni
pevny bod ma a jak jej najit. Da se dokazat, ze jisty druh zobrazeni ma pevny bod vzdy
a existuje postup, ktery nas k nému dovede.
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y=x

y=f(x)

Obrazek 3.3: Pevné body realné funkce

Definice. Bud X metricky prostor. Rekneme, Ze zobrazeni F : X — X je kontraktivni
(kontrakce), jestlize existuje « € (0,1) tak, Ze pro kazdé dva prvky z,y € X plati

d(F(x), F(y)) < ad(z,y) (3.5)

Cislo o nazyvame koeficient kontrakee.

,Kontrakce“ Cesky znamena ,stazeni“. D4 se tedy, byt ponékud nepfesné, Fict, Ze kon-
traktivni zobrazeni je takové, u néjz jsou si obrazy (funkéni hodnoty) blizsi, nez byly
VZOry.

f(x;)
fx,) y=i) y=f(x)
x,) N
f(x,)
Xy X2
' Xy X2
Obrazek 3.4: Funkce, ktera je kontrak- Obrazek 3.5: Funkce, kterd neni kon-

tivni traktivni
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- 3.1 Bud X dplny metricky prostor a F : X — X kontraktivni zobrazeni. Pak
ezxistuje pravé jeden pevny bod tohoto zobrazeni I, pro néjz plati

T = lim z,, (3.6)

n—oo

kde (,)52, je tzv. posloupnost postupnych aproximact, kterd je definovdna takto:
xo je libovolny prvek z X a dalsi cleny posloupnosti jsou definovany predpisem

Lh+1 :F(ZL‘k), kZO,l, (37)

Dale pro vsechna prirozend cisla n plati:

d(3,2,) < —2

d(xp, Tp_1) (3.8)

l—«
an

d(z,z,) <
(Ban) < 1

d(l’o, .Tl), (39)
kde o je koeficient kontrakce.

Tato véta nam dava navod, jak pevny bod zadaného zobrazeni alespon priblizné najit.
Zvolime xy € X. Tomuto bodu se fikd pocatecni aproximace.

Pak pocitame dalsi ¢leny posloupnosti podle predpisu 3.7. Tomuto vypoctu se fika ite-
raéni proces, k-ty ¢len posloupnosti, x, se nazyva k-ta aproximace.

Protoze podle 3.6 je pevny bod limitou posloupnosti (z,)°,, postupné aproximace se
k nému budou priblizovat. Kdybychom v iteracnim procesu mohli pokracovat doneko-
necna, dostali bychom se nakonec k pevnému bodu. To ale neni mozné, a proto se v urcity
moment zastavime a fekneme, ze pevny bod Z je priblizné roven poslednimu vypoctenému
¢lenu posloupnosti.

Kdy itera¢ni proces zastavit, rozhodneme podle toho, s jakou pfesnosti chceme mit pevny
bod vypocteny. Miizeme k tomu pouzit napt. odhad 3.8, ktery rika, jak je n-ta aproximace
nanejvys vzdalena od pevného bodu. K tomu ovSem musime znat hodnotu koeficientu
kontrakce «, kterd muze byt u nékterych tloh velmi obtizné zjistitelna. Proto se castéji
pouzivaji empiricka kritéria, jez pro konkrétni tilohy pozdéji popiseme.

3.4 Normovany vektorovy prostor

V prvnim semestru se studenti seznamili s vektorovymi prostory.

Prvky vektorovych prostort mohou byt objekty nejriznéjsiho typu. Nemusi to byt pouze
,vektory“ v tom smyslu, jaky si ¢lovék obvykle pod timto pojmem piedstavi (tj. uspota-
dané n-tice realnych ¢isel).

Nejjednodussim ptikladem vektorového prostoru je mnozina vsech redlnych ¢isel R s ob-
vyklymi operacemi + a - .

Vektorovym prostorem je i mnozina vSech matic typu (m,n) s operacemi + (séitani matic)
a - (ndsobeni matice konstantou).
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Vektorovy prostor miize byt tvoren téz funkcemi jedné nebo vice proménnych s urcitou
vlastnosti. V nékterych oblastech matematiky se casto setkavame napit. s prostorem vsech
funkei spojitych na daném intervalu (a, by, ¢i s prostorem vsech funkci na intervalu (a, b)
integrovatelnych.

Studenti jisté védi, co je absolutni hodnota ¢isla nebo délka vektoru. Tyto veli¢iny udavaji
velikost daného cisla, resp. vektoru bez ohledu na jeho znaménko, resp. smér. , Velikost® lze
riznym zpiisobem urcovat i u jinych objektii. Jakési zobecnéni velikosti, které zachovava
jejl prirozené vlastnosti, se nazyva norma.

Definice. Bud V vektorovy prostor. Rekneme, Ze na tomto prostoru je definovina norma,
jestlize kazdému prvku v € V' je piifazeno realné ¢islo ||v|| (norma v) tak, ze

1) v >0 YoeV | |v|=00v=0

2) ||k-v||=|k|l-|v] VveV,VkeR

3) [Jvr + val] < |lvr|| + ||v2ll Vo1,v9 € V' (trojihelnikova nerovnost)
Prostor V' pak nazyvame normovany vektorovy prostor.

Je znamo, ze absolutni hodnota rozdilu dvou redlnych ¢isel udava vzdalenost téchto cisel
na Ciselné ose. Podobné si 1ze normu rozdilu dvou prvkia vektorového prostoru ||u — vl|
predstavit jako vzdéalenost téchto dvou prvkd. To znamend, Ze na vektorovém prostoru
miizeme definovat metriku predpisem

d(Ul, Ug) = || V1 — 1)2”. (310)

Priklady normovanych vektorovych prostoru:

Na mnoziné vSech redlnych éisel R lze zavést normu jako ||z|| = | x| , Vo € R.

Na ,,obvyklém*“ vektorovém prostoru vsech usporadanych n-tic realnych ¢isel V,, muzeme
zavést normu riiznym zpusobem.

Je-li v = (vq,v2,...,v,) € V,, pak jeho norma mtze byt napf. definovana jako délka
tohoto vektoru

| vl = /v +0v2+ - +02. (3.11)

Tato norma se ¢asto znaci jako || v||o a nazyva se eukleidovskd norma. Existuji vSak i jiné
moznosti. V dalsim textu se setkdme s normami

[vli = Joi| 4+ |va] + - + | vn] (3.12)
[Vl = max(|vf,[va],. .., ) (3.13)

U matic lze normu pocitat podobné jako u vektort. V kapitole 4 budeme pracovat s

nasledujicimi normami ( A je matice typu (m,n) s prvky a;;,t =1,...,m, j=1,...,n):
|Alle = max Zl | aijl fadkova norma (3.14)
‘7:

m
Al = jnax Z | aij sloupcova norma (3.15)
T i=1
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Piiklad 3.1 Vypoctéte radkovou a sloupcovou normu matice

-3 2 5
A = 1 -4 -2
3 -1 4

Reseni: Radkova norma matice je maximum ze souéti absolutnich hodnot prvki v jed-
notlivych fadcich.

Soucet absolutnich hodnot prvkid v prvnim faddku matice je |—3|+|2|+|5| = 10, ve druhém
radku je soucet roven 7 a ve tfetim 8. Nejvétsi z téchto ¢isel je 10 a proto || Al = 10.
Sloupcova norma je maximum ze souc¢ttt absolutnich hodnot prvkt v jednotlivych sloup-
cich. Tedy || A|; = max(7,7,11) = 11.

Ctenaf si mozna povsiml zna¢né podobnosti norem 3.11, 3.12 a 3.13 s metrikami uve-
denymi v kapitole 3.1. Skutecn€, vSechny tyto metriky mizeme dostat z vyse uvedenych
norem pomoci 3.10.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme oznacili fadkovou normu matice 3.14 stejné€ jako normu vektoru
3.13 a sloupcovou normu matice 3.15 stejné jako normu vektoru 3.12.

Tyto normy skute¢né maji mnoho spole¢ného. Predstavime-li si vektor v dimenze n jako
sloupec, mizeme jej povazovat za matici o n fadcich a jediném sloupci. Vypocteme-li
nyni fadkovou normu této matice, dostaneme pravé normu vektoru 3.13, vypocteme-li
sloupcovou normu matice, dostaneme normu vektoru 3.12.

N 24

[AV[e < [[Aflsc - [[ VIl

[Av]y < [[Afl- vl
Muzeme Fict, ze fadkova norma matice je pridruzena vektorové normé 3.13 a sloupcova
norma matice je pridruzena vektorové normé 3.12.
(Obecné se maticova norma pfidruzend vektorové normé definuje docela slozité, o tom
zde mluvit nebudeme. Napf. maticovd norma pridruzena eukleidovské normé vektoru se
pocité zcela odlisné.)

Shrnuti pojmu

Metricky prostor je mnozina X, na niz je definovana metrika d - funkce s jistymi vlast-
nostmi, kterd kazdym dvéma prvkim z,y € X prifadi ¢islo d(z,y), které lze popsat jako
yvzdalenost® x od y. V metrickém prostoru muzeme definovat limitu posloupnosti slo-
zené z jeho prvkd. Ma-li posloupnost limitu, fekneme, zZe je konvergentni. Cauchyovska
posloupnost je posloupnost, jejiz prvky se urcitym, v predchozim textu pfesné popsa-
nym, zpusobem zahustuji. Je-li v metrickém prostoru X kazdéa cauchyovska posloupnost
konvergentni, mluvime o prostoru tplném.

Mnoho tloh numerické matematicky se da prevést na hledani pevného bodu néjakého
zobrazeni. Pevny bod daného zobrazeni F' : X — X je takové x € X, které se zobrazi
samo na sebe, tj. F(x) = x.
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Kontraktivni zobrazeni je zobrazeni, pro které plati d(F(z), F(y)) < ad(z,y), kde
ae(0,1).

Je-li X s metrikou d iplny metricky prostor, pak kazdé kontraktivni zobrazeni ' : X — X
ma pravé jeden pevny bod. Tento pevny bod je roven limité posloupnosti {xy}2,, kterou
ziskame tak, ze x¢g € X zvolime libovolné a dalsi ¢leny posloupnosti jsou dany vztahem
Ty = F(zg),k = 0,1,2,.... Pevny bod pfiblizné najdeme pomoci tzv. itera¢niho pro-
cesu. Pocitame ¢leny posloupnosti {xy}52,, dokud podle néjakého kriteria nerozhodneme,
ze uz jsme pevny bod s pozadovanou presnosti nasli.

Normovany prostor je vektorovy prostor V', na némz je definovana norma || - || - funkce s
jistymi vlastnostmi, kterd kazdému prvku v € V pfifadi ¢islo || v||, které lze popsat jako
,velikost® v.

Na prostoru vSech n-rozmérnych vektori mutzeme kromé obvyklé eukleidov-
ské normy definovat normu piedpisem |[v|; = |wvi| + |va] + -+ + |wva|, resp.
| Vloo = max(| vi], [val, ..., | vn]).

Dilezitym ptikladem normovaného prostoru je prostor vSech matic typu m x n s fadkovou
nebo sloupcovou normou. Radkova norma matice A je maximum ze souctt absolutnich
hodnot prvki této matice v jednotlivych radcich, sloupcova maximum ze soucti ve sloup-
cich.

3.5 Otazky a priklady ke cviceni
U nasledujicich vyrok rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

- 3.1 Muze se stdt, Ze pro dva rizné proky metrického prostoru x ay je d(z,y) =
0.

- 3.2 KazZda posloupnost, ktera ma limitu, je cauchyovskad.

- 3.3 KazZdy metricky prostor je uplny.

Otédzka 3.4 Pevny bod funkce f(x) = sinz je 0.

- 3.5 KaZdad funkce jedné redlné proménné ma aspon jeden pevny bod.
Otazka 3.6 Je-li F : X — X kontrakce a x,y € X, pak d(F(x), F(y)) < d(z,y).
- 3.7 Iteracni proces je postup, ktery slouzi k nalezeni pevného bodu.

- 3.8 V praxi pomoct iteracniho procesu vZdy najdeme presnou hodnotu pevného
bodu.

- 3.9 Rddkovd norma ctvercové matice je vzdy riznd od sloupcové normy.

Piiklad 3.1 Ukazte, 3e d(x,y) = |z — y| md viechny pozadované vlastnosti metriky.
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_ 3.2 Meégme metriku predepsanou predpisem 3.3, tj.

d(X, y) = ma’X(l T — yll; ‘ T2 — y2|> LRI ‘ Tp — yn|)
a) Vypoctéte d(x,y) prox = (1,2,3), y = (0, —2,1)
b)* Ukazte, Ze d(x,y) md véechny poZadované vlastnosti metriky.

_ 3.3 Najdéte viechny pevné body funkce f(x) = 2% — 3.
(Vyreste prislusnou rovnici, nepokousejte se o iteracni proces.)

Piiklad| 3.4 Ukazte, Ze || z|| = | x| md vsechny pozadované vlastnosti normy.

Priklad| 3.5 Vypoctéte || x|l a || x|y prox = (2,—4,1,—1).

Odpovédi na otazky a vysledky piikladi viz 15.3
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4 Numerické reseni soustavy linearnich rovnic

Cil kapitoly

Reseni soustav linedrnich rovnic patii mezi nejdilezit&j§i ¢asti numerické matematiky.
Mnoho praktickych tloh nakonec vede k feseni takovychto soustav, ¢asto velmi rozsahlych.
K obrovskym soustavam rovnic dospéjeme napt. pii hledani rozlozeni néjaké fyzikalni
veli¢iny v urcitém télese. Problém se, velmi zhruba feceno, muze resit tak, ze hledame
hodnoty této veli¢iny pouze v koneéném poctu bodu (a ¢im vice téchto bodu bude, tim
lépe), a to pravé jako FeSeni soustavy linedrnich rovnic.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenéare s nekolika metodami pouzivanymi pro feseni téchto
soustav. Zvlastni pozornost bude vénovana Gaussové elimina¢ni metodé. Také probereme
dveé iteracni metody - Jacobiho a Gauss-Seidelovu. Tyto dvé metody jsou z iterac¢nich
metod asi nejjednodussi. Pokud si je studenti osvoji, bude pro né snazsi pochopit jiné
dnes v praxi pouzivané iterac¢ni metody.

Budeme se zabyvat fesenim soustavy n linearnich rovnic

a1y + aieTy + -+ AQpTn = bl
ao1 X1 + Q22 + -+ + QT = b2
Ap1 1 + Q22 + 0+ ATy = bn
S neznamymi xq, X, ..., Ty.
Pfipomenme, ze matice A = (a;;),4,j = 1,...,n, se nazyva matice soustavy a sloupcovy

vektor b = (by,...,b,)" vektor pravych stran.
Soustavu muzeme zapsat maticové ve tvaru

Ax=b (4.1)

Vsude v dalsim textu budeme predpokladat, ze matice soustavy je regularni, tj. ze feSena
soustava mé pravé jedno feseni. (V technickych tlohach, kde se problém feSeni soustavy
linedrnich rovnic mize vyskytnout, to tak zpravidla byva.)

V prvnim semestru se studenti seznamili s Gaussovou elimina¢ni metodou a s Cramerovym
pravidlem. Obé tyto metody patii mezi tzv. metody piimé. Druhou skupinou metod
feseni soustav linearnich rovnic jsou metody iteracni.

4.1 Primé metody

Ptimé metody vedou k feSeni soustavy po konec¢ném poctu krokt. Takto nalezené feseni
by bylo pfesné, kdybychom se v pribéhu vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb.
Ptfipomeneme metody, které by studenti méli znat z prvniho semestru, a uvedeme nékteré
dalsi.
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4.1.1 Cramerovo pravidlo

Je-li matice soustavy 4.1 regulérni, tj. jeji determinant je nenulovy, pak feSeni soustavy
lze vypocitat jako

Dy D, D,
NS mI T e =y
kde D je determinant matice soustavy A a Dy, k = 1,...,n jsou determinanty matic, které

vzniknou z matice A nahrazenim k-tého sloupce této matice vektorem pravych stran b.

Piiklad 4.1 Pomoci Cramerova pravidla najdéte veSeni soustavy rovnic

21‘1 + 31‘2 = 5
-1 + 2%2 = 8

Reseni: Determinant matice soustavy je

D = ‘:7

' -1 2
a determinanty matic vzniklych nahrazenim prvniho, resp. druhého sloupce matice sou-
stavy vektorem pravych stran jsou

3
2

) 2 5
pie|3 3] pie| 23|om

Reseni soustavy je tedy

Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, napft. pro
soustavu dvou rovnic s ,08klivymi* koeficienty. Pro vétsi soustavy by bylo nutné pocitat
mnoho determinanti vysokého fadu, coz je velmi pracné. Proto se pro feseni velkych
soustav rovnic tato metoda nepouziva.

4.1.2 Gaussova eliminaéni metoda

Zakladem této metody je uprava soustavy na trojihelnikovy tvar pomoci elementarnich
uprav.

Pfidame-li v soustavé 4.1 vektor pravych stran b jako (n+1)-ni sloupec k matici A,
muzeme soustavu prepsat ve tvaru

a1 1 + a2 + -+ A Tp, = Alptl
A1 T1 + QT2 + - + ATy, = A2p41

Ap1T1 + Au2To + -+ GupTp = Apngi
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Nyni se pomoci pfi¢itani vhodnych nasobkti prvni rovnice budeme snazit z ostatnich
rovnic eliminovat x;. (Je-li a;; = 0, vyménime prvni rovnici s prvni takovou rovnici, ktera
na prvnim misté nulu nema4.)

Odecteme-li postupné prvni rovnici, vynasobenou c¢islem <&

ail

, od i-té rovnice, pro 1 =

2,3,...,n, dostaneme
a1y + a2T2 + 0+ Ay Tn = Aipt
1 1 1
ag; Ty 4+ 0 F agn) Tn = ag 72+1
a5112) Ty 4+ e F 0%172 Tn = a51171+1

Nové koeficienty jsou vypocteny jako al(-;) = Q;j — 2111 ay, 1=2,3,...,n,5=2,3,...,n+1.

Nyni budeme pomoci vhodnych nasobki druhé rovnice eliminovat x, v tieti, ¢tvrté, ...
n-té rovnici. (Opét, je-li a%) = 0, vyménime druhou rovnici s prvni z dalsich rovnic, ve
které u x5 nula neni.)

Tim dostaneme

a1 + apx2 + aizx3 + -+ A1 Tn = A4l
aly v2 + al)wy + +oas) @, = agyy

a%)x;; + -+ agi)xn = aZ(SQT)H-l

afws + o+ allm, =

(1)
kde ag-) :az(jl»)— a’(‘{) all 1=3,4,...,n,7=3,4,...,n+ 1.

al) "2
Pokracujeme-li dale stejnym zpiisobem, dostaneme po n-1 krocich soustavu v trojihelni-
kovém tvaru

a1 xy + appry + aizrs + -+ ATy, = QAipg1
(1) ® (1) _ .
2 2 2

(g3 T3 + -+ A3, Tp = Azn

n—1 n—1

apy Ln = aind

7 této soustavy snadno urc¢ime hledané reseni:

o)

1 n—2 n—2
e ey s <a7(1—172+1 —ay xn)

1
T = _a <a1n+1 —A12X2 —A13X3 — *+ — Q1p $n>
11

Postup vedouci k soustavé 4.2 se nazyva Gaussova eliminace, vypocet neznamych dle

4.2 zpétna substituce nebo téz zpétny chod. Cislo a,(j;l) nazyvame hlavni prvek.
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Priiklad 4.2 Pomoci Gaussovy eliminace vyreste soustavu rovnic

1,675(71 - 0,15ZE2 + 2,511’3 = —0,84
2,152, + 3,02z, — 0,1725 = 2,32
1,72 — 2,83z + 1,4523 = 1,26

Reseni: Koeficienty soustavy opiSeme do matice:

1,67 —0,15 2,51 —0,84

2,15 3,02 —0,17 2,32

1,71 —2,83 1,45 1,26
Od druhého Fadku odecteme prvni fadek vynasobeny 22 a od tfetitho vyndsobeny it
(v8echny mezivysledky jsou zaokrouhlovany na pét desetinnych mist):

1,67 —0,15 2,51  —0,84
0  3,21311 —3,40144 3,40144
0 —2,67641 —1,12012 2,12012

. Ty . , , , 267641 o
Nyni od ttetiho fadku odecteme druhy vynasobeny = 5%611 . Tim dostaneme

1,67 —0,15 2,51 -0, 84
0 3,21311 -3,40144 3,40144 |,
0 0 —3,95339 4,95339

coz uz odpovida soustaveé v trojihelnikovém tvaru

1,67z, — 0,15z0 + 2,5lzy = —0,84
3213112, — 3,401447; = 3,40144
— 3,95339z; = 4,95339

Reseni této soustavy je

495339
i Y10
3 —3 05339 » 29295
1
= (3.40144 + 3.40144 - (—1.252 )i— 2
2 3721311<3, 0144 + 3,40144 - (—1,25205)) = —0, 26777
1
- m<—0,84+0,15-(—0,26777)—2,51-(—1,25295))i1,35613

Reseni ziskané Gaussovou elimina¢ni metodou by bylo piesné, kdybychom se v priibéhu
vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb. U nékterych soustav mize byt bohuzel vliv
zaokrouhlovani na vysledek znac¢ny. Algoritmus Gaussovy eliminace se proto nékdy mo-
difikuje zptisobem popsanym v nasledujici kapitole.
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4.1.3 Eliminace s vybérem hlavniho prvku

Eliminace s vybérem hlavniho prvku je modifikace Gaussovy elimina¢ni metody, ktera
slouzi ke zmenseni zaokrouhlovacich chyb. A
Je-1i absolutni hodnota nékterého z délitelt agz_
prvki a?{l), k > i, mtze hrozit nebezpeci velkych zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlovaci
chyba v absolutni hodnoté malého ¢isla zptsobi totiz velkou chybu v jeho prevracené
hodnoté a tedy i v ¢islech, jimiz ndsobime fadky pii eliminaci.

Abychom se vyhnuli déleni ¢isly, ktera jsou mala vzhledem k ostatnim veli¢inam, pouzi-
jeme postup zvany vybér hlavniho prvku:

V prvnim kroku eliminace najdeme rovnici, kterd ma u x; v absolutni hodnoté nejvétsi ko-
eficient. Vyménime ji s prvni rovnici a pak pomoci jejich nasobkt eliminujeme x; z ostat-
nich rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi vSemi rovnicemi kromé prvni tu rovnici, ktera
mé v absolutni hodnoté nejvétsi koeficient u x5. Vyménime ji s druhou rovnici a pomoci
jejich nasobki eliminujeme x5 z dalsich rovnic. Obecné v k-tém kroku eliminace najdeme
mezi poslednimi n — k + 1 rovnicemi tu, ktera ma nejveétsi koeficient u xp, vyménime ji s
k-tou rovnici a pak pomoci ni eliminujeme.

1 , , ,
) mal4 ve srovnani s absolutni hodnotou

Priiklad 4.3 Soustavu z prikladu 4.2 reste eliminaci s viybérem hlavniho prvku.
Reseni: Postupujeme podobné jako v pfedchozim piikladu. Vybrany hlavni prvek je vzdy
v ramecku.

1,67 —-0,15 2,51 —0,84 2,15 3,02 -0,17 2,32

3,02 —0,17 2,32 | ~ 0 —2,49577 2,64205 —2.64205 | ~

1,71 —-2,83 1,45 1,26 0 -9,23195| 1.58521 —0,58521

2,15 3,02 —0,17 2,32
0 —5,23195 1.58521 —0,58521
0 0 1,88586 —2,36289

Nasledovala by zpétna substituce.

.....

nym vybérem hlavniho prvku.

Uplny vybér hlavniho prvku spoéiva v tom, Ze v k-tém kroku volime za hlavni prvek
ten, ktery je nejveétsi v absolutni hodnoté v submatici vytvorené vynechanim prvnich k—1
radkt a sloupctl v upravované matici. Nutnost hledat nejvétsi prvek v celé submatici a
vyménovat Fadky 1 sloupce zptisobuje vétsi ¢asovou (a programatorskou) naroc¢nost této
metody. Gaussova eliminacni metoda s ¢asteénym vybérem je proto obvykle efektivnéjsi
nez metoda s Gplnym vybérem hlavniho prvku.

Na z&vér poznamenejme, ze Gaussova elimina¢ni metoda, at uz s vybérem hlavniho prvku
nebo bez, je pro opravdu velké matice casové naro¢na. Mame-li fesit n rovnic, je u obycejné
eliminace potteba vykonat pfiblizné n3/3 aritmetickych operaci, coZ pro velké n dokaze
zameéstnat i relativné vykonny pocitac. Proto se hodi nejlépe pro nepfilis rozsahlé soustavy.
Dnes vSak existuji profesionalni programy i pro feseni velkych soustav rovnic s fidkou
matici koeficientii (Fidkou matici se rozumi takova matice, kterd ma v kazdém fadku jen
maly pocet nenulovych prvki).
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4.2 Iteracni metody

Itera¢ni metody, na rozdil od pfimych metod, nevedou k presnému feseni po konecném,
predem daném poctu krokt. U iteracnich metod zvolime pocateéni aproximaci feSeni a
uréitym postupem ji v kazdém kroku metody zlepsime. K fesSeni se pfiblizujeme postupné
a obecné ho dosdhneme az v limité. Protoze vypocet nelze provadét do nekonecna, po
jisté dobé jej ukoncime. Vysledkem bude ptiblizné feseni soustavy.

4.2.1 Jacobiho metoda

Nejprve popiseme, jak se Jacobiho metodou soustavy rovnic fesi a kdy se touto metodou
resit mohou. Na konci kapitoly teoreticky zdivodnime, pro¢ Jacobiho metoda funguje.
(Aby ¢tenar désici se jakékoli teorie mohl konec kapitoly preskocit a nebyl hned zpocatku
zastrasen. )

Budeme opét pracovat se soustavou linearnich rovnic

a11r7 + apxry + - A+ AT, = b
917 + Axy + - 4+ agrT, = by
Ap1 1 + ApaX2 + -+ + App T, = bn

Z prvni rovnice vyjadiime x;, ze druhé rovnice zo atd. Dostaneme

1
r = — (bl — Q122 —A13X3 — *+ — Q1 xn) (4-3)
a11
1
Tog = —\(by—aox1 —agTs— " — Qg Ty
22
1
Tp = bn_anl X1 —Ap2 Ty — *+* — Appn—-1Tnp-1
ann

Reseni soustavy budeme hledat nasledujicim zptisobem:

Libovolné zvolime po¢ateéni aproximaci feseni x(©) = (mgo), xéo), . ,:c%o))T.
Tato cisla dosadime do pravé strany 4.3. Tim dostaneme novou aproximaci feseni
x(D) = (:Egl), x(zl), .. ,xS))T. Tu opét dosadime do pravé strany 4.3 atd.
Obecné kazdou dalsi aproximaci feseni ziskdme podle pfedpisu
1
iL'YJrl) = (1_ (bl — Q12 .ﬁEgT) — Q13 l':()’r) — = A1p .1'7(;”)) (44)
11
1
:L_ngrl) _ L (62 — a1 27 — ags xz()’r) e — gy, xfﬁ)
22
(r-+1) 1 (r) @ ()
Ty, = _<bn_an1$1 —Ap2 Ly " —  — App—1 xn_1>a
ann

Za jistych (dale popsanych podminek) se timto postupem budeme pfiblizovat k pfesnému
reseni soustavy.
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Ve vypoctu pokracujeme, dokud se nedosahne urcité predem dané presnosti, napt. dokud
se aproximace TeSeni neustali na pozadovaném poctu desetinnych mist, nebo dokud neni
prekrocen predem dany maximalni pocet kroki.

Jacobiho metodou nemusime feseni soustavy najit vzdy. V nékterych pripadech posloup-
nost postupnych aproximaci k feSeni soustavy nekonverguje. Uvedeme nyni podminky,
které zaruci, ze metoda konverguje (tj. najdeme pomoci ni pfiblizné feseni).

Definice. Matice A se nazyva radkové ostie diagonalné dominantni pravé tehdy,
kdyz

n
| a;i| > Z lai;] proi=1,...,n (4.5)
J=Lj#i
(neboli kdyz je v kazdém fadku matice absolutni hodnota prvku na diagonéle vétsi nez

soucet absolutnich hodnot vSech ostatnich prvka v onom radku)
a sloupcové ostire diagonalné dominantni pravé tehdy, kdyz

n

1=1,17#£7

(neboli kdyz je v kazdém sloupci matice absolutni hodnota prvku na diagonale vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vSech ostatnich prvki v onom sloupci).

Na konci této kapitoly dokazeme, ze:
Je-li matice soustavy 4.1 ostie fadkoveé nebo sloupcové diagonalné dominantni,
Jacobiho metoda konverguje.

Jestlize matice soustavy 4.1 neni diagonalné dominantni, Jacobiho metoda konvergovat
muze a nemusi.

Existuje podminka pro konvergenci Jacobiho metody nutnd a dostateénd (tj. pokud je
splnéna, metoda konverguje a pokud neni splnéna, metoda diverguje), jenze je pro velké
matice prakticky neovéritelna.

Proto, nejsme-li si jisti konvergenci metody, je vhodné stanovit maximéalni pocet krokt a
je-li prekrocen, vypocet ukoncit s tim, zZe metoda diverguje. Pak je potieba zvolit jinou
metodu nebo soustavu néjak upravit.

Priklad 4.4 Jacobiho metodou 7este soustavu

15 T — T2 + 21’3 = 30
2[E1 — 10 To + T3 = 23
T —|— 31‘2 —|— 18 r3 = —22

Reseni: Matice soustavy je diagonalné dominantni, protoze plati
[ 15[ > | = 1]+ [2], [—10[ > |2+ [1], [18] > | 1] +[3].

Proto je konvergence metody zarucena. Vypiseme iteracni vztahy:
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r+1 1 r r
$§+) = —15<30+x5)—2x§)>

r+1 1 T r
xé+) = ——10(23—2x§)—m§)>

r+1 1 T r
a::(,)Jr) = —18<—22—xg)—3xg))

Jako pocateéni aproximaci zvolime x = (0,0, 0)7. Postupné ziskavané aproximace feseni
budeme zapisovat do tabulky:

I‘Y) xg") Igr)
0 0 0
2 23 |-1,2222

2,0096 | -2,0222 | -0,9500
1,9918 | -1,9930 | -0,9968
4 | 2,0000 | -2,0013 | -1,0007
Je vidét, Zze posloupnost postupnych aproximaci konverguje k feSeni soustavy (2,-2,-1).
Kdybychom chtéli ziskat feseni s presnosti € = 0, 01, mohli bychom nyni vypocet zastavit,
protoze

WIN| O3

|28V — 2P| = [2,0000 — 1,9918| < 0,01
|25 — 2| = | —2,0013 — (~1,9930)| < 0,01
128 — 2P| = | =1,0007 — (—0,9968)| < 0,01,

zatimco kdybychom pozadovali presnost € = 0,001, museli bychom ve vypoc¢tu pokraco-
vat, protoze napf. |x§4) — 2% > 0,001.

Ukazka divergence Jacobiho metody

Kdybychom rovnice z predchézejiciho ptikladu prepsali v jiném poradi, napf.

1y + 3x9 + 18x3 = —22
15 rT — i) + 21’3 = 30
2ZE1 — 10 To + T3 = 23,

prislusné iteracni vztahy by vypadaly takto:
xYH) = —-22-— 3ng) — 18 xgr)
2y = —30+ 1541 + 22"
2 = 23— 220 41020,

Podminka konvergence metody neni splnéna. Podivejme se, jak se budou chovat postupné
aproximace reseni:

r xY) xg) :U:(f)

0] O 0 0
1] -22 -30 23
2] -346 | -314 | -233
3 | 5114 | -5686 | -2425




32 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Na prvni pohled je zfejmé, 7Ze k FeSeni soustavy (2, —2,—1) touto cestou nedojdeme,
metoda diverguje.

Jacobiho metoda z teoretického hlediska

Nyni ukézeme, pro¢ Jacobiho metoda funguje a pro¢ konverguje zrovna za vyse uvedenych
podminek.
Rovnice 4.3 se daji zapsat maticové jako

X:CJX+d,

kde C; je tzv. iteraéni matice Jacobiho metody. Prvky matice C; a vektoru d jsou

Q5 . .
cj = —— proi#j, c;=0
A5
b;
di = —.
Qg4

Tim, ze jsme ptvodni soustavu rovnic A x = b upravili na tento tvar, se kol najit feseni
soustavy rovnic prevedl na hledani pevného bodu zobrazeni

F(x) = Cyx+d, (4.7)

protoZe feSenim ptivodni soustavy rovnic je pravé takovy vektor x, pro néjz plati F'(x) = x.

V kapitole 3 jsme pfedvedli obecny postup, ktery vede k nalezeni pevného bodu. Je to
tzv. metoda postupnych aproximaci, itera¢ni proces.

Proto feseni hledame vyse popsanym zptisobem, tj. zvolime libovolné pocatecni aproxi-
maci x(© a daldi aproximace poéitame jako

x) = p(x") = ¢, x" +d. (4.8)

Déle jsme v kapitole 3 uvedli, za jakych podminek je jisté, ze pevny bod zobrazeni existuje
a ze metodou postupnych aproximaci k nému dojdeme. Prozkoumame nyni, jak vypadaji
tyto obecné podminky pro nasi konkrétni situaci.

Méme zobrazeni F': V,, — V,,, kde V,, je prostor vSech usporddanych n-tic redlnych cisel.
Na tomto prostoru muzeme zavést metriku predpisem

dx,y) =[x =yl

kde || - || je néktera z norem 3.12, 3.13. Prostor V,, s touto metrikou je uplny. Zjistime, kdy
bude zobrazeni F' kontraktivni.
Plati

d(F(x), F(y)) = F&x)-F@)l=1Cyx+d-(Cyy+d)|=][Csx-y)<
< G- Ix =yl =lCs - dx,y),

kde ||C|| je norma matice pfidruzena pouzité normé vektoru.
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Je-li tedy ||Cy|| < 1, je zobrazeni F kontraktivni s koeficientem kontrakce o = ||C,|| a je
zaruceno, ze posloupnost postupnych aproximaci ziskana podle predpisu 4.8 konverguje k
pevnému bodu zobrazeni 4.7.

(Je-li ||Cy|| > 1, o konvergenci ¢i divergenci itera¢niho procesu nevime nic.)

Nyni se podivame na to, jak podminka ||C,|| < 1 souvisi s diagonalni dominantnosti
matice soustavy A.

Predpokladejme, ze matice A je ostie fadkové diagonalné dominantni.

Pocitame-li fadkovou normu matice C;, bereme soucty absolutnich hodnot prvki v jed-
notlivych fadcich a z nich pak vybirdme maximum. Soucet absolutnich hodnot prvku
prvniho radku je

_ | |aae| + Jaas| £ - 4 [

|a11]

11

Protoze je A tadkové diagonalné dominantni, musi byt
|a11] > |awe| + [as| + - + [ a1

a tedy soucet absolutnich hodnot prvkia prvniho fadku matice C; musi byt mensi nez 1.
Uplné stejné se ukaze, 7e i soucty v ostatnich fadcich jsou mensi ne7 jedna.

R4dkova norma matice C;, coby nejvétsi z ¢isel mensich nez jedna, bude urcité také mensi
nez jedna. Proto, je-li A taddkové diagonalné dominantni, je zaruceno, ze Jacobiho metoda
konverguje.

Podobné se da ukézat, ze je-li A ostfe sloupcové diagonalné dominantni, je sloupcova
norma matice C; mensi nez 1.

V ptipads, Ze je ||C,|| < 1, plati odhady 3.8 a 3.9 z véty 3.1. Zde jsou pfepsany specialné
pro nasi ulohu:

ICl

") _ x|l < (r) _ x(r=1) 4.9
RS XH_l—HCH”X x| (4.9)

7
I = x|| < =S [ x©@ = x| (4.10)
1—[IC)

Pomoci odhadu 4.9 mtzeme rozhodnout, kdy zastavit iteracni proces, chceme-li mit jis-
totu, ze se priblizné feseni od presného v pouzité normé nelisi vic nez o predem dané
€.

Odhad 4.10 miize poslouzit k urceni poc¢tu krokt metody, ktery bude stacit pro dosazeni
presnosti €.

Protoze vsak pro velké soustavy rovnic je vypocitat normu matice C; pracné, pro zasta-
veni vypoctu se spise pouziva kriterium

I — x| <e,

i kdyZ jeho splnénim neni zaruceno, ze bude i || x") —x|| < e.
(Toto kriterium se objevilo jiz v pfikladu 4.4, pouzita byla norma || - || )
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Piiklad 4.5 Odhadnéte, o kolik se nanejvys lisi priblizné reseni ziskané v prikladu /.4
od presného tesent v normé || - |-

Reseni: K odhadu chyby pouzijeme vzorec 4.9. K tomu musime vypocitat fadkovou
normu itera¢ni matice C;. Nejprve vypiSeme samotnou itera¢ni matici:

1 2
(2) ERE
15 —is 0

| Cslle =max (£, 5,%) =5 =0,3.

Dale vypocteme normu rozdilu poslednich dvou ziskanych aproximaci
x(®) = (1,9918; —1,9930; —0,9968) a x* = (2,0000; —2,0013; —1,0007) :

| x® —x®|. = max(|0,0082; | —0,0095; | —0,0039]) = 0,0095

Nyni dosadime do 4.9

0,3

1% —xlo <
1-0,3

-0,0095 = 0,0041

To znamena, 7e kazda ze slozek pfiblizného feseni x¥ se od odpovidajici slozky piesného
feSeni muize lisit nanejvys o 0,0041.

4.2.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je velmi podobnd metodé Jacobiho. Lisi se od ni pouze v tom,
ze pri vypoctu dalsi aproximace feseni pouzijeme vzdy nejnovéjsi priblizné hodnoty
x1,To,...,T,, které mame k dispozici.

Podrobnéji: xYH) vypocteme stejné jako u Jacobiho metody a pfi vypoctu x(er) je ihned

pouZijeme (zatimco u Jacobiho metody jsme pouzili staré z\"). P¥i vipoctu 25" pou-

o . (1 +1
sijeme nové 2" a 2™ atd.

Obecné iteracni vztahy vypadaji takto:

: 1 . .
Q;g +1) = — (bl — 12 I’g ) — 13 .’L‘:(; ) — = A1 SC;T)) (411)
a1
r 1 r r
ng +1) = —(b2 — a921 l‘g +1) —aggilfg) — —(Ignxg))
5]
r 1 r r
q;:(,’ +1) = — (bg — asa Ig +1) — a32 l’g +1) — = — A3n l’g))
ass
1 r r r
x7(1r+1) — a_ (bn — Ap1 .I'g ) — Qp2 xé ) — — Apnp—1 x7(1—+11)>7

D4 se dokézat, ze je-li matice soustavy 4.1 ostife Fadkové nebo sloupcové diago-
nalné dominantni, Gauss-Seidelova metoda konverguje.
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V jiném kritériu konvergence se objevuje pojem pozitivné definitni matice. Protoze neni
jisté, zda se s nim studenti jiz setkali, fekneme, co to je.

Definice. Symetrickd matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro kazdy
nenulovy sloupcovy vektor x = (1, ...,z,)7 plati

xTAx >0
Priklad. Pozitivné definitni je napi¥. matice
1 2
A=(23)
protoZe pro kazdy vektor x = (z1,79)T # (0,0)7 plati

xTAx =27 +4x179 + 575 = (17 + 229)* + 25 > 0,

-1 2
5= ()
neni pozitivné definitni, protoZze napt. pro x = (1,0)7 plati

(1,0)B<(1)):(1,0)(_21>:—1<0.

Plati: Je-li matice soustavy 4.1 pozitivné definitni, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

zatimco matice

Ovéfeni toho, ze je dana matice pozitivné definitni, je naro¢né a pro velké matice prakticky
neproveditelné. Nastésti je u nékterych tloh z povahy feseného problému predem jasné,
ze matice soustavy pozitivné definitni bude.

Pozitivni definitnost je vlastnost prospésna nejen u Gauss-Seidelovy iterac¢ni metody. Da se
napr. ukazat, Ze je-li matice soustavy symetricka pozitivné definitni, Gaussova eliminacni
metoda je malo citliva na zaokrouhlovaci chyby.

Poznamka. Vynasobime-li libovolnou regularni ¢tvercovou matici A zleva matici k ni
trasponovanou, vznikla matice AT A bude symetricki a pozitivné definitni.
Proto, vynasobime-li soustavu rovnic Ax = b s reguldarni matici A zleva matici AT,
dostaneme novou soustavu

ATAx = A™b,
jejiz matice je pozitivné definitni a je tedy zaruceno, ze Gauss-Seidelova metoda bude pro
tuto novou soustavu konvergovat.
V pripadé takto ziskanych soustav vSak Gauss-Seidelova metoda miize konvergovat velmi
pomalu.

Piiklad 4.6 Gauss-Seidelovou metodou Teste tutéZ soustavu jako v prikladu 4.4, t.j.

15 TrT — ) + 21‘3 = 30
2331 — 10 Ty + T3 = 23
r1 + 3xy 4+ 18x3 = =22
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Reseni: Jiz jsme ovérili, ze podminka konvergence je splnéna. Vypiseme iteracni vztahy:

T 1 T A
A = (3042l - 240)
15
r+1 1 r+1 T
:L‘ng) = —1—0(23—2x5+)—x§,))
r+1 1 r+1 r+1
$g+) = 1—8(—22—355*)—3:;55* ))
Jako poc¢atecni aproximaci zvolime opét x = (0,0,0)7.
l{r) ZE;T) xgr)
0 0 0
2 -19 |-1.0167

2,0089 | -1,9999 | -1,0005
2,0001 | -2,0000 | -1,0000
4 | 2,0000 | -2,0000 | -1,0000
Vidime, Ze se k feSeni soustavy priblizujeme rychleji nez pomoci Jacobiho metody.

W= O3

I obecné se da fici, ze Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje rychleji nez metoda
Jacobiho. Proto se pouziva castéji. Dalsi jeji vyhodou oproti Jacobiho metodé je, ze pro
ulozeni priblizného feseni v paméti pocitace nam staci jediné pole, jehoz slozky postupné
prepisujeme, zatimco u Jacobiho metody si musime pamatovat pole dvé: starou a novou
aproximaci feseni.

Shrnuti pojmu

Gaussova eliminace a Cramerovo pravidlo vedou primo k feseni soustavy. Kdybychom se
nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb, nasli bychom pomoci téchto metod presné feseni.

Zakladem Gaussovy eliminac¢ni metody je tiprava matice soustavy na trojuhelnikovy tvar.
Ten dostaneme pomoci pric¢itani vhodnych nasobkii vybranych radkt matice k ostatnim
radkam.

Vliv zaokrouhlovacich chyb u Gaussovy eliminace mize byt znacny, zvlast u nékterych
typt matic. Proto se pouziva tzv. eliminace s vybérem hlavniho prvku.

Pti pouziti eliminac¢ni metody pro velké soustavy rovnic musime pocitat s tim, ze je velmi
naro¢na z ¢asového i pamétového hlediska.

U Cramerova pravidla jednotlivé neznamé pocitame jako podily determinantt. Cramerovo
pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic.

Pomoci itera¢nich metod obvykle najdeme pouze piiblizné feseni soustavy (pokud nena-
stane dosti nepravdépodobny piipad, kdy se v nékterém kroku trefime piimo do feSeni).
Na zacatku zvolime pocatecni aproximaci feSeni, a tu pak opakovanym dosazovanim do
iterac¢nich vztaht, napf. 4.4 (u Jacobiho metody) nebo 4.11 (u Gauss-Seidelovy metody),
zpresitujeme. S vypoctem skonc¢ime obvykle tehdy, je-li norma rozdilu po sobé jdoucich
aproximaci dostatecné mala.

Itera¢ni metody mohou divergovat (feSeni pomoci nich nemusime najit). Zda bude
metoda konvergovat, ¢i nikoli, zavisi na vlastnostech matice soustavy. U Jacobiho
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i u Gauss-Seidelovy metody zaru¢i konvergenci fadkova nebo sloupcova diagonélni
dominance, u Gauss-Seidelovy navic i pozitivni definitnost matice.

Iterac¢ni metody jsou vhodné pro feseni velkych soustav s fidkou matici koeficientti. Pro
feSeni malého poc¢tu rovnic vhodné nejsou, tam 1épe poslouzi eliminace.

4.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 4.1 Cramerovo pravidlo se hodi pro Feseni malého poctu rovnic.

- 4.2 Reseni ziskané Gaussovou eliminacni metodou mize byt ovlivnéno zao-
krouhlovacimi chybami.

- 4.3 Vybér hlavniho prvku slouZi k urychlent algoritmu Gaussovy eliminace.

- 4.4 Jacobiho metoda vidy konverguje.

\Otazka 4.5 Konvergence ¢i divergence Gauss-Seidelovy metody zdvisi pouze na volbé
pocdtecni aprozimace x\.

- 4.6 Konvergence ¢t divergence Gauss-Seidelovy metody zdavisi na vlastnostech
matice Tesené soustavy.

- 4.7 Jacobiho metoda je vhodnd pro soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych.

- 4.8 Jestlize |x*) —x*V|| < ¢, kde x®) a0 x*V jsou po sobé jdouci aprozimace
reseni ziskané Gauss-Seidelovou metodou, pak je zarucené i ||x*) —x|| < ¢ (x je presné
resent soustavy).

- 4.9 Jestlize u Jacobiho metody vyjde x* = x5~ nalezli jsme presné veseni
a plati x = x®.

- 4.1 Pomoci Cramerova pravidla vyreste soustavu rovnic

2,43x + 7,21y = 1,25
8,03z — 4,20y = 5,69

- 4.2 Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyreste soustavu rovnic

9,500 + 4.86y — 4,56z = —8,90
~2,31z + 8,91y + 0,19z 6,15
6,07c + 7,62y + 8,21z = —7,92
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Priklad 4.3 Pomoci Jacobiho metody reste soustavu rovnic

200 + 3y — bz = —12
20 + 25y — 3z = 13
dr — by — 32z = 10

Ovérte, Ze jsou splnény podminky konvergence metody, pak provedte t7i kroky, pocdtecni
aprozimaci volte (0,0,0).

Priklad 4.4 Pomoci Gauss-Seidelovy metody najdéte feSeni soustavy rovnic

8¢ — 6y + 2z = 25
20 — 30y + 4z = -10
r + 3Jy + 36z = —16

s presnosti ¢ = 0,001. Ouverte, Ze jsou splnény podminky konvergence metody. Pocdtecni
aprozimaci volte (0,0,0).

Priklad 4.5 Upravte ndsledujici soustavu tak, aby byla zarucena konvergence Gauss-
Seidelovy metody. Pak udélejte dva kroky metody, vyjdeéte z (0,0,0).

2r — y = =3
3z + z = —6
-2z + 2y + 4z = 2

Odpovédi na otazky a feseni prikladu viz 15.4

Programovaci ulohy

vvvvvv

pro zajemce.

Programovaci tloha 1 NapiSte program, ktery fesi soustavu (max. 20) linearnich
rovnic
a) Gaussovou elimina¢ni metodou
b) Gaussovou elimina¢ni metodou s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku

c)* Gaussovou elimina¢ni metodou s plnym vybérem hlavniho prvku
Programovaci tloha 2 Napiste program, ktery fesi soustavu (max. 20) rovnic

a) Jacobiho metodou
b) Gauss-Seidelovou metodou
Programovaci tloha 3 * Napiste program, ktery fesi velkou soustavu rovnic s fidkou

matici (= v paméti drzte pouze nenulové prvky matice) Jacobiho nebo Gauss-
Seidelovou metodou.
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5 Numerické metody reseni nelinearnich rovnic

Cil kapitoly

V této kapitole se seznamime s nékterymi metodami pro feseni rovnice f(xz) = 0 a pro
feSeni soustavy rovnic F(zy, 2o, ..., 2,) = 0.

Ukazeme, co lze od jednotlivych metod ocekavat: zda jsou vzdy konvergentni (tj. FeSeni,
existuje-li, pomoci nich vzdy najdeme), nebo zda mohou divergovat. U metod, které ne-
musi konvergovat vzdy, ukazeme podminky, které konvergenci zaruci, a zminime se o
tom, jak pripadnou divergenci osetfit v pocitacovém programu. Také budeme zkoumat, a
hlavné na ptikladech predvadét, rychlost jednotlivych metod.

5.1 Numerické metody reseni jedné nelinearni rovnice

Budeme se zabyvat fesenim nelinearni rovnice

f(z) =0, (5.1)

tj. hleddnim takovych bodi £ € R, Zze f(£) = 0. Takovéto body budeme nazyvat koFeny
rovnice 5.1.

P1i hledani korenti rovnice 5.1 nejprve zjistime, kolik korenti rovnice ma a najdeme inter-
valy obsahujici pravé jeden koren rovnice. Tato ¢ast FeSeni se nazyva separace korentu
rovnice.

Pak budeme pomoci nékteré z dale popsanych metod hledat pfibliznou hodnotu vybraného
kofene rovnice.

Pti hledani kofent je uziteéna nasledujici véta, jejiz vyznam je patrny z obrazku 5.6
- 5.1 Je-li funkce [ spojita na intervalu (a,b) a plati-li
f(a) - f(b) <0, (5.2)

pak v intervalu {(a,b) lezi alespori jeden koten rovnice f(z) = 0.

Poznamka. Podminka 5.2 znamené, Ze znaménka funkénich hodnot v krajnich bodech
intervalu (a, b) jsou opacna.

Kofenil rovnice miize byt v uvedeném intervalu i vice, o jejich poc¢tu véta nic nerika. Na
druhou stranu, neni-li podminka 5.2 splnéna, neznamend to, ze v intervalu (a,b) zadny
kofen rovnice nelezi.

Pro nalezeni poc¢tu a polohy korenti je vhodné prozkoumat vlastnosti funkce f a nacrtnout
(nebo si pomoci vhodného prostfedku nechat nacrtnout) jeji graf.
U nékterych tloh je mozné upravit rovnici 5.1 na tvar

fl(x) = f2(x)’

kde f; a fy jsou funkce, jejichz grafy umime nakreslit. V bodech, kde se grafy funkci f; a
f2 protnou, se nachazeji kofeny ptivodni rovnice.
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y=f(x)

Obrazek 5.6: Podminka f(a) - f(b) < 0 zaru¢i existenci kofene

Priklad 5.1 Najdéte pocet koreni rovnice
e +2°—-3=0
a intervaly, v nichZ tyto koreny lezZi.

Reseni: Zadanou rovnici mizeme upravit na tvar
e’ =3 —a’

Grafy funkci fi(x) = €® a fo(x) = 3 — 2? umime nacrtnout - viz obrazek 5.7. Z obrazku
vidime, Ze rovnice ma pravé dva kofeny & a &, & € (—2,—1), & € (0,1).

Nyni postupné probereme metody, které 1ze pouzit pro nalezeni korenti rovnice 5.1. VSude
dal v této kapitole budeme piedpokladat, ze funkce f je na zkoumaném inter-
valu spojita.

5.1.1 Metoda puleni intervalu

Metoda piileni intervalu je nejjednodussi z metod feSeni nelinearnich rovnic.

M¢jme interval (a, b) takovy, ze f(a)- f(b) < 0, tj. lezi v ném alesponi jeden kofen rovnice
f(z) = 0. Tento vychozi interval ozna¢ime jako (ao, bp). Interval rozptulime. Jeho stied je
To = “OQLI’O Z intervali (ag, zo), (xo,by) vybereme ten, ve kterém je zaruCena existence
korene. Ktery z nich to je, rozezname podle znamének funkénich hodnot v krajnich bodech.
Je-li f(ap) - f(zo) < 0, budeme pokracovat s intervalem (ag, o), v opaném piipadé
s intervalem (z, by) . (Plati-li f(x¢) = 0, nalezli jsme kofen rovnice a vypocet ukonéime.)
Novy interval poloviéni délky oznacime (ay, b;), opét jej rozpulime a stejnym zpisobem
pokracujeme.
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Obrazek 5.7: K prikladu 5.1 - separace korent rovnice

Takto postupné sestrojime posloupnost intervali (ag, bo) , (a1, 1), (az,bs) , ... Kazdy dalsi
interval ziskdme tak, Ze z pfedchoziho (na zdkladé znamének funkénich hodnot v krajnich
bodech a uprostied) vybereme tu jeho polovinu, které obsahuje kofen rovnice - viz obrazek
5.8.

y=F(x)

Obrazek 5.8: Metoda piileni intervalu

V pitleni pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen rovnice, nebo dokud se



42 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

interval nezizi na predem danou délku 2¢ neboli dokud pro néjaké &k neplati
b, — ap < 2¢
Za pribliznou hodnotu korene pak vezmeme stied posledniho nalezeného intervalu
_ag+ by
2

Protoze koren se ur¢ité nachazi uvniti posledniho intervalu, mutze se x; od presné hodnoty
korene lisit nanejvys o polovinu jeho délky, tj. o €,

Tk

|z, — €| < e.

Touto metodou kofen rovnice 5.1 nalezneme vzdy. Obsahuje-li vychozi interval (a,b) vice
kofentl, najdeme jeden z nich. Nevyhodou metody ptileni intervalu je, Ze konverguje (pii-
blizuje se ke kofeni) dosti pomalu. Proto je vhodné pouzit ji na zizeni ptivodniho intervalu
a pak pokracovat jinou, rychlejsi metodou.

Priklad 5.2 Metodou pulent intervalu najdéte kladny koven rovnice z prikladu 5.1
e +12—-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Kladny koten zadané rovnice lezi v intervalu (0, 1) . Postupné vypocitavané hod-
noty ay, bx, v budeme zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka funkc-
nich hodnot funkce f(z) = e” + 2% — 3 v téchto bodech.

k| ag by Ty, fla) | f(br) | f(ak)
010 1 0,5 - + -
1105 1 0,75 - + -
210,75 1 0,875 - + +
31075 0875 | 03125 N T B
1108125 | 0875 | 084375 S T B
5 | 0,8125 0,84375 | 0,828125 - + -

6 | 0,828125 | 0,84375 | 0,8359375

Nyni miizeme vypocet ukondéit, protoze bg — ag < 2 - 0,01. ReSeni rovnice e* + 22 —3 =0
s presnosti 0,01 je xg = 0, 84.

Priklad 5.3 Kolik dalsich kroki metody puleni intervalu by bylo potieba provést v pred-
chozim prikladu, kdybychom chtéli najit reseni s presnosti 0,001 ¢

Reseni: V kazdém kroku se interval zkrati na polovinu. Vyjdeme-li z intervalu délky [, po

k krocich se z7i na 2% V nasem pfipadé vychazime z intervalu (ag, bg) délky 0,015625.
In 0,015625

Hledame tedy k tak, aby platilo O’Oéﬁ < 2-0,001. Odtud k& > —5%~ = 2,97. Musime
tedy udélat jesté tii kroky.

Je vidét, ze pocet krokdl metody ptleni intervalu nutny k nalezeni kofene se zadanou
presnosti viibec nezavisi na feSené rovnici. D4 se ukazat (podobné jako v feSeni piikladu
5.3), Ze k zpfesnéni vysledku o jedno desetinné misto je vzdy potieba udélat 3-4 kroky
této metody.
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5.1.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobny jako u metody puleni intervalu. Opét po-
stupné zuzujeme interval obsahujici kotfen rovnice 5.1. Tentokrat ale délicim bodem neni
polovina intervalu, nybrz priisecik se¢ny vedené body [ay, f(ax)] a [bg, f(bx)] s osou x - viz
obréazek 5.9.

y=f(x)
ay 0 by
a 1 b,
a by
Obrazek 5.9: Metoda regula falsi
Tento prisecik vypocteme podle vzorce
b, —a

f(bk) — flar)

Z intervalt (ay,xy), (zg,br) pak vybereme ten, v jehoz krajnich bodech maji funkéni
hodnoty funkce f opacna znaménka.

Plati-li f(ax) - f(zx) < 0, polozime apy1 = ak,bpy1 = xg, plati-li f(bg) - f(xr) < 0,
polozime apy1 = X, bgr1 = by. V piipadé, ze f(zx) = 0, nasli jsem kofen rovnice a
vypocet ukoncime.

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kotfen, nebo dokud neplati
|z, — 21| < g,

kde ¢ > 0 je pfedem dané cislo. Splnénim tohoto kriteria ale bohuzel neni zaruceno,
ze presna hodnota kofene ¢ se od jeho aproximace xj; lisi o méné nez ¢. Chceme-li se
presvédcit, ze |z — €| < e, mizeme vypocitat f(zx+¢) a f(xp —e). Plati-li f(zx)- f(ze+
e) <0, resp. f(zx) - f(zg —€) <0, je jisté, ze kofen £ lezi v intervalu (xy, zy + €) , resp.
(xp —e,xp), a tedy se od zy nemuze ligit o vice nez .

Metoda regula falsi je vzdy konvergentni (vzdy najde kofen). Byva rychlejsi nez pileni
intervalu, ale existuji ptripady, kdy je pomalejsi.
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Piiklad 5.4 Metodou regula falsi najdéte kladny koten rovnice z prikladu 5.1
e +2>-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Mohli bychom vyjit z intervalu nalezeného metodou ptileni v piikladu 5.2, ale
pro srovnani obou metod za¢neme opét s intervalem (0, 1) . U metody regula falsi budeme
potiebovat i funkéni hodnoty v bodech ay, by a x, nejen jejich znaménka.

k| a bi | xy, flag) f(bx) f(z)

0]0 1 |0,73576 | -2 0,71828 | -0,37159
110,73576 | 1 | 0,82585 | -0,37159 | 0,71828 | -0,03414
210,82585 | 1 | 0,83375 | -0,03414 | 0,71828 | -0,00291

Plati | 3 — 21| < 0,01, proto vypocet ukonéime. Ptiblizné feseni rovnice je x5 = 0, 83.

5.1.3 Metoda secen

Metoda secen je velmi podobné jako metoda regula falsi. Vyjdeme z intervalu (a, b) ob-
sahujiciho kofen rovnice. Ozna¢ime zy = a a x; = b. Vedeme se¢nu body [z, f(z¢)] a
[1, f(x1)] a najdeme jeji prisecik s osou x. Ten ozna¢ime x5. Na rozdil od metody regula
falsi vSak nyni nevybirdme interval obsahujici kofen, ale vedeme seénu body [x1, f(z1)],
[za, f(x2)], jeji prusecik oznadime x3, pak vedeme secnu body [z, f(x2)] a [z3, f(x3)] atd.
- viz obrézek 5.10.

y=f(x)

: : X :
—

Obrazek 5.10: Metoda seden Obrazek 5.11: Metoda sefen muze di-

vergovat.

V k-tém kroku metody pocitame aproximaci kofene podle vzorce

T — Tk—1

f(xr) = f(xr-1)

Tpy1 = T —
kde x¢o = a,x1 = D.
Vypocet ukonc¢ime, kdyz je splnéna podminka

|z — 21| < g,



Matematika 3 45

nebo kdyz narazime pfimo na kofen rovnice.
Pfipomenme, Ze danad podminka nezarucuje, ze plati |z — | < e.

Metoda secen je rychlejsi nez metoda regula falsi, nemusi ale vzdy konvergovat - viz
obrazek 5.11.

Protoze je obtizné predem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo diverguje,
je vhodné zadat pfi vypoctu maximalni pocet kroki. Je-li tento pocet prekrocen a kotfen
rovnice jsme nenasli, vypocet ukon¢ime s tim, Zze metoda diverguje. Pak je nutno zménit
pocatecéni aproximace nebo zvolit jinou metodu.

5.1.4 Newtonova metoda (metoda tecen)

Uz sam nazev metody 1ika, Ze budeme pracovat s teCcnami ke grafu funkce f. Proto vsude
v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f ma derivaci.

Newtonovu metodu miizeme popsat graficky takto:

Zvolime poc¢atecni aproximaci kofene . Bodem [z, f(x)] vedeme te¢nu ke grafu funkce
f. Jeji prisecik s osou x ozna¢ime x;. Pak vedeme teénu bodem [z1, f(z1)], jeji prusecik
s osou X oznacime x9 atd. - viz obrazek 5.12.

y=F(x)
/‘2 /1 X
Obrazek 5.12: Newtonova metoda Obrazek 5.13: Newtonova metoda

miize divergovat

Prusecik teény v bodé [z, f(zx)] s osou x vypoéteme jako

f(xx)

Pt = f/(xk)

(5.5)

Vypocet provadime tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
|z, — 21| < e

Pii splnéni této podminky vSak nemusi platit |zp — £| < . Kdybychom si chtéli byt
opravdu jisti, ze se xj od kofene £ 1isi o méné nez e, mohli bychom pouzit dale uvedeny
odhad 5.6, pfipadné vypocitat f(xy) a f(zr£e) a pouzit postup popsany u metody regula
falsi.



46 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoci Taylorova vzorce. UkadZeme nyni jak, protoze
stejny postup pozdéji zobecnime i pro soustavu rovnic.
Predpokladejme, ze zname k-tou aproximaci feseni z,. Pak mizeme psat

f&) = flag) + f'(x) (6 — 1) + R,

kde R je zbytek v Taylorové vzorci.
Zanedbame-li tento zbytek a uvédomime-li si ze f(§) = 0 (protoZe £ je kofenem rovnice
f(z) = 0), mizeme z predchozi rovnice pfiblizné vyjadiit koten & jako
- f(xx)
frae)

coZ je pravé xpy1 nalezené diive popsanym zptsobem.

=z

7 Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kotfene ziskané New-
tonovou metodou. Ma-li funkce na intervalu I obsahujicim xj i kofen ¢ druhou derivaci,
plati

| —m] < % (g — Tp-1)” (5.6)
& —a] < 2%21 (€ — xp-1)?, (5.7)

kde My = max |f"(z)| a m; = min | f'(z)| pro z € I.

Newtonova metoda je z metod pro fesSeni nelinearnich rovnice nejefektivnéjsi,
nemusi vSak konvergovat - viz obrazek 5.13.

Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, zévisi do znacné miry také na
tom, jak zvolime pocatecni aproximaci xy. P¥i pohledu na obréazek 5.12 je ziejmé, ze zde
byla pocatecni aproximace zvolena vhodné. Kdybychom jako xy zvolili napt. levy krajni
bod zobrazeného intervalu, konvergence uz by zarucena (ovSem ani vyloucena) nebyla.
Tim se dostavame k podminkam, pii jejichz splnéni bude jisté, ze Newtonova metoda
konverguje.

BB 5.2 (Fourierova podminka)
Necht v intervalu {(a, by leZi jedingy koten rovnice f(z) = 0 a necht f'(z) a f"(x) jsou spojité
a nemeéni znaménko na intervalu {(a,b) . Zvolime-li za pocdteéni aproximaci xo € {a, b) tak,
aby byla splnéna podminka

f(l‘()) : f”(l'()) > 0, (58)

Newtonova metoda bude konvergovat.

Ptipomenme v souvislosti s pfedpoklady véty 5.2 nékteré poznatky z prvniho semestru.
To, ze f'(r) neméni znaménko na intervalu (a,b), znamena, ze funkce f bud na celém
intervalu (a, b) roste, nebo na celém intervalu klesa.

To, ze znaménko neméni f”(z), znamend, Ze funkce f je bud na celém intervalu (a,b)
konvexni (nad te¢nou), nebo je na celém intervalu konkavni (pod te¢nou).
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Podminka 5.8 znamena, Ze za xy vybereme bod, v némz mé funkéni hodnota stejné zna-
ménko jako druhd derivace.

Funkce, jejiz graf je na obrazku 5.12, je na celém zobrazeném intervalu rostouci a konvexni.
To znamena, ze jeji druhé derivace je na tomto intervalu kladna. Proto se jako pocatecni
aproximace zvolil bod, v némz byla i funk¢ni hodnota kladna.

Ctenai si mfize zkusit predstavit dal$i mozné situace, napt. funkci na celém intervalu
rostouci a konkavni - zde by se jako xy zvolil levy krajni bod - a podobné.
Priklad 5.5 Newtonovou metodou najdéte zaporny koren rovnice z prikladu 5.1

e +2>—-3=0

s presnosti e = 0,01.

Reseni: Vime, 7e kofen lezi v intervalu (—2, —1). Ovéfime, Ze na tomto intervalu jsou
splnény predpoklady véty 5.2.
Vypoéteme prvni a druhou derivaci funkce f(z) = e* + 2% — 3 :

fllx)y=e"+2x , f'(x)=¢€"+2

Na celém intervalu (—2, —1) je f'(z) <0 a f”(z) > 0 (tzn. ani prvni, ani druhé derivace
zde neméni znaménko).

Nyni vybereme pocatecni aproximaci xy tak, aby byla splnéna podminka 5.8. Protoze
f(=2)=e¢?2+1>0a f(—1)=e' -2 <0, zvolime ;g = —2.

Dalsi aproximace feSeni budeme pocitat pomoci iteracniho vztahu

; _w_f(a:k)_x_ex’“jtxi—?)
Dostaneme
rog — -2
r1 = —1,70623
ro = —1,67752
ryg = —1,67723

Nyni mizeme vypocet zastavit, protoze |r3 — z3| < 0,01. V8imnéme si, ze t¥i kroky by
nam stacily i pro dosazeni presnosti 0,001. Newtonova metoda je obvykle velice rychla.
Priblizné teseni rovnice je x3 = —1,68.

Nejsme-li schopni ovérit podminky z véty 5.2, mizeme Newtonovu metodu presto pouzit.
Pokud tyto podminky neplati, Newtonova metoda konvergovat muiize a nemusi. Proto je
pii vypoc¢tu vhodné stanovit maximalni pocet krok metody a je-li prekrocen, vypocet
ukoncit a zvolit jinou pocatecni aproximaci, resp. jinou metodu feseni.

Poznamka - Newtonova metoda pro komplexni koreny
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Obrazek 5.14: Fraktal vznikly feSenim Obrazek 5.15: Fraktal vznikly feSenim
rovnice z* =1 rovnice z — e* = ()

Newtonovou metodou mizeme hledat i komplexni kofeny rovnice f(z) = 0. Postupuje
se uplné stejné jako pii hledani realnych kofent, jenom je potieba pocitat s komplex-
nimi Cisly. ZvI4st pocatecni aproximaci zp je nutno zvolit komplexni, chceme-li dojit ke
komplexnimu kotrenu.

Podminky, za kterych Newtonova metoda v komplexnim oboru konverguje, jsou uvedeny
napf. v [3].

Zde se zminime o jednom zajimavém aspektu Newtonovy metody v komplexnim oboru.
Regend rovnice f(z) = 0 miiZze mit vice kofenti. Na piiklad rovnice 2* — 1 = 0 m4 &tyti
koteny: 1, —1,7 a —i. Ktery z nich pomoci Newtonovy metody najdeme, zalezi na zvolené
pocatecni aproximaci zg. Obarvime-li v komplexni roviné vSechny body, z nichz dojdeme
k prvnimu kofenu, jednou barvou, vSechny body, z nichz dojdeme k druhému kotenu, dalsi
barvou atd., dostaneme velmi zajimavy obrazek - fraktal.

5.1.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace pro feSeni jedné nelinearni rovnice je dalsi aplikaci obecné metody
postupnych aproximaci, popsané v kapitole 3.

Rovnici f(z) = 0 upravime na tvar

z = g(z).
Funkce g se nazyvéa itera¢ni funkce. Nyni budeme misto kofene ptivodni rovnice hledat
pevny bod funkce g(z). Udélame to postupem uvedenym v kapitole 3.

Zvolime pocatecni aproximaci xq a dalsi aproximace pevného bodu (neboli feseni ptivodni
rovnice) budeme poditat jako
T = 9(Tk) (5.9)
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Timto zptisobem muzeme a nemusime dojit k pevnému bodu funkce g - viz obrazky 5.16
(kde se pevny bod najde) a 5.17 (kde metoda diverguje, i kdyz poc¢ateéni aproximace byla
pevnému bodu velmi blizko)

g(x») / /

g(xg)
g(x)
] 9(xo) Z/
X % Xo 7 XX, % X5
Obrazek 5.16: Metoda prosté iterace Obrazek 5.17: Metoda prosté iterace

miize divergovat

Nyni fekneme, kdy je zaruceno, Ze metoda prosté iterace konverguje.

V kapitole 3 jsme se dozvédéli, ze metoda postupnych aproximaci konverguje, je-li zob-
razeni, jehoz pevny bod hledame, kontraktivni. U funkce jedné proménné kontraktivita
uzce souvisi s rychlosti ristu této funkce - viz obrazky 3.4 a 3.5 v kapitole 3.3. Proto plati

- 5.3 Necht funkce g zobrazuje interval {a,b) do sebe a md na tomto intervalu de-
rivaci. Jestlize existuje ¢islo o € (0,1) tak, Ze

|d ()| <a Ve ab), (5.10)

pak v intervalu (a,b) ezistuje pevny bod & funkce g a posloupnost postupnych aproximact
ziskand predpisem 5.9 k nému konverguje pro libovolnou pocdateéni aproxzimaci xy € (a,b).
Dale platt

e

|z, — & <

1—a \xk—xk,l\ (511)

ak

— <
loe =&l = 7

| T, — $0| (512)

Odhad 5.11 lze pouzit pti rozhodovani o zastaveni iteracniho procesu. Protoze vSak ovéreni
podminky 5.10 a nalezeni o mtize byt obtizné, jako kriterium pro zastaveni vypoctu se
opét spise pouziva podminka

|l‘k — l‘k_1| <e€
(kterd opét nezarucuje, ze |z, — £| < ).
Také je vhodné stanovit maximéalni pocet krokii a je-li prekrocen, vypocet ukoncit. Pak
je potfeba zvolit jinou iteracni funkci nebo jinou metodu.
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Piiklad 5.6 Metodou prosté iterace najdéte zaporny koven rovnice z prikladu 5.1
e 4+12-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Vime, Ze koten lezi v intervalu (—2, —1) . Budeme hledat vhodnou itera¢ni funkci

g.
Jedna moznost, jak ze zadané rovnice vyjadrit x, je

??=3-¢" = x=43—c"
Protoze hledame zaporny koten, je
g(x) = —v3—e

Ovérime, je-li splnéna podminka 5.10. K tomu je potieba funkci g zderivovat. Dostaneme

ex

0= e

Nyni budeme hledat maximum |¢'(z)| na intervalu (—2,—1). Na tomto intervalu je

/ _ _ ¢ . 4 o €r(6—e") ; ; 9 _
| g (x)| = 57/5==- Derivace této funkce je Py 2 To je funkce na intervalu (—2,—1)

kladné, tedy |¢'(z)| je na tomto intervalu rostouci a svého maxima nabyva v pravém
krajnim bodé tohoto intervalu. Hodnota maxima je | ¢'(—1)| = si— < 012<1.To
znamend, ze podminka 5.10 je splnéna.

Jesté bychom méli ovérit, ze funkce g zobrazuje interval (—2, —1) do sebe. Protoze je na
tomto intervalu ¢'(x) > 0, je funkce g rostouci a sta¢i ovétit, Ze hodnoty ¢ v krajnich
bodech intervalu do tohoto intervalu patii. (Kdyby ¢ nebyla monotonni, museli bychom
hledat jeji maximum a minimum na zkoumaném intervalu, nestacilo by dosadit krajni
body.)

Protoze g(—2) = —1,69 € (—2,—1) a g(—1) = —1,62 € (—2,—1), funkce g zobrazuje
zkoumany interval do sebe.

Konvergence iteracniho procesu je tedy zarucena.

Mitzeme zvolit napt. g = —2.

Dalsi aproximace pak budeme pocitat podle predpisu

Ty = g(1p) = —V3 —em

Dostaneme
rog = -2
r1 = —1,69253
ro = —1,67808

x3 = —1,67728
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Nyni mtizeme vypocet zastavit, protoze |z3—x2| < 0,01. Itera¢ni metoda v tomto pfipadé
konverguje docela rychle, protoze hodnota o« = 0,12 je mald. Obecné plati, ze ¢im je
derivace funkce g v absolutni hodnoté v okoli pevného bodu mensi, tim rychleji metoda
prosté iterace konverguje.

Ptiblizné teseni rovnice je x3 = —1, 68

Jind moznost, jak z rovnice vyjadrit z, je
r=Imn(3—-2%) ,tj. g(z)=In(3—2?).

V tomto piipadé by na intervalu (—2, —1) podminky konvergence splnény nebyly. Podi-

vejme se, jak se budou chovat postupné aproximace, zvolime-li o = —1 :
Tg = —1
r; = 0,69315
xy = 0,92408
x3 = 0,76364
xqy = 0,88247

Nakonec bychom nasli kladny kofen rovnice, ktery jiz jsme hledali metodou ptleni a
metodou regula falsi.

Poznamka. Zpisobt, jak z rovnice f(z) = 0 vyjadfit z, je nekonecné mnoho. Jedna
z moznosti je vydélit rovnici f(z) = 0 derivaci funkce f, pak rovnici vynasobit —1 a
nakonec na obé strany pric¢ist x. Dostaneme

J@)
fi(a)’

r=2T —

vztah, ktery by nam mél byt povédomy.

Newtonova metoda je tedy specidlnim (a obvykle nejvhodnéjsim) piipadem metody prosté
iterace.

5.2 Numerické metody reseni soustav nelinearnich rovnic
Budeme se zabyvat fesenim soustavy n nelinearnich rovnic o n nezndmych

fi(zr, g, .. ) = 0 (5.13)

f2(x17x27"‘7xn) =

folz1, 20, ... x,) = 0
kterou mizeme prepsat vektorové jako

F(x) = o, (5.14)
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kde F = (fi,..., fa), x=(21,...,7,)" a o je nulovy vektor.
Piesné Feseni této soustavy opét budeme znacit € = (&,...,&,)7.

Ukazeme zde metodu prosté iterace a Newtonovu metodu. Obé tyto metody vypadaji
velice podobné jako pro jedinou nelinearni rovnici. Ve skutec¢nosti je ale vicedimenzionalni
dobré informace o poloze korene. Podminky konvergence obou uvedenych metod se také
ovéruji mnohem obtiznéji nez u jediné rovnice.

V pripadé, ze fesime dvé rovnice, hledame vlastné priiseciky dvou kiivek v roviné danych
implicitné rovnicemi fi(x,y) =0 a fo(z,y) = 0 - viz obrazek 5.18

=0 f(x,)=0

Obrazek 5.18: Graficky vyznam feseni dvou nelinearnich rovnic

5.2.1 Metoda prosté iterace

Soustavu 5.13 upravime na tvar

1 = qi1(x1,29,...,2y) (5.15)
T2 = 92<x1a1‘2>---7xn)
Ty = gn($17$2a---7$n)

coz muzeme zapsat vektorové jako

x = G(x), (5.16)
kde G = (gla s 7gn)T
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Podobné jako u jedné rovnice zvolime poc¢ateéni aproximaci x(%

postupnych aproximaci z itera¢niho vztahu

a pocitame posloupnost

xFD = G (x™) (5.17)

Jsou-li funkce g1, ..., g, diferencovatelné, 1ze vyslovit podminky konvergence pro metodu
prosté iterace, podobné tém z véty 5.3.
Protoze pracujeme s n funkcemi n proménnych, v roli derivace zde bude vystupovat matice

91 91 .. 991
o1 Oz Oxn
992 092 ... 992
G ! ox1 Oxa Oxn
O9n  Ogn ... Ogn
Oxr1  Oxa Oxp

- 5.4 Necht G zobrazuje uzavienou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencova-
telna. Jestlize existuje ¢islo a € (0,1) tak, Ze

|G| <a VYxeD, (5.18)

kde | G'|| je Tadkovd nebo sloupcovd norma matice G', pak v oblasti D existuje pevny
bod & zobrazeni G a posloupnost postupnijch aproximact ziskand predpisem 5.17 k nému
konverguje pro libovolnou pocdtecni aprozimaci x© € D.

Pro odhad chyby plati podobné vztahy jako 5.11, 5.12 u jedné rovnice.
Pro zastaveni vypoctu se pouziva kriterium
Ix® —xV| <,
kde || - || je néktera z norem 3.13, 3.12.
Priklad 5.7 Metodou prosté iterace najdéte koren soustavy rovnic

3x+2*y—3 = 0
=5y = 0,

ktery lezi v oblasti D = (1/2;1) x (0;1/2) s presnosti 0,01.

Reseni: Iteracnich funkce mohou byt napt. gi(z,y) = 1 — szy, g2(z,y) = ‘%2 Ovérime,
zda jsou splnény podminky konvergence.

G = (g1, g2)T zobrazuje D do sebe: Jestlize z € (1/2;1) ay € (0;1/2), pak m;—y € (0;1/6)
a tedy g1(z,y) € (5/6;1) C (1/2;1). Podobné gs(x,y) € (1/20,1/5) C (0;1/2).

Nyni ovéiime, zda || G'||s < @ < 1, neboli zda |22 + |68—52| <ail|%Z|+ |%iy2| < a.

(%)
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Jestlize v € (1/2;1) ay € (0;1/2), pak | — 22| + | — %2] <1/34+1/3=2/3<1a
|22] <2/5 < 1. (Tedy a = 2/3.) Podminky konvergence jsou splnény.

Jako pocateéni aproximaci muzeme zvolit napi. (zo,vo) = (1,0). Dalsi aproximace pak
budeme pocitat podle vzorci

TRk
Trr1 = gi(Tk,yp) =1 - %
2
x
Ye+t1 = 92(37167:1/16):?'
Postupné dostaneme
g = 1 Yo = 0
ry = 1 Yy = 0,2

2y = 0,933 ys = 0,2
25 = 0,942 ys = 0,174
x4 = 0,948 ys = 0,177.

Protoze |z4 — x3] < 0,011 |ys — y3| < 0,01, mizeme vypocet ukoncit. P¥iblizné feseni
soustavy je z = 0,95,y =0, 18.

Protoze ovéreni podminek konvergence muze byt dost problematické, je vhodné predem
stanovit maximalni pocet krokt metody a je-li prekrocen, vypocet ukoncit s tim, ze me-
toda diverguje. Pak je potfeba zvolit jinou pocateéni aproximaci, jiné itera¢ni funkce,
nebo jinou metodu.

Poznamenejme, Ze najit vhodné iterac¢ni funkce miiZe byt velmi obtizné. Proto
se daleko castéji pouziva Newtonova metoda, kterou nyni popiSeme.
5.2.2 Newtonova metoda

Piedpokladejme, 7e jiz mame aproximaci Feseni x®.
Podobné jako u diferencovatelné funkce jedné proménné platilo pro z; blizké ke koteni &

f&) = flag) + f'(xr) (€ — x1),

plati pro n-tici diferencovatelnych funkci n proménnych F = (fi,..., f,)7

F(&) =F(x®) + F'(x") - (€ - x"),

kde
9h OA .. Of
Or1  Oxo Oxn
8f2 0f2 .. Of2
F/ — oz Oxo Oxn
Ofn  Ofn ... Ofn
8:)31 8£E2 axn

a - znaci nasobeni matic.
Uvédomime-li si, ze F(&) = o, mizeme odtud & priblizné vyjadrit, ¢imz ziskdme jeho dalsi

aproximaci x*t1). Dostaneme

xHD = x®) _ (F/(x®)) " F(x®) (5.19)
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P1i vypoctu dalsi aproximace feSeni vzorec 5.19 nepouzivame. Museli bychom pocitat
inverzni matici, coz je velmi pracné, zvlast pro matice velkych rozméri. Misto toho po-
stupujeme nésledovné:

Vzorec 5.19 prepiSeme na tvar

F’(x(k)) (xEHD — xR0y = —F(x(k’)) )

Oznacime

5 — (k1) _ (k) — ((ﬁk)’ ) k))T (5.20)

a vyTesime soustavu rovnic
F'(x®). 6" = —F(x®) (5.21)

S neznamymi 5?@), e ,65{“).

Resime-li dvé rovnice, hodi se pro feseni soustavy 5.21 Cramerovo pravidlo.
Mame-li velky pocet rovnic, pouzijeme nékterou z dalsich metod popsanych v kapitole 4.

Novou aproximaci feseni pak vypocteme z 5.20 jako
<+ — x®) 4 §0)

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
|x® —x*D| < ¢ neboli ||§* V| <e,

nebo dokud neni pfekrocen predem stanoveny maximalni pocet krokt (v takovém piipadé
je nutno zvolit jinou pocateéni aproximaci).

V kazdém kroku Newtonovy metody musime vyiesit soustavu linearnich rov-
nic.

7 toho je vidét, ze Newtonova metoda je pracnd a casové narocna. Na druhou stranu,
zacneme-li blizko kofene, konverguje obvykle velmi rychle.

Poznamka. Pri praktickém pouziti Newtonovy metody na pocitaci se nékdy misto pri-
mého dosazovani x¥) do parcidlnich derivaci hodnoty téchto derivaci poéitaji pouze pii-
blizné, numericky. (Jak se numericky derivuje, to se doétete v kapitole 7.)

Priklad 5.8 Newtonovou metodou najdéte teseni soustavy rovnic

(z—1°+y"—4 = 0
r+(y+1)2-1 = 0

s presnosti € = 0, 01.

Reseni: Pocet a polohu kofenti miizeme v tomto piipadé odhadnout graficky. Prvni rov-
nice je rovnici kruznice a druha rovnice je rovnici paraboly - viz obrazek 5.19.

Vidime, Ze soustava ma dvé feseni. Budeme hledat napt. koten lezici ve ¢tvrtém kvadrantu.
Jako pocate¢ni aproximaci mizeme zvolit x(©) = (0, —2).
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Y 1]

Obrazek 5.19: K piikladu 5.8 - odhad polohy kofenti.

Déle musime vypocitat matici parcialnich derivaci funkei

fl@y)=@-1°+y" -4 | falz,y)=a+y+1)>°-1

oh o 1 2y +1)
1. krok
Dosadime bod x(® = (0, —2) do matice derivaci a do funkci f; a fo:

F’(O,—Z):(_12 :‘21) : F(O,—2):((1))

Soustava rovnic pro neznamé 0, a do (horni index, oznacujici krok, pro pfehlednost vy-
nechame, je ale nutno mit na paméti, ze v kazdém kroku budeme poéitat jiné d; a ds)
bude

Dostaneme

26, — 46, = -1
51 - 252 = 0

Snadno zjistime, ze feSenim této soustavy je d; = }L =0,25,00 = % =0, 125.

Odtud x) = (0+0,25; -2 +0,125) = (0,25; —1,875).
2. krok

F'(0,25;-1,875) = ( D ) . F(0,25;-1,875) = ( oo )
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Budeme resit soustavu

—1,56; — 3,750, = —0,07812
(51 - 1,75(52 — —0,01562

Reseni této soustavy miiZzeme najit pomoci Cramerova pravidla:

—0,07812 —3,75 —-1,5 —0,07812
—0,01562 —1,75 | . 1 —0,01562 | .
0 = =0,01225 , 4y = = 0,01593
-1,5 —3,75 -1,5 —3,75
1 —1,75 1 —1,75

Odtud x® = (0,25 + 0,01225; —1,875 + 0,01593) = (0, 26225 ; —1,85907).
3. krok

F'(0,26225; —1,85907) = <—1,47549 —3,71814)

1 —1,71814

F(0,26225; —1,85007) = <8888;12>

Budeme resit soustavu

—1,475494; — 3,718146, = —0,00040
0 — 1,718144, = —0,00025

Resenim této soustavy dostaneme &; = —0,00004, J, = 0,00012.

Odtud x® = (0,26221; —1,85894).

Protoze | ;| < 0,011 |d2] < 0,01 (tj. || §||cc < 0,01), miZeme vypocet ukoncit. Pfiblizné
feseni je (0,26;—1,86).

Shrnuti pojmu

Resime-li jednu nelinearni rovnici f(z) = 0, musime napied zjistit, kolik m4 kotenii a kde.
To nejlépe uvidime z grafu funkce f — kofeny rovnice jsou body, v nichz graf protina osu z.
Jind moznost, pouzitelnd jen u nékterych rovnic, je prevést rovnici na tvar fi(z) = fo(x)
a podivat se, kde se protinaji grafy funkci f; a f.

Vime-li uz, kde zhruba kofen rovnice lezi, mtizeme jeho polohu upfesnit.

Je-1i funkce f spojita a jsou-li znaménka funkénich hodnot v bodech a, b opacna, je jisté,
ze v intervalu (a, b) lezi kofen rovnice f(z) = 0.

Z tohoto faktu vychézi metoda ptleni intervalu a metoda regula falsi. U téchto metod
zaCneme s intervalem (a,b) obsahujicim kofen a pak tento interval postupné zuZzujeme
tak, aby dalsi, uzsi, interval opét obsahoval kofen. U metody ptleni intervalu novy in-
terval ziskdme rozpulenim ptredchoziho a ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud se
interval dostatecné nezuzi. U metody regula falsi je novym krajnim bodem intervalu a
zéroven novou aproximaci kofene prisec¢ik seény vedené body [a, f(a)], [b, f(b)]. Ve vipo-
¢tu pokracujeme, dokud po sobé jdouci aproximace kofene nejsou dostatecné blizké. Obé
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metody jsou vzdy konvergentni. Jejich nevyhodou je, ze jsou dosti pomalé, pro dosazeni
vysoké presnosti je potieba udélat velky pocet kroki.

Z hlediska rychlosti je mnohem vyhodnéjsi Newtonova metoda. Zde zvolime pocatecni
aproximaci zy a dalsi aproximaci z;.1,k = 0,1,... najdeme vzdy jako prisecik te¢ny ke
grafu funkce f vedené bodem [xy, f(z1)] s osou x. Pocitame tak dlouho, dokud po sobé
jdouci aproximace nejsou dostatecné blizké, nebo mizeme pouzit teoreticky odhad chyby
5.6. Nevyhodou Newtonovy metody je, ze nemusi koren najit vzdy, mtize divergovat. Kon-
vergenci Newtonovy metody zaruci vhodné volba pocatecni aproximace xy pomoci tzv.
Fourierovy podminky. Nejsme-li schopni nebo ochotni tuto podminku pouzit, vipocet po-
moci Newtonovy metody presto stoji za pokus. Jen musime pocitat s moznosti divergence
a omezit pocet kroki, ktery se maximalné provede.

Metoda sec¢en ma podobné vlastnosti jako Newtonova metoda - je vcelku rychld, ale nemusi
konvergovat. Misto priiseciku tecny s osou x zde v kazdém kroku hledame bod x 1, kde
se s osou x protne secna vedend body [zx_1, f(zx_1)|, [Tk, f(xk)], kde zx_1, 25 jsou dvé
predchozi aproximace kofene.

U metody prosté iterace rovnici napted prevedeme na tvar x = g(x). Zvolime zy a dalsi
aproximace pocitame opakovanym dosazovanim do funkce g. Metoda prosté iterace nemusi
vzdy konvergovat a rychlost, s jakou pfipadné najde kofen, zavisi na volbé iterac¢ni funkce
g(x). D4 se Tici, ze obvykle je vhodnéjsi Newtonova metoda, kterd je ostatné specidlnim
pripadem metody prosté iterace.

ziejmé kvili objemu provadénych vypoctl, jednak zde mohou byt znacné problémy s
nalezenim pfiblizné polohy kotenti.

O metodé prosté iterace se da Tici v podstaté totéz, co u jediné rovnice - vSe zalezi na
volbé iteracnich funkci.

Newtonova metoda pro soustavu je obvykle velmi rychla, vyjdeme-li z bodu dostatecné
blizkého ke koreni. Je ale dosti pracnd a nemusi vzdy konvergovat. V kazdém kroku
musime vyfesit soustavu linedrnich rovnic F'(x*) . §® = —F(x®), kde neznamé slozky
vektoru §*) jsou pfirtistky jednotlivich slozek vektoru x*). Nova aproximace feSeni se
vypocte jako x(t1) = x(*) 4 o). Vypocet se provadi tak dlouho, dokud se vsechny slozky
feSeni neustali na pozadovaném poctu desetinnych mist. Pii vypoc¢tu musime pocitat s
moznou divergenci metody a omezit pocet krokt, ktery se bude maximalné provadét.

5.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyrokd rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
O funkci f v téchto otazkach vzdy predpokladame, Ze je spojita, pfipadné ze ma spojitou
derivaci.

Otazka| 5.1 Jestlize pro funkci f, kterd je na intervalu (a, by rostouct, plati f(a)- f(b) <
0, pak md rovnice f(x) =0 v intervalu (a,b) prdvé jeden koten.

Otazka 5.2 Jestlize plati f(a) > 0 4 f(b) > 0, pak rovnice f(x) = 0 v intervalu (a,b)
urcité nemd Zadny koren.
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\Otazka 5.3 Jestlize vijchozi interval (a,b) obsahuje pravé tFi kofeny rovnice f(z) = 0,
pak metodou pulent intervald vZdy najdeme prostredni z nich.

- 5.4 Vyjdeme-li z intervalu obsahujiciho pravé jeden koren, metodou puleni in-
tervalu tento koren urcité nalezneme.

- 5.5 Zvolime-li xy tak, Ze jeho vzddlenost od kotene £ je nanejvys 0,01, Newto-
novou metodou & urcité najdeme.

- 5.6 Newtonova metoda je obvykle mnohem rychlejsi neZ metoda pileni inter-
valii.

Otédzka 5.7 Je-li funkce na intervalu (a,b) (obsahujicim kofen) rostouci a konkduni

(pod tecnou) a zvolime-li xy = a, Newtonova metoda urcité bude konvergovat.

- 5.8 Jacobiho metoda pro soustavu linedrnich rouvnic je specidlnim pripadem
metody prosté iterace pro soustavu rovnic.

- 5.9 Newtonova metoda pro soustavu vidy konverguje.

- 5.10 V kazdém kroku Newtonovy metody pro soustavu musime vyresit soustavu
linearnich rovnic. ReSenim této soustavy je novd aprorimace reseni pivodni nelinedrni
soustavy rovnic.

Upozornéni: Resi-li se tiloha, v niZ se vyskytuji goniometrické funkce, pomoci kalkulacky,
je nutné mit kalkulac¢ku pfepnutou na radidany (RAD), nikoli na stupné (DEG).

Priklad| 5.1 Zjistete, kolik kofenti md rovnice sinx — (x — 2)2 = 0. Najdéte intervaly
délky nejuyse 1, v nichz lezi vZdy prdvé jeden koren. Nejvétsi koren pak najdéte metodou
puleni intervalu s presnosti 0,1, nejmensi metodou requla falsi s presnosti 0,01. Ostatni
koreny hledejte metodou secen s presnosti 0,001.

- 5.2 Newtonovou metodou najdéte s presnosti 1075 zdporny koten rovnice
2t + 1 — 3 = 0. Poédtecni aprozimaci zvolte podle Fourierovy podminky.

_ 5.3 Metodou prosté iterace najdete s presnosti 0,01 vsechny koreny rovnice
2lnz—x+42 = 0. Pro kaZdy koten najdéte vhodnou iteracni funkci, ovérte, Ze jsou splnény
podminky konvergence.

Pak nektery z korent najdete s toutéz presnosti Newtonovou metodou, porovnejte rychlost
konvergence.

- 5.4 Najdéte nejmensi kladny koten rovnice sin2x = cos3z s presnosti 107°.
Pouzijte libovolnou z probrangch metod.

Piiklad 5.5 S presnosti 1072 najdéte bod, v némz funkce f(x) = x—e® nabyjvd lokdlniho

mazima. PouZijte libovolnou z probrangych metod.
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Priklad 5.6 Newtonovou metodou najdéte s presnosti 0,001 koren zadané soustavy rov-
nic. Vyjdéte z bodu (xg,yo) = (1,0).
?—r4+y—05 = 0
2 —5ry—y = 0
Priklad 5.7 Soustavu rovnic z predchoziho prikladu veste metodou prosté iterace. S pres-
nosti 0,001 najdéte koten, ktery lezi v okoli bodu (1,0).

Priklad 5.8 Newtonovou metodou teste zadanou soustavu rovnic. Provedte jeden krok.
Vyjdéte z bodu (zo, o, 20) = (1,0, 1).

2y = 22
2t = 1
6r —3y+2z = 1

Priklad 5.9 Pomoci rovnice tecny ke grafu funkce odvodte vztah pro vypocet dalsi apro-
ximace korene Newtonovou metodou.

Priklad| 5.10 Odvodte vztah pro vipocet aproximace kofene metodou requla falsi.

Odpoveédi na otazky a feseni prikladt viz 15.5

Programovaci ulohy

Zda budou funkce f(z),g(z), f'(x) a pod. zaddny pfimo v programu, nebo se budou
zadavat z klavesnice, ponechame na zkusenosti a odvaze programatora.

Programovaci tloha 1 Napiste program, ktery najde kofen rovnice f(z) = 0 lezici
v intervalu (a,b) s pfesnosti &

a) metodou pileni intervalu
b) metodou regula falsi

Programovaci tloha 2 Napiste program, ktery najde kofen rovnice f(z) = 0 s pfes-
nosti ¢ Newtonovou metodou. Osetfete i pripad divergence metody.

Programovaci tloha 3 Napiste program, ktery najde kofen rovnice f(z) = 0 s pfes-
nosti ¢ metodou prosté iterace. Osetiete i pripad divergence metody.

Programovaci uloha 4 Napiste program, ktery mnajde kofen soustavy rovnic
fi(z,y) =0, fo(z,y) = 0 s presnosti € metodou prosté iterace. OSettete i ptipad
divergence metody.

Programovaci tloha 5 Napiste program, ktery najde kofen soustavy rovnic
fi(z,y) =0, fo(x,y) = 0 s presnosti ¢ Newtonovou metodou. OSettete i ptipad
divergence metody.
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6 Aproximace funkci

Cil kapitoly

Ctendf se jiz urc¢ité mnohokrat setkal s riiznymi funkcemi a s vypoétem jejich hodnot.
U nékterych funkei se funkéni hodnota vypocita snadno, u jinych by to clovék ,rucné®
nezvladl a musi pouzit kalkulacku. Nékteré funkce jsou zadany tak slozitym predpisem
(viz ¢ast o statistice), ze jejich hodnoty je jednodussi nalézt v tabulce, nez je pocitat.
Nékdy téz mame funkci, ktera neni zadana vibec zadnym predpisem, ale zndme pouze
jeji hodnoty v urcitych bodech, napt. ziskané néjakym mérenim.

Naskyta se otazka, jak zjistit hodnotu takové funkce v netabulkovém bodé, jak vypocitat
hodnotu jeji derivace v urc¢itém bodé nebo jak ji zintegrovat.

Resenim je nahradit zkoumanou funkci funkei jinou, ktera se ji jakymsi zptisobem podoba
a se kterou se lépe pracuje.

Cilem kapitoly o aproximaci je ukazat nékolik moznosti takovéto nahrady.

Nejcastéji ,,nahradni“ funkci byva algebraicky polynom, protoze v tomto pripadé jsou
vSechny vyse uvedené vypocty skutecné velmi jednoduché.

Pozadavky, podle nichz vybirame onu nahradni funkci, mohou byt rtizné. Zde si blize
vSimneme interpolace, kde se pozaduje, aby aproximujici funkce méla s funkci ptvodni
v urcitych bodech stejné hodnoty a metody nejmensich ¢tvercu, kde ma aproximujici
funkce prochéazet zadanym bodim v jistém smyslu nejblize, ale pfimo jimi prochézet
nemust.

6.1 Interpolace algebraickymi polynomy

Pfi interpolaci zni zdkladni tloha takto: Mame n+1 navzajem rtiznych bodia xg, x4, ..., x,,
kterym fikame uzlové body nebo uzly interpolace a dale funkéni hodnoty v téchto bodech
fo= f(xo), fi = f(x1),..., fn = f(x,). Hleddme polynom P, (z) stupné nejvyse n takovy,
ze v uzlovych bodech nabyva tychz hodnot jako funkce f, tj. P(z;) = f;, i=0,...,n.
Poznamka. Nékdy se téz hled4 polynom, ktery mé se zadanou funkei nejen stejné funkéni
hodnoty v uzlovych bodech, ale i stejné hodnoty derivaci az do urcitého radu.

6.1.1 Existence a jednoznac¢nost interpola¢niho polynomu

BB 6.1 Necht jsou diny body [, f;],i = 0,...n. Pak ezistuje pravé jeden polynom
P, stupné nanejvys n takovy, zZe P,(x;) = fi,i =0,...n.

Dukaz. Existenci interpola¢niho polynomu dokazeme tim zptisobem, ze predvedeme po-
stup, kterym jej lze pro libovolné navzajem rtzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude
vénovan dalsi odstavec této kapitoly.

To, ze interpolacni polynom prochazejici danymi body existuje pravé jeden, dokazeme
sporem. Predpokladejme, Ze existuji dva polynomy stupné nanejvys n, oznacme je P, ()
a R,(x) takové, ze P,(x;) = f;,i = 0,...n1 R,(x;) = f;;i = 0,...n. UkdZeme, Ze tyto
dva polynomy jsou shodné. Za tim ucelem ozna¢me Q,(z) = P,(x) — R,(z). Je vidét, ze
Qn(z) je opét polynom stupné nejvyse n a navic Q,(x;) = 0,7 = 0,...,n. Mame tedy
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Obrazek 6.20: Funkce a interpola¢ni polynom

polynom stupné nejvyse n, ktery méa n + 1 kofenti. To je mozné jediné tak, ze @Q,(z) je
identicky roven nule, Q,(z) =0, a tedy P,(z) = R,(z)Vz € R

6.1.2 Konstrukce interpola¢niho polynomu, Lagrangetv interpolac¢ni poly-
nom

Interpola¢éni polynom dany body [z;, f;],7 = 0,...n sestavime pomoci polynomu /;(x)
takovych, ze

_J 1 proi=j
li(xj)_{ 0 proi#j
Ctenai snadno ovéii, Ze polynom

(x —z1)(x —29) ... (v — )
([L’o — 1‘1)(270 — [L'Q) e (ZL‘Q — l'n)

lo(x) =

ma v xg hodnotu 1 a v ostatnich uzlovych bodech hodnotu 0.
Podobné dostaneme i ostatni polynomy /;,7 =0,...n:

(x—x0)...(r —mi1)(x —xip1) ... (x — xp)
((L’O — L’El)(l’z — ZE()) e (ZEZ — ZEi_l)(l'i — J]i+1) e (ZL’Z — l‘n)

Interpola¢ni polynom P, (x) nyni dostaneme snadno jako kombinaci [;(x):

Pu(z) = folo(z) + fil(x) + - + fulu(z) = (6.1)
f (x —z)(x —29) ... (x — ) (x —zo)(x —22) ... (T — )

(xo — z1)(x0 — 22) . .. (0 — xp) +f1(x1—xo)(xl—xg)...(xl—xn) o
+fn

(x —zo)(x —21) ... (T —Tp_1)
(X — x0)(n — 1) . (T — Tpq)
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Interpolac¢ni polynom ve tvaru 6.1 se nazyva Lagrangeuv interpolacni polynom.

w1l 02]3
510021

Piiklad 6.1 Najdéte Lagrangetv interpolacni polynom dany body

Reseni: Mame zadany 4 body, interpola¢ni polynom bude tedy stupné nejvyse t¥etiho.
Pro jeho konstrukci pouzijeme vzorec 6.1:

=0 =20 =8) o= (D)= A3
L0 T-201 3 S ORIRR

T ) N 0 a1t R
- 0)e-0e-3)  G-(1)E-06-2)

Vysledny interpolacni polynom je spolu se zadanymi body znazornén na obrazku 6.21.

Pg(ﬂ?) :5

+

+2

Obrazek 6.21: K prikladu 6.1: Zadané body a vysledny interpolacni polynom

6.1.3 Newtonuv interpola¢ni polynom

Interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru ma tu nevyhodu, Ze chceme-li pridat dalsi
uzlovy bod, musime cely polynom prepocitat znovu. Také vypocet hodnoty tohoto po-
lynomu v ur¢itém bodé je dosti pracny. Proto je nékdy vyhodnéjsi hledat interpolacni
polynom v jiném tvaru nez 6.1. Jako vhodny se ukazuje tvar

P,(x) =ap+ a1(x — x9) + as(x — xo)(x — 1) + - + ap(x —x)(x —21) ... (T — 2p_1) (6.2)

Koeficienty ag, ay, . . ., a, lze ziskat feSenim soustavy rovnic vzniklé rozepsanim podminek
P,(x;) = f(x;), i =0,1,...n, ale pfehlednéjsi a méné pracné je vypocitat tyto koeficienty
pomoci takzvanych pomérnych diferenci.
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Pro danou funkci f a uzlové body x;, ¢ =0, ..., n nazveme podily
[l @ia) = f@ina) = f(xz), 1=0,1,..n—1
Tit1 — Ty

pomérnymi diferencemi prvniho fadu
Pomoci pomérnych diferenci prvniho fadu definujeme pomeérné diference druhého Fadu
jako

flzigr, wio] — flos, w441

flws, wig1, Tigo] = - - ,t=01,....n—2
i+2 — T

a obecné pomérné diference k-tého radu pro k£ < n definujeme takto:

f[gjiaxi—i-la o axi—i-k] _ f[ i+1y Li+2, ) z+k] f[ 1y Li+1, y Ltk 1]’ i = 0’ Con—k
Litk — Lj

D4 se dokazat, ze pro koeficienty a;, i =0,1,...,n v 6.2 plati

ag = f(wo)

ap = flwo,w]

Qy = f[x()axlwr?]

a, = flro,x1,..., 2,

Dosazenim téchto hodnot do 6.2 dostaneme Newtonuv interpola¢ni polynom
P.(x) = f(xo) + flzo, x1](x — x0) + flxo, T1, 22)(x — 20)(x —21) + -+  (6.3)
ot flro, e, ) (2 — x0) (2 —21) (2 — )

Poznamka. Newtoniv interpolacni polynom neni vhodné upravovat roznasobovanim.
Pro rychlé dosazeni se pouziva jina tprava, kterou predvedeme v nasledujicim prikladu.

Priklad 6.2 Aproximugjte funkci f(x) = % Newtonovym interpolacnim polynomem v uz-
lech
lz [ 1]2[25[32]4]

a pak pomoci néj vypoctéte pribliznou hodnotu funkce f v bodech x = 3 a x = 10.

Reseni: Abychom mohli sestavit Newtontv interpola¢ni polynom, musime vypoéitat po-
mérné diference funkce f az do fadu 4. Budeme je postupné, po sloupcich, zapisovat do

tabulky. Podtrzené hodnoty pak pouzijeme pro interpolacni polynom.
i x| f(x) = o | flezan] | flos zin,zigo] | flai o wis] | flzo, . 2]
0/1 |1 -0,5 0,2 -0,0625 0,015625
112 |05 20,2 0,0625 -0,015625
2125104 -0,125 0,03125
313,210,3125 -0,078125
414 10,25
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Nyni dosadime do vzorce 6.3

Piz) = 1-05(x —1)+02(x — 1)(z — 2) — 0,0625(x — 1)(z — 2)(z — 2,5) +
+0,015625(z — 1)(z — 2)(x — 2,5)(x — 3,2)

Ptibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 3 vypocteme dosazenim do interpola¢niho poly-
nomu Py (z). Pro vypocet funkénich hodnot interpola¢niho polynomu v Newtonové tvaru
je vhodné si tento polynom ponékud upravit. Mazeme vytknout (z — 1), pak ve zbytku
(x — 2) a tak déle, az nakonec dostaneme

Pyz) =1+ (z —1) ( — 05+ (z —2) (0,2 +(z —2,5)( = 0,0625 + (v — 3,2)0,015625)))

Dosazovat se hodi ,zevniti*.

P1i pouziti tohoto tvaru se znacné snizi pocet vypocetnich operaci nutnych pro ziskani vy-
sledku. Je-li ¢tenai obezndmen s Hornerovym schématem, mozna najde jistou podobnost
s timto postupem.

V nasem ptipadé dostaneme P4(3) = 0,334, zatimco presna hodnota je % = 0,333.

Pro x = 10 vyjde P,(10) = 34,525, zatimco pfesnd hodnota je %0 =0,1.

Vidime, ze v bodé, ktery byl zhruba uprostied uzlovych bodt, je aproximace dobra,
hodnoty interpolacniho polynomu a zadané funkce jsou blizké. Naopak v bodé, ktery lezi
daleko vné intervalu (1,4), je aproximace velmi Spatné.

Situace je dobfe patrné z obrazku 6.22, kde je vykreslen graf funkce f spolu s vypocétenym
interpolac¢nim polynomem a se zadanymi uzlovymi body. MizZeme si v§imnout, Zze na
intervalu (1,4) interpola¢ni polynom dobfe vystihuje chovani funkce f, ale mimo tento
interval se od sebe hodnoty funkce f a interpola¢niho polynomu znac¢né lisi.

2_
y 19
N
B S
Te—_ y=f(x)
i "G\
GIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 6.22: K piikladu 6.2: Srovnani funkce a interpola¢niho polynomu
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Poznamka. Bod x = 10 leZel vné intervalu ohrani¢eného nejmensim a nejvétsim uzlo-
vym bodem. V takovém ptipadé mluvime o extrapolaci. Obecné je extrapolaci vhodné
pouzivat pouze v bodech blizkych nejmensimu nebo nejvétsimu uzlovému bodu. O tom,
¢im je zpisobena velka odchylka funkce a interpola¢niho polynomu v bodech vzdalenych
od uzlovych bodt a jakou presnost 1ze pii interpolaci oc¢ekavat, pojednava kapitola 6.1.4.

Newtonuv interpolac¢ni polynom pro ekvidistantni uzly

Jestlize vzdalenosti mezi sousednimi uzlovymi body jsou konstantni, tj. plati-li
ZTit1 —x; = h pro vSechna ¢ = 1,...n, kde h € R je konstanta, fikdme, ze uzly jsou
ekvidistantni. Konstantu h nazyvame krok.

Vsimnéme si, ze pro takovéto uzly plati

x; =x9+1th, 1=0,...,n. (6.4)

Pro ekvidistantni uzly 1ze odvodit jiny, jednodussi tvar Newtonova (i Lagrangeova) inter-
pola¢niho polynomu.

Misto pomérnych diferenci budeme pouzivat ,,obycejné* diference:
Diference prvniho ¥adu funkce f(z) se definuje jako

Af(x) = flz +h) = f(z), (6.5)

a diference k-tého radu jako
A f(z) = A f (o + h) — AP f(2) (6.6)
Pro ekvidistantni uzly x;,i = 0,...,n, budeme diferenci k-tého fadu v uzlu z;, A*f(x;),

znacit zkracené jako AFf;. Plati

Afi = flri+h) = f(z:) = f(vig1) — f(2i) = fira — fi
AFfi = AU — AR

Pomérné diference lze v pripadé ekvidistantnich uzli vyjadrit pomoci obyc¢ejnych diferenci.
Ztejmé plati

Afi
flzi, via] = o (6.7)
. . Afivr  Af; A2F,
Pro pomérnou diferenci druhého tadu plati f|z;, 2541, Tigo] = —L5—— = 2h’;.
Matematickou indukci lze dokazat, ze k-t4 pomérna diference se da vyjadrit jako
A*f;
floiy - i) = TRE (6.8)

Tyto vztahy dosadime do Newtonova interpola¢niho polynomu 6.3. Zjednodusit vsak mi-
zeme i vyrazy (r — xg)---(x — xy), které se v tomto polynomu vyskytuji. K tomu tcelu
zavedeme misto x novou proménnou ¢ vztahem

T — X

q - h )

neboli z = xy + gh. (6.9)
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Potom
r—x9=qh, v —x1=x—129—h=(q—1)h, obecné z —x, = (¢ — k)h (6.10)

Vztahy 6.8 a 6.10 nyni dosadime do 6.3. Po snadné upravé (zkraceni h) vyjde vzorec pro
Newtonuv interpolac¢ni polynom pro ekvidistantni uzly

Pua) = fot Tagyr WD negyp ez Delamnt ]

A"fy (6.11)
r — 29

h
Chceme-li do interpola¢niho polynomu P, (z) dosadit za z uré¢ité ¢islo, vypocteme pfislus-
nou hodnotu ¢, a tu pak do P dosadime. Neni vhodné vyraz roznasobovat, pro dosazovani
je lepsi uprava, kterou predvedeme v ptikladu 6.3.

q =

Piiklad 6.3 Pomoci Newtonova interpolacniho polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu

Gaussovy funkce
2 T
G(x) = —/ e dt
(@) VT Jo

v bodé x = 1,17, zndme-li hodnoty G(x) v ndsledujicich bodech:
z 1 1,1 .2 | 1,3
G(z) | 0.8427] 0,8802 | 0,9103 | 0,9340

Reseni: Vypocteme potiebné diference, dvakrat podtrzend ¢isla jsou pouzita v interpo-
la¢nim polynomu:

01 |0,8427 | 0,0375 | -0,0074 | 0,0010
11,1 0,8802 | 0,0301 | -0,0064
21 1,209103 | 0,0237
31,3 0,9340
Nyni dosadime do vzorce 6.11:
1 —1)(g -2
Pyz) = 0,8427+%-0,0375—"((12—')-0,0074+q(q 3)'((1 ) 0,0010
L ! !
77 o1

Pro sniZeni po¢tu potiebnych pocetnich operaci miZzeme tento polynom upravit (podobné,
jako jsme to udélali v piikladu 6.2):

1 —9
Py(z) = 0,8427 + % <o,0375 + qT (—0,0074 + qT : 0,0010>>

Nyni chceme vypoéitat pfibliznou hodnotu G(1,17). Ta bude pfiblizné rovna hodnoté
interpola¢niho polynomu pro x = 1,17, tzn. pro q¢ = % =17:

G(1,17) = P5(1,17) = 0,8427 + &1 (0,0375 + %7 (—0,0074 + =22 - 0,0010)) = 0,9020

Pfesnd hodnota G(1,17) je po zaokrouhleni na ¢tyii desetinna mista také 0,9020.
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6.1.4 Odhad chyby

BB 6.2 Necht interval I obsahuje body x, 1, . .., x, a necht f je (n+1)-krdt diferen-
covatelnd funkce na I. Necht P,(z) je interpolacni polynom n-tého stupné uréeny hodno-
tami funkce f v bodech xy,...x,. Potom pro libovolné x € I existuje & € I takové, Ze pro
chybu interpolace E(x) plati

A3

E(zx) = f(x) — Py(x) = m(m —zo)(z — 1) ... (x — xp). (6.12)

Diikaz neni tplné jednoduchy a lze jej nalézt napt. v [3].

Vzorec 6.12 slouzi hlavné jako teoreticky zaklad pro urceni chyby u dalsich metod, napf.
u numerické integrace. Jinak je jeho pouziti ponékud problematické, protoze bod & je pro
kazdé x € I jiny a jeho nalezeni je prakticky nemozné. Chybu interpolace vsak mizeme
alespon shora odhadnout:

Oznacime-li M, = r?gx|f("+1)(t)|, plati

Mn+1
E@)=11@) = Po)l < g [ —2o)l@ =z (@ =)l (6.13)

Najit velicinu M, ; vSak také nemusi byt zrovna jednoduché.

Poznamka. Odhad 6.13 Ize pouzit napi. v pfipadé, kdy chceme sestavit tabulku hodnot
néjaké funkce f(x) s konstantnim krokem mezi hodnotami = a ptame se, jak tento krok
zvolit, aby chyba napt. pfi interpolaci linearnim polynomem nepievysila dané e.

Priklad 6.4 Odhadnéte chybu interpolace z prikladu 6.2 v bodé x = 3.

Poznamka. Tento piiklad slouzi spise k ozfejmeni jednotlivych veli¢in ve vzorci 6.13 a
jako ukazka, ze vzorec ,funguje“, protoze v tomto pripadé mtizeme urcit i presnou hodnotu
chyby a nemusime nic odhadovat.

Reseni: Pro odhad chyby potiebujeme vypoditat patou derivaci interpolované funkce
f(xz) = 2 (protoze n je v tomto pifpadé 4) a najit maximum jeji absolutni hodnoty na
intervalu I = (1,4) (I je nejmensi interval obsahujici vSechny uzlové body a bod, v némz
chceme odhadovat chybu).

Vyjde f®(z) = —f—f
Je videt, ze | f©®) ()] = 222, coz je funkce na I klesajici. Svého maxima na tomto intervalu
proto dosahuje v bodé x =1 a jeho hodnota je M5 = % = 120.

Nyni dosadime do 6.12:

E@) < 23— 1)(3-2)(3-2.5)(3-3.2)3—4) = |2-1-0,5-(<0,2)- (~1)| = 0,2
Odhad chyby je v tomto piipadé dosti nadsazeny, chyba v bodé x = 3 je ve skutecnosti
mnohem mensi nez 0, 2, viz feseni ptrikladu 6.2

To, ze teoreticky odhad chyby je prilis pesimisticky, je pomérné ¢asté i u jinych metod.

120
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V bodech vzdalenych uzlovym bodtm nabyva vyraz (x —zo)(x — 1) ... (x — z,,), ktery se
vyskytuje v odhadu chyby, velkych hodnot. Proto se interpola¢ni polynom pro vypocet
pribliznych hodnot funkce v takovychto bodech nehodi.
Aproximace ale v nékterych pripadech nemusi byt dobra ani v bodech relativné bliz-
kych uzlovym bodtm. To ilustruje obrazek 6.23, na némz je graf funkce f(x) = ﬁ a
interpola¢ni polynom dany vyznacenymi uzlovymi body.

Obrazek 6.23: Nevhodna aproximace interpola¢nim polynomem

Situace by se prilis nezlepsila, ani kdybychom pridali vice uzlovych bodt.
Zde je velka odchylka funkce a polynomu taktéz zptsobena velkymi hodnotami souc¢inu
(x — zo)(x — x1) ... (x — z,), pFedevSim pobliz koncti interpola¢niho intervalu.

Proto je nékdy vhodné nenahrazovat funkci, zvlasté chceme-li ji aproximovat na delsim
intervalu, jednim interpola¢nim polynomem, ale interval rozdélit na malé ¢asti a na kazdé
z nich funkci nahradit polynomem nizkého stupné. To bude namétem nasledujici kapitoly.

6.2 Interpolace pomoci splajni

Zakladni myslenka interpolace pomoci splajnii je obdobna jako u Lagrangeovy interpolace.
Mame zadany uzlové body a = 2y < 21 < --- < x, = b a funkéni hodnoty v nich,
které oznacime fy, f1,..., fn. Stejné jako pfedtim hleddme funkci S(z) takovou, ze plati
S(x;) = fi, i =0,1,...,n, ale tentokrat je funkce S(z) po ¢astech polynom (obecné na
kazdém intervalu (x;, z;11), ¢ =0,1,...n — 1, jiny) a spliluje ur¢ité pozadavky hladkosti
(tj. spojitosti derivaci).

Konkrétné splajnem fadu k pro uzly a = zg < 71 < --- < x, = b rozumime funkci,

ktera je v kazdém intervalu (z;,z;41), ¢ = 0,...n — 1, polynom stupné k a kterd ma
v celém intervalu (a,b) spojité derivace az do fadu k — 1 véetné.
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Poznamka. Slovo ,splajn“ pochdazi z anglického ,spline®, coZ znamené pruzné konstruk-
térské pravitko. V ceské literatutre se nékdy pise splajn a nékdy spline.

Nejjednodussim piikladem je splajn fadu 1, linearni splajn. Funkce je na kazdém su-
bintervalu (z;, x;11), i = 0,...n — 1, nahrazena tseckou, jejiz rovnice je

f($i+1) - f(%)

Tit1 — Xy

Si(z) = fx;) + (x —x;), ®€ (m,xiq1)

U splajnu 1. fadu pozadujeme spojitost derivaci do fadu 0 vcéetné, tj. spojitost samotné
funkce S(z). Snadno se presvédéime, Ze hodnoty jednotlivych funkei S;(x) v krajnich
bodech pfislusného intervalu (x;, z;41) jsou rovny f(z;), resp. f(x;11), ¢imz je zaruceno,
ze na sebe tyto funkce v uzlovych bodech spojité navazuji (viz obrazek 6.24). ZlepSeni
aproximace dosdhneme zjemnénim intervalti mezi uzlovymi body.

Obrazek 6.24: Nahrazeni funkce linearnim splajnem

Nejcastéji uzivané jsou tzv. kubické splajny, kdy k=3.

Definice a konstrukce kubického splajnu

Kubicky splajn pro funkci f s uzlovymi body ¢, x1,...,z, je funkce S(x), ktera je

kubicky polynom oznaceny S;(x) na kazdém subintervalu (x;, x;11), ¢ = 0,1,...,n — 1,
vyhovuje podminkam
Si(zi 6.14

= flx;),i=0,...,n—=1, S, 1(x,) = f(x,)
Sit1(Tit1), 1 =0,...,n—2

"

(Ti+1)
= Sz{+1<xi+1)7 i=0,...,n—2
r1(®it), 1=0,...,n—2
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a okrajovym podminkam a), b), ¢) nebo d) (f{, f”, f{ a f,, v b) a c) jsou pfedem zadané

konstanty)

) S"(x9) = 5" (x,) =0

) S//<x0> — 61, S//(:L,n) — f;l/
)

)

a

o

(@]

S'(xo) = fo, S'(n) = 1

podminky typu ,not-a-knot“, které pouziva napt. Matlab. Prakticky tyto podminky
znamenaji, ze S je tentyz kubicky polynom jako Sy a S, 5 je tentyz kubicky poly-
nom jako S,_;. Tento fakt lze vyjadrit také tak, ze

So'(x1) = 57" (1) a 5, 5(xn—1) = Sy (Tn1)-

o,

Podminky 6.15 znamenaji spojitost funkce S v uzlovych bodech, podminky 6.16 a 6.17
spojitost prvnich, resp. druhych derivaci.

Obrazek 6.25: Prirozeny kubicky splajn

Kubicky splajn spliujici okrajové podminky a) se nazyva pFirozeny kubicky splajn.

Na obrazku 6.26 je znazornéna aproximace funkce f(z) = 17z pomoci pfirozeného ku-
bického splajnu. Mtzeme porovnat s obrazkem 6.23, kde byla tataz funkce nahrazena
interpola¢nim polynomem danym stejnymi uzlovymi body.

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak k zadanym uzlovym bodtm a hodnotam funkce
v nich sestrojit pfirozeny kubicky splajn. (Splajn vyhovujici jingym okrajovym podminkam
by se nasel podobné.)

Na jednotlivych intervalech (z;, ;1 1), ¢ =0,1,...,n — 1, budeme splajn hledat ve tvaru

SZ<$) =a; + bl(ﬂf — SIJZ) + Ci<£L’ — 1’1)2 + dl<l’ — QZZ‘)B
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1.5i

—0.5-

Obrazek 6.26: Nahrazeni funkce f(x) = ﬁ prirozenym kubickym splajnem.

Z podminek 6.14 dostaneme a; = f(z;),i = 0,1,...n — 1. Odtud, z podminek 6.15, 6.16,
6.17 a z okrajovych podminek Sj(zo) = S!_;(x,) = 0 lze po jistém tsili odvodit soustavu

n—1
rovnic s neznamymi ¢;, 1 =0,...,n

Afi  Afia

hi  hia

hi—lci—l =+ Z(hi_l + hz)cz + hz'ci+1 =3 ( ) s 1= 1, N 1(618)

co=c¢,=0

kde hz =Tjyr1 — L5 a Afl = f($i+1) - f(l‘z), 1= O, e, = 1.
Po rozepsani a dosazeni za ¢y a ¢, soustava vypada takto:

2(h0 + hl)cl + hico = 3(% _ %)
hicy + 2(hi 4+ ha)ca 4+ hacs = 3(Ah_22 — Ah_ll)

P—9Cn—o + 2(hpo+thp1)cn1 = 3(%11‘:1—11 . Ah{:i_zz)

Jedna se o tfidiagonalni soustavu rovnic a lze ji vyfesit napf. pomoci Gaussovy elimina¢ni
metody prizptisobené pro tfidiagonalni soustavu.

Koeficienty b; a d; pak dopocitdme pomoci ¢; ze vztahi (také odvozenych z podminek
6.14 — 6.17)
(@) = (@) cipn + 20

b — o i=0,....n— .
; W ) hi i=0,....,n—1 (6.19)

4 = C+§T_C i=0,...,n—1 (6.20)
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Piiklad 6.5 Funkci f(x) = v/ aprozimujte pFirozenym kubickym splagnem s uzlovgmi
body’ X H 1 \ 1,69 \ 2,25 \ 2,89 \ 4 ‘apak pomoct tohoto splajnu vypoctéte priblizne hod-
notu f(2).

Reseni: Dopoéitame funkéni hodnoty v uzlovych bodech a pak vypoéteme h;,i = 0, 1,2, 3,
tj. délky jednotlivych intervala, a Af;,i = 0,1,2,3. Vypocétené hodnoty jsou zapsany v
nasledujici tabulce

1 0 1 2 3 |4
X 1 11,69]225]|289 |4
fx;) = x, 1 1,3 | 1,6 | 1,7 |2
h; 0,69 | 0,56 | 0,64 | 1,11
Af; 03102102/ 0,3
Vime, zZe ¢y = 0. Pro neznamé cy, ¢y, c3 dostaneme podle 6.19 soustavu rovnic
2,5¢1 + 0,56¢ = —0,232919
0,56c; + 2,4co + 0,64c3 = —0,133929
0,64ce + 3,5¢3 = —0,126689

Resenim této soustavy je ¢; = —0, 087085, ¢y = —0,027155, c5 = —0,031231.
Koeficienty b; a d;,i = 0, 1,2, 3, dopo¢itame podle vzorci 6.19 a 6.20. (Pii vypoctu b3 a
d3 pouzijeme ¢4 = 0.)

Tedy napf. by = 1’036;)1 _ =0 087055 +2-0 0,69 = 0, 454812
Ostatni koeficienty ioy se vypocitaly podobné. Vyjde:

1 0 1 2 3

a; 1 1,3 1,5 1,7

b; || 0,454812 | 0,394724 | 0,330749 | 0,293381

i 0 -0,087085 | -0,027155 | -0,031231

d; || -0,042070 | 0,035672 | -0,002123 | 0,009379

Vysledny prirozeny kubicky splajn je tedy

So(x)=1+0,454812(2—1)—0,042070(x—1)3
S1(2)=1,3+0,394724(z—1,69)—0,087085(z—1,69)2+0,035672(x—1,69)3 2€<1,69;2,25>
)

( ze<1:1,69>

S(a) =
(z)=1,5+0,330749(z—2,25)—0,027155(z—2,25)2—0,002123(z—2,25)3 2€<2,25;2,89>
(

Sa
S5(z)=1,7-+0,293381(z—2,89)—0,031231 (z—2,89)%+0,009379 (z—2,89)3 z€<2,89;4>

xT

Pfibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 2 nyni vypocteme jako S1(2) = 1,415058 (protoze
2 € (1,69; 2,25)). Pro srovnani, pfesna hodnota je v/2 = 1,414214.

6.3 Metoda nejmensich ¢tvercu

V predchozich ¢astech této kapitoly jsme pozadovali, aby interpola¢ni polynom, resp.
splajn, nabyval v uzlovych bodech stejnych hodnot jako funkce, jiz se snazime aproxi-
movat. V pripadé, ze jsou funkéni hodnoty ziskany experimentalné, napi. jako vysledky
néjakého méreni, je interpolace nevhodna. Vysledky jsou totiz zatizeny chybami a interpo-
lacni funkce by tyto chyby kopirovala, coz je pfesné to, ¢eho se chceme vyvarovat. Kromé
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toho povaha experimentti nevylucuje moznost nekolika méreni pfi nezmeénéné hodnoté x,
tj. nemusi byt vSechny uzlové body navzajem rtzné. Vzhledem k témto okolnostem neni
dobré pozadovat, aby aproximacni funkce nabyvala v uzlovych bodech predem danych
hodnot. V mnoha pripadech mame urc¢itou predstavu o povaze funkce, jejiz hodnoty jsme
namérili, napt. muze se jednat o linearni nebo kvadratickou zavislost. Pak hledame mezi
vSemi funkcemi tohoto znamého typu takovou, ktera prochéazi k zadanym bodtm v jistém
smyslu nejblize.

Aproximace primkou

Nejprve podrobné rozebereme nejjednodussi pripad — aproximaci primkou.
Vychozi situace je tato: Jsou dany body z;, ¢ = 0,...,n, a funkéni hodnoty v nich y;.
Budeme hledat primku o rovnici

y=co+az, (6.21)

ktera bude ,co nejlépe“ prochézet mezi body [z;,vi], i =0,...,n.
Oznacme e; chybu aproximace 6.21 v i-tém bodé, tj.

e =y —y(z;) =y — co — a1y,

viz téz obrazek 6.27. Jelikoz body [x;,y;] jsou dany, chyba zavisi pouze na koeficientech
primky ¢y a c;.

Ukazuje se, ze vhodné kritérium pro urceni onoho ,co nejlepsiho“ prochézeni je, aby
soucet druhych mocnin (neboli ¢tvercti) chyb v jednotlivych bodech byl minimalni. Tento
soudet znacime p?. Chceme tedy minimalizovat funkci

/02(00, Cl) = (yo — Co — 01950)2 + (?/1 — Co — 0191?1)2 +eet+ (yn —Cy — Cl$n)2
= Z(yz — o — e1x)°
i=0

Veli¢inu p? nazjvame kvadraticka odchylka.

y=C,+C, X Y=Co+C, X

€n
€,
€o
oy WA X x| A .
Obrazek 6.27: Odchylky e; Obrazek 6.28: Hledame piimku, pro

niz je soucet obsahti ¢tvercii minimalni
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7 diferencialniho poc¢tu funkci vice proménnych je zndmo, ze nutnou podminkou pro to,
aby p*(co, ¢1) nabyvala minima, je splnéni rovnic

Ap*) 0 d(p?)

= =0.
800 & 8C1

Parcialni derivaci podle ¢y vypocteme podrobné, aby se v praci se sumami méné zbéhli
¢tenari trochu zorientovali; derivaci podle ¢; pak uz vezmeme zkratka.

(2
éﬁ ) - 2(yo — co — c1wo)(—=1) + 2(y1 — co — c1x1)(=1) + - + 2(yn — co — c17,) (= 1) =
0
= —2((yo—co—c1xo) + (y1 —co—c1x1) + -+ (Yo — co — c12,)) =
= 2o+t Ay —col+14-+1)—cr(zo+a+ - +1)) =
= -2 y,—co(n—l—l)—clzyci)
=0 n=0
a 2 n n
% = 2(yi — co — 1xy) (—;) = =2 Z(%yz — Cox; — ¢117) =
1 i=0 i=0

n n n

2

= =2 E xiyi—cog xi—clg T;
i=0 i=0 i=0

Jestli snad nékdo tépe, kde se v derivaci podle ¢q vzalo (n + 1), mél by si uvédomit, ze
uzly se indexuji od nuly a posledni z nich mé index n. S¢itali jsme tedy celkem n + 1
jednicek.

PoloZzime-1i nyni vypoctené parcidlni derivace rovny 0, po snadné tpravé (vydélenim -2 a
prevedenim nékterych sum na druhou stranu rovnic) dostaneme tzv. normalni rovnice
S neznamymi cg a ¢y:

con+1) + Zml = ZyZ
i—0 i—0
co Z T, + @ Z T = Z T
i=0 i=0 i=0

Pokud mezi uzly z; najdeme alespori dva rizné (tj. pokud neni g = 27 = - -+ = z,, neboli
pokud jsou vektory (1,1,...,1) a (xg,1,...,T,) linedrné nezavislé), ma tato soustava

jediné Feseni.

Piiklad 6.6 Funkci zadanou ndsledujici tabulkou bodi aprorimujte metodou nejmensich
ctvercu, pomoct primky.
x; 0,2 0,5 0,9 1,6 2,0 2,9 3,5
yi || 16,58 | 19,30 | 18,12 | 20,94 | 20,90 | 24,66 | 24,50

Reseni: Koeficienty piimky ziskame jako feSeni soustavy rovnic 6.22. Pro piehlednost si
vSechny potfebné hodnoty zapiseme do tabulky:
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0,2 | 16,58 | 0,04 | 3,316
0,5 | 19,30 | 0,25 | 9,650
0,0 | 18,12 | 0,81 | 16,308
1,6 | 20,04 | 2,56 | 33,504
2,0 | 20,90 | 4,00 | 41,300
2,9 | 24,66 | 8,41 | 71,514
35 | 24,50 | 12,25 | 85,750

11,6 | 145,00 | 28,32 | 261,842

DT x| W N | O =

(]

Nyni miizeme sestavit normalni rovnice. Pfipomenme, Ze koeficient u ¢y v prvni rovnici,
n + 1, udava celkovy pocet uzlli, v nasem pripadé tedy 7.

Tco + 11,6¢; = 145
11,6co + 28,32¢; = 261,842

Jejich fesenim je ¢y = 16,788 , ¢ = 2,370.
Hledana ptrimka je tedy y = 16,788 4 2,370 x. Zadané body jsou spolu s touto piimkou
zobrazeny na obrazku 6.29.

25 .

y=16,788+2,370x

20+

1579 1 )2( 3 4

Obrazek 6.29: K piikladu 6.6: zadané body a nalezené primka

Aproximace primkou — jiny pristup

Ukazeme nyni trochu jiny postup, kterym se d& dojit k normalnim rovnicim. Soustavu
normalnich rovnic pak zapiseme v jiném tvaru nez 6.22.
Opét mame body [z;,y;], ¢ =0,...,n, a hleddme aproximujici pfimku

Yy=co+cr.
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Pro tuto pfimku, resp. jeji koeficienty ¢y a c¢1, by mélo platit

Yo = Co+ 1o
Y1 = Co+ T
Yo = Co+ C1y.

Tento fakt mtzeme prepsat maticové jako

Yo 1z
1 =z
y =Zc, kde y= y.l , L= ,1 a c—(go).
: . : 1
Un 1 =z,

Budeme piedpokladat, Ze zadané body jsou alespon t¥i (pro dva bychom pfimku jimi
danou nasli snadno, pro jeden by uloha neméla jednozna¢né feseni). Predstavime-li si,
ze misto ,=“ mame vSude rovnost, mame soustavu rovnic, ve které je vice rovnic nez
neznamych. Takovéto soustavé se iika preurcena. ,Opravdové“ feseni by méla pouze
v tom vysoce nepravdépodobném piipadé, ze by vSechny zadané body [z;,y;] leZely na
jedné primce. Jinak feSeni nemd, tzn. neexistuje vektor c, pro ktery by vsechny rovnice
byly splnény. Budeme se proto hledat vektor c, pro ktery soustava rovnic sice neni splnéna
presné, ale aspon v jistém smyslu co nejlépe. Bude to takovy vektor c, pro ktery je
minimalni soucet druhych mocnin rozdilt levych a pravych stran soustavy, tj.

n

Z(yl — Cy — Clili'i)Z-

1=0

A jsme zase tam, kde jsme byli v pfedchozim odstavci, kde se pfimka hledala pomoci geo-
metrické predstavy se ¢étverecky. Soustavu normalnich ted miZeme zapsat pomoci matice
Z jako

Z'7c =17"y. (6.22)

(Vyzyvame ¢tendfe, aby si vSe rozepsal a rozndsobil a presvéddil se, Ze skuteéné vyjde
6.22.)
Ze soustavy 6.22 pak mtzeme neznamy vektor c vyjadrit jako

c=(Z2"2)"' Z"y. (6.23)

Aproximace parabolou

Aproximace parabolou se Fesi velmi podobné jako aproximace pfimkou, viz obrazek.
K zadanym bodtum [z;,y;], i = 0,...,n, hleddme parabolu o rovnici

2
Y = Co + C1T + Cax”,
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Xo X; e Xy,

Obrazek 6.30: Mezi vsemi parabolami hledame tu, pro kterou je soucet obsahu ¢tvercii
nejmensi mozny.

pro niz je miniméalni kvadraticka odchylka

n

p*(co, c1, ) = Z(yi — o — a1 — c1})?
i=0

Normalni rovnice dostaneme zcela analogickym postupem jako u primky. Vyjdou
n n n
co(n+1) + clzxi + CQZI’? = Zyz
i=0 i=0 i=0
n n n n
Co Z T, + Z :)3,2 + ¢ Z :L“f’ = Z T
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
Y 1 + ay al + ) af = ) ady
i=0 =0 =0 i=0

Tuto soustavu miizeme opét prepsat jako

Z'7c =7",
kde
1z 3 Yo
1z 22 o Y1
Z = . , ¢c=|c a y= .

1 z, 22 Yn
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Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu algebraickymi polynomy

Zatim jsme probrali aproximaci pomoci primky, tj. polynomu stupné 1, a paraboly, tj.
polynomu stupné 2. Chceme-li aproximovat obecné polynomem stupné m, tzn. funkci

P,(x)=co+crz+ -+ cpa™,

postupujeme uUplné stejné jako u primky a paraboly. Soustava normalnich rovnic pak
vypada nasledovné

con+1) + clzxi + ...+ cmZx;” = Zyz-
i=0 = ~

0 =0
n n n n
2 1
Co g T, + ¢ E T, 4+ ..+ Cnm E :15?1Jr = E T3
i=0 i=0 i=0 i=0

n n n
1 2
Co E "+ o E 2+ L+ e E " = E 'y,
=0 =0 i=0

=0

Obecna aproximace metodou nejmensich ¢tvercua

Zdaleka ne vzdy je zavislost mezi naméfenymi (nebo jinak ziskanymi) hodnotami x a y
polynomialni. Napi. pokud tyto hodnoty vykazuji periodické chovani, je vhodnéjsi pouzit
trigonometrické polynomy. Aproximaci pak miZzeme hledat tfeba ve tvaru

Y = Co+ €1 COST + CoSInx + c3 cos 2x + ¢4 8in 2x

Popiseme nyni, jak vypada aproximace metodou nejmensich ¢tvercii obecné.

Formulace problému

Jsou dany body z;, ¢ = 0,...n, a funkéni hodnoty v nich y;. Dale jsou dany funkce
©i,i = 0,...,m, m < n. (Pro pifimku by to byly funkce po(x) = 1 a p1(z) = z, pro
parabolu by k nim navic pfibyla funkce ¢o(z) = 2%.) Mezi vemi funkcemi tvaru

Pr() = copo(®) + c1p1(2) + -+ + Cmpm (@), (6.24)

Cos - - -, Cy jSOU redlnd cisla, hledame takovou, pro niz kvadraticka odchylka

n

pQ(COa e Cm) = Z(yz - Pm(xi))Q

=0

nabyva minimalni hodnoty.
Takovou funkci pak nazyvame nejlep§i aproximaci experimentalnich dat g, ...y,
v dané tridé funkci ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu.
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Postup pro nalezeni nejlepsi aproximace uz jsme v podstaté predvedli u primky. Kvadra-
ticka odchylka

n

P = D (11— copo(w) — capr () — -+ = e (1))’
i=0
je minimalni v tom bodé (cg, ¢q,. .., ¢,), v némz jsou splnény rovnice
9(p*) 9 v 2 :
de;  Oc; [;(y — copo(wi) — 11 (@i) = - = Cnpm(€)?| =0, j=0,...,m.

Nyni provedeme totéz, co jsme délali u ptimky, s obecnymi funkcemi. Zderivovanim do-
staneme

n

Z 2(ys — copo(ws) — crp1(zi) — -+ = cmom (7)) (—j(2:)) =0, j=0,...,m

Rovnice vydélime —2 a rozdélime na jednotlivé sumy:

Zyz% ;) Z%%(Ii)%(h) — = Zcmsﬁm(l‘i)sﬁj(ﬂci) J=0,...,m

i=0 =0
Z kazdé sumy muzeme vytknout odpovidajici koeficient ¢;. Snadnou tpravou pak dosta-
neme normalni rovnice pro nezndmé cg, ..., ¢, :

COZSDO(%')%(%‘) Tt CmZSOm ;)5 () Zyzgoj () 7=0,...,m.
=0

Tato soustava rovnic po rozepsani vypada takto:

COZSDS(IL"O +a Z@l(%)@o(%) +- +6m290m (i) po(@ Zyz% ;)
i=0 =0

CQZ(po(ﬁi)gOl(l'i) +Clz¢%(xl) +- +sz¢m ZL‘, (pl xz Zyz(Pl xz
i=0 i=0

i=0

co ) oz em(Ti) + 1 Y pr(@)pm(@) +-- +em Z P (4) = Z Yim (i)

=0 i=0

Ziskana soustava rovnic vypada mozna ponékud hrozivé a nepiehledné, ale jiz jsme vidéli,
ze s konkrétnimi funkcemi ¢, to nebylo tak zlé.
Da se ukézat, ze soustava 6.25 ma jediné feSeni, pokud jsou vektory

wo = (polzo), po(z1),- -5 p0(zn))
e = (p1(wo); pr(x1), ..., 1(wn))

G = (Pm(T0), Pm(T1), -, Pm(Tn))

linedrné nezavislé.
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Shrnuti pojm

Aproximace funkce spoc¢iva v nahrazeni zkoumané funkce f jednodussi funkci, ktera na-
byva ptiblizné stejnych hodnot jako funkce f a se kterou se snadno pracuje.
U interpolace hleddme funkci, kterdA ma s f spolecné funkéni hodnoty v tzv. uzlovych

bodech xzq, z1,...,x,. Nejcastéji to byva interpolac¢ni polynom nebo splajn.
Interpola¢ni polynom P,(z) je algebraicky polynom stupné nanejvys n, pro néjz plati
P(z;) = f(z;),1=0,1,...,n. Interpolacni polynom pro zadané body existuje vzdy pravé

jeden, ale miizeme jej vyjadrit v riizném tvaru.

Existuji specialni tvary interpolac¢nich polynomu pro ekvidistatni uzly, tj. uzly takové, ze
krok mezi vSemi dvojicemi sousednich uzld je konstantni.

Lagrangetiv interpola¢ni polynom sestavime pfimo ze zadanych uzl a funkénich hodnot
v nich. Pro konstrukci Newtonova interpolacniho polynomu musime naptfed vypocitat
pomérné (jedna-li se o neekvidistantni uzly) nebo obycejné (jedné-li se o ekvidistantni
uzly) diference a interpola¢ni polynom pak sestavime pomoci nich. Vyhodou Newtonova
interpola¢niho polynomu oproti Lagrangeovu je, Ze se do néj snadnéji dosazuje a snadnéji
lze pridat dalsi uzel.

Za priznivych okolnosti plati v neuzlovych bodech f(x) = P,(z). Pouzijeme-li vSak pfilis
mnoho uzlovych bodi, interpola¢ni polynom mtize (i kdyZ nemusi) zacit oscilovat. Proto
je pro aproximaci funkce na dlouhém intervalu lepsi splajn.

Splajn S(z) je také funkce, pro niz plati S(z;) = f(z;), ¢ = 0,1,...,n, ale na rozdil od
interpola¢niho polynomu je to funkce definovana po castech, je dana jinym predpisem
na kazdém z intervali (x;,z;41), 7 = 0,1,...,n — 1. Nejcastéji se pouziva tzv. pfirozeny
kubicky splajn. To je funkce, kterd je na kazdém intervalu (x;,z;41) polynom tfetiho
stupné S;(z) = a; + bi(x — x;) + ci(x — z;)? + di(z — ;)®. Jednotlivé polynomy S; a
Si+1 na sebe musi v bodé x;,1 (tj. v bodé, kde se jejich defini¢ni obory stykaji) spojité
navazovat az do druhé derivace véetné. Navic pozadujeme platnost okrajovych podminek
So(wo) = Sy (wn) = 0.

P1i vypoctu splajnu nejprve najdeme koeficienty c¢; jako feSeni jisté soustavy linearnich
rovnic. Koeficienty b; a d; pak vypocteme pomoci nich. Pro koeficienty a; plati a; = f;.
Metoda nejmensich ¢tvercti se pouziva predevsim v piipadé, kdy mame hodnoty [x;, v,
i=0,1,...,n, ziskané néjakym méfenim (tj. zatiZené chybami) a mame urcitou predstavu
o povaze funkéni zavislosti ¥ na x. Predpokladame, zZe tato funkcéni zavislost je typu
y = c1o1(x) + -+ + cmpm(x), kde ¢, i = 0,...,m, jsou zndmé funkce. Mezi vSemi
funkcemi tohoto zndmého typu hledame tu, pro kterou je minimalni tzv. kvadraticka
odchylka. Nalezeni této funkce spociva v nalezeni hodnot koeficienti ¢;, ¢ = 0,...,m.
Ty najdeme jako feSeni tzv. soustavy normalnich rovnic. Pro aproximaci algebraickym
polynomem je tvar soustavy znamy. Specialné pro polynom prvniho stupné, pfimku, je
to 6.22 a pro polynom druhého stupné, parabolu, 6.24. Chceme-li pouzit jiny typ funkci,
dosadime do obecného tvaru soustavy 6.25.

6.4 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
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- 6.1 Pomoci interpolacniho polynomu miuzZeme vypocitat pribliznou hodnotu in-
terpolované funkce v neuzlovém bode.

- 6.2 Pokud vsechny body [x;, f;],i = 0,...,n, leZi v jedné pFimce, pak grafem
interpolacniho polynomu daného témito body je pravé tato primka.

Otézka 6.3 Je-li L,(x) Lagrangeiv interpolacni polynom uréeny uzly [z, fi],i =
0,...n, a N,(z) Newtoniv interpolacni polynom urceny tymiz uzly, pak ezxistuje bod c,
pro ktery je L,(c) # Ny(c).

Otazka 6.4 Grafem linedrniho splajnu je lomend cdra.

- 6.5 Pri hledani prirozeného kubického splajnu musime vyresit soustavu linedr-
nich rovnic.

- 6.6 Kubicky splajn muze byt nespojitd funkce.

Otézka 6.7 Graf funkce P,,(z), kterou jsme ziskali metodou nejmensich ¢tverci, z bodi
[z, y:],1 =0,...,n, nikdy neprochazi Zadngm z bodi [x;, y;].

Otédzka 6.8 Jsou-li zaddny prdve dva body [0, 10 a [x1,y1], T # x1, pak pitmka ziskand
metodou nejmensich ctverci pomoci téchto dvou bodi obéma body prochazi.

S
(\S)

€T; -1

- 6.1 Najdéte Lagrangetiv interpolacni polynom dany body ANAEE

Polynom upravte. Provedte zkousku.

- 6.2 Najdéte Lagrangetiv interpolacni polynom dany uzly
xX; xr1 — h ry | 1+ h

il fo 1AL
Polynom upravte na tvar Ly(z) = A(x — x1)* + B(x — 1) + C.
(Vysledek tohoto prikladu bude pouZit v prikladech k dalsi kapitole.)

_ 6.3 Najdéte Newtonuv interpolacni polynom dany body z prikladu 1. Pak k za-
danygm uzlim pridejte jesté bod [4,5] a opét najdéte Newtoniv interpolacni polynom.

- 6.4 Vypoctéte funkcni hodnoty funkce f(x) = sinx v uzlovych bodech xo = 0,
r1 = 0,8, 19 = 1,6, 3 = 2.4, x4 = 3,2. (Tyto hodnoty jsou v radidnech, nikoli ve stupnich.)

a) Najdéte Newtoniv interpolacni polynom dang témito uzly a pak pomoci néj vypoctéte
priblizné sin 1
b) Pribliznou hodnotu sin1 vypoctéte pomoci linedrni interpolace ze vhodnijch dvou

wzli.

Hodnoty vypoctené v a), b) porovnejte s presnou hodnotou. Pro¢ je vysledek b) dost ne-
presny?
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| -3]-1]0] 2
il 51 314 -100

Priklad 6.5 Najdéte prirozeny kubicky splajn dany uzly

Vypoctete hodnoty splajnu v bodech -2, -0,1 a 1.

Priklad 6.6 Najdéte prirozeny kubicky splajn dany uzly z prikladu 4. Pak pomoci tohoto
splagnu vypoctete priblizné sin 1.

Piiklad| 6.7 Ukazte, Ze k funkci [ : y = x + €° existuje inverzni funkce x = f~(y).
S presnosti 0,001 najdéte hodnoty funkce f~(y) proy =0, y = 0,5 a y = 1. (PouZijte
k tomu libovolnou z metod probranych v kapitole 5). Pak pomoci interpolace vypoctéte
priblizne £71(0,3) a f71(0,9).

Priklad 6.8 Funkci zadanou ndsledugici tabulkou bodi aproximujte metodou nejmensich
ctvercu pomoct primky. Nacrinéte zadane body a vypoctenou primku.

x; 0 1 2 3 4 5
Yi || -2,654 | -0,041 | -0,457| 0,505 | 2,751 | 3,475

Priklad 6.9 Odvodte soustavu normdlnich rovnic pro aproximaci metodou nejmensich
ctvercu pomoct paraboly.

Priklad 6.10 Funkci zadanou ndsledugici tabulkou bodi aproximugjte metodou nejmen-
sich ctvercu pomoct paraboly.
x; 1 1,5 2 2,5 3
yi || 0,837 | 0,192 | -0,950 | -1,095 | 1,344

Priklad 6.11 Funkci zadanou ndsledujici tabulkou bodi aproximujte metodou nejmen-
sich ctvercu pomoct funkce y = co + ¢1 Sinx + ¢o cos x.
xi || -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
yi || 1,55 | 2,85 | 2,81 | 0,49 | -0,43 | -0,92 | 0,68 | 2,76 | 2,96 | 1,48 | -0,80

Odpoveédi na otazky a feseni prikladu viz 15.6

Programovaci ulohy

U programii na aproximaci funkci by bylo velmi pékné mit vzdy vystup i v podobé grafu
nalezeného interpola¢niho polynomu a pod. Zda tomu tak skute¢né bude, opét ponechdme
na schopnostech programaéatora.

Programovaci uloha 1 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;, fi],7 = 0,...,n,
vypocita hodnotu Newtonova interpolacniho polynomu v zadaném bodé z.

Programovaci tiloha 2 Reste totéz jako v tiloze 1, ale pro ekvidistantni uzly.

Programovaci tloha 3 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;, fi],7 = 0,...,n,
vypocita hodnotu pfirozeného kubického splajnu v zadaném bodé .

Programovaci tloha 4 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;,y],7 = 0,...,n,
vypocita koeficienty primky ziskané metodou nejmensich ¢tvercti a kvadratickou
odchylku.
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7 Numerické derivovani a integrovani

Cil kapitoly

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak vypocitat derivaci a integral z funkce,
ktera je zadana pouze tabulkou bodt nebo pro kterou by byl analyticky vypocet prilis
slozity.

Zakladni myslenkou je nahradit funkci interpola¢nim polynomem, popfipadé jinou apro-
ximaci, a derivovat ¢i integrovat aproximujici funkci.

7.1 Numerické derivovani

Jak jiz bylo feceno v ivodu, budeme fesit problém, jak vypocitat hodnotu derivace dané
funkce v urc¢itém bodé nikoli analyticky, ale pouze pfiblizné, a to pomoci znamych funkc-
nich hodnot v urcitych bodech.

Miizeme k tomu pouzit interpolacni polynom. Hodnotu derivace funkce nahradime hodno-
tou derivace interpolacniho polynomu. Tedy, je-li P,(x) interpola¢ni polynom dany funkci
f(z) a uzlovymi body zy, x1,. .., Z,, polozime

f'(x) = By (x).

Podobné pro derivace vyssich fadi (ovSem pouze do fadu n, pro vyssi uz ne) mizeme
polozit

fO(x) = PP(x).

Poznamenejme, Ze v uzlovych bodech se hodnoty derivaci funkce a interpolac¢niho poly-
nomu nemuseji shodovat. Pro ilustraci mize poslouzit opét obrazek 6.23, na kterém je
dobte vidét, ze zatimco funkéni hodnoty v uzlovych bodech jsou u funkce a interpolac-
niho polynomu stejné, smérnice tecen k témto dvéma graftim (tj. hodnoty derivaci) jsou
v uzlovych bodech velmi odlisné.

7.1.1 Neékteré Casto pouzivané vzorce pro numerické derivovani

Uvedeme zde nékteré jednodussi, ¢asto uzivané vzorce pro prvni a druhou derivaci v uzlo-
vych bodech. V tomto textu se s nimi jesté setkame v kapitolach vénovanych numerickému
feSeni diferencidlnich rovnic.

Jako posledni je v kazdém vzorci uveden chybovy ¢len, ktery pii samotném vypoctu
zanedbavame.

Cim vy$si mocnina kroku h se v ném vyskytuje, tim je chyba mensi (a tedy vzorec lepsi),
nebot h byva zpravidla malé ¢islo, h < 1, a pro takova ¢isla plati A > h? > h3 > - --

Nejjednodussi vzorec pro derivaci prvniho fadu dostaneme zderivovanim interpola¢niho
polynomu prvniho stupné daného uzly xy a x1 = z¢ + h.
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Ma-li funkce f druhou derivaci na intervalu (xg,z1), pak existuji body &, &1 € (zo,x1)
tak, ze plati
r1) — f(x h
Flxo) = w - 51"(&) (7.1)
f(z1) = f(®o)

flay = OIS B (7.2

Tyto vzorce lze téZz odvodit pomoci Taylorova rozvoje funkce f.
Derivovanim interpola¢niho polynomu druhého stupné daného uzly zy = 1 — h,z; a
r9 = x1 + h dostaneme presnéjsi vzorce pro prvni derivaci v téchto uzlovych bodech.

Ma-li funkce f ¢tvrtou derivaci na intervalu (zy, x2), pak existuji body &, &1, & € (g, 2)
takové, ze

—3f(wo) +4f(x1) — f(x2) h?

f'(@o) = o 5 ["(&) (7.3)
f/(xl) _ f($2)2_hf(x0) _%f///(gl) (74)
f/(l'g) _ f(xo) - 4f(2‘1};1) + 3f(372) +%2f///(€2) (75)

Pomoci druhé derivace téhoz interpola¢niho polynomu dostaneme vzorec pro druhou de-
rivaci funkce f v bodé z;.

Maé-li funkce f péatou derivaci na intervalu (g, x2), pak existuje bod £ € (g, x2) takovy,
ze

f”(ml) _ f(IO) — 2f}§fl) + f(x2) _ %f(4)(f) (76)

Na obréazcich 7.31 a 7.32 je zachycen geometricky vyznam vzorcd 7.2 a 7.4. Hodnota
derivace funkce f v bodé 1, tj. smérnice tecny ke grafu funkce v tomto bodé (tecna je na
obréazcich nakreslena ¢erné), je pfiblizné rovna smérnici seény dané body ¢ a x4, resp. xg
a Tz (tyto sefny jsou na obrézcich nakresleny Sedg).

Poznamka o zaokrouhlovaci chybé pri numerické derivovani

Mohlo by se zdat, ze zmensovanim kroku h lze dosdhnout pii numerickém derivovani
libovolné presnosti. Bohuzel se vSak ukazuje, Ze pti pfili§ malém A muze velmi nartst vliv
zaokrouhlovaci chyby.

To je vidét uz z nejjednodussiho vzorce 7.2. Pro malé h mize byt f(z¢) = f(x1) a tedy
v citateli zlomku odc¢itame dvé sobé velmi blizka ¢isla, vysledek pak navic opét délime
malym cislem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaci chybé velmi riskantni, viz
kapitolu o chybach.

Naopak, pfi velkém kroku h nelze ocekavat velkou presnost vzhledem k chybé metody.
Proto je potieba volit kompromis, vice o tom v [8].

V ptipadé funkci, jejichz hodnoty byly ziskany napf. experimentalné a jsou zatizeny neza-
nedbatelnymi chybami, se doporucuje nejprve tyto hodnoty metodou nejmensich ¢tverct
,vyrovnat® a potom teprve funkci derivovat.
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f
x2) y=F(x)
f(x)

f(Xl) y=f(x)
f

f(xo) o)

T
X h Xy Xo h X1 h Xy
Obrazek 7.31: Ilustrace ke vzorci 7.2 Obrazek 7.32: Ilustrace ke vzorci 7.4

7.2 Numerické integrovani

Urceni primitivni funkce k dané funkei f(z) mtize byt nesnadné, jak si ¢tenar jisté vzpo-
mene z prvniho semestru matematiky, nékdy je to zcela nemozné. V pripadé, ze jsou
hodnoty funkce f dany tabulkou, pojem primitivni funkce tplné ztraci smysl. Presto

muzeme chtit z takové funkce integral vypocitat.
b

Zde se budeme zabyvat vypoctem urcitého integralu f(z)dx. Jak si jisté vSichni vzpo-

menou, pomoci tohoto integrélu se vypocita obsah plochy pod grafem funkce f(x) na
intervalu (a, b), viz obréazek 7.33.

Obrazek 7.33: Pfipomenuti vyznamu urcitého integralu

Numericky vypocet tohoto integralu se nazyva numerickd kvadratura. Jedna z moznych
cest je nahrazeni funkce f na intervalu (a,b) interpola¢nim polynomem. Ten jiz se pak
zintegruje snadno.
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7.2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce (kvadraturni formule) obdrzime integrovanim inter-
polacnich polynomt s ekvidistantnimi uzly. Mizeme je rozdélit do dvou skupin:

- uzaviené vzorce, kde krajni body intervalu bereme za uzly kvadratury

- otevriené vzorce, kde krajni body nebereme za uzly kvadratury a uzly jsou polozeny
symetricky podle stfedu intervalu.

Blize se zde budeme zabyvat uzavienymi formulemi, z otevienych se mizeme zminit o
nejjednodussi z nich, a tou je tzv. obdélnikova metoda.

Za jediny uzel interpolace bereme stied intervalu (a, b), vlastné funkci na tomto intervalu
nahradime konstantou f (“T“’) a integral je pak priblizné roven obsahu obdélnika, viz

obrazek 7.34.

[ #a)as =0 -aprez), &

a (a+b)/2 b a b
Obrazek 7.34: Obdélnikova metoda Obrazek 7.35: LichobéZnikova metoda

Z uzavienych vzorcu je nejjednodussi lichobé&znikova metoda (nebo téz lichobéznikové
pravidlo).
Funkci f(z) nahradime na intervalu (a,b) linedrnim interpola¢nim polynomem danym
uzly a, b (zde zapsanym v Lagrangeové tvaru):

xr—0 r—a

AL St

Ly(x) = [f(a)

Integraci tohoto polynomu po pouziti jednoduchych tprav dostaneme

/ab f(z)dz = /ab Ly(z)dz = b;a (f(a) n f(b))_ (7.8)

V tomto pripadé nahrazujeme obsah podgrafu funkce f obsahem pfislusného lichobéznika,
viz obrazek 7.35, odtud nazev metody.
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Poznamka. Vzorec 7.8 mizeme dostat i pouZitim znamého vztahu pro obsah lichobéznika,
S = %(A + C)v, kde A a C jsou délky podstav lichobéznika a v je jeho vyska. Musime si
ovsem uveédomit, ze v tomto piipadé je lichobéznik obracen, jeho podstavy jsou svisle.

Na integraci interpola¢niho polynomu druhého stupné, za jehoz uzly bereme a,b a stied

integracniho intervalu, tj. “T“’, je zalozena tzv. Simpsonova metoda (viz obrazek 7.36):

[ =" () +are + 5w), (79)

a (a+b)/2 b

Obrazek 7.36: Simpsonova metoda

Podobné bychom mohli integrovat interpolacni polynomy vyssich stupit. Priblizna hod-
nota integralu vzdy vyjde jako soucet urc¢itych nasobkii funkénich hodnot v uzlech. Obecné
je uzavieny Newton-Cotesuv vzorec tvaru

[ e = 00> Hiftw), (7.10)

kde n je stupen pouzitého interpola¢niho polynomu, H; jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
x; jsou uzly, pro néz plati z; = a+ th,i =0,...,n, (h = ”‘T‘l je krok mezi uzly).
Ptehled Cotesovych koeficientti az do n = 8 1ze nalézt napi. v [3].

Chyba Newton-Cotesovych vzorcu se vypocte integraci chyby interpolace 6.12,

b= ﬁ/ FEE) (@ — o) -+ (a — )

Zjednoduseni tohoto vyrazu je dosti obtiZzné, je ho potieba provést zvlast pro n sudé a
pro n liché. Podrobnosti lze nalézt v [8].
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Pro n sudé plati

()

b
BRCE)] /a x(r —x) - (x — x,) du, (7.11)

a pro n liché

_ S
E—m a(x—xo)(a:—xn)dx, (712)
kde ) € [a, b]. Integraly v téchto vzorcich 1ze pro konkrétni n vypocitat (byt je to ponékud
pracné).

Napft. chyba lichobéznikové metody pomoci vzorce 7.12 vyjde

B = (b S (). (7.13)

V kapitole o interpolaci jsme ukazali, ze interpola¢ni polynomy vyssich stupnt mohou
oscilovat a nemuseji dobie vystihnout chovani interpolované funkce. Také vypocet Cote-
sovych koeficientli je pro velkd n slozity. Proto se Newton-Cotesovych vzorct vysokych
rada uziva ziidka.

7.2.2 SloZené kvadraturni vzorce
Jiz z obrazki je vidét, ze chyba integrace pomoci uvedenych Newton-Cotesovych vzorct

nizkych fadia mize byt znaéna. Proto je lepsi interval (a, b) rozdélit na vétsi pocet stejnych
dilkid a na kazdém z nich pouzit vybrany jednoduchy kvadraturni vzorec.

Rozebereme si nyni podrobnéji sloZené lichobéznikové pravidlo.
Interval (a,b) rozdélime na m subintervalii délky h = =% - viz obrazek 7.37. Na kazdém
subintervalu pouzijeme jednoduché lichobéznikové pravidlo. Plati

/abf(x)d:c = /:f(:v)d:zch/;Qf(x)d:wr...Jr/3:711f(x)dl_i
h

= 2 (o) + @) + 5 (F@) + flm)) 4+ 5

- ; (Fem)+ fzm))

Celkem tedy

/ f(@yde = (% f(xo) + f@1) + -+ f(omo) + 5 f(2m)) = L (7.14)

Je zfejmé, Ze ¢im jemnéji interval (a, b) nadélime, tim presnéjsi bude vysledek.

Chyba integrace na kazdém diléim intervalu (z;_1,x;) je podle 7.13 E; = —1—12 R3 " (n;).
Celkova chyba je tedy

h3

E=-—
12

(£76m) + /) + -+ () )
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a=Xy h X3 h Xp v b=xp,

Obrazek 7.37: Slozené lichobéznikové pravidlo

Je-1li funkce f” na intervalu [a, b] spojitd, existuje bod n € (a,b) tak, Ze plati

ffm) + f(m) + -+ [ () = mf" (n)
Dohromady dostaneme pro chybu sloZeného lichobéZnikového pravidla

(b—a)®
12m?2

h3 (b—a)?

B=—mfi ) =—505

5 mf"(n) = -

" (). (7.15)

Podobné jako u chyby interpolace, je prakticky nemozné urcit bod 7. Lze-li nalézt M, =
maxye(q,p) | f”(t)], miZeme chybu alespon shora odhadnout. Plati totiz

(b—a)’
Bl <~—Z-M 7.16
Tento odhad lze pouzit téz pro urceni vhodného poctu déleni m, chceme-li, aby chyba

integrace nepresahla néjaké zadané e.

Spise nez odhad chyby se ovsem pro dosazeni zadané presnosti € pouziva jiny postup.
Miuizeme konstruovat posloupnost Li, Lo, Ly, ... Jeji vypocet je velmi tsporny, protoze
vsechny funkéni hodnoty pouzité v néjakém L,, se pouziji i pfi vypoctu Ls,. Plati

1 b—a
L2m = §Lm + —2m (f(.'l?l) + f($3) + -+ f(x2m—1))7
kde v zavorce je pouze soucet funkénich hodnot v novych délicich bodech, které ptvodni
déleni zjemnuji.
Vypocet zastavime, jakmile je splnéna podminka |Lsy,, — L,,| < €.



Matematika 3 91

(Splnénim této podminky ale neni zaruceno, ze se Ly, od pfesné hodnoty integralu lisi o
méné nez ¢.)

Zcela analogicky jako slozené lichobéznikové pravidlo muZzeme odvodit slozené Simpso-
novo pravidlo.

Interval (a,b) rozdélime na sudy pocet m dilka délky h = E”Ta a postupné na dvojicich
sousednich dilki pouzijeme jednoduché Simpsonovo pravidlo.

Po tpravé dostaneme

/ F@)de = (7.17)
"
3

(F(@o) + 4 (1) + 2/ (v2) +4f (23) + -+ + 2f (@) + 4f (2n1) + (7)) = Sim

Pro odhad chyby F se pouzije vzorec 7.11 a podobné uvahy jako pfi odvozovani chyby
slozeného lichobéznikového pravidla. Vyjde

(b—a)®

= - 180 mA f(4)(77)7 ne <&, b> (718)

a pro horni odhad chyby

E| < (b—af  ax 1D (). (7.19)
— 180mH4 z€(a,b)

2
Piiklad 7.1 Vypoctéte pribliznou hodnotu integrdlu e dy pomoct sloZeného
0
lichobéznikoveého pravidla pro m = 4. Odhadnéte, jaké chyby se pri tomto vypoctu
nanejvys muzeme dopustit.

Reseni: Dosadime do vzorce 7.14. Délka kroku h je v tomto pifpadé % = 0, 5. Priblizna
hodnota integralu je tedy

Li=0,5- (1£(0) + £(0,5) + (1) + f(1,5) + 1£(2)) =
= 0,5+ (Je0 0 el e 22 4 Let) = 0,8806

Odhad chyby dostaneme pomoci vzorce 7.16.

Musime vypoéitat druhou derivaci funkce f(z) = e~*". Ta vyjde f"(z) = e~ (422 — 2).
Nyni najdeme maximum jeji absolutni hodnoty na intervalu (0,2). Vyuzitim poznatkii
z prvniho semestru matematiky zjistime, Ze funkce f”(z) nabyva lokalniho minima v
bodé x = 0 a lokdlniho maxima v bodech x = :I:‘/Té. Néas vSak zajima maximum absolutni
hodnoty na intervalu (0,2) . Vypoc¢teme hodnoty f” ve vSech ,,podezielych® bodech:

"(0) = =2 f”(\/;) =0,89 f"(2)=0,26

V absolutni hodnoté je z téchto ¢isel nejvétsi —2, tedy My = | — 2| = 2.

Celkem je tedy absolutni hodnota chyby nanejvys rovna (f; 2;3 ‘2= é =0,0833
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2

Priklad 7.2 Zjistéte, jakou délku kroku je treba zvolit pri vypoctu integrdlu / e dx
0

(téhoz jako v prikladu 7.1) pomoci sloZeného lichobéznikového pravidla, chceme-li, aby

chyba integrace nebyla vétsi nez 0,001.

Reseni: Piehlednéjsi je najit nejprve vhodny pocet déleni m, z néj jiz délku kroku uréime
snadno. ) ;
—a
Vime, Ze pro chybu FE plati |E| < (12 2) M. V prikladu 7.1 jsme zjistili, ze My = 2.
m
Najdeme-li m tak, aby vyraz na pravé strané predchozi nerovnosti byl mensi nez 0,001,
bude zaruceno, ze i chyba E bude dostatecné mala. M4 tedy platit

(2-0)°
—.2<0,001
12m2 -
Odtud snadno dostaneme, Ze
— 12-0,001
m > 36,51

Zvolime-li tedy m = 37 (nebo jakékoli vétsi), je zaruceno, Ze chyba bude mensi nez 0,001.
Hledana délka kroku miize byt tedy %

Poznamenejme, ze takto ziskany pocet déleni m muze byt zbytecné velky. V tomto pii-
kladu by ve skutecnosti pro dosazeni zadané presnosti stacilo uz m = 5 — to ale bez
znalosti presné hodnoty integralu nejsme schopni rozeznat. S poctem déleni ziskanym
pravé predvedenym postupem méame sice mozna vice prace, ale zato jistotu, ze vysledek
bude dost presny.

3
Priklad 7.3 Vypoctéte pribliznou hodnotu integralu / V1+ x*dx pomoci sloZeného
2
Simpsonova pravidla pro m = 8.
Reseni:
Sy = W, (f(z) +Af(2,125) + 2£(2,25) + 4(2,375) + 2f(2,5) +
FAF(2,625) + 2(2.75) + 4f(2,875) + f(3)) -

= M. (\/1 + 24 4+ 4/1 421254 +24/1 42254+ - +V1+ 34> = 6,4160015

Pro srovnani, presna hodnota integralu je po zaokrouhleni na 7 desetinnych mist rovna
6,4160012.
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Poznamka. Kromé Newton-Cotesovych kvadraturnich vzorci existuje i mnoho dalsich.
Diilezité jsou napt. Gaussovy kvadraturni formule. V nich se pfiblizna hodnota integralu
opét pocita jako linearni kombinace funkénich hodnot,

JRICEEE SEAIE)

Koeficienty H; € R auzly z; € (a,b) jsou uréeny tak, aby vzorec byl pfesny pro integrovani
polynomt do stupné 2n + 1 véetné.

Poznamka. Numericky vypoéet neuréitého integralu [ f(z)dz spo¢ivd v nalezeni

funkce y(z) = fi} f(t)dt.
Tato tloha je ekvivalentni s nalezenim feseni Cauchyovy pocateéni ulohy

y = f(x), ylxo) =0.

Metodam numerického feseni takovychto tiloh bude vénovana kapitola 8.

Shrnuti pojmu

Derivaci funkce v ur¢itém bodé miizeme priblizné vypocitat jako hodnotu derivace inter-
pola¢niho polynomu v tomtéz bodé. Nejcastéji se k tomuto ucelu pouzivaji interpolacni
polynomy nizkych stupnti. Pouzijeme-li linearni polynom, dostaneme pro vypocet prvni
derivace vzorce 7.1, 7.2, pfi pouziti kvadratického polynomu vyjdou presnéjsi vzorce 7.3
- 7.5.

Pro priblizny vypocet druhé derivace mtizeme pouzit druhou derivaci interpola¢niho po-
lynomu, v pripadé kvadratického vyjde formule 7.6.

U numerického integrovani mtizeme postupovat obdobné. Integrovanou funkci nahradime
interpola¢nim polynomem, a ten pak zintegrujeme. Tim dostavame tzv. Newton-Cotesovy
kvadraturni vzorce. Priblizna hodnota integralu je vyjadfena jako linearni kombinace
funkénich hodnot integrované funkce v uzlovych bodech. Nejcastéji se k tomu tcelu pou-
ziva interpolac¢ni polynom prvniho stupné - lichobéznikova metoda - nebo druhého stupné
- Simpsonova metoda.

Protoze pro interval velké délky by takto ziskané vysledky byly velmi nepfesné, v praxi
se pouzivaji slozené kvadraturni vzorce. Ty ziskame tak, ze interval rozdélime na velky
pocet malych dilki stejné délky a na kazdém dilku (u lichobéznikové metody), resp. na
kazdé dvojici dilki (u Simpsonovy metody), aplikujeme jednoduchy kvadraturni vzorec.
Chybu u numerické integrace lze nékdy vypocitat pomoci vzorcii 7.16 nebo 7.19, ¢asto je
vsak takovyto vypocet prilis obtizny. Proto se v praxi pouziva spise postup, pii kterém
postupné zdvojnasobujeme pocet dilki, na ktery délime interval, a zastavime se, az jsou
si vysledky ziskané s né€jakym poctem dilkit m a jeho dvojnasobkem 2m dostatecné blizké.

7.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
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- 7.1 Je-li P, interpolacni polynom dany uzly [z;, fi],i = 0, ..., n, pak v uzlovych
bodech plati f'(z;) = P (x;).

\Otazka 7.2 Pribliznou hodnotu derivace funkce f v bodé a mieme urcit napr. pomoci
funkénich hodnot f v bodech a + 0,1 a a — 0,1.

- 7.3 Cim mensi krok h zvolime pFi vipoctu priblizné hodnoty derivace pomoct

vzorce f'(xg) = w, tim mensi se dopustime chyby.

- 7.4 Pro vypocet integrdlu fab f(z)dx pomoci lichobéznikového pravidla musime
nalézt primitivnt funkci k funkci f.

- 7.5 SloZené Simpsonovo pravidlo je obvykle presnéjsi neZ slozZené€ lichobéZnikove
pravidlo (pFi stejném poctu délend intervalu).

- 7.6 PouZijeme-li pro vypocet integralu fab 22dx Simpsonovo pravidlo, dostaneme
presnou hodnotu tohoto integralu.

Otézka 7.7 Je-li integrovand funkce [ na intervalu (a,b) konvezni (nad tecnou), pak
priblizna hodnota integralu fab f(z)dx ziskand lichobéznikovou metodou je vidy vétsi nez
presnd hodnota tohoto integralu.

_ 7.1 Vypoctéte pribliznée hodnoty derivace funkce G ve vsech uzlovych bodech
a) pomoct vzorce s chybou Tadu h (tj. 7.1 nebo 7.2)

b) pomoci vzorci s chybou vddu h? (tj. 7.4 ve vnitrnich uzlech a 7.3, resp. 7.5, v krag-
nich uzlech)

x 1 1,1 1,2 1,8
G(z) | 0,8427| 0,8802 | 0,9103 | 0,9340
Porovnejte vypoctené hodnoty s presnymi hodnotami derivace, vime-li, Ze
G(z) = \/%? [Jetat.

_ 7.2 Pomoci vysledku prikladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolacni polynom
pro funkci f s uzly x1 — h,x1, 21 + h) odvodte vzorce pro numerické derivovdni 7.3 — 7.6.

- 7.3 Pomoci vysledku prikladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolacni polynom
pro funkci f s uzly x1 — h,x1, 21 + h) odvodte Simpsonovo pravidlo pro vypocet urcitého
integralu.

"Priklad 7.4 Integrdl foﬁ/ *sinz dx vypoctéte priblizné (jednoduchou) a)lichobéznikovou,
b)Simpsonovou metodou. Porovnejte s presnou hodnotou integralu.

- 7.5 Integral ff ST 4y yypoctéte priblizné sloZengm lichobéznikovym pravidlem

xT

pro a) m =4 b) m = 8. Pri vypoctu b) vyuZijte vysledek a).
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_ 7.6 Vypoctéte priblizne G(1,2), je-li G(z) = \%fox e dt. Pouijte sloZené
Simpsonovo pravidlo pro m = 6.

- 7.7 Integral fflﬁdx vypoctéte priblizné sloZenym a) lichobéznikovym,
b)  Simpsonovgm pravidlem pro m = 4. Vysledky porovnejte s presnou hodnotou
integralu.

_ 7.8 Vypoctéte priblizne fo x) dx, zname-li tyto hodnoty funkce f :
0,25 0,5 | 0,75
f(x) 1 0,57 -0,30 | -0,07 1,28
Pouzijte tu z probranych metod, od niZ lze ocekdvat nejuyssi presnost.

_ 7.9 Urcete mazimdlni mozZnou chybu pri vypoctu integralu fol V1+22dz slo-
zenym lichobéznikovym pravidlem s h = 0, 25.

- 7.10 Vypoctéete, na kolik dilki je potreba rozdélit interval, aby chyba pri vypo-

Ctu integralu f:/f In(sin x) dx sloZenym Simpsonovym pravidlem nepresdhla 107

_ 7.11 Z jednoduchého Simpsonova pravidla odvodte sloZené Simpsonovo pravi-
dlo.

Priklad 7.12 Ukaste, e Sopm = 2(4Lam — Lin).

Odpovédi na otazky a feseni prikladt viz 15.7

Programovaci ulohy

Programovaci aloha 1 NapiSte program, ktery vypocte integral ze zadané funkce f
v zadanych mezich a,b pomoci slozeného

a) lichobéznikového

b) Simpsonova
pravidla se zadanym poc¢tem déleni m.

Programovaci uloha 2 NapiSte program, ktery vypocte integral ze zadané funkce f
v zadanych mezich a,b pomoci slozeného lichobéznikového pravidla se zadanou
presnosti €. Pocitejte Ly, La, Ly, Lg, . .., dokud nebude presnost dosazena.
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8 Numerické reseni diferencialnich rovnic

Cil kapitoly

Pomoci diferencialnich rovnic jsou popsany nejriznéjsi fyzikalni déje. Ve druhém semestru
se studenti sezndmili s nékterymi typy rovnic, jejichz feSeni lze nalézt analyticky. V prak-
resitelné jen obtizné a nékteré analyticky vyresit nelze. Proto se k jejich feSeni pouzivaji
metody priblizné, z nichz nékteré nyni popiseme.

Nejprve se zaméfime na metody pro feseni jedné diferencialni rovnice prvniho fadu se za-
danou pocatecni podminkou - poc¢atecni tlohy. Potom ukazeme, jak tyto metody zobecnit
pro feseni soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Pfedvedeme, Ze diferencialni rov-
nice vyssich fadl se zadanymi pocate¢nimi podminkami lze snadno prevést na soustavy
diferencialnich rovnic prvniho fadu. V zavéru se budeme zabyvat rfeSenim okrajovych tloh,
kde jsou predepsany hodnoty feseni na pocatku a na konci zkoumaného intervalu.

Spole¢nym znakem vSech dale uvedenych metod je, Ze feseni nehledame jako spojitou
funkci, definovanou na celém zkoumaném intervalu (a,b), ale hodnoty piiblizného feseni
pocitame pouze v konecném poctu bodi a = zy < 3 < -+ < x, = b. Témto bo-
diim iikdme uzlové body nebo uzly sité a mnoziné {zg, z1,...,r,} fikdme sit. Rozdil
h; = x;y1 — x; se nazyva krok sité v uzlu z;.

Priblizné hodnoty teseni v uzlovych bodech, vypoctené néjakou numerickou metodou,
budeme znacit yo, y1, ..., Yn, na rozdil od hodnot presného feseni, které budeme znacit
y(x0)7 y(‘rl)7 c 7y(xn)

Na obrazku 8.38 vidime presné feSeni diferencialni rovnice, které je vykresleno plnou
¢ernou carou a priblizné hodnoty feseni v uzlovych bodech, vyznacené krouzky.

Yit

Yot

Obrazek 8.38: Presné a piiblizné feseni diferencialni rovnice
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V pifkladu z obrazku 8.38 byla pouZita pravidelna (ekvidistantni) sif - krok h mezi
jednotlivymi uzly byl konstantni.

Vsude v dalsim textu, nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme pracovat s pravidelnymi
sitémi.

Chceme-li znat ptibliznou hodnotu TeSeni v jiném nez uzlovém bodé, muzeme pouzit
nékterou z interpolac¢nich metod, popsanych v kapitole 6, napt. nahradit feseni lomenou
¢arou prochézejici vypoctenymi body.

8.1 Pocatecni tulohy

Nejprve se budeme zabyvat fesenim obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu se zada-
nou pocatecni podminkou
y'=[flz.y) . yl(zo) =yo (8.1)

Pripomenme podminky, které zajisti existenci a jednoznacnost feseni tlohy 8.1.

BB 3.1 Je-li funkce f(x,y) spojitd na obdélniku R = {(z,y); |z — 20| < a,|y — yo| < b},
a>0,b> 0, pak existuje Teseni pocdtecni ulohy 8.1 na intervalu (o — o, o + @) ,

kde o = min(a, %), M = maxg | f(z,y)]

Je-li ddle funkce %Z’y) ohranicend na obdélniku R, pak toto Teseni je jediné.

Tato véta vsak udava pouze postacujici podminky pro existenci jediného teSeni. Také
v mnoha pripadech zarucCuje existenci a jednoznacnost feSeni pouze na velmi malém
okoli bodu xq. P1i feseni konkrétniho matematického modelu technické ulohy proto exis-
tenci a jednoznacnost feSeni posuzujeme i na zakladé informaci o fesené tloze, pripadné
fyzikalnich vlastnosti hledaného feseni.

V dalsim textu vysvétlime nékolik obecnych pojmu tykajicich se numerickych metod feseni
diferencialnich rovnic, ale nejprve ukazeme nejjednodussi z téchto metod, aby ¢tenar ziskal
konkrétni predstavu, jak numerické feseni diferencialnich rovnic mize vypadat.

8.1.1 Eulerova metoda

Méjme danu pocatecni tlohu 8.1 a pravidelnou sit {xg, z1,...,z,} s krokem h. Ve vSech
bodech sité by podle rovnice 8.1 mélo platit

Y (x:) = flai, y(z:))

Derivaci na levé strané této rovnice mizeme nahradit diferenci podle jednoho ze vzorcu
7.2. Dostaneme ( ) ()

Y\Tiv1) — Y\Ty) .
Nahradime-li y(z;) pfibliZznou hodnotou y;, miZeme odtud vyjadiit pfibliZznou hodnotu
y(zit1) jako

Yisr = Yi + hf(xi, vs) (8.2)
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Pomoci tohoto vzorce vypocteme pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé pomoci
hodnoty v uzlu predchozim. Hodnotu feseni v bodé xy zndme z pocatecni podminky, je
rovna .

Priklad 8.1 FEulerovou metodou s krokem h = 0,1 teste pocatecni ulohu
y=a*—y , y0)=1
na intervalu (0; 0,5) .

Reseni: V nasem piipadé je 79 =0, yo = 1 a f(x,y) = 22 — y. Piiblizné hodnoty feseni
v dalsich bodech budeme pocitat podle vzorce 8.2, konkrétné

Y1 =1 +0,1- (27 —y) , i=0,...,4

Vypoctené hodnoty zapiseme do tabulky. Pro srovnani jsou v tabulce uvedeny i hodnoty

presného fefeni y = —e™% + 22 — 22 + 2 v uzlovych bodech. Viechna &sla v tabulce jsou
zaokrouhlena na 4 desetinnd mista.
i 0 1 2 3 4 5
X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Yi 1 0,9 0,811 | 0,7339 | 0,6695 | 0,6186
y(a;) || 1 0,9052 | 0,8213 | 0,7492 | 0,6897 | 0,6435

Geometricka interpretace Eulerovy metody

Pro vysvétleni geometrické interpretace Eulerovy metody piipomenme nejprve, ze dife-
rencidlni rovnici ¥ = f(z,y) je dano tzv. smérové pole. V kazdém bodé [z, y| roviny (z,y),
kterym prochazi nékteré feseni této rovnice, je hodnota f(z,y) rovna smérnici tecny ke
grafu tohoto feseni. Proto si smérové pole mtizeme, zhruba feceno, predstavit tak, ze
v kazdém bodé€ roviny (x,y) stoji Sipka, kterd fika, kterym smérem méame pokracovat,
dostaneme-li se do tohoto bodu. Na obrazku 8.39 vidime smérové pole prislusné jisté
diferencialni rovnici a nékolik feSeni téze rovnice.

Pri feseni diferencialni rovnice Eulerovou metodou postupujeme vlastné takto:

Vyjdeme z bodu [z, yo| smérem, ktery udava ,Sipka“ v tomto bodé stojici, to znamena po
ptimce o rovnici y = yo+ f(x0, yo)(x — o), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou soutradnici
x1. Ypsilonova soufadnice tohoto bodu je y; = yo + f (20, ¥o)(z1 — z0) = yo + hf(z0, Yo)-
Z bodu [x1, y1] pokra¢ujeme ve sméru daném smérovym polem v tomto bodé, tj. po pfimce
y =1y + f(z1,11)(x — x1), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou soufadnici x5 atd. Situace
je znazornéna na obrazku 8.40. Graf pfesného feSeni vyhovujictho pocatecni podmince
y(x9) = yo, na obrazku nakresleny Sedé, aproximujeme lomenou ¢arou prochazejici body

['I07y0]7 [3317?/1]7 [3327?/2]7---
8.1.2 Typy a vlastnosti metod pro feSeni pocatecnich tloh, lokalni a globalni
chyba

Jak jsme vidéli na prikladu Eulerovy metody, pfi numerickém feSeni pocatecni tlohy 8.1
mizeme vypocitat pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodu pomoci hodnoty
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Obrazek 8.39: Smérové pole

Obrazek 8.40: PiibliZzné feSeni diferencialni rovnice Eulerovou metodou

feseni v uzlovém bodu predchozim. U nékterych jinych metod sice postupujeme poné-
kud dimyslnéji nez u metody Eulerovy, ale stale vyuzivame pouze informace z jediného

predchoziho kroku. Takovymto metodam fikaime metody jednokrokové.

U jinych metod vyuzivame informace z nékolika predchozich krokid. Témto metodam

fikime metody vicekrokové.

Je vcelku zfejmé, Ze nakolik se priblizime k pfesnému feseni, zavisi na délce kroku h, ktery
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pouzijeme. Zakladni vlastnost, kterou od pouzitelné numerické metody pozadujeme, je,
aby numerické feseni ziskané touto metodou pro h — 0 konvergovalo k pfesnému feseni
dané tulohy.

Rekneme, Ze metoda je konvergentni, jestlize pro libovolnou poéatecéni tilohu 8.1 plati
pro kazdé x € (a,b)

lim y, = y(z) ,kde z=2x+nh.

h—0

n—oo

U kazdé metody je dilezita otazka, jak se priblizné reseni ziskané touto metodou lisi od
feSeni presného, neboli jak vypadéd globalni diskretiza¢ni chyba

€ = y(fﬁz‘) — Y

Pro ziskani predstavy o globalni diskretizac¢ni chybé byva mnohdy velmi uzite¢né znat tzv.
lokalni diskretizac¢ni chybu dané metody. Je to chyba, které se dopustime v jednom
kroku dané metody za predpokladu, ze vSechny hodnoty, které jsme pfi vypoctu pouzili,
byly presné. Lokalni diskretiza¢ni chybu v i-tém uzlu budeme znacit d;. Na obrazku 8.41
vidime globalni diskretizac¢ni chybu e; a lokalni diskretiza¢ni chybu d; u pfiblizného fe-
Seni ziskaného Eulerovou metodou. Lokélni chyba Eulerovy (i jakékoli jiné jednokrokové)
metody v uzlu x; je rozdil ptiblizného feseni a feSeni, které splituje poc¢atecni podminku
Y(Tiz1) = Yi-1-

Obrazek 8.41: Globalni a lokalni chyba

Pfi numerickém feseni diferencidlni rovnice se dopoustime lokalni diskretizacni chyby
v kazdém kroku. Globalni diskretizacni chyba je tedy vysledkem nakupeni lokalnich chyb,
pricemz je tieba brat v uvahu, Ze kazdy krok vychéazi z hodnot, které uz jsou zatizeny
chybou z predeslého prubéhu. Je zadouci, aby u dané metody nedochazelo ke katastrofalni
akumulaci lokalnich diskretizac¢nich chyb.
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Pro popis rychlosti konvergence metody pouzivame pojem fad metody. Zhruba feceno je
rad metody pfirozené ¢islo p takové, zZe pro malé h je lokalni diskretizac¢ni chyba d; fadove
velikosti hP1. Piesnéjsi definici lze nalézt napt. ve skriptech [3]. U jednokrokovich metod
p-tého tadu lze dokazat, ze globalni diskretizac¢ni chyba je fadové velikosti hP.

Eulerova metoda je fddu prvniho. V dalsich dvou kapitolach ukézeme néekolik jednokro-
kovych metod vyssich radu.

8.1.3 Modifikace Eulerovy metody

Jak jiz nazev napovida, budeme postupovat podobné jako u Eulerovy metody.

Nejprve vypocteme pomocné hodnoty k; a ks a pomoci nich pak pribliznou hodnotu feSeni
v dalsim uzlovém bodé.

U prvni modifikované Eulerovy metody pocitame podle vzorci

kl - f('rny yn)
ky = f($n+%h>yn+%hkl)
Unt1 = Yo + Dk, (8.3)

u druhé modifikace podle vzorct

kl = f(l‘na yn)
k? = f(xn+h7yn+hk1)
Ynt1 = Yo+ 50k + ko). (8.4)

Obé modifikované Eulerovy metody jsou druhého fadu.

Geometricky lze tyto metody interpretovat podobné jako Eulerovu metodu.

Na obrazcich 8.42, resp. 8.43 vidime jeden krok prvni, resp. druhé modifikované Eulerovy
metody.

U prvni modifikace nejprve najdeme pomocny bod P, a to tak, Ze z bodu [z, y,| vyjdeme
po pfimce se smérnici f(zn,yn), tj. stejné jako u Eulerovy metody, ale dojdeme jen do
bodu s x-ovou souradnici z,, + % Ptibliznou hodnotu feseni v bodé x,,,, pak ziskame tak,
ze z bodu [z, y,| jdeme po pfimce se smérnici uréenou smérovym polem v bodé P, dokud
nedojdeme do bodu s x-ovou soutadnici x,, .

U druhé modifikace zkonstruujeme dva pomocné body P; a P,. Bod P; dostaneme jednim
krokem oby¢ejné Eulerovy metody. Bod P, pak ziskame tak, Ze z bodu [z,, y,] jdeme po
piimce se smérnici danou smérovym polem v bodé P; do bodu s x-ovou soutadnici 2, 1.
Novy bod [Z,11, Yni1] pak lezi ve stiedu tsecky Py P;.

8.1.4 Rungovy-Kuttovy metody

vvvvvv

Se dvéma jednoduchymi priklady metod Runge-Kutta, prvni a druhou modifikovanou
Eulerovou metodou, jsme se jiz setkali v predchozi kapitole.
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y y
P2
Yo+l
Yn+1
Yn Vo
P
Xn  Xpth2 X, X Xn Xt 1 X
Obrazek 8.42: Prvni modifikace Eule- Obrazek 8.43: Druha modifikace Eule-
rovy metody rovy metody
Obecny tvar Rungovy-Kuttovy metody je
Yn+1 = Un + h(wlkl + -+ wskS)a (85)
kde
ki = f(@n,yn) (8.6)
i—1
j=1

a wj, a; a 3; jsou konstanty volené tak, aby metoda méla maximalni fad.

(Vice o zpusobu volby téchto konstant lze nalézt napt. v [3] nebo [3].)

U prvni modifikované Eulerovy metody bylo w; = 0,wy = 1, a9 = % a o1 = %, u druhé
modifikace w; = wy = %,062 =1lafy =1

Nejproslulejsi je nasledujici metoda Runge-Kutta 4. fadu. Casto, mluvi-li se o Rungové-
Kuttové metodé, mysli se tim prave tato konkrétni metoda.

Ynt1 = Yo+ 5 h(ki + 2ks + 2ks + ky) (8.7)
kl = f (mm yn)
ks = f(xn‘i‘%hayn‘i‘%hk?)
ke = f(@n+hyn + hks)
V nasledujicim prikladu budeme fesit tutéz pocatecni tlohu jako v prikladu 8.1. Uvidime,
ze TeSeni ziskané metodou Runge-Kutta 4. fadu je oproti feseni pomoci Eulerovy metody
podstatné presnéjsi.

Piiklad 8.2 Rungovou-Kuttovou metodou teste pocatecni tlohu
y=2"-y , y0)=1
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,5) .
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Reseni: Prvni krok metody pfedvedeme podrobné, visledky dalsich krokt pouze zapi-
seme do tabulky.

Zname xy = 0,y = 1, budeme pocitat y;, tj. pribliznou hodnotu feseni v bodé z; = 0,1.
K tomu potiebujeme ki, ko, k3, k4. Ta vypocteme podle vzorct 8.7:

ka1
K
ks
k4
Y1

V kazdém

= f(0;1)=0*-1=-1

= f(0+10,1;1+210,1(-1)) = £(0,05;0,95) = —0,9475

= f(0+30,1;1+ £0,1(—0,9475)) = £(0,05;0,952625) = —0,950125
f(0+0,1;140,1(—0,950125)) = £(0,1;0,9049875) = —0,8949875
Yo + ¢ 0,1(k1 + 2k + 2k3 + kq) = 0,9051627.

dalsim kroku budeme opét pocitat cisla ki, ke, k3 a k4 a pomoci nich pak

pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé. Ve sloupcich tabulky oznacenych z a y
jsou soufadnice bodi, v nichZ vy&islujeme funkci f(x,y) = 22—y pfi vypodtu k; (srovnejte

s prvnim krokem). Pro srovnani vypiseme i hodnoty presného feseni y =

—e T4 22— 2r+2.

Tentokrat jsou ¢isla zaokrouhlovana na 7 desetinnych mist.

N [y(z.) |z |y | |
0[]0 |1 1 0 |1 ey = —1
0,05 | 0,95 ko = —0,9475
0,05 | 0,952625 | k3 = —0,950125
0,1 |0,9049875 | ks = —0,8949875
110,1]0,0051627 | 0,9051626 | 0,1 | 0,0051627 | k; = —0,8951627
0,15 | 0,8604046 | ks = —0,8379046
0,15 | 0,8632675 | ks = —0,8407675
0,2 | 0,8210860 | ks = —0,7810860
2 10,2 0,8212695 | 0,8212693 | 0,2 | 0,8212695 | ky = —0,7812695
0,25 | 0,7822060 | ky = —0,7197060
0,25 | 0,7852842 | ky = —0,7227842
0,3 | 0,7489911 | ks = —0,6589911
30,37 0,7491822 | 0,7491818 | 0,3 | 0,7491822 | k; = —0,6591822
0,35 | 0,7162230 | ks = —0,5937230
0,35 | 0,7194960 | k3 = —0,5969960
0,4 | 0,6894826 | ks = —0,5294826
40,4 | 0,6896804 | 0,6896800 | 0,4 | 0,6896804 | k; = —0,5296804
0,45 | 0,6631964 | ky = —0,4606964
0,45 | 0,6666456 | ks = —0,4641456
0,5 | 0,6432659 | ks = —0,3932659
50,5 | 0,6434699 | 0,6434693

Vysledky miizeme porovnat s hodnotami ptiblizného feseni vypoctenymi Eulerovou meto-
dou v pfikladu 8.1 (kde se fesila tatédz pocatecni tiloha). Vidime, Ze feSeni ziskané metodou
Runge-Kutta 4. fadu je podstatné presnéjsi.
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8.1.5 Odhad chyby. Rizeni délky kroku

Teoretické odhady chyb zde uvedenych jednokrokovych metod lze nalézt v literatufe.
Jejich pouziti v praxi je vSak problematické. Proto se pouziva spise tzv. metoda polo-
vi¢niho kroku, kterou nyni velmi zjednodusené popiSeme.

Mé¢jme numerickou metodu pro feseni pocatecnich tloh, ktera je fadu p. Pro tcely této
kapitoly zménime ponékud dosud uzivané znaceni. Pfesné feSeni tilohy budeme stale znacit
y(x). Jako y(x,h) oznacime pfibliznou hodnotu fesSeni v bodé z, kterou jsme dostali
pouzitim nasi numerické metody s krokem h.

Protoze metoda je p-tého fadu, pro chybu plati

y(@) —y(z,h) = c- b7,
kde ¢ zavisi na x, ale nikoli na h, neboli

y(x) =y(z,h) +c- h?. (8.8)
Do stejného bodu x miizeme dojit i pomoci polovi¢niho kroku. V tomto piipadé plati

y(@) =y (z,5) +c(5)" (8.9)

Rovnici 8.9 miizeme vynasobit 2P a odecist od rovnice 8.8. Tim se vylouci ¢len obsahujici
neznamou konstantu ¢ a po mirné tpravé dostaneme nové priblizné vyjadieni y(z),

(8.10)

které je piesngjsi nez obé priblizné hodnoty y(z, h) a y(z, 2). Z posledniho vztahu mizeme
vyjadrit chybu v bodé x pro krok %

y(a) —y (2, 5) = 2p1_1

(v (z,5) —y(a, ) (8.11)

resp. pro krok A
P

2r —1

y(@) — o, h) = o (y (2, 5) — y(x, 1) (8.12)
Odhad chyby 8.12 lze pouzit pro Fizeni délky kroku h. Vypocteme vzdy ptibliznou
hodnotu feseni v bodé z; jednim krokem metody s pouzitim kroku h a dvéma kroky
metody s pouzitim kroku % . Pak miizeme pomoci téchto dvou hodnot odhadnout chybu.
Je-li prilis velka, vratime se do pfedchoziho uzlového bodu a pokracujeme s polovi¢nim
krokem, je-li chyba vzhledem k nasim pozadavkim na pfesnost prilis mala, pokracujeme
dale s vétsim krokem, napt. dvojnasobnym. Jako vyslednou aproximaci pak mizeme vzit
kombinaci obou hodnot vypoctenou podle vzorce 8.10. Tato metoda je dosti pracna, ale
ucinna.

V praxi se téz pro fizeni délky kroku pouziva kombinace dvou rtznych metod. Ptiblizné
feseni v bod€ z; najdeme dvéma riznymi jednokrokovymi metodami (napt. Matlab v jedné
ze svych funkei pro feseni diferencidlnich rovnic kombinuje metodu Runge-Kutta ¢tvrtého
a patého fadu). Na zdkladé téchto dvou vysledki je odhadnuta chyba. Je-li dostateéné
mala, mizeme pokracovat, je-li prilis velka, vratime se a pokracujeme s mensim krokem.
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Piiklad 8.3 Metodou Runge-Kutta ctvrtého rtddu najdéte hodnotu Teseni pocdatecni
ulohy
y =ye", y(0)=1

bodé x = 0,2 s presnosti 1077.

Reseni: PouZijeme metodu poloviéniho kroku. Zaéneme s krokem h = 0,2, provedeme
jeden krok metodou Runge-Kutta. Vyjde y(0,2;0,2) = 1,24782070.

Nyni dojdeme do bodu 0,2 pomoci dvou krokit metody R-K s krokem h = 0,1. Vyjde
y(0,2;0,1) = 1,24782556.

Podivame se, je-li chyba dostate¢né mala:

ﬁ(y(O,Q; 0,1) —4(0,2;0,2)) =3-1077 > 107"

S vysledkem se tedy nemtzeme spokojit. Musime zacit znovu od zacatku a pouzit mensi
krok, h = 0,1. Vypocteme hodnotu teseni v bodé 0,1 nejprve pomoci jednoho kroku
metody s h = 0,1 a pak pomoci dvou krokt metody s h = 0,05 :

y(0,1;0,1) = 1,11090035, (0,1;0,05) = 1,11090046

Odhadneme chybu:

51— (y(0,1;0,05) — »(0,1;0,1)) =7-107° < 107"

Zatim je vsechno v poradku, muzeme pokracovat se stejnym krokem. Jako pribliznou
hodnotu teseni v bodé 0,1 vezmeme kombinaci

y = ZyOLO05)_yOLO0L) - 1 11090047. (Mohli bychom ale pracovat i s y(0,1;0,05).)
Udélame dalsi krok - tim se dostaneme do bodu 0,2. Pak se do téhoz bodu dostaneme
dvéma kroky s h = 0,05 : y(0,2;0,1) = 1,24782569, (0,2;0,05) = 1,24782589,

507 (1(0,2;0,05) — 4(0,2;0,1)) =107 < 107"

Hodnota feSeni zadané pocatecni tilohy v bodé x = 0,2 s piesnosti 1077 je tedy
y(0,2;0,05) = 1,2478259 (pfipadné bychom mohli pouZit i kombinaci y(0,2;0,05) a
y(0,2;0,1), ta je jesté presnéjsi).

8.1.6 Vicekrokové metody

U vicekrokovych metod pocitame priblizné feseni v dalsim uzlovém bodé sité pomoci
nékolika predchozich uzli. Protoze pritom pouzivame nejen hodnoty pfiblizného feseni,
ale také hodnoty pravé strany f(z,y) v téchto bodech, budeme kvili snadnéjsimu zapisu
pouzivat oznaceni f; = f(z;,y;).

Obecné vypada linearni k-krokova metoda takto:

Ynt1 = @1 Yn + Q2 Y1+ -+ @ Yn—y1 + A (bo foor + b1 fn+ -+ bg for1-k) ,  (8.13)

kde k je pfirozené cislo a alespon jedna z konstant ayg, by je riznéa od nuly.

Ziejmou nevyhodou k-krokové metody je, ze TeSeni v prvnich k uzlovych bodech
Xo,...,Tp_1 musime ziskat né€jakym jinym zptsobem. K tomuto ucelu se zpravidla
pouziva jednokrokova metoda stejného radu presnosti, jaky ma dale pouzita vicekrokova
metoda.

Je-li by = 0, metoda 8.13 se nazyva explicitni. V tomto ptripadé mizeme hodnotu v no-
vém uzlovém bodé primo vypocitat dosazenim do vzorce 8.13.
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Je-li by # 0, metoda 8.13 se nazyva implicitni. Pak se na pravé strané rovnice 8.13 kromé
znadmych hodnot vyskytuje také f,11 = f(Zni1,Yns1), takZe y, 11 nemizeme vypocitat
primo, ale v kazdém kroku musime fesit rovnici

Yn+1 = hbo f(Tpi1,Yns1) + 9

s neznamou ¥y, .1, kde g = Z?Zl aj Ynt1—j + hZ?:l bj fat1—j je znamé ¢islo (v kazdém
kroku jiné).

V pripadé nékterych pravych stran f tuto rovnici vyfesime piesné, obecné je vSak potieba
tuto rovnici fesit numericky, vétsinou metodou prosté iterace.

Tato nevyhoda je vSak vyvazena priznivymi vlastnostmi implicitnich metod. Tyto metody
jsou pii daném k pfesnéjsi a jsou také stabilnéjsi nez explicitni metody.

Priiklad 8.4 FExplicitni ctyrkrokovou metodou cturtého tdadu

Yn+1 = Yn—3 + % h <2fn—2 - fn—l + 2fn> (814)
reste pocatecni ulohu
y=a*—y , y0)=1
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,7) .
Reseni: Nejprve musime néjakym zpfisobem najit feseni v bodech z; = 0,1, z, =

0,2, z3 = 0,3. Pouzijeme vysledky piikladu 8.2, kde jsme Tesili tutéz pocatec¢ni tlohu
metodou Rungeho-Kutty. Potfebné hodnoty zde znovu vypiseme, véetné hodnot pravé
strany f(z,y) = 2? — .

y1 = 0,9051627 yo = 0,8212695 ys = 0,7491822

fi=—-0,8951627 fy = —0,7812695 f3 = —0,6591822

V dalsich uzlovych bodech uz budeme postupovat podle vzorce 8.14, tzn.

y4:yo+§h(2f1—f2+2f3), y5:y1+§h(2f2—f3+2f4) atd.

_Vypoctené hodnoty zapiSeme do tabulky. Pro srovnani uvadime i hodnoty piesného
feseni.

n | Ty | Yn fa y(zn)

4 10,4 |0,6896773 | -0,5296773 | 0,6896800
510,51 0,6434678 | -0,3934678 | 0,6434693
6 (0,6 0,6111865 | -0,2511865 | 0,6111884
7 10,7 10,5934142 | -0,1034142 | 0,5934147

Priklad 8.5 Implicitni trikrokovou metodou ctvrtého tadu

Ynt1 =5 (Wn = Yn—2) + 3 P(fasr +2f0 — fu1)

reste pocatecni ulohu

y =a" —y
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,4) .

(8.15)

, y(0)=1
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Reseni: Jako vychozi hodnoty vy, y» opét pouzijeme vysledky ziskané metodou Runge-
Kutta v piikladu 8.2. Reeni v bodé 23 = 0, 3 budeme jiz poéitat podle vzorce 8.15.

ys ziskdme jako TeSeni rovnice y3 = £ (9y2 — o) + 20, 1(f(x3,y3) + 2f2 — f1), ti-

ys =5 (92 — o) + 20,1(0,3% — y3 + 2f> — f1).

Vyjde y3 = 0,7491822. K dalsim vypoctim potiebujeme jesté f3 = —0,6591822.

ys ziskdme jako TeSeni rovnice ys = g (9ys — y1) + 20,1(0,4% — ys + 25 — f2).

Vyjde y4 = 0, 6896806.

V tomto piikladu bylo feseni rovnic s nezndmou ¥, velmi jednoduché. Vétsinou je vsak

vvvvvv

8.1.7 Vicekrokové metody zalozené na numerické integraci

Nyni ukazeme, jak odvodit nékteré konkrétni vicekrokové metody.

Resenou rovnici y/(r) = f (z,y(x)) miizeme zintegrovat na intervalu (x, 1 s, Z,41) . Tim

dostaneme
Tn4+1

Y(Eurr) — Y(Enprs) = / f (. y(2)) da (3.16)

Tn+4+l—s

Funkci f nahradime interpola¢nim polynomem a ten zintegrujeme. Podle toho, jak zvolime
s a uzly interpolace, dostavame rtizné metody.

Metoda pouzité v prikladu 8.4 byla ziskdna integraci ptes interval (x, 3, %,,1) a pouzitim
otevieného Newton-Cotesova vzorce s uzly x,,_o, ,_1 a T,.

Castéjsi nez pouziti Newton-Cotesovych vzorcii je viak jiny postup: Funkci f nahradime
interpola¢nim polynomem s uzly z,.1_«,...,2,, resp. s uzly z,41 g,...,%,y1, a rovnici
zintegrujeme pfes interval (x,, z,+1) (tzn. s v 8.16 je rovno 1). Tim dostaneme explicitni,
resp. implicitni k-krokovou metodu.

Explicitni linearni k-krokové metody odvozené vyse popsanym postupem se nazyvaji
Adams-Bashforthovy.

Nejjednodussim pripadem Adams-Bashforthovy metody, kdy k£ = 1, je metoda Eulerova.
V tomto piipadé funkci f nahrazujeme konstantou f,. Integraci ptes interval (x,, x,.1)
dostaneme znamy vzorec y,+1 = Y, + hfa.

Zvolime-li k = 2, budeme misto funkce f integrovat linearni polynom prochézejici body
[Tn_1, fo1], [Tns fr] - Ctendf si miZe ovetit, Ze vyjde yni1 = yn + h (%fn — %fn,l) )
Podobné pro dalsi £ dostaneme vzdy integral z interpolac¢niho polynomu jako linearni kom-
binaci funkénich hodnot f;,i =n,n—1,...,n+1—k. Obecny tvar Adams-Bashforthovych
metod je proto

Ynt1 = Yn + h(b1fr + bof1 + -+ bpfrr1-k) (8.17)

Prehled koeficientt b; pro k = 1,2, 3,4 je v nasledujici tabulce spolu s fddem pfesnosti p
kazdé metody.
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k by by b3 by p
1 1 1
2| 3/2 -1/2 2
3123/12 -16/12 5/12 3
4 | 55/24 -59/24 37/24 -9/24 | 4

Pokud za uzel interpolace vezmeme i x,,1, dostaneme Adams-Moultonovy metody.
Nejjednodussi z nich je tzv. implicitni Eulerova metoda : y,11 = ¥, + A fni1-
Obecny tvar Adams-Moultonovych metod je

Ynt1 = Yn + N (bofrg1 + 01 fn 4+ bpfrrik) - (8.18)

Ptehled koeficientd b; pro £ = 0,1, 2,3 je v nasledujici tabulce, opét i s fadem presnosti
p. VSimnéme si, Ze zde je fad p vySSi nez k (na rozdil od Adams-Bashforthovych metod,
kde byl stejny jako k).

k| by by by b3
0 1
1] 1/2 1/2
2|5/12 8/12 -1/12
319/24 19/24 -5/24 1/24

NG EJUIR NG o

Poznamka. Existuji i metody zalozené na numerickém derivovani. V tomto ptipadé na-
hrazujeme derivaci neznamé funkce y(x) na levé strané fesené diferencialni rovnice derivaci
interpola¢niho polynomu.

8.1.8 Metody prediktor-korektor

Jak jiz bylo Teceno, pii pouziti implicitnich vicekrokovych metod je potreba v kazdém
kroku vypocitat y,.1 jako feSeni rovnice

Yn+1 = thf(xn-i-la yn+1) + 9, (819)

k k

kde g = Zj:l Aj Yn—j+1 + hZ]’:1 bj fn—j+1-

Vsimnéme si, ze rovnice 8.19 je zapsana ve tvaru vhodném pro pouziti metody prosté
iterace, popsané v kapitole 5.1.5. K hledané hodnoté se miizeme postupné priblizovat

iteracnim procesem
(r+1

Yy = hbof (Tas1, i) + 9. (8:20)
D4 se dokazat, ze jsou-li splnény pfedpoklady véty 8.1 a zvolime-li h dostatecné malé,
rovnice 8.19 ma jediné feseni a iteracni metoda konverguje.
Zbyva otazka, jak ziskat dobrou pocatecni aproximaci y,(loll. K tomu se nabizi pouziti
explicitni vicekrokové metody.

Princip metod prediktor-korektor je tedy tento:
V kazdém kroku nejprve vypocteme pocatecni aproximaci yﬂl pomoci explicitni vicekro-
kové metody - prediktoru (predikce = predpovéd).



Matematika 3 109

Tuto hodnotu zpfesnime pouzitim implicitni vicekrokové metody — korektoru (korekce =
oprava), a to dosazenim yffﬁl do 8.20 (s tim, Ze r = 0). Tim dostaneme yfllil. To bychom
ted mohli znovu dosadit do 8.20, ale obvykle se korektor pouzivd v kazdém kroku jen

jednou.
Jako dvojici prediktor-korektor volime zpravidla explicitni a implicitni metodu téhoz radu.

Jedna z moznosti je pouziti metody z prikladu 8.4 jako prediktoru a k tomu metody
z prikladu 8.5 jako korektoru, ale pouziva se i fada jinych metod, viz nasledujici priklad.

Priklad 8.6 Metodou prediktor-korektor, konkrétné

prediktor: yfﬁzl =Yp + i h(55f, —59fn—1+37fn—2—9fn_3)

korektor: o\ = g+ & (9 (s yT) + 19 S0 = 5fus + fua) |

(Adams-Bashforthova a Adams-Moultonova metoda étortého Fadu)

9 _

reste pocateéni ulohu iy’ = T?i . y(1) = 0 s krokem h = 0,1 na intervalu (1;1,5).
x

Korektor pouZigte vidy jednou.

Reseni: Protoze pii pouziti prediktoru musime vzdy znat feSeni ve &tyfech predchozich
uzlovych bodech, musime nejprve vypocitat feseni v bodech x1 = 1,1, 2o = 1,2, 23 = 1,3
(hodnotu v xy = 1 zndme z pocatecni podminky). Provedeme to pomoci metody Runge-
Kutta ¢tvrtého radu. Vyjde:

Yo=0 1y =0,005238  y, =0,181818  y; = 0, 260870
fo=1  f1=0,907020  f, =0,826446  f5 =0, 756144.

Dale budeme pokracovat metodou prediktor korektor.
V uzlovém bodé x4, = 1, 4:

U = gy £ 0,1 (555 — 592 + 371 — 9fo) = 0, 333318

) = ys+ L 0,1+ (9£(1,4; 0,333318) + 195 — 5f5 + f1) = 0,333334.

Tedy y, = 0,333334, hodnota pravé strany f je fi = 0,694444. Pro srovnani, pfesna
hodnota Feseni je y(1,4) = 1/3 = 0, 333333.

V uzlovém bodé x5 = 1,5:

y = g+ L 0,1 (55f1 — 59fs + 37fo — 91) = 0, 399989

y$) =gy £ - 0,1-(9f(1,5; 0,399989) + 19f, — 55 + f2) = 0,400002.

Tedy y5 = 0,400002. Pfesna hodnota feseni je y(1,5) = 0, 4.

Poznamka. Nékdy se mezi prediktorem a korektorem pouziva tzv. modifikator, jimz

hodnotu ziskanou prediktorem pred pouzitim korektoru jesté zpiesnime. Vice o tom napft.
v [8] nebo [3].
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8.1.9 ReSeni soustav diferencialnich rovnic

Reseni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho ¥adu s poc¢ate¢nimi podmin-
kami

yi = [i@ynye,un)  yi(@) = m

yé = f2<x7ylay2a---7yn) yz(i’o) = 12

Yp = fn(xayby%--wyn) yn<x0) = Th
se hleda velmi podobné jako FeSeni jediné diferencialni rovnice s poc¢atecni podminkou.
Soustavu 8.21 muzeme prepsat vektorové jako

y/ = f(x>Y)7 Y(x0> =mn, (821)
kdey: (yla"'7yn)T7 f= (fl?"'afn)T afn= (nla"'ann)T-

Pro jeji numerické feseni muzeme pouzit kteroukoli z dfive popsanych metod, jen je po-
tfeba pracovat s vektory.

Eulerova metoda pro soustavu je tvaru

Rungova-Kuttova metoda 4. fadu pro soustavu vypada nasledovné:
Yni1 = Yo+ & h(ki 4 2ks + 2ks + ky) (8.23)

k1 = f(l’n, yn)
k4 = f(:cn + h; Yo+ h k3)
Resime-li soustavu dvou rovnic, je jednodussi oznacit neznamé funkce jako y a z a funkce

na pravé strané jako f a ¢, abychom se vyhnuli nepiijemné praci s mnoha indexy. Resen4
soustava pak je

y/ = f(xu Y, Z) y(l'()) = Yo
Y= glrye) ) = = (8:24)
Eulerovu metodu pak miizeme zapsat jako
Ynt1 = Yn+ hf(x'm Yn, Zn) (825)
Zntl1 = Zp T hg(xnv Yn, Zn)7

metodu Runge-Kutta 4. fadu jako
Ynt1 = Yn+ 5 h(ks + 2k + 2ks + ky) (8.26)
Znr = 2+ 2 h(ly + 20 + 25+ 1y),

kde

kl = f(xmymzn) ll - g(xn7yn>zn)

ky = f(xn+%h,yn+%hk1,zn+%hll) ly = g($n+%h,yn+%hk1,zn+%hll)
ks = f(@n+3hyn+3hko,zn+3hls) I3 = g(@n+3hyn+ 5 hka, 2, + 3 his)
ky = f(x,+ h,y, + hks, z, + hl3) ly = g(x,+ h,y, + hks, z, + his)
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Priiklad 8.7 Soustavu diferencidlnich rovnic s pocdtecnimi podminkami

y = z-y—2z y0)=1
2 = ye? 2(0)=0
reste Eulerovou metodou s krokem h = 0,05. Provedte 2 kroky.
Reseni: V tomto piifpadé je f(x,y,2) = v —y — 2, g(x,y,2) = ye*, yo = 1 a z = 0.

Ptiblizné hodnoty feSeni v uzlovych bodech x; = 0,05 a 2o = 0, 1 vypocteme podle vzorct
8.25:

=1+0,06(0—-1-0)=0,9 21=0+0,05-1-¢"=0,05
=0,95+0,05(0,05— 0,95 —0,05) = 0,9025 2, = 0,05+ 0,05-0,95 - %% = 0,0999
8.1.10 Reseni diferencialnich rovnic vyssiho Fadu

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého fadu s pocatecnimi podminkami

(n)

v = f@, 0,9y D), (o) = o, o (o) = Yooy (we) = Y (8.27)

muzeme pirevést na soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu, a to nasledujicim
zpusobem:

Oznacime y, = ¥,y = ¥, ...,y = ¥y V. Potom ziejmé plati, Ze v} = vo, 15 = ys atd.
Podle zadané diferencialni rovnice mé platit y™ = f(z,y,v/,...,y™ ), coz pfi nasem
oznaceni znamend y, = f(z,y1,Y2,-..,Yys). Tim jsme ziskali soustavu n diferencidlnich

rovnic prvniho radu

Y o= yi(zo) = %o
yé = Us 92(950) = Y

y7l1 = f(xayby%--'?yn) yn(x()) = Y )
kterou miizeme fesit kteroukoli z vise popsanych metod. Resenim ptivodni rovnice n-tého
radu je pak prvni slozka feseni soustavy 8.28.

Piiklad 8.8 Diferencidlni rovnici druhého tadu y" =y -y — 2% s pocdtecnimi podmin-
kami y(0) = 1,4/(0) = 1 nejprve prevedte na soustavu dvou rovnic proniho Tdadu, a tu pak
reste metodou Runge-Kutta 4. vddu. Provedte dva kroky s krokem h =0, 1.

Reseni: Oznac¢ime z = y'. Soustava rovnic prvniho fadu je pak

y = =z y(0) =1
/

7= y-z—2* 20)=1

Tuto soustavu budeme fesit metodou Runge-Kutta. VSechny potiebné hodnoty jsou
zapsany v nasledujici tabulce. Ve sloupcich oznacenych x, y a z jsou soufadnice bodi,

v nichz vyéislujeme hodnoty funkei f(z,y,2) = z a g(x,y,2) = y - 2 — ? pii vypoctu k;
a lz
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e W Jr |y E

0]0 |1 1 0 1 1 ki=1 Lh=1
0,05| 1,05 1,05 ko = 1,05 lhb=11
0,05|1,10525 | 1,055 ks = 1,055 l3 =1,107888
0,1 |1,1055 1,110789 | ky = 1,110789 | I, = 1,217977

110,1]1,105346 | 1,110563 | 0,1 |1,105346 | 1,110563 | k; = 1,110563 | [, = 1,217556
0,15|1,160875 | 1,171440 | ko = 1,171440 | Iy = 1, 337395
0,15]1,163918 | 1,177432 | k3 = 1,177432 | I3 = 1,347935
0,2 |1,223090 | 1,245356 | k4 = 1,245356 | [, = 1,483182

210,2(1,222908 | 1,245086

Ptiblizné hodnoty feseni piivodni rovnice druhého fadu v uzlovych bodech x; = 0,1 a
ro = 0,2 tedy jsou y; = 1,105346 a y, = 1,222908.

8.2 Okrajové ulohy

Dosud jsme se zabyvali tilohami, u kterjch jsme znali hodnotu feseni, pfipadné hodnoty
derivaci TeSeni, v pocCatecnim bodé intervalu, ktery nas zajimal. U okrajovych tloh je
situace jina. Jak jiz nazev napovida, budou zadany hodnoty feseni v krajnich bodech
zkoumaného intervalu.

V této kapitole budeme hledat feseni diferencialni rovnice druhého fadu

y'=f(z,y.9) (8.28)
na intervalu (a,b) s okrajovymi podminkami
yla) =a, y(b)=p (8.29)
y y
Yo P I
B
a=x, X a b X

Obrazek 8.44: Pocatecni tloha - za-
dédno je y(xo) a y'(xo) (tj. smérnice
tecny).

Obrazek 8.45: Okrajova tloha

Okrajové podminky mohou byt i jiného tvaru nez 8.29. O tom, jak se postupuje pfi feseni
takovychto tloh, se zminime pozdéji.
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Teorie existence a jednoznacnosti feseni okrajovych tloh je mnohem komplikovanéjsi nez
u tloh pocatecnich a zdaleka neni tak univerzalni. Obtiznéjsi je i numerické feSeni téchto
uloh.

V dalsim textu se sezndmime s metodou konec¢nych diferenci a velmi stru¢né s meto-
dou stielby a uvedeme podminky zarucujici existenci a jednoznacnost feSeni pro nékteré
konkrétni typy rovnic.

8.2.1 Metoda koneénych diferenci

Tato metoda se téZz nazyva metoda siti nebo diferenc¢ni metoda. Podobné jako u
dfive probranych metod budeme hledat pfiblizné hodnoty FeSeni pouze v tzv. uzlovych
bodech z;, i = 0,1,...,n, které ziskdme tak, Ze interval (a,b) rozdélime na n stejnych
dilka délky h = (b — a)/n. Uzlové body pak jsou x; = a + ih.

Budeme pozadovat platnost rovnice 8.28 ve vSech vnitfnich uzlech z;, 7 =1,... ., n—1, tj.

y'(x;) = flog,y(z), v (x), i=1,...,n—1.

Derivace vystupujici v této rovnici nahradime diferencemi (viz kapitola 7.1), nap¥. takto:

i1 — 2Y; i— i+1 — Ji— ;
Yit+1 y+y 121]('(1.2,’?%7M>7 2217._,’71—1 (830)

h? 2h

Ptridame-li k rovnicim 8.30 okrajové podminky 8.29, dostaneme tzv. soustavu
diskretiza¢nich rovnic (obecné nelinearnich, zalezi na povaze funkce f) s nezndmymi
Y1, ---,Yn_1. Tuto soustavu pak vyresime nékterou metod popsanych v kapitolach 4 a
5.2.

Presnost vysledku zavisi na presnosti zvolenych diferen¢nich formuli a na metodé uzité
k TteSeni vzniklé soustavy rovnic.

Metodu konec¢nych diferenci nyni podrobnéji predvedeme na okrajové tloze
—y' +to(@)y=f(z), yla)=a, yb)=p (8.31)

BB 5.2 Jsou-li funkce o(x) a f(x) spojité na intervalu (a,b) ao(x) > 0 prox € (a,b),
pak okrajovd uloha 8.31 md jedin€ Tesent pro jakékoli hodnoty o a 3.

Poznamka. Nejsou-li splnény predpoklady véty 8.2, lloha 8.31 feseni mit miize a nemusi.
Pfedvedeme to na jednoduchém piikladu rovnice y” + y = 0 (neboli o(x) = —1). Obecné
feSeni této rovnice je y = ¢y sinx + ¢y cos .

Pro okrajové podminky y(0) = 0,y(5) = 1 ma tloha feseni jediné, zatimco predepiseme-li
okrajové podminky y(0) = 0,y(7) = 0, loha bude mit nekoneéné mnoho feseni tvaru
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y = cysinz, kde ¢; je libovolna konstanta, a naopak, predepiseme-li okrajové podminky
y(0) = 0,y(m) = 1, tloha nebude mit feseni zadné.

Nyni odvodime soustavu diskretizacnich rovnic pro tlohu 8.31. Oznadime o(z;) = oy,
f(z;) = fi a druhou derivaci nezndmé funkce y nahradime diferenci podle pfedpisu 7.6:

 Yir1 — 2Yi T yia

72 +oyi=1fi, i=1,....,n—1
Rovnici vynasobime h? a slou¢ime ¢leny obsahujici ;. Dostaneme:
— Y1+ 24+ R0y — Yy = B2 fi, i=1,....,n—1 (8.32)
Dosadime-li za yq a ¥, z okrajovych podminek « a (3, dostaneme soustavu
(2+PPo)y — Z = hzfl +a
—y + (24 h*092)ys .— Y3 : h? fo (8.33)

- Yn—2 + (2 + h20n—1)yn—1 = hzfn—l + ﬁ

Je vidét, ze matice této soustavy je tfidiagonalni, symetricka a diagonalné dominantni. D&
se ukazat, ze je také pozitivné definitni. Soustavu muzeme fesit napt. Gaussovou eliminaci
prizptisobenou pro tfidiagonalni soustavu.

Priklad 8.9 Metodou konecnych diferenci teste okrajovou ulohu
"+ (1 +a?)y=z y0)=1, y(1)=2
s krokem h = 0, 25.

Reseni: Protoze krok je h = 0,25, budeme hledat pfiblizné hodnoty Feseni v uzlovych
bodech z; = 0,25, 2o = 0,5, x3 = 0,75. V krajnich bodech intervalu zy = 0 a x4 = 1
feseni zname z okrajovych podminek.
Vypocteme potiebné hodnoty o; a f;:

i 0 1 2 3
x; 0] 0,25 | 0,5] 0,75 |1
o;=1+z7|-|1,0625[1,25|1,5625 | -
fi=x |[-]025 ]05] 0,75 |-
Soustava diskretizac¢nich rovnic pak je:
2,06640625y, — Y2 = 0,015625 41

—yl  +2,078125y, — Ys = 0,03125
— Yy + 2,09765625y; = 0,046875 + 2

Reseni této soustavy je y; = 1,140, y, = 1,341, y3 = 1,615.
Pro srovnani, hodnoty pfesného feseni jsou y(x1) = 1,138, y(zs) = 1,337, y(x3) = 1,612.
Kdybychom chtéli dosahnout vétsi presnosti, museli bychom interval rozdélit jemnéji.

Nyni se budeme zabyvat vyznamnym typem okrajovych tloh, tzv. rovnici v samoad-
jungovaném tvaru

— (p(@)y) +q(x)y = f(z), y(a)=a, y(b) =05 (8.34)
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- 8.3 Jsou-li funkce p(x),p'(z),q(z) a f(z) na intervalu (a,b) spojité a splriuji-li na
ném podminky p(z) > 0,q(x) > 0, pak okrajovd uloha 8.3/ ma jedin€ Teseni pro jakékoli
hodnoty «, (.

P1i feseni tlohy 8.34 metodou siti budeme opét hledat feseni v uzlovych bodech z;, ale
pro ndhradu derivaci diferencemi pouzijeme navic jesté ,poloviéni uzly® i1/, = x; + %

h/2 h/2 h/2 h/2

|
----- Xi1 Xiciz X Xivtz Xigp -

Podobné jako difve budeme znacit ¢; = q(x;), fi = f(2:) a piy1/2 = p(Tit1/2).
Vnéjsi derivaci ¢lenu (p(z)y’)’ v i-tém uzlu mizeme nahradit diferenci takto (v podstaté
podle vzorce 7.4):

. Pi+1 2?/(%’ 1 2) — Pi—1 2?/(%’—1 2)
(py/)/(xz) - +1/ +1/ h / /

Nyni nahradime diferencemi hodnoty y/'(z;11/2) a ¥/ (2;-1/2) :

Z//<~”Uz‘+1/2) = W ) yl($¢—1/2) = %

Dosazenim téchto vztaht do rovnice 8.34 dostaneme

1 Yi+1 — Y Yi — Yi—1 -
3 (pz+1/2 3 Di-1/2 3 +aqyi = fi -

Vyndsobenim rovnice h? a slouc¢enim ¢lenti obsahujicich y; ziskdme soustavu diskretizac-
nich rovnic pro neznamé vy, ..., y,_1

— Pic1j2Yio1 + Pic1y2 + Diviye + GRP)Yi — Piv1jpYir = K2f; . i=1,...,n—1 (8.35)

V prvni a posledni rovnici pfitom vyuzijeme hodnoty znamé z okrajovych podminek -

Yo = ay, =p.
Soustava v rozepsaném tvaru pak vypada nasledovné:

(p1/2+p3/2+R%q1) y1 — P3/2 Y2 = h2fi+pi2
—p3s2y1 + (P3j2+Ps/2+h%q2) vz — Psj2y3 = h%fa
(8.36)
- Pn—3/2 Yn—2 + (Pn—s/2tPn—1/2+P2qn-1)Yn—1 = h*fn_14pn_1/28

Matice této soustavy je (stejné jako u rovnice 8.31) t¥idiagonalni, symetricka, diagonalné
dominantni a pozitivné definitni.

Priklad 8.10 Metodou konecnych diferenci reste okrajovou ulohu
—(@%) +ay=1, y(1)=1 y(2)=0,5
s krokem h =0, 2.
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Reseni: Podminky existence a jednozna¢nosti feseni zadané tlohy jsou splnény:

Funkce p(z) = 22,9/ (z) = 2z,q(z) = x a f(x) = 1 jsou spojité na intervalu (1,2),
p(x) >0 a ¢(x) > 0 na tomto intervalu.

Sestavime soustavu diskretizac¢nich rovnic pro nezndmé hodnoty feseni v uzlovych bodech
r1=1229=1,4x3=16axz,=1,8.

Potiebné hodnoty funkci p, ¢ a f miZzeme opét vypsat do tabulky:

i 0 1 2 3 4 5
i 1 1,2 1.4 1,6 18 2
T 1,2 1.4 16 18
fi=1 1 1 1 1
Tir1)2 11 13 15 1,7 1,9
Pivija = T2 1,5 | L,21 1,69 2,25 2,89 3,61

Soustava diskretizac¢nich rovnic pak je:

2,048y, — 1,69ys —=0,04+1,21-1
—1,69y; + 3,996y, — 2,25y, = 0,04
— 2,25y, + 5,204y; — 2,89y, = 0,04
— 2,89y + 6,572y, = 0,04 + 3,61 -0.5

Reseni této soustavy, zaokrouhlené na étyfi desetinnd mista, je v nasledujici tabulce. Pro
srovnani uvadime i hodnoty pfesného feseni v uzlovych bodech.
¢ |0 1 2 3 4 5
x; |1] 1,2 1,4 1,6 1,8 | 2
y; |1]0,8337(0,7147|0,6253|0,5557 | 0,5
y(x;)|11]0,8333(0,7143 | 0,625 |0,5556 [ 0,5

Na obrazku 8.46 jsou vypoctené hodnoty znézornény.

Poznamka. Kazdou linedrni diferencialni rovnici druhého fadu
y' + fi2)y + fo(2)y = fa(@) (8.37)
1ze vhodnou tpravou pfevést na samoadjungovany tvar —(p(x)y’) + q(z)y = f(x), kde
() = e/ DO, () = — (0)e B a f(2) = —fy()el £
(Integracni konstantu ¢ v [ fi(z) da volime rovnu nule.)
Priklad 8.11 Prevedte na samoadjungovany tvar rovnici
y' — 2xy — 2y = .

ReSeni: Podle pfedchozi poznamky bude p(z) = e/ (294 — ¢=#* () = —(—2¢*") a
f(z) = —ze~*". Tedy rovnice v samoadjungovaném tvaru je

2

—(e YY) + 26y = —xe .
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Obrazek 8.46: K prikladu 8.10 - nalezené ptiblizné Feseni.

Snadno se muzeme presvédcCit, ze pouzitim pravidla pro derivaci souc¢inu a naslednym
« , . _ 2 o « . .
vydélenim rovnice —e™* dostaneme ptivodné zadanou rovnici.

Poznamka. MoZzné ¢tenare napadla otazka, pro¢ naopak samoadjungovanou rovnici nero-
zepiSeme na tvar 8.37, nenahradime zvlast druhou a prvni derivaci nezndmé y a nefesime
takto vzniklou soustavu rovnic. To samoziejmé udélat miizeme. Samoadjungovany tvar
ale ma své vyhody, rozhodné to neni jen vymysl ,zlych“ matematiki. Mnoho tloh tech-
nické praxe vyjde jako rovnice v samoadjungovaném tvaru primo z podstaty feseného
problému a tento typ tloh méa svou podobu i u parcidlnich diferencialnich rovnic, tzn. u
funkci vice proménnych. Dalsi vyhodou feSeni rovnice v samoadjungovaném tvaru jsou
vyse popsané priznivé vlastnosti matice soustavy diskretizac¢nich rovnic.

Obecnéjsi okrajové podminky

Zatim jsem se zabyvali pouze okrajovymi podminkami tvaru 8.29, tzn. méli jsme zadany
ptimo hodnoty feseni v krajnich bodech intervalu (a, b) . V okrajovych podminkéch se vSak
mize vyskytovat také prvni derivace hledaného feseni. Obecné mohou okrajové podminky
vypadat takto:
aq y’l(a) + axy(a) = a3 (8.38)
Bry'(b) + B2y(b) = B3
a;, Byt = 1,2, 3, jsou realna ¢isla. Néktera z nich mohou byt nulova - napi. proa; = 31 =0
dostaneme jiz probrané okrajové podminky 8.29, ale nesmi byt soucasné a; i as rovno
nule ani soucasné 3; i B2 rovno nule.
Ukéazeme, jak si s takovymito okrajovymi podminkami poradit, feSime-li okrajovou tlohu
metodou siti. V. predchozi kapitole jsme ukazali, jak ziskame soustavu diskretizac¢nich
rovnic s neznamymi y1, . .., y,_1. V nasem piipadé ale mame o dvé neznamé vice, hodnoty
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feSeni v krajnich bodech a = xg a b = x,, yo a y,, nejsou okrajovymi podminkami
piimo zadany. Proto musime k soustavé diskretizacnich rovnic ptidat dalsi dvé rovnice. Ty
ziskdme z okrajovych podminek 8.38 nahrazenim derivace diferenci. To mtizeme provést
nékolika zptsoby:

e Derivaci nahradime nejjednodussim moznym zptisobem,

Yn — Yn—1

Y1 =Y .
y(20) = L resp. () = et (8.39)
h h
K diskretizacnim rovnicim pak pridame jesté rovnice

Y1 — Y

o % T Yy = o3
Yn — Yn—1

B T + Boyn = B3

Tato metoda je velmi jednoduché, ma ovsem jeden hacek. Vzorce 8.39 maji malou pres-
nost, jejich chyba je fadové h. K aproximaci derivaci pfi sestavovani diskretizac¢nich rovnic
vsak obvykle pouzivame piesnéjsi formule s chybou fadu h%. Mohlo by se zdat, Ze prida-
nim dvou méné presnych rovnic se toho moc nezkazi, ale ukazuje se, ze vétsi nepresnost
aproximace v krajnich bodech ovlivni velikost chyby ve vsech bodech z;.

vvvvvv

Y (o) = —3yo +4y1 — Yo resp. y'(z,) = Yn—o — 4Yp_1 + 3yn
’ 20 ) : n o

Pouzitim této metody se vyhneme ztraté presnosti, ktera se objevuje u metody predchozi.
Jistou nevyhodou vsak je, Ze pfidanim pfislusnych rovnic miizeme pfijit o nékteré ptijemné
vlastnosti matice soustavy diskretizac¢nich rovnic, napt. diagonalni dominanci.

(8.40)

e Derivaci miizeme také nahradit centralni diferenci, tj.

Y () = % , resp. Y (z,) = % : (8.41)
kde y_1 a 9,41 jsou hodnoty feseni v tzv. fiktivnich uzlech _y =a—h a x,.1 = b+ h.
Vzorce 8.41 maji chybu fadové h2. Timto zptisobem jsme si ale piidali dalsi dvé neznamé,
Y_1 & Yni1, @ musime proto k soustave pridat jesté dalsi dveé rovnice. Ty ziskame tak,
ze budeme pozadovat platnost rovnice 8.28 i v krajnich bodech zy a x,, neboli platnost
rovnic 8.30iprot=0ai=n.

8.2.2 Metoda strelby

Metoda stielby je dalsi vyznamna metoda pro feSeni okrajovych tloh. Zde jen nastinime
jeji princip, nebot na dikladné probrani v obsahlych osnovach tohoto kursu asi stejné
nezbude cas.

Zakladem metody stielby je pfevedeni okrajové tilohy na tlohu pocatecni.

Pripomenme, Ze fesime diferencialni rovnici druhého radu

v' = f@.y), yle)=a, yb)=0. (8.42)
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U pocatecni tlohy druhého radu musime znat hodnotu feseni v bodé a = zy a hodnotu
derivace Teseni v tomto bodé:

y'=f(x,y,y), yla)=a, y(a)=r. (8.43)

Kdybychom si za hodnotu derivace v bodé a urcité v zvolili, mohli bychom pomoci nékteré
z metod popsanych v kapitole 8.1 najit priblizné reseni takovéto pocatec¢ni tilohy. Jenomze
bychom se na konci s nejvétsi pravdépodobnosti netrefili do pozadovaného 3. U metody
stfelby je proto zakladni otazka: Jak zvolit hodnotu derivace v bodé a, tj. pod jakym
tthlem zamifit (viz obrazky 8.44 a 8.45), abychom na konci intervalu zaséhli /3, neboli aby
vyslo y(b) = 87

V podstaté se jedna o feseni rovnice

y(v,b) =0 (8.44)

s nezndmou -y, kde y(v,b) oznacuje hodnotu Feseni pocatecni tlohy s pocateénimi pod-
minkami y(a) = «, y'(a) = v v bodé b.

K teseni takovéto rovnice lze pouzit napt. analogii metody pileni intervalu z kapitoly 5.
Podaii-li se ndm najit v, a v, takové, ze y(v1,b) < 8 ay(y2,b) > B, vypolteme 3 = 1222
a dale pokracujeme s tou dvojici ,,gam*, pro kterou vychéazi jedna hodnota feseni v bodé
b pod (8 a druha nad j3.

Shrnuti pojmu

Pti numerickém feSeni diferencialnich rovnic se nesnazime hledané feseni vyjadrit ve tvaru
funkce, ale hledame pouze ptiblizné hodnoty feseni v uzlovych bodech.

U pocatecnich tloh zname hodnotu feSeni v bodé xy z pocatecni podminky. Priblizné
hodnoty feseni v dalsich bodech pak pocitdme pomoci hodnoty feseni v jednom nebo
nékolika predchozich bodech.

U jednokrokovych metod pouzivame hodnotu feSeni v jediném predchozim bodé. Nejjed-
nodussi jednokrokovou metodou je metoda Eulerova. Nejznaméjsi z jednokrokovych metod
je metoda Runge-Kutta 4. fadu. Vypocet pomoci ni je sice pracny, v kazdém kroku mu-
sime ¢tytikrat vycislit funkéni hodnotu pravé strany fesené diferencialni rovnice, ale to je
vyvazeno jeji vysokou presnosti.

K odhadu chyby a pfipadnému fizeni délky kroku se u jednokrokovych metod ¢asto po-
uziva metoda polovi¢niho kroku nebo kombinace dvou metod, kdy do stejného bodu
dojdeme zvolenou metodou jednak s krokem délky h, jednak s krokem délky h/2, resp.
pomoci dvou rtznych metod, a pomoci takto ziskanych vysledkt odhadneme chybu.

U k-krokovych metod pouzivame k vypoctu pfiblizného feseni v dalsim uzlovém bodé k
predchozich hodnot. Na pocatku, pro vypocet v prvnich £ uzlech, proto musime pouzit
vhodnou jednokrokovou metodu a pak teprve pokracovat metodou vicekrokovou.
Vicekrokové metody se obvykle nepouzivaji samostatné, ale ve dvojici — tzv. metoda
prediktor-korektor. Pfibliznou hodnotu feseni nejprve vypocteme pomoci explicitni vice-
krokové metody, prediktoru, a pak ji zpfesnime pomoci implicitni metody, korektoru.
Soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu se fesi velmi podobné jako jedina rovnice,
az na to, ze misto jediné funkce f a skalart y; pracujeme s vektory (n-ticemi) funkei a
hodnot feseni.



120 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Diferencialni rovnice vyssich fadt s pocatecnimi podminkami se nejprve prevedou na
soustavu rovnic prvniho fadu, kterou pak fesime obvyklym zptisobem.

Reseni okrajovych tloh je od feseni pocateénich tiloh dosti odlisné. Opét sice hledame
feseni pouze v uzlovych bodech, ale nemiizeme postupovat od uzlu k uzlu jako u pocatec-
nich tloh, musime brat v ivahu i podminku na konci intervalu. U metody siti pozadujeme
platnost diferencidlni rovnice ve vSech vnit¥nich uzlech. Derivace vyskytujici se v rovnici
nahradime diferencemi, pridame okrajové podminky, a tim ziskame tzv. soustavu dis-
kretizacnich rovnic pro neznamé hodnoty feSeni v uzlovych bodech. V piipadé linearni
diferencialni rovnice se vzdy jedna o soustavu linearnich rovnic.

Specialni tvar diskretiza¢ni soustavy obdrzime pro rovnici v samoadjungovaném tvaru.
Matice vzniklé soustavy linearnich rovnic mé z hlediska jejiho feseni piiznivé vlastnosti.
Na samoadjungovany tvar lze pfevést kazdou linearni diferencialni rovnici druhého #adu,
mnoho rovnic vsak v tomto tvaru vyjde ,samo od sebe“, z podstaty feseného problému.

8.3 Otazky a priklady ke cviceni
U nasledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 8.1 Vsechny zde probrané metody slouzi pro nalezeni pribliznych hodnot obec-
néeho Tesent zkoumané rovnice.

Otazka 8.2 FEulerovou metodou najdeme priblizné hodnoty reseni ve vsech bodech in-
tervalu (zo, ) .

Otazka 8.3 Globdlni chyba je rozdil presného a priblizného teseni v daném uzlovém
bode.

Otazka 8.4 Metody Runge-Kutta patii mezi jednokrokové metody.

Otazka 8.5 Chceme-li pouzit metodu Runge-Kutta, musime vZdy napred najit obecné
reseni zkoumané diferencialni rovnice.

Otazka 8.6 U k-krokovijch metod najdeme pomoci Teseni v jediném uzlovém bodé x;
priblizné hodnoty 1esent v k dalsich uzlovijch bodech soucasné.

Otazka 8.7 Vicekrokové metody nelze pouzit samostatné, vidy je potreba reseni v pro-
nich nékolika uzlech najit pomoct vhodné jednokrokové metody.

Otazka 8.8 Metody prediktor-korektor jsou vidy kombinaci jedné explicitni a jedné im-
plicitni vicekrokové metody.

Otazka 8.9 Kazda okrajova iloha md pravé jedno teseni.

Otazka 8.10 Pri reseni okrajové ulohy metodou siti musime vZdy vyresit soustavu rov-
nic.
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- 8.11 KaZdou linedrni diferencidlni rovnici druhého vadu lze prevést na samo-
adjungovany tvar.

- 8.1 Eulerovou metodou najdéte Teseni pocdatecni ulohy y = %,y(l) =2 na
intervalu (1,2) s krokem h = 0,2. Najdéte i presné teseni této ilohy a vypoctéte globalni
chybu v kazdém uzlu.

Pomoci ziskanych vysledki pak vypoctéte pribliznou hodnotu teseni v bodé x = 1,3 -
pouzijte linedrni interpolaci.

- 8.2 Reseni tlohy z prikladu 1 najdéte se stejnym krokem metodou Runge-Kutta
4. 1adu. Opét vypoctéte globdlni chybu v kaZdém uzlu.

Priklad| 8.3 Eulerovou metodou feste pocdtecni wlohu v = x> 4y, y(1) = —1. Provedte
jeden krok s h = 0,05. Pak metodou polovicniho kroku odhadnéte chybu a zpresnéte resend.

Piiklad| 8.4 Metodou Runge-Kutta 4. fddu feste pocdtecnd dlohuy = x> —y2,y(1) = 0.
Provedte jeden krok s h = 0,2. Pak metodou polovicniho kroku odhadnéte chybu a zpresnéte
resent.
Piiklad 8.5 Soustavu diferencidlnich rovnic
y = zy+z y(0)=0
7=y 2(0) =2
reste metodou Runge-Kutta 4.I7v’cidu s krokem h = 0,1. Provedte 2 kroky.
'Piiklad 8.6 Rovniciy’ = o pocdtecnimi podminkami y(0) = 2,y'(0) = —1 prevedte
Y
na soustavu dvou rovnic pruniho rddu, a tu pak reste s krokem h = 0,1 Eulerovou metodou.

Najdete priblizné hodnoty resent v bodech 0,1 a 0,2.

Priklad| 8.7 a) Metodou siti feste s krokem h = 0,25 okrajovou tilohu —y" + % = —
x

y(1) = 1, y(2) = 8. Provérte, Ze jsou splnény podminky zarucujici existenci jediného
resent zadané ulohy.

b) Ovérte, Zey = o3 je fesenim zadané okrajové tilohy. Kdyby se v fedeni a) vsude pocitalo
s presnymi cisly, bez zaokrouhlovdani, vysly by hodnoty reseni v uzlovych bodech metodou
siti presné. Proc¢?

o,

/
Piiklad 8.8 Okrajovou tlohu " + v zy = 1, y(0,1) = 1, y(0,6) = 0 prevedte na
x
samoadjungovany tvar a pak ji vyreste metodou siti s krokem h = 0,1. Ovérte, Ze jsou
splnény podminky zarucujici existenci jedineého Tesent zadané ulohy.

Odpoveédi na otazky a feseni prikladu viz 15.8
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Programovaci ulohy

Zda budou funkce f(x,y),p(x),q(x) apod. zaddny pfimo v programu, nebo se budou
zadavat z klavesnice, ponechame na zkusenosti a odvaze programatora. Totéz plati pro
kresleni grafu nalezeného ptiblizného feseni.

Programovaci uloha 1 Napiste program, ktery najde fteSeni pocateni tulohy
vy = f(z,v), y(zo) = yo na zadaném intervalu (x¢,b) Eulerovou metodou s krokem

h.

Programovaci uloha 2 Napiste program, ktery najde feSeni pocatecni tulohy
v = f(z,vy), y(xro) = yo na zadaném intervalu (zo,b) metodou Runge-Kutta s
krokem h.

Programovaci aloha 3 * Napiste program, ktery najde feSeni pocatecni tlohy 1/ =
f(z,v), y(zo) = yo na zadaném intervalu (xg, b) Eulerovou metodou nebo metodou
Runge-Kutta s pfesnosti €. (Pouzijte metodu poloviéniho kroku.)

Programovaci uloha 4 NapiSte program, ktery najde feSeni rovnice v samoadjungova-
ném tvaru, —(p(z)y') +q(z)y = f(z), s okrajovymi podminkami y(a) = «, y(b) =
metodou siti s krokem h.
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Cast IT
PRAVDEPODOBNOST

9 Pravdépodobnostni modely

Cil kapitoly

Nyni se ve studiu preneseme nékam trochu jinam - opustime numerické metody a
vrhneme se do studia pravdépodobnosti. Cilem této kapitoly je pfedstavit ¢tenari ¢tyri
zékladni pojeti pravdépodobnosti, kterd jsou uzivana v technické praxi. Uvidime, ze
pojeti 9.1 je specidlnim piipadem pojeti 9.3 a pojeti 9.2 specidlnim piipadem pojeti
9.4. Dulezity je pojem ndhodné veli¢iny (ndhodné proménné) X. Popsat, jak se veli¢ina
X chova, je tikolem teorie pravdépodobnosti. Rad bych se pfedem omluvil za nékteré
typografické chyby, jako napiiklad ”neceské” uvozovky. Také jsem se snazil opravit
desetinné tecky na cCeskou desetinnou carku, ale mozna jsem nebyl disledny na vSech
mistech.

Co je to pravdépodobnost? soubézné v tomto textu se mluvi i o statistice, tedy
druhé otazka, ktera s tou prvni souvisi, je: Co je to statistika? Statistika a pravdépodob-
nost jsou jako dvé strany jedné mince. Teorie pravdépodobnosti se pta: Pokud vychézime
z konkrétniho stavu svéta, jaké dusledky budou pravdépodobné nasledovat? A teorie
statistiky se pta: Pokud vychdzime z jisté skupiny dusledkt (napf. méfeni), jaky stav
svéta asi tyto dusledky zptsobil?

Priklad 9.1 HdZeme hraci kostkou. Pokud je kostka z homogenniho materidlu (vychd-
zime z urcitého stavu svéta), tj. je requlérni hraci kostka a nent falesnd, pravdépodobnost,
Ze padne Sestka (=urcity dusledek), je rovna %. Tj. usuzujeme, Ze Sestka padne asi v
% -100 = 16,66 % pripadi hodu kostkou. To je pravdépodobnost.

Kdyby naopak nam ze 150 hodi kostkou Sestka padla ve A7 pripadech (= méreni), usoudili
bychom, Ze bud se jednd o ndhodu, Ze Sestka padala v % 100 = 31,33 % hodi, nebo kostka
nent homogenni a obsahuje nejake oluvko, které ji nuti k tomu, aby Sestka padala castéji
(usuzujeme na urcity stav sveta). To je statistika.

Tématem této ilustrace byla ndhodnd velicina X, kterd uddvd, jaky pocet ok padne pri

hodu kostkou.

Dtive nez predstavime jednotliva pojeti pravdépodobnosti, musime zavést urcité oznaceni.
Pismeno 2 bude znacit mnozinu vSech hodnot, kterych ndhodna veli¢ina X mutze naby-
vat. Bude to zpravidla mnozina vSech moznych vysledkii experimentu nebo hry. Velkymi
pismeny (nap¥. A, B,...) budeme oznadovat néjaké podmnoZiny mnoziny 2 a budeme
jim tikat nahodné jevy. Kdyz fekneme, ze nastal jev A, budeme tim rozumét, ze ndhodna
veli¢ina X nabyva hodnoty z mnoziny A. Symbol P(A) bude oznacovat pravdépodobnost,
Ze nastane jev A. Pravdépodobnost spliiuje nasledujici vlastnosti:
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(i) 0< P(A)<1.

(il) 2 oznacuje jev jisty, jehoz pravdépodobnost je P(2) = 1, prazdnd mnoZina () zna-
mena jev nemozny, pro ktery P(()) = 0.

(iii) Pokud ndhodné jevy A, As,..., A, jsou po dvou disjunktni, tj. 4; N A; = 0 pro
i # 7, pak pravdépodobnost jejich sjednoceni je rovna souctu jednotlivych pravdeé-
podobnosti, tj.

P(AjUAyU---UA,) =P(A) + P(Ay) + -+ P(A,).

Dale A = Q — A znamena opacny jev k jevu A. Jev A tedy nastane, pokud nenastane jev
A. Sjednoceni jevii AU B znamend, Ze nastane aspon jeden z jevit A, B. Prinik jevii ANB
k4, ze jevy A, B nastanou soucasné. Z vlastnosti (i) az (iii) lze odvodit dalsi dilezité
vztahy, které plati:

(iv) P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB).
(v) Pokud A C B, tak P(A) < P(B).

(vi) P(A)=1— P(A).

To jsme tedy charakterizovali pravdépodobnost a mtzeme se pustit do studia jednotlivych
typt pravdépodobnostnich modelii.

9.1 Klasicka pravdépodobnost

Vazeni pratelé, ano. Dtivodem vzniku pravdépodobnosti je rozvoj hazardnich her. To je
tzv. klasické pojeti. Klasicka pravdépodobnost jevu A se definuje jako podil poctu
priznivych vysledka (=hodnot leZicich v mnoZiné A= poétu prvka mnoZiny
A) ku poc¢tu vSech moznych vysledkt (= poctu prvka mnoziny (2). Oznac¢ime-li
pocet prvkil mnoziny svislymi ¢arami, plati
Al o . ..

P(A) = 1 (svislé ¢ary oznacuji pocet prvki mnoziny).
Priklad 9.2 UvazZujme jednoduchou hazardni hru, kterd spocivd v hodu minci dvakrdt
za sebou. Pritom ndhodnd veli¢ina (X,Y) neuddvd vzddlenost, do které jsme minci ho-
dili, nybrz vsimd si, kolikrdat a v jakém poradi padl na minci rub nebo lic. Jednd se
vliastné o dvourozmeérnou velicinu - jeji pruni souradnice X charakterizuje proni hod,
druhd souradnice Y druhy hod mince. MnoZina vsech moznich vysledki je zde ) =
{(L,R),(R,L),(L,L),(R,R)}. KdyZ jev A napriklad znamend, Ze v nasi hie padl lic pri
pronim hodu, tento vysledek nastane ve dvou pripadech: A = {(L,R),(L,L)}. Tedy

Al _ 2
P(A) == =-=0,5.

To znamend, Ze kdyz nasi jednoduchou hru budeme nekolikrat opakovat, tak pokud mince
nent falesnd a je dobre vyvdZend, jev A nastane priblizné v 50% pripadii.
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Dtlezity je nasledujici ramecek, kde je charakterizovano, kdy lze klasickou pravdépodob-
nost pouzit:

Klasickou pravdépodobnost mizeme uzit jen tehdy, kdyz 2 (= mnozina vSech
moznych vysledkd pokusu) je konecné a vSechny vysledky hry nebo pokusu
nastévaji se stejnou pravdépodobnosti (= jsou stejné pravdépodobné).

Piiklad 9.3 UvaZujme jednoduchy experiment tri hodu minci. Jakd je pravdépodobnost
jevu A = dvakrat padne lic a jednou rub (pritom nezdleZi na potadi, ve kterém padnou)?

Reseni: MnoZina viech moznijch vijsledki experimentu je
Q={LLL,LLR,LRL,RLL,LRR, RLR, RRL, RRR}.

Mnozinu A lze psat A = {LLR,LRL, RLL}. Podle definice klasické pravdépodobnosti
tedy P(A) = 3 = 0,375.

vvvvvv

Aby bylo vidét, ze v klasickém pojeti pravdépodobnosti lze dospét i ke slozitéjsim vécem,
zavedeme nyni pojem podminéné pravdépodobnosti. Uvahy zde provedené budou uzite¢né
i v dalsich pravdépodobnostnich modelech, zejména v nékterych prikladech modelu 9.3.

Piiklad 9.4 Ze 120 studenti v predndskové skupiné jich 90 spocetlo priklady zadané
za dobrovolnou domdci samostatnou prdaci. Pak 75 studentu sloZilo zkousku v rddném
terminu, z toho 70 bylo téch, co spocitali zadané priklady. Student XY se prisel zeptat
na vysledek zkousky. Zkousejici jej meznd, ale XY prozradi, Ze si spocital zadané
priklady. ZkouSejici nestastnou ndhodou zapomnél zkouskovou zprdvu doma, ale na
zdkladé predchozich souhrnnych ddaji (které znd zpaméti) studentovi je schopen Tict
pravdépodobnost, s jakou slozil zkousku. Urcete ji 1 vy.

Reseni: Oznacme S = ndhodné vybrany student spocital zadané priklady; Z =
nahodné vybrany student slozil zkousku. Nasim ukolem je urcit podminénou prav-
dépodobnost P(Z|S) (¢ti: podminénd pravdépodobnost jevu Z, pokud uz vime, Ze
nastala podminka S; podminku S p7i tomto typu zdpisu piseme vidy za svislou c¢arou).
Abychom tuto podminénou pravdépodobnost mohli urcit, zcela zapomeneme ty studenty,
kteri mesplnugi podminku, o které vime, Ze uZ nastala - zuZime tedy své dalsi wvaZovani
pouze na mnozinu téch 90 studenti, kteri spocitali zadané priklady. Pak v duchu klasické
pravdépodobnosti pouZité na téchto 90 studenti dostavame
70 |ZNS|

P(Z|S) = g5 = 0.778 = S

V réamci hesla ,vyjadii jednoduchou skutecnost tak, aby ji nikdo nerozumél“ nyni jesté
upravime posledni zlomek v piikladu tak, Ze ¢itatele i jmenovatele vydélime hodnotou ||
(koneckonct je to povolend tuprava, takze si to mizeme dovolit):

pigisy 12081 _ et Pzns)
A= s TR TR

)
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Posledni vztah v pfedchozim odvozeni se uvadi jako zakladni vzorec pro vypocet podmi-
néné pravdépodobnosti:

P(ANB)

P(A|B) = 9.1

(AIB) = =55 (91)

(samoziejmé pritom pii definici z tvah vylucujeme ty celkem nezajimavé piipady, kdy
P(B) =0).

Porovnnim pravdépodobnosti P(Z) = & = 0,625 a P(Z]S) = 0,778 vidime, Ze

spoc¢itani domaéaci ulohy naznacuje, ze student dopadl u zkousky lépe. Podminéna
pravdépodobnost udavé, jak se zméni P(Z) dodanim podminky S, tj. jakym zptsobem
ovlivni podminka S pravdépodobnost jevu Z.

Néekdy dodani dalsi podminky pravdépodobnost jevu neovlivni - pak fikame, Ze jev A je na
podmince B nezavisly, nebo Ze jevy A, B jsou nezavislé (opét v tomto textu uvazujme
pouze ty ptipady, kdy pravdépodobnosti jevii A, B jsou kladné, tj. rizné od nuly):

P(A|B) = P(4)
Piiklad 9.5 V situaci z prikladu 9.4 sestdva 120 studentu, o kterych je 7e¢, z 24 divek

(z nichz 15 slozZilo zkousku) a 96 kluki (z nichZ 60 sloZilo zkousku). Zdvisi dspéch u
zkousky na tom, zda je student divka nebo kluk?

Reseni. Oznacme D = ndhodné vybrany student je divka; K = ndhodné vybranjy
student je kluk. Pak
P(ZnD) &
P(Z|D) = ———— =20 -0,625=P(2);
P(D) %
P(ZNK) &
P(ZIK) = —————2 =129 —-0,625=P(Z).

Vidime, Ze jev Z mnezdvisi na jevu D, ani na jevu K. Tj. uspech u zkousky nezavisi na
tom, zda je student divka nebo kluk.

Zatim se zdalo, ze dosazovat do vzorce 9.1 je ponékud vykonstruované, protoze dosazujeme
dva stejné jmenovatele, které pak zkratime, ale tento vztah ma skutecné uziti - napriklad
lze z néj zase néco odvodit, a sice vztah pro vypocet priniku dvou jevi:

P(ANB) = P(A)- P(B|A); (9.2)
a protoze pri operaci pruniku nezalezi na poradi mnozin, plati téz
P(ANB)=P(BNA)=P(B)-P(A|B).

Zkratka a dobfe, pti vypoctu pravdépodobnosti priiniku jevi lze pouzit libovolny ze dvou
pravé uvedenych vzorcti podle toho, do kterého umime jednoduseji dosadit. Pokud jevy
A, B jsou nezavislé, na zakladé toho, co uz bylo feceno, vime, Ze plati

P(ANB) = P(A) - P(B). (9.3)
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Piiklad 9.6 Semindre se ucastni Sest lidi, z toho ¢tyri muzi a dvé Zeny. Béhem prunich
sesti tydniu semindre md kaZdy ucastnik jednou vystoupit s referatem. Potadi referdtu je
sestaveno nahodné, tj. kazdy tyden je ndhodné vybran jeden z téch, co jesté nereferovali.
Jakd je pravdépodobnost, Ze pruni dva tydny budou mit referdt Zeny?

Reseni: Oznacme Fy = proni tyden md referdt Zena, Fy = druhy tyden md re-
ferdt Zena. Pak podle wvzorce 9.2 P(Fy N Fy) = P(Fy) - P(Fy|Fy). Podle klasické
pravdépodobnosti P(Fy) = 2. Pri vjpoctu P(F3|Fy) musime brdt v dvahu platnost
podminky, Ze prunt tyden byla vybrdna Zena. Proto tedy druhy tyden muZeme vybrat uz
jen z péti kandiddti pouze zbyvajici Zenu, co jesté nereferovala, tj. P(Fy|Fy) = % Celkem
P(FiNF) =2-1=0,066.

Priklad 9.7 Soucasné hdzeme kostkou i minci. Jakd je pravdépodobnost, Ze na kostce
padne pétka a na minci soucasné padne lic?

Reseni: Protoze hod minci je nezdvisly na hodu kostkou, vyuZijeme vztah 9.3:

11
P(bNL)=P(5)-P(L)= 6 3= 0,083.
Zatim jsme se stéale nevzdalili od celkem nepraktického hazeni kostkou nebo minci. Ale jak

vvvvvv

vvvvvv

moznych vysledki experimentu (z nichz kazdy nastavd se stejnou pravdépodobnosti).
Vezméme libovolné disjunktni pokryti mnoZiny () - tim rozumime takovy systém
podmnozin Hy, Hs, ..., H, mnoziny €2, kde

k
H,NH; =0proi##j, adéle UH,-:Q.

i=1
Cili mnozinu Q jsme rozdélili na disjunktni systém podmnozin. P¥edpoklddejme jesté

pro jistotu, ze P(H;) > 0 pro vSechna i. Kdyz nyni vezmeme libovolnou podmnozinu A
mnoziny €2, plati nasledujici bizarni vztah:

A= (H,NA)U(HyNA)U--- U (H,N A), (9.4)

slovné vyjadfeno - mnozina A méa s kazdou z mnozin Hy, ..., Hy néjaky prinik (tfeba
i prazdny), a kdyz se vSechny ty pruniky sjednoti, dostaneme zase mnozinu A. Kdo
tomu nevéii, at si nakresli obrazek tieba pro k = 4 (nakreslete nejprve mnozinu €2, pak
ji rozdélte na disjunktni systém mnozin Hi, Hy, H3, H4, a nakonec pridejte mnozinu A,
kterd mé s kazdou H; neprazdny prinik).

Vyuzijme nyni pro vypocet P(A) bizarniho vztahu 9.4:

P(A) = P(HINA)+PH;NA)+---+P(H,NA) =
= P(Hy)- P(A[Hy) + P(H) - P(A|Hy) + - - + P(Hy) - P(A|Hy)
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(prvni rovnost plati na zakladé vlastnosti (iii) pravdépodobnosti disjunktniho sjednoceni
z Gvodu kapitoly, druha rovnost je pouze piepis s vyuzitim vzorce 9.2). Uvedeny vztah se
nazyva véta o uplné pravdépodobnosti - prepiSme jej jesté jednou:

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|Hy) + - + P(Hy) - P(A[Hy). (9-5)

Uplna pravdépodobnost zde je pravé P(A), kterou dostaneme souctem jistjch dil¢ich
pravdépodobnosti - odtud nazev véty. Na otazku, k ¢emu je tento vztah dobry, odpovi-
ddm, ze paradoxné je nékdy jednodussi vypocitat P(A) pomoci tohoto vzorce, protoze
pravdépodobnosti P(H;) a P(A|H;) jsou celkem snadno zjistitelné.

Priklad 9.8 Ze zkusenosti se vi, Ze Toma$ zasdhne basketbalovy ko s pravdépodobnosti
0,8, Jana s pravdépodobnosti 0,5 a Honza s pravdépodobnosti 0,4. Jaka je pravdépodob-
nost, zZe nahodné vybrany hrac trefi kos?

Reseni. Klicem <spéchu téchto a podobnych prikladid je wvsechny jevy si dobre
oznacit. To nékdy studenti podcent, rychle néco spoctou, a pak nevi, co vlastné spocetli -
tak se snadno vyrobi chyba. Nejprve musime oznacit disjunktni pokryti mnoZiny moznych
vysledku: Hy = vybrany hrac je Tomds, Hy = vybrany hrac je Jana, Hs = vybrany hrdac
je Honza. To je disjunktni pokryti - jednotlivé situace se navzdjem vylucuji (nemohou
nastat soucasné) a Zadnd dalsi situace nastat nemize. Dale A = ndhodné vybrany hrdc
trefi kos. ProtoZe P(H,) = P(H,) = P(Hs) = 5, zndme vse potrebné pro dosazeni do
vzorce:

P(A) = P(Hy)- P(AlH)+ P(H3) - P(A[Hs) + P(H;) - P(A|Hs) =
1 1 1
= --08+--05+--0,4=0,566.
3 Y + 3 ) + 3 ) )
Ten, kdo na predchozi piiklad pfiSel i bez vzorce 9.5, necht prosim promine, Ze se snazim
zamlzit jednoduché skutecnosti slozitymi vzorci. Ono se opravdu jedna o prosté tvahy
vyplyvajici z vlastnosti pravdépodobnosti.

A jesté posledni odvozeni na téma klasické pravdépodobnosti: kombinaci vzorce pro pod-
minénou pravdépodobnost, pravdépodobnost priniku a véty o tplné pravdépodobnosti
dostaneme:
P(H;NA)
(HIA) = =5
P(H;) - P(A|H;)
P(Hy)- P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|Hy) + -+ + P(Hy,) - P(A|Hy).

Tento vzorec se nazyva Bayesav vzorec - prepiSme jej jesté jednou:

P(Hi) - P(A|H,)
P(Hy) - P(A|Hy) + P(Ha) - P(A[Hy) + -+ P(Hy) - P(A|Hj)

P(H;|A) = (9.6)
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Piiklad 9.9 Vime, Ze pravdépodobnost, Ze Honza na pdlce pri baseballu dobre odpali
mic, je 0,1. Pravdepodobnost, Ze kdokoli jiny z jeho tymu dobre odpdli, je rovna 0,3. Z
radia se doviddme, Ze Honzuv tym je na pdlce, a slysime: Je to zdsah! Jakd je pravde-
podobnost, Ze rozhlasovy reportér mluvi o Honzovi (v jednom tymu je celkem devét hraci)?

Reseni: Jddrem sprdvného pouZiti Bayesova wvzorce je nalezeni disjunktniho po-
kryti a oznaceni jevu A - zbytek uZ jen spociva v dosazeni. Taok tedy: H, = Honza je
na pdlce, Hy = nekdo jiny z Honzova tymu je na pdlce. Tyto dva jevy tvori disjunktni
pokryti, protoZe vycerpavaji vsechny situace, které nds zajimagi, a pritom nemohou nastat
soucasné. Dale A = Honziv tym zasahl mic. Nasim tkolem je zjistit P(Hy|A):

P(H,) - P(A|H,) 501

P(H|A) = _ _
(1A P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hs) - P(A|Hs) — :-0,1+5.03

0,04.

vvvvvv

absolvovani oddilu 11.1.

Piiklad 9.10 Vyrobce doddva svij produkt v saddch o pevném poctu kusi. Diky poru-
chdm ve vyrobnim procesu je v nékterych saddach neprijatelné mnozZstvi zmetki. Pravde-
podobnost vyskytu této Spatné sady (se zmetkovitosti 15%) je P(B) = 0,05, kdezto dobré
sady (se zmetkovitosti 4%) P(G) = 0,95. Vyrobce vi, Ze prodej $patné sady mizZe byt
pokutovdn. Samozrejmé si muze myslet, Ze pravdépodobnost vyroby Spatné sady je tak
mald, Ze mize k doddvce zvolit jakoukoliv sadu. Ale pokud provede kontrolu napt. péti
vyrobki z dané sady, tato dodatecnd informace muZe ovlivnit jeho rozhodnuti (jednd se
o tzv. aposteriorni Bayesovské rozhodovani, aposteriori = po (provedeni kontroly,
experimentu, apod.) - na rozdil od apriorniho rozhodnuti, apriori = pred). Oznacime-li

Yy = z péti kontrolovanych vyrobku dané sady jsou vSechny v porddku,
Y1 = z péti kontrolovanych vyrobku dané sady je jeden zmetek;

Y, = z péti kontrolovangch vyrobku dané sady jsou dva zmetky;

Y; = z péti kontrolovanyjch vyrobkiu dané sady jsou tri zmetky;

Y, = z péti kontrolovanych vyrobku dané sady jsou ctyri zmetky;

Ys = z péti kontrolovanych vyrobkiu dané sady je vsech pét vadnijch,

vypoctéte P(G|Y;) proi=0,1,...,5.

Resent. Prislusnd apriorni pravdépodobnost je P(G) = 0,95. Vypocteme nyni aposteriorni
pravdépodobnosti, které v sobé obsahuji uZ vysledek kontroly peéti vyrobkiu z dane sady.
Prislusné disjunktni pokryti je privé B = dand sada je $patna (bad), G = dand sada je
dobra (good). VyuZijeme tedy Bayesova vzorce

P(G) - PYI|G)
P(G) - P(Yi|G) + P(B) - P(Yi|B)

P(GIY;) =
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(pro zmateni neptitele index i v celém vzorci zistavd stejny). Pak pocet zmetki v dobré
sadé z péti vybranych md rozdéleni binomické ... Bi(N = 5,p = 0,04), pocet zmetki ve
$patné sadé z péti vybranych rozdéleni Bi(N = 5,p = 0,15). Pomoct téchto modeli uréime
pravdépodobnosti P(Y;|B), P(Y;|G). Dosazenim mdme

0,95 - 0,96°
PIEM) = Go5 006 + 005 085 007
Py = 0,95 [(3) - 0,04 - 0,96] — 0,892
0,95 [(3) - 0,04 0,964] +0,05- [(3) - 0,15 - 0,854]

P(GYs) = 0,661;

P(G|Y;) = 0,315

P(GYs) = 0,098;

P(G|Ys) 0,025.

Vidime tedy, Ze rostouci pocet zmetkiu ve vybéru podstatneé meéni puvodni apriorni
pravdépodobnost P(G) = 0,95. Kdyby napriklad pri kontrole péti vyrobki byly uz ctyri
vadné, jedna se o dobrou sadu s pravdépodobnosti mensi nez jedna desetina a vyrobce by
meél radéji k doddvce zvolit sadu jinou.

Ptedchozi priklad rozebira teoretické zazemi za jistym typem podnikové ¢i firemni kontroly
- pfinejmensim dobra ukazka toho, ze i pomoci klasické pravdépodobnosti lze popsat urcité
situace praxe.

9.2 Geometricka pravdépodobnost

Piiklad 9.11 Honza a Marek se domluvili, Ze se setkaji na jistém misté mezi osmou a
devdtou hodinou, kam kazdy z nich v tu dobu prijde. Ale rekli si, Ze ten, kdo prijde proni,
bude na toho druhého cekat jen 15 minut, a pak odejde. Jakd je pravdépodobnost, Ze se
setkaji?

Reseni: Oznacme
8+ x... cas prichodu Honzy (v hodindch);
84 y... cas prichodu Marka.

Vime, Ze oba prijdou urcité do deviti hodin, tedy 0 < x < 1, 0 <y < 1. KaZdy vysledek
jejich prichodu lze vyjddrit jako usporadanou dvojici (x,y), coZ lze zndzornit - a uvidime,
Ze to bude pomoci - jako bod v roviné, jehoZ obé soutadnice leZi v intervalu < 0,1 >.
Vsechny tyto body modelujici mozny vysledek prichodi vytvareji tedy ctverec v roviné.
Tento ctverec Q = {(x,y) : 0 <z <1, 0 <y < 1} je mnoZinou vsech moznych vysledki
dané situace (viz obrdazek 9.47).

Pocet vsech moznijch pripadi je sice nekonecny, ale jsme schopni spocitat obsah ctverce:
S(Q)=1-1=1.
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Obrazek 9.47: K pf. 9.11: Mnozina vSech moznych vysledki.

Oznacme dale
A... Honza a Marek se setkaji

Priznivym  pripadim jevu A odpovidaji ty prichody (x,y) obou studenti, ve kte-
rych se x od y lisi nanejvys o 15 minut, co? je asi X hodiny. Pro tyto ,priznivé“ body

1
ctverce € tedy must platit nerovnost

1
—xl < Z
ly fvl_4

Vyresme tuto nerovnost. Pri odstranovani absolutni hodnoty musime rozlisit dvé situace:

e Proy—x >0 se znaménka nement, tj y —x < }1, odtud y < = + i.

e Proy—x <0 musime pri odstranovani absolutni hodnoty na levé strané nerovnosti

e L 1 1
zmenit znaménka: —y + x < 1 odtud y > = — 1

Body splnugici nekterou z uwvedenych dvou situaci lze zndzornit vysrafovanou cdsti na ob-
razku 9.48:
Jev A lze tedy vyjadrit jako mnozinu bodi v roviné:

1 1
A:{(x,y):0§x§1,0§y§1,y§x+1,y2x—1}.

Priznivych pripadi je také mekonecné mnoho, ale jsme schopni vypocitat miru této
nekonecnosti, konkrétné teceno obsah mnoZiny A: nejjednoduseji S(A) wvypocteme z
grafického zndzornéni na obrdzku 9.48, kdyZ budeme brdt v wvahu rozdeleni c¢tverce €2 na
sestndct mensich ctverecki o strané délky }1. Je vidét, Ze mnozina A zabird plochu sedmi

z téchto ctvereckd, a protoze S() =1, mdme S(A) = & - S(Q) = &.
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Obrazek 9.48: K pf. 9.11: Mnozina vSech priznivych vysledki.

Pravdépodobnost jevu A ted wurcime jako podil miry mmnoZiny pFiznivijch pripadi
a miry mnoziny vsech moznych pripadi:

V tomto piikladu jsme se zabyvali opét dvourozmérnou velic¢inou (X, Y'), aby byl krasné
zietelny geometricky rozmeér tohoto pravdépodobnostniho modelu. OvSem definovani né-
kterych dale uvadénych pojmu pro vicerozmérné veli¢iny by zabralo ¢as. Zkratka a dobre,
timto prikladem v naSem kratkém Sestiprednaskovém kursu pravdépodobnosti dvouroz-
mérné veli¢iny opustime. Spokojime se s faktem, ze existuji, a nechame je na pokoji.

V pravé uvedeném prikladu jsme uz nepouzili klasickou pravdépodobnost, ale jakési jeji
prirozené rozsifeni - geometrickou pravdépodobnost. Protoze pocty prvki mnozin A a €
jsou nekonecné, nelze je dosazovat do zlomku. Ale pokud misto poc¢tu prvki dosazujeme
miry mnozin, podil

_ m(4)

mé vlastnosti pravdépodobnosti. Geometrickou pravdépodobnost jevu A defi-
nujeme jako podil miry mnoZiny priznivych vysledka (=miry mnoZiny A)
a miry mnoZiny vSech mozZnych vysledki (= miry mnoZiny ). Vzhledem k
tomu, Ze mira mnoziny je velmi slozity pojem, jehoz presné zavedeni by zabralo i nékolik
prednéasek, spokojme se s tvrzenim, Ze mirou intervalu rozumime jeho délku, mirou c¢asti
roviny rozumime jeji obsah a mirou ¢asti prostoru jeji objem.

OvSem nesmime zde zapomenout zdturaznit (pékné do ramecku), ve kterych pti-
padech Ize geometrickou pravdépodobnost pouzit:



Matematika 3 133

Geometrickou pravdépodobnost muzeme uzit jen tehdy, kdyz Q (= mnozina vSech
moznych vysledk pokusu) je nespocetné a vSechny vysledky hry nebo pokusu
nastévaji se stejnou pravdépodobnosti (= jsou stejné pravdépodobné).

Ptiznavam se, ze v pravée uvedeném ramecku jsem se dopustil nepfesnosti ve
slové ,nespocetna“. Mnozina 2 musi byt nespocetné nekonecna oblast kladné miry
(pojem oblasti viz 1.ro¢nik - diferencidlni a integralni pocet funkei vice proménnych),

V obou dosud uvazovanych modelech se vyskytovala dtlezitd podminka, zZe
kazdé dva rtizné vysledky jisté situace musi byt stejné pravdépodobné. To ovSsem nékdy
neni skutecnosti, a diky tomu vznikly dalsi dva modely pro popis pravdépodobnosti.

9.3 Diskrétni pravdépodobnost

Uz jsme v teorii pravdépodobnosti tak zbéhli, Ze miZzeme zacit i tfeba nécim tak
dilezitym, jako je ramecek:

Diskrétni pravdépodobnost mtzeme uzit tehdy, kdyz © (= pocet vSech
moznych vysledk pokusu) je konecnd (2 = {wy,ws, ..., wi})
nebo spocetnd (Q = {wy,wa, ..., Wn, Wni1,s--- 1);
pritom vysledky w; nemusi nastat se stejnou pravdépodobnosti.
Musi ovSem vzdy platit, Ze »_ o P(wi) = 1.

Jednotlivé elementarni vysledky experimentu v pripadé diskrétni pravdépodob-
nosti mohou, ale nemusi byt stejné pravdépodobné. Diskrétni pravdépodobnost jevu
A definujeme jako soucet pravdépodobnosti téch elementarnich jeva w;, které
jsou prvky mnoZiny A:

Takto zavedend funkce P na podmnozinach mnoziny 2 spliuje vlastnosti (i), (ii), (iii)
z uvodu této kapitoly, a je to tedy pravdépodobnost. Napiiklad tfeba plati P(Q) =
Y wcq Plwi) = 1, coz je soucést vlastnosti (ii).

Piiklad 9.12 Pravdépodobnost, Ze zatizeni pracuje cely den bez poruchy, je rovna %
Tato pravdepodobnost je stejnd kazZdy den a nezavisi na tom, zda ve dnech predchozich
doslo k poruse nebo ne. Pravdepodobnost, Ze v néktery den dojde k poruse, vycerpdva
vsechny ostatni situace, které mohou ten den nastat kromé bezporuchového provozu, a je
tudiz rovna 1 — %, coz je %. Ndhodnd velicina X uddvd pocet dni nutny k tomu, aby
nastala proni porucha (sleduje tedy spolehlivost zaFizeni - hodnoty veliciny X sniZené o
jednicku nam fikaji, kolik dni zatizeni pracovalo bez poruchy).

a) Urcete rozdéleni veliciny X (tj. urcete elementdrni jevy w; a jejich pravdépodobnosti

P(w;)).

b) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze k poruse zarizeni nedojde prunich pét dni jeho provozu.
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Reseni:

ad a) Nejnizsi moznd hodnota veliciny X, kterou miZeme naméfit, je hodnota 1, a to
tehdy, kdyz k poruse zarizeni dojde uz pruoni den provozu. To miZe nastat s pravde-
podobnosti %. Tento fakt budeme zkracené zapisovat

(uwvedenou rovnost c¢teme: pravdépodobnost, Ze X nabude hodnoty 1, je rovna 0,8).
Dale muze velicina X nabyt hodnoty 2 — a to tehdy, kdyz pruni den nedojde k poruse
(to nastane s pravdépodobnosti %), ale druhy den ano (a sice s pravdépodobnosti %)
Tedy vyslednd pravdépodobnost této situace je rovna soucinu pravdépodobnosti v
jednotlivgch dnech (vyuZivame predpokladu nezdvislosti jednotlivijch dni ... uZijeme
vzorec 9.8 pro pravdépodobnost priniku dvou nezdavislych jevi):

1 4

P(X=2)=—-.-=0,16.

( )=:%

Samozrejme se také muze stat, Ze namerime hodnotu X = 3, a sice s pravdépodob-
nosti + (e proni den nedojde k poruse) krdt 1 (Ze druhy den nedojde k poruse) krdt
(Ze k poruse dojde treti den). A tak (podle analogického vzorce pro pravdépodobnost
pruniku tri nezdvislych jevi)

Teoreticky je prosté mozné, Ze velicina X nabude jakéekoli prirozené hodnoty k, a
sice s pravdepodobnostt

px—gy L1 1:1_(1)“ 1
5 5 5 b 5 5

(k-1) krat

Napriklad pravdépodobnost, Ze velicina X nabude hodnoty 100 (tj. k pruni poruse
dojde aZ po 100 dnech provozu) je sice hodné mald (P(X = 100) = 6,3-10"7), ale
stale jesté riznd od nuly.

Pravé jsme popsali rozdéleni veliciny, kde jednotlivé elementarni hodnoty 1,2,3,4,...
nastavaji s riznou pravdépodobnosti. Téchto hodnot je nekonec¢né mnoho a vime, ze musi
splnovat vztah

iP(X:k:) =1,

protoze pravdépodobnost vSsech moznych pripadi, které mohou pii méreni veli¢iny X
nastat, je vzdy rovna jedné - to je jedna ze zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti.
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Obrazek 9.49: K pf. 9.12: Hodnoty pravdépodobnostni funkce p(x).

Veli¢ina X se nazyva diskrétni nahodna veli¢ina - nikoliv proto, Ze je nendpadné,
ale ze nabyva tzv. diskrétnich hodnot, coz jsou naptiklad takové hodnoty, které se lisi
o nasobek ur¢ité konstanty (v nasem pripadé konstanty 1). Funkce, jejiz hodnoty jsme
pravé urcili, se nazyva pravdépodobnostni funkce a oznacuje se vétsinou p(x), coz je
jesté vice zkraceny zapis:
p(z) = P(X = )

(¢ti: pravdépodobnost, Ze ,velké X“ nabyva hodnoty ,malé z“). Od nynéjska tedy zalezi
na tom, zda je napséno velké X (kterym budeme mit na mysli veli¢inu X') nebo malé x
(oznacujici jednu konkrétni hodnotu veli¢iny ,velké X“).
(%)171 2 proxe{l,2,3,...}

Jinak.
Na obrazku 9.49 je widét, Ze hodnoty jednotlivych pravdépodobnosti se pro rostouci x blizi
rychle k nule. Pokud zaokrouhlujeme vysledky na tri desetinnd mista (coZ je presnost
postacugici pro pravdépodobnostni vypocty), uz pro x > 6 je p(x) prakticky rovno nule.

V nasem pripadé p(x) =

Pro popis rozdéleni ndhodnych velic¢in se definuje tzv. distribuéni funkce F(z) pfedpi-
sem

F(z) = P(X < z).
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Aby nedoslo k nedorozuméni, tento vztah c¢teme: hodnota funkce F' v bodé ,malé x
je rovna pravdépodobnosti, ze ndhodna velicina ,, velké X“ nabude hodnoty mensi nez
,2malé x“  tj. hodnoty z intervalu (—oo, z).

Pro diskrétni velic¢inu lze dosadit do pravé strany tohoto defini¢niho vztahu:

F(z)=P(X <x)=> p(k).

k<xz

Distribucni funkce v nasem prikladu je zachycena na obrazku 9.50.

0.8-  —
06-
0.4-

02

Obrazek 9.50: K pt. 9.12: Graf distribu¢ni funkce F(x) diskrétniho rozdéleni.

U diskrétni veli¢iny je distribu¢ni funkce schodového tvaru - jedna se o funkci, ktera je po
¢astech konstantni, pouze v bodech 1,2,3, ... dochézi ke zméné (ke schodu), kde velikost
zmény (= vyska schodu) v bodé k je rovna pravé hodnoté p(k). Body vyznacené na levém
konci kazdého ze schodii prazdnym koleckem naznacuji, ze funkcéni hodnota distribucni
funkce v bodé schodu je definovana ne v bodé prazdného kolecka, ale dole u paty nizsiho
schodu (jesté nezvysend). Napiiklad F'(2) = 0,8. Distribu¢ni funkce je tedy zleva spojita
funkce, tj.
lim F(x) = F(k),

kde k£ je bod, ve kterém dochazi ke zméné vysky schodu. V nasem prikladu se jedna
o nekonecné dlouhé schodisté, ale vétsina z nekoneéné mnoha schodu (to uz obrazek
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nezachycuje, ale jsou tam) za patym schodem mé velmi malou vysku.

Rozdéleni pravdépodobnosti v predchozim piikladu mé& i svij nézev - je to tazv.
geometrické rozdéleni s parametrem p (pozor, je to néco jiného nez geometrickd
pravdépodobnost - geometricka pravdépodobnost je obecny nazev pro celou tfidu
pravdépodobnostnich modeld u nespoc¢etné mnoha moznych vysledki, z nichz kazdy na-
stane se stejnou pravdépodobnosti, kdezto geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
je konkrétni model diskrétni pravdépodobnosti pro nejvyse spocetné mmnoho riaznych
vysledkil nastavajicich obecné tieba i s rtiznou pravdépodobnosti - slovo ,,geometrické”
je zde diky tomu, Ze jednotlivé pravdépodobnosti p(k) tvofi geometrickou posloupnost;
tyto pojmy by si nikdo nemél zaménit).

ad b) Madme urcit pravdépodobnost, Ze k poruse dojde nejdrive Sesty den od zahdjent
provozu. To znamend, Ze k pruni poruse muze dojit Sesty den, sedmy den, osmy den
nebo kdykoliv pozdéy. Hledand pravdépodobnost se tedy rovnd

p=p(6) +p(7) +p8) +---,

zkratka a dobre se jednd o soucet nekonecné rady. Nekonecnou radu nékdy neni
snadn€ secist - to poturdi kazdy, kdo se o to nékdy pokousel. Ale v nasem prFipadé
vyuZijeme faktu, Ze soucet vsech nenulovych hodnot pravdépodobnostni funkce je ro-
ven jednée, a misto secitani nekonecné rady odecteme od hodnoty 1 pravdepodobnosti
téch elementdrnich jevi, které v této radé nejsou obsazZeny:

00 5
p = Y pk)=1- pk)=
k=6 k=1
— 1—(0,8+ 0,16+ 0,032 + 0,0064 + 0,00128) = 0,00032.

Vidime tedy, Ze pravdépodobnost, Ze k pruni poruSe dojde nejdrive sesty den, je
skutecné mald. Nicméné fintu s odectenim zbyvagicich pravdépodobnosti od jednicky
st muzeme pamatovat - hodi se vZdy, kdyzZ tim uSetrime pocet dosazeni do pravdé-
podobnostni funkce (a vyuZivame ji i v pripadech, kdy diskrétni veli¢ina nenabyvd
spocetného, ale jen konecného poctu hodnot).

9.4 Spojita pravdépodobnost

Nékteré veliciny nenabyvaji diskrétni hodnoty, ale hodnoty z urcitého intervalu realnych
¢isel. Napriklad pfi méfeni veli¢iny udavajici teplotu vzduchu mtzeme namérit libovolnou
realnou hodnotu z intervalu 0 az 25°C (jsme omezeni pouze pfesnosti svého teploméru).
Veli¢iny nabyvajici hodnoty z jistého intervalu se nazyvaji spojité nahodné veli¢iny.
A jejich pravdépodobnostni zakonitosti popisuje spojité rozdéleni pravdépodobnosti.
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Spojité rozdéleni k popisu veli¢iny X muzeme uzit tehdy, kdyz X nabyva hodnot
z mnoziny (2, kterd je nespocetné nekonecné (zpravidla 2 = R);
pritom jednotlivych hodnot nemusi nabyvat se stejnou pravdépodobnosti;
riznost, s jakou nabyva jednotlivych hodnot, je uréena funkei f(x),
které fikdme hustota. Musi ptfitom vzdy platit, ze

Jo f(@)dz = 1.

Spojitou pravdépodobnost jevu, ze velicina X nabude hodnoty z in-
tervalu < a,b >, kde a < b, definujeme jako integral z hustoty:

P(X e<a,b>) = /bf(m)dm

Piiklad 9.13 Zivotnost jistého druhu velmi specidlnich Zdrovek je spojitd nahodnd ve-

licina s hustotou
1 _ (z—10)2

f(w):\/m'e 12

Vypoctéte pravdépodobnost, Ze koupend Zdrovka vydrzi

a) 9 az 12 hodin provozu.
b) presné 10 hodin provozu.

Reseni: Uvedené rozdéleni md svuj ndzev - je to tzv. normdalni rozdéleni pravdépodobnosti
a jeho hustota je uvedena na obrazku 9.51.

0.3 7
0.25-
0.2
y0.15é
0.1]

0.05

0 B 10 15 20

Obrazek 9.51: K pf. 9.13: Graf hustoty f(x) spojitého rozdéleni.
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Kfivce hustoty se nékdy rika Gaussova kiivka, protoze za jejiho objevitele je povazovan
némecky matematik, fyzik, geofyzik a astronom Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Rik4
se, ze tento Clovék predbéhl svou dobu. A skutecné, je obdivuhodné, jak mohl najit
funkci tak podivného vzorce a krasného vzezieni, ktera nabyva nenulové hodnoty pro
kazdé realné cislo, a presto je integral z ni roven jedné. Pokud nékde v knihovné narazite
na néjakou praci Gausse, kde tu svou hustotu odvodil, uréité mi dejte védét.

ad a) Oznacme X veli¢inu uddvagict Zivotnost Zdrovky. Pak
12
P(X €<9;12 >) = / f(z)dx = 0,451.
9

Z matematické analyzy vsichni védi, Ze urcity (Riemanniv) integrdl z nezdporné funkce
je roven obsahu plochy pod grafem funkce na daném intervalu. Plati to © v tomto pripadé
- vypoctend pravdépodobnost je rovna obsahu srafované plochy na obrdazku 9.52.

0.3
0.25;
0.2
y0.155
0.1]

0.05

o 5 10 15 20
X

Obrazek 9.52: K pt.9.13: Pravdépodobnost u spojité veliiny je rovna obsahu Srafované
plochy.

Vlastnimu vypoctu integralu se budeme vénovat az v kapitole 13, kterda se zabyva
normalnim rozdélenim hloubéji. Zde se spokojime pouze s vysledkem.

Podobné jako u diskrétni pravdépodobnosti i zde se definuje distribu¢ni funkce,
a sice stejnym zptidsobem:
F(z) = P(X < x).
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Nyni ovSem se ke konkrétnimu vypoctu funkéni hodnoty uziva hustoty f(x):
Flz) = P(X < 2) = P(X € (—00,1)) = / F(t)dt.

Mezi hustotou a distribu¢ni funkeci u spojitého rozdéleni pravdépodobnosti plati zajimavy
vztah, a sice hustota je derivaci distribuc¢ni funkce:

F'(a) = f(x)

v téch bodech z, kde existuje derivace funkce F'(z).
Graf distribucni funkce v nasem prikladu je uveden na obrdzku 9.53.

Obrazek 9.53: K pt.9.13: Graf distribu¢ni funkce F(z) daného normalniho rozdéleni.

Podobné jako u diskrétniho rozdéleni, i u spojitého rozdéleni lezi fukéni hodnoty distri-
bu¢ni funkce v intervalu < 0;1 > (protoZe se jedné o hodnoty jisté pravdépodobnosti);
dale plati

xlimoo F(z) =0, xllrglo F(z) =1.

ad b) Podle ¢asti a) muzeme urcit pravdépodobnost, Ze Zivotnost Zdrovky bude presné
10 hodin:

P(X = 10) = /mm F(@)dz = 0.

Timto se lisi spojita velicina od diskrétni veli¢iny: u diskrétni veli¢iny existuje
nenulova pravdépodobnost, ze X nabude konkrétni hodnoty. Kdezto u spojité veli¢iny
pravdépodobnost, ze X nabuje jisté konkrétni hodnoty, je vzdy rovna nule.

Dovolte mi pokusit se vysveétlit tento jev. Jeho podstata thkvi v integralnim poctu, ale
vysvéetleme jej uvahou. Dejyme tomu, Ze bychom chtéli mezi vyrabénymi Zdrovkamsi
najit nékterou, jejiz Zivotnost je rovna presné 10 hodin. Tuto dobu Zivotnosti bychom
mérili pomoci mechanickych hodinek se vterinovou rucickou (presnost je na sekundy),
stopkami (presnost na setinu sekundy) a jesté jednim méridlem presnéjsim neZ stopky,
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kterée meri sekundy s presnosti na 4 desetinna mista. Pokud bychom nasli Zarovku, jejiz
Zivotnost by byla 10 hodin mérend hodinkami s rucickou, je dost mala pravdepodobnost,
Ze by na stopkdch nebyla Zddnd odchylka od 10 hodin v setindch sekundy. Ale i kdyby
to nastalo, tak je dost mdlo pravdépodobné, Ze by na tretim meridle nebyla odchylka
pri méreni s presnosti na 4 desetinnd mista. Pokud bychom pouZili jesté presnéjsi
meéridlo, pravdépodobnost, Ze pTi zvysujicim se poctu desetinnych mist presnosti
meérent je Zivotnost rovna presné 10 hodin, je stdle mensi. Celkem muzZeme uzavrit, Ze
pravdepodobnost, Ze bychom nasli Zdrovku s Zivotnosti 10 hodin a presnosti na nekonecné
mnoho desetinngch mist, je rovna nule.

Komu se toto wysvétleni stdle jesté nezda, musi se spokojit s konstatovanim, Ze
pravdépodobnost namérent Zivotnosti presné 10 hodin je hodné, hodné mald.

Shrnuti pojmu

Pokud vysledky jistého pokusu, hry nebo experimentu mohou nastat se stejnou pravdé-
podobnosti, pouzivame k jeho popisu klasickou (9.1) nebo geometrickou (9.2) pravdépo-
dobnost. Ovsem pokud nékteré z elementarnich vysledki nastavaji castéji nez jiné, situaci
znazornime pomoci diskrétni (9.3) nebo spojité (9.4) pravdépodobnosti.

Nase exkurze po zakladnich pravdépodobnostnich modelech je u konce. Studovali
jsme pritom vzdy rozdéleni jisté ndhodné veliciny. Intuitivné je jasné, o co se jedna.
Matematicky se ndhodna veli¢ina definuje jako jisté zobrazeni:

Pokud S je mnozina jevii nad prostorem (2, nazveme zobrazeni X : S — R nd-
hodnou veli¢inou, kdyZ pro libovolné z5 € R je mnozina X ~*((—o0, zy)) prvkem mnoziny
S (mnozinou X ~*((—o00,x¢)) rozumime sjednoceni vech mnozin z S, které zobrazeni X
zobrazi na hodnotu mensi nez x).

Nechci nyni travit cas objasnovanim této definice. Spokojim se s tim, Ze upozor-
nim ¢tenare na to, co od né€j budu vyzadovat predevsim. Kdyz studujeme jistou veli¢inu,
jako prvni véc bychom si méli uvédomit, zda se jedna o veli¢inu diskrétni (ta nabyva
hodnot z kone¢né (napt. {1,2,3,4,5,6}) nebo spocetné (napf. N, Z) mnoziny €2) nebo
spojitou (ta nabyva hodnot z realného intervalu Q =< a,b > nebo z celé mnoziny
realnych ¢isel). Popis téchto dvou typt veli¢in se totiz v nékterych vécech ligi. A
pouzivané vzorce nebo zptsob popisu se neustale odviji od jednoho z téchto dvou typi. V
nasledujicich kapitolach (a i v ilohéch praxe) se potfebuje obcas ur¢it pravdépodobnost,
ze nahodna veli¢ina nabyva hodnot z jistého intervalu < a,b). S ohledem na typ veli¢iny
budeme uzivat vzorec

x ro diskrétni velicinu X,
P(X €<a,b)=Pla< X <b) = X;agm,, weaP(7) P Lo
[ f(x)dx pro spojitou veli¢inu X.

Jak uz bylo fedeno, v diskrétnim piipadé funkce p(x) se nazyva pravdépodobnostni funkce,
ve spojitém pripadé funkce f(z) hustota. U obou typu veli¢in se definuje tzv. distribuéni
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funkce F'(x). Pokud zname jeji hodnoty, mizeme pouzit u obou typt veli¢in pouzit vztah

P(X €< a,b)) = F(b) — F(a). (9.7)

9.5 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

- 9.1 Podminénd pravdépodobnost vyjadiuje pravdépodobnost jevu  za
predpokladu, Ze je splnéna jistd podminka.

Otazka 9.2 Podminend pravdépodobnost P(A|B) nemiize byt rovna nule.

- 9.3 Pravdépodobnost se zabyvd otdzkou: pokud vychdzime z jistého stavu svéta,
jaké dusledky budou ndsledovat?

Otézka 9.4 Pro kazdé dva ndhodné jevy plati: P(AU B) = P(A) + P(B).

- 9.5 Vsech moznych vysledki experimentu, ktery lze popsat pravdépodobnostnim
modelem, muZe byt nejuyse spocetné mnoho.

- 9.6 Geometrickd pravdépodobnost je specidlnim pripadem spojité pravdépodob-
nosti.

- 9.7 Diskrétni nahodnd velicina nemize nabyvat vsech hodnot se stejnou prav-
dépodobnosti.

- 9.8 Distribucni funkce diskrétni nahodné veliciny je po cdstech spogitd.

- 9.9 U spojité ndhodné veliciny X je pravdépodobnost, Ze X nabude konkrétni
hodnoty, vZdy rovna nule.

- 9.10 Hustota spojité ndhodné veliciny nemize nikdy mit bod nespojitosti.

- 9.11 Distribucni funkce spojité nahodné veliciny nemize nikdy mit bod nespo-
Jitosts.

Otézka 9.12 U spojité i diskrétni veliciny lze pravdépodobnost P(X €< a, b)) vidy urcit
jako F(b) — F(a), kde F je distribucni funkce.

- 9.13 Ze zadané distribucni funkce lze vidy jednoznacné urcit prislusnou prav-
dépodobnostni funkci, popripadé hustotu.

Otazka 9.14 Kaidou nezdpornou funkei f(x), pro kterou [ f(@)de =1, lze oznadit
za hustotu jisté nahodné veliciny.
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Klasicka a geometricka pravdépodobnost
Priklad 9.1 Jakd je pravdépodobnost, Ze pri hodu dvéma kostkami (kostkou A a kostkou
B)

a) padnou dvé Sestky;

b) padne aspon jedna Sestka;

c) padne jedna 1 a jedna 2;

d) na kostce A padne 6, na kostce B padne 1;

e) padnou dvé stejné hodnoty;

£) cislo na kostce A je o 1 vétsi nez cislo na kostce B;
g) hodnoty, které padnou, se lisi o jednicku;

h) na kaZdé z kostek padne 1 nebo 2;

Priklad 9.2 Urcete pravdépodobnost, Ze ve skupiné k studenti k < 365 Zddni dva stu-
denti nemaji narozeniny tyz den v roce (pro jednoduchost predpokldadejte, Ze 29. inora se
nikdo nenarodil, tj. pocet dni v roce, o které se jednd, je 365).

Priklad 9.3 Hodime n—Fkrdt desetikorunou. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne k—krat
lic? (k <n)

Priklad 9.4 Na stavbu byly dovezeny cihly ze tii cihelen v poméru 1 : 2 : 2. Jednotlivé
cihelny vyrobi kvalitni cihlu podle normy s pravdépodobnosti po tadé 0,8; 0,65; 0,72. Jakad
je pravdépodobnost, Ze nahodné vybrand cihla bude kvalitni?

Priklad 9.5 Zdkaznik vybral ndhodné viyrobek ze skupiny 8 kvalitnich a 2 kazovyjch.
Konzultuje vyber s expertem, ktery poznd kvalitnt vyrobek s pravdépodobnosti % a s prav-
dépodobnosti 1—10 oznaci za kvalitni i vyrobek, ktery je spatny. Urcete pravdepodobnost, Ze
expert oznaci zakaznikem vybrany vyrobek za kvalitni.

Priklad 9.6 V situaci z prikladu ¢.3. expert oznacil zdkaznikem vybrany vyrobek za
kvalitni. Urcete pravdépodobnost toho, Ze viyrobek je skutecné kvalitni.

Priklad 9.7 Zdrovky jsou do obchodu doddvdny ze dvou zdvodi. Zdvod A doddvd 70%
celkové produkce a md zmetkovitost 17%. Zavod B doddvd 30% celkové produkce a md
zmetkovitost 37%. Zdkaznik po koupi zjistil, Ze koupend Zdrovka vyhovuje normé. Jakd je
pravdépodobnost toho, Ze byla zhotovena v zdvodé B?

Priklad 9.8 Obrazovka radaru je kruhovd o poloméru r. Pri zapnuti se na ni nahodné
objevi svitici bod zndzornugjict letici objekt. Urcete pravdépodobnost, Ze svitici bod bude od

stredu obrazovky vzddlen o méné neZ 5.

Priklad 9.9 Tyc délky | = 7 metru dvojim prefezanim ndhodné rozreZeme na tri kusy.
Jaka je pravdépodobnost, Ze z mich lze sestavit trojuhelnik?
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Diskrétni a spojita nahodna veli¢ina
Priklad 9.10 Jan Kowdr jde z télocvicny do hospody a premysli, kolik vypije piv. Roz-
hodne se pro ndsledugjici postup:

1. Pokud mu pri hodu kostkou padne 1,2,3,4 nebo 5, da si pivo; pokud 6, jde domai.

2. Pokud vypil pruni pivo, hadzZe jesté jednou. KdyzZ mu padne 1,2,3 nebo 4, dd si druhé
pivo, jinak jde domai.

3. Pokud vypil druhé pivo, hdZe potreti. Kdyz mu padne 1,2 nebo 3, da si treti pivo,
nnak jde domai.
4. Po tretim pivu jde v kaZdém pripadé domi (musi se ucit matematiku,).

Uréete pravdépodobnostni funkci poctu piv, které Honza vypije (= pravdépodobnost, s
jakou vypije 0 piv ,1 pivo, 2 piva, 8 piva). Nakreslete graf prislusné distribuéni funkce.

Priklad 9.11 Pri basebalu je hrac¢ dvakrat na pdlce. Pravdépodobnost, Ze pri pronim
pobytu na pdlce zasdhne micek, je 0,25. Pravdépodobnost, Ze pri druhém pobytu na pdlce
zasahne micek, je

0,35 ... pokud pri prunim pobytu zasdhl,
0,25 ... pokud pri prunim pobytu nezasdahl.

Ndhodnd velicina X uddva pocet uspésnych pobyti na pdlce u daného hrace. Jakych hod-
not muze nabyvat? Urcete jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

Priklad 9.12 Hrac basketbalu haZe trestné koSe aZ do okamzZiku, kdy se netrefi. Pak
prestavd hdzet. Nejvice vsak md povoleno hodit pet ispésnych kosu. Urcete rozdélent prav-
dépodobnosti poctu uspésnych kosu, jestlize pravdepodobnost uspéchu pri kaZdém hodu je
nezavisld na predchozim hodu a je rovna 0,9.

Priklad 9.13 Hustota rozdéleni pravdépodobnosti je dana vztahem

0 ... prox <0
)z ... prox e<0;1);
flo) = 0,5 ... prox €< 1;2)

0 prox>2.
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£) Urcete distribucni funkci ndhodné veliciny X .

Priklad 9.14 Urcete hodnotu parametru c tak, aby funkce f(x) = c- e 1*l byla hustota,
a pak naleznéte prislusnou distribucni funkci F(x).

Priklad 9.15 Ndhodnd velicina X uddvd Zivotnost Zdrovky a ma distribucéni funkei (1
jednotka = 1 hodina)

F(m):{o co.oprox <0

l1—e 10 ... prox>0.

Vypoctéte pravdepodobnost, Ze nahodné zakoupend Zdrovka vydrZi v provozu
a) méné nez 90 hodin;

b) 80 aZ 120 hodin;

c) wvice nez 150 hodin.

Odpovédi na otazky a feseni piikladta viz 15.9

Programovaci ulohy

Programovaci uloha 1 NapiSte program, na jehoZz vstupu je zadana pravdépodobnostni
funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X (nenulova nejvyse pro 20 hodnot) a na vystupu
nasledujici volby:

a) Pro uzivatelem zadané x € R se vypoc¢te hodnota distribuéni funkce F(z);
b) Pro uzivatelem zadany interval I se vypocte pravdépodobnost P(X € I).

Programovaci tloha 2 Napiste program, na jehoz vstupu je zadana hustota f(z) spo-
jité ndhodné veliciny X podobného typu jako v prikladu 9.13 a na vystupu nasle-
dujici volby:

a) Pro uzivatelem zadané x € R se vypocte hodnota distribu¢ni funkce F'(x);

b) Pro uzivatelem zadany interval I se vypocte pravdépodobnost P(X € I).
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10 Stredni hodnota a rozptyl

Cil kapitoly

Zatimco v kapitole 9 jsme se zabyvali riiznymi matematickymi pfistupy k pravdépo-
dobmnosti, nyni se podivame zejména na zpracovani konkrétnich dat. Pokud ziskdme
méfenim soubor hodnot urcité veli¢iny, existuji rfizné metody, kterymi nameérena data
zpracovavame a popisujeme. K zakladnimu popisu patii primér nameéfenych dat.
Uvidime, Ze pramér souvisi s pojmem stfedni hodnoty v teorii pravdépodobnosti.
Déle se seznamime s nékterymi dalsimi charakteristikami namérenych dat, mezi nimiz

vvvvvv

objasnovani rozdilu mezi teorii a praxi - vztahu pravdépodobnosti a statistiky.

10.1 Empirické a teoretické rozdéleni pravdépodobnosti

Drtive nez pristoupime ke konkrétnimu popisu souboru namérenych dat, je dilezité si uve-
domit rozdil a souvislost mezi empirickym a teoretickym rozdélenim pravdépodobnosti.
Vysvétlime ji na nésledujicich dvou pfikladech. Empirické rozdéleni pravdépodob-
nosti je to rozdéleni, které ziskame z naméfenych dat (z feckého empirio = zkuSenost;
tedy empirické rozdéleni popisuje konkrétni méfeni - jak ndm v tom nasem ceském impériu
hazou kostky, mince, porouchéavaji se zafizeni, apod.)

Priklad 10.1 Byla ziskana data tim zptusobem, Ze kaZdd z dvaceti osob hodila ctyrikrat
korunou. V tabulce 10.1 jsou zaznamenany pocty licti ve ctyrech hodech u kaZdé z osob.
Urcete empiricke rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X .

Tabulka 10.1: K pf. 10.1: Naméfené hodnoty veli¢iny X.

osoba 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X-hodnota| 3 1 1 3 1 2 0 2 4 4

osoba 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X-hodnota| 1 2 2 1 2 1 2 3 3 3

Reseni: Nejprve si viimnéme, Ze nase velicina X je diskrétni, protoZe nabyjvd pouze péti
hodnot - 0,1,2,3 nebo 4. Zpracovani této ulohy je zalozeno na pojmu cetnost, ktery
udava pocet vyskytid dané hodnoty v nasem souboru. Naptiklad ze vSech dvaceti métreni
je jen jedna hodnota 0, tj. veli¢ina X nabyva hodnoty 0 s Cetnosti 1 (budeme znadcit
¢(0) = 1). Hodnota 1 se vyskytuje s ¢etnosti 6, atd. VSechny ¢etnosti jsou zaznamenany
v tabulce 10.2:
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Tabulka 10.2: K pf. 10.1: Tabulka empirickych cetnosti hodnot veliciny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 6 6 5 2

Musi platit jednoduché kontrola, ze soucet vsech cetnosti ve druhém radku tabulky je
roven po¢tu hodnot (v nasem pfipadé 20), protoze kazdou hodnotu jsme podcitali pravé
jednou.

Uvedené cetnosti lze také znazornit v tzv. histogramu d¢etnosti - viz obr.
10.54, kde vysky jednotlivych obdélnickit jsou rovny konkrétnim cetnostem a délka
zékladny kazdého z obdélnickt je rovna 1.

Obrazek 10.54: K prikladu 10.1: Histogram cetnosti veli¢iny X.

K uréeni empirického rozdéleni pravdépodobnosti ndm zbyva posledni krok - vydelit cet-
nosti délkou souboru (= poctem hodnot), v nasem pripadé cislem 20. Tak dostaneme
tabulku 10.3 relativnich cetnosti vzhledem k poctu mérend.

Tabulka 10.3: K pf. 10.1: Funkce p(z) empirického rozdéleni pravdépodobnosti velic¢iny
X.

X-hodnota | 0 1 2 3 4
p(x) 0,05 0,3 0,3 0,25 0,1

Soucet téchto relativnich ¢etnosti je roven jedné, jsou tedy splnény vsSechny podminky
diskrétni pravdépodobnosti - nalezli jsme pravdépodobnostni funkei p(z) tohoto rozdéleni.
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Pti zpracovani dat se nékdy misto pravdépodobnostni funkce uziva grafického znazornéni
v podobé histogramu pravdépodobnosti (pravdépodobnostniho histogramu) viz obr.
10.55.

Obrazek 10.55: K pf. 10.1: Histogram pravdépodobnosti veli¢iny X .

Jediny rozdil mezi obrazky 10.54 a 10.55 je v tom, Ze v prvnim pripadé se na osu y
nanasi hodnoty cetnosti a ve druhém ptipadé pravdépodobnosti. Na pravdépodobnostnim
histogramu je zajimavé to, ze soucet obsahii vSech obdélnikii na obrazku je roven jedné,
¢ili jedna se o jakysi geometricky model analogicky situaci spojité pravdépodobnosti, kde
vime, ze plati

b
P(X e<a,b>)= / f(z)dx = obsah plochy pod kfivkou f(z) na < a,b >.

Pokud chceme s vyuzitim histogramu pravdépodobnosti v nasem diskrétnim pripadé vycislit
treba pravdépodobnost,zZe pri 4 hodech minci padl lic jednou nebo dvakrdt, dostavdime

P(X e<1,2>)=P(X =1)+P(X =2)=0,3+0,3=0,6,

coZ je rovno souctu obsahi obdélniki histogramu nad hodnotami 1 a 2 (viz obr. 10.56).
Pokud tedy uvazujeme u spojité veliciny hustotu a u diskrétni veli¢iny histogram
pravdépodobnosti, lze v obou pripadech vyjadfit pravdépodobnost, ze veli¢ina X
nabude hodnot z jistého intervalu, jako obsah ur¢ité plochy (v pfipadé histogramu
musi platit dulezity predpoklad, ktery zde jesté jednou pripomenu: zakladna kazdého z
elementérnich obdélnikt histogramu musi mit délku 1).

MuZeme také pro formu mnakreslit graf pravdépodobnostni funkce p(x) (obrdzek
10.57), poptipadé graf distribucni funkce F(x) (10.58). V tomto pripadé se distribucni
funkce sklddd z péti schodu, z nichZ ten posledni mad vysku 1 a nekonecnou délku.

délent nez velicina z prikladu 9.12, protozZe nabyvd konecné mnoha hodnot s riznou prav-
dépodobnosti (aby si nékdo po absolvovdni prikladu 9.12 nemyslel, Ze diskrétni velicina
mizZe nabyvat jen nekonecné mnoha hodnot).
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Obrazek 10.56: K pt. 10.1: I v diskrétnim piipadé lze pravdépodobnost vyjadrit jako
obsah jisté plochy.

Obrazek 10.57: K pf. 10.1: Graf pravdépodobnostni funkce p(z).

Pojem teoretické rozdéleni pravdépodobnosti je asi kazdému jasny - uré¢ime rozdéleni
teoreticky, nikoliv na zakladé méreni. Ale zajimavé bude nalézt teoretické rozdéleni ve
stejné situaci, kterou jsme pravé uvazovali.

Priiklad 10.2 Naleznéte teoretické rozdéleni veliciny X, kterd udavd pocet licti pri
ctyrech hodech minci.

Reseni: Podrobime mna$i situaci teoretickym tvahdm za predpokladu, Ze mince je
vyvdZend a vyrobend ze stejnorodého materidlu. V tabulce 10.4 jsou uvedeny vsechny
mozné vysledky ¢tyr hodi minci (druhy sloupec uddvd vZdy pocet licti v dané varianté):

Bystrému pozorovateli asi neuslo, Ze vsech moznych vysledki je 16. A protoZe lic padd s
pravdépodobnosti %, kazdy z téchto 16 vysledku je stejné pravdépodobny. A proto muZeme
z tabulky wrcit cetnosti poctu lici (viz tabulka 10.5)

a vydélenim hodnotou 16 pak @ relativni cetnosti, které uz jsou hodnotami hledané teore-
tické pravdépodobnostni funkce p(x) (viz tabulka 10.6).
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08
06
04

0.2

Obrazek 10.58: K pf. 10.1: Graf distribu¢ni funkce F'(x) rozdéleni veli¢iny X.

Tabulka 10.4: K pi. 10.2: pfehled vSech moznych vysledkt pii ¢tyfech hodech minci.

vysledek pocet lict || vysledek pocet lict
LLLL 4 LRRL 2
LLLR 3 RLRL 2
LLRL 3 RRLL 2
LRLL 3 LRRR 1
RLLL 3 RLRR 1
LLRR 2 RRLR 1
LRLR 2 RRRL 1
RLLR 2 RRRR 0

Prislusny histogram pravdépodobnosti je zndazornén na obrdzku 10.59.
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Tabulka 10.5: K pf. 10.2: Tabulka teoretickych ¢etnosti hodnot veli¢iny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 4 6 41

Tabulka 10.6: K pf. 10.2: Funkce p(z) teoretického rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny
X.

X-hodnota 0 1 2 3 4
p(x) 0,0625 0,25 0,375 0,25 0,0625

0.35 -
0.3-

0.25 -
0.2-
0.15 -
0.1-

4o 1 2 3 4 5

Obrazek 10.59: K pf. 10.2: Histogram pravdépodobnosti teoretického rozdéleni veli¢iny
X.

K teoretickému rozdéleni pravdépodobnosti v ptikladu 10.2 lze jednoduse sestrojit teore-
tické rozdéleni cetnosti, a dokonce si mizeme vybrat, kolikrat se ma experiment ,,prak-
ticky“ provadét. Napriklad pro 128 opakovani experimentu ¢tyf hodii minci mé teoretické
rozdéleni cetnosti stejny tvar jako pravdépodobnostni histogram 10.59, jen na osu y vy-
nasime hodnoty reprezentujici ¢etnost (i) (obrazek zde uz neni uveden, od 10.59 se lisi
jen métitkem svislé osy):
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(0) (0) - 128 = 0,0625 - 128 = 8
(1) (1)-128 = 0,25 - 128 = 32
¢(2) = p(2)-128 =0,375- 128 = 48
(3) (3)-128 = 0,25 - 128 = 32
(4) (4) - 128 = 0,0625 - 128 = 8

Cili kdybychom uéinili 128 pokusti, z nichZ jeden sestavé ze ¢tyi hodt minci, nas nejlepsi
teoreticky odhad je ten, ze v 8 pokusech by nepadl zadny lic, ve 32 pokusech jeden lic, atd.

Teoretické rozdéleni pravdépodobnosti je jakési ocekavané rozdéleni, které nastane za
jistych predpokladii. Naptiklad pfi pokusu 4 hod minci témito predpoklady jsou:

e Mince je vyrobena tak, ze rub a lic pada se stejnou pravdépodobnosti.

e Minci je hdzeno ,normélné“, ne néjakym divnym stylem, ktery by zvyhodioval bud
rub, nebo lic.

e Kazdy tucastnik pokusu pravdivé nahlasi své vysledky.

Rozdéleni ziskané empiricky v ptrikladu 10.1 ,zhruba“ odpovida teoretickému rozdeéleni z
prikladu 10.2. Zda se tedy rozumné uzaviit, ze se svétem je vSechno v poradku: mince
je pravdépodobné dobfe vyvazena, lidé ji hazou dobrym zptsobem a nahlasuji vysledky
poctive.

Pokud by data z prikladu 10.1 vedla na empirické rozdéleni pravdépodobnosti uvedené
na obrazku 10.60,

—

_— 0 1 2 3 4 5

Obrazek 10.60: K piikladtim 10.1, 10.2: Empiricky histogram pravdépodobnosti veli¢iny
X, ktery se hodné lisi od teoretického.
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bylo by patrné, ze tfi nebo c¢tyri lice padaly ve c¢tyfech hodech mnohem castéji, nez
jsme ocekavali, na tkor vysledkt 0 lict, 1 lic, 2 lice. To by zpochybnilo néktery z nasich
predpokladii. Uzavieli bychom, Ze bud je mince néjak divné vyvéazena, nebo lidé ji hazeji
divnym stylem.

V tom tedy tkvi podstata statistického usuzovani: Pred experimentem se urdi,
jaky tvar ma za jistych predpokladt teoretické rozdéleni pravdépodobnosti. Pak se
provede experiment a z naméienych dat ziskdme empirické rozdéleni pravdépodobnosti.
Jestlize se teoretické a empirické rozdéleni shoduji, uzavirdme, ze ptredpoklady,
které jsme ucinili, jsou pravdépodobné spravné. Na druhé strané, kdyz se teoretické
rozdéleni od empirického vyznamné lisi, uzavirame, ze jeden nebo vice predpokladt je
pravdépodobné nespravnych. Podrobnéji o tom bude fe¢ pii konkrétnich statistickych
testech v nasledujicich kapitolach. Zde byly uveden jen priklady vysvétlujici, k ¢emu
pravdépodobnostni rozdéleni slouzi.

10.2 Empirické charakteristiky popisu dat

Pustime se nyni uz do konkrétniho zpracovani namérenych dat. Pokud mame jisty pocet
méfeni veli¢iny, lze z téchto méteni urcit nasledujici jednoduché charakteristiky:

o v v / L= 1 n v s —
e Prameér z naméfenych hodnot z1,xs,...,2,: T = = -> " | x;. Oznaceni T je celkem

standardni a pouziva se ve fyzice i dalSich védach k vyjadieni primérné hodnoty.

e Median z hodnot xq,xs,...,x, je prostfedni z téchto hodnot vzhledem k jejich
usporadani podle velikosti.

e Modus z hodnot z1, xs, ..., z, je ta z hodnot, ktera se vyskytuje s nejvyssi cetnosti.
Priklad 10.3 Jsou ziskdny vysledky kvizového skore u 11 osob:

8,9,7,9,8,1,3,4,7,7,7.

Primeér téchto hodnot je © = ﬁ oy = % = 6. Modus tohoto souboru je hodnota,

kterd se vyskytuje nejcastéji, cili ¢islo 7. A abychom mohli urcit medidn, musime hodnoty
setadit podle velikosti (napriklad vzestupné):

1,3,4,5,7,7,7,7,8,8,9.
Prostredni z téchto hodnot je na Sesté pozici, ¢ili medidnem je cislo 7.

Piiklad 10.4 Méjme jing soubor hodnot, uz usporadany podle velikosti, napriklad se-
stupneé:
7,6,5,5,4,2,1,1.

ProtoZze pocet mérend je sudy (budeme téz rikat, Ze soubor méereni md sudou délku), medidn
urcime jako prumeér dvou prostrednich hodnot: %(5 +4)=45.
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Priklad 10.5 Soubor méreni mize mit vice modi (= druhy pdd od slova modus). Na-

priklad soubor

8,6,6,5,4,3,3
je tzv. bimoddlni soubor, protoZe nejcastéji (= dvakrdt) se v ném objevuji hodnoty 6
(=modusl) a3 (=modus2). Pri trech modech mluvime o trimoddalnim, pri ctyrech o kvatro-
modalnim souboru, atd. Nékteré ucebnice ignoruji moznost vice modi a za modus oznacuji
nejuetsi nejcastesi nabyvanou hodnotu, coZ by v nasem pripade bylo 6.

N 24

kde se vyskytuje v souboru méteni tzv. odklonéna hodnota, coz je hodnota, ktera se hodné
lisi od vsSech ostatnich.

Priklad 10.6 UvaZujme experiment, ve kterém mérime cas reakce nahodné vybraného
studenta na otdzku, respektive cas, ktery ubehne mezi nasi otdazkou a jeho odpovédi. Pribéh
experimentu je zaznamenan v tabulce 10.7.

Tabulka 10.7: K piikladu 10.6: Soubor méfeni ziskanych v experimentu.

otazka odpovéd | doba reakce (v sekundéch)
ovoce na ,h“ hruska 0,6
stat na ,F“ Francie 0,4
muzské jméno na ,H* | Horymir 0,6
ro¢ni obdobi na ,,p“ | podzim 0,7
Cast téla na ,z“ zada 10,0

Z namerenych dat T = 2,46, modus = median = 0,6. Velky rozdil mezi medidanem a
primerem je zpusoben odklonénou hodnotou 10,0. V tomto pripadé je k popisu souboru
mérent uzZitecnéjsi uzit medidn (anebo odklonénou hodnotu miZeme z dvah vypustit, a pak
teprve spocitat prameér).

Pravé uvedeny priklad tedy vysvétluje, pro¢ se kromé primeéru zavadi jesté pojem
medidnu - medidn nam podava podstatné lepsi informaci nez priamér, pokud je soubor
méfeni vystaven nebezpeci vlivu odklonénych hodnot. Dobrym piikladem rozdilu téchto
pojmii je méfeni hrubého mési¢niho p¥ijmu v CR: média uvadéji primérny piijem, ale
tato hodnota je zkreslena pfijmy deseti (nebo péti?) procent nejbohatSich lidi. Mnohem
zajimavéjsi je tzv. medianova hodnota primeérného piijmu, ktera je ,,uprostied® pracujici
populace, tj. polovina pracujicich ma mensi pfijem nez median a polovina mé vétsi hruby
piijem za mésic. Tato medidnova hodnota je jisté nizsi nez primeér.

Kromé primeéru nas casto zajima, jakym zptsobem se data od pruméru lisi, tj.
jak velka je odchylka hodnot od priameéru. Lze urcovat riizné typy odchylek - podivejme
se na né pro konkrétni data.
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Piiklad 10.7 Uvazujme soubor méreni z prikladu 10.5. Pro tato data se definuji rizné
typy odchylek uvedené v tabulce 10.8.

Tabulka 10.8: K prikladu 10.7: Rizné typy odchylek od priméru.

T |2 —T | |v; — 7| | (2, —T)?
8 2 2 4
5 -1 1 1
7 1 1 1
9 3 3 9
8 2 2 4
1 -5 ) 25
3 -3 3 9
4 -2 2 4
7 1 1 1
7 1 1 1
7 1 1 1

Pro kazdou hodnotu méfeni z; lze urcit jeji odchylku od priméru z; — 7, absolutni
hodnotu této odchylky |z; — Z| (tzv. absolutni odchylku) a kvadratickou odchylku
(r; — 7)2. Nam by se ovSem kromé priiméru T ziskaného ze vsech hodnot v souboru
hodila dalsi mira odchyleni od primeéru vypoctena ze vSech hodnot souboru najednou.

’ / z o v o v /7 o Y » 1 n J—
Touto mirou odchyleni od priméru nemiize byt primérna odchylka - > " (z; — 7),
protoze ta je vzdy rovna nule, ¢ili zadnou informaci o rozptylu hodnot z néj neziskame.

Kdo tomu nevéii, at upravuje spolu se mnou:

%Z(wl—f)z%(Zﬂﬁz)—%(zf):f_%nf:o

Dal§im kandiddtem na rozptyl je primérna absolutni odchylka > |z; — z|. V
nasem prikladu je rovna 2 a uz sdéluje jakousi informaci o rozptylu: ndhodné vybrana
hodnota méfeni je od primeéru T odchylenad asi o 2 jednotky. S touto mérou rozptylu
se v nékterych matematickych popisech uz setkavame. Ale vzhledem k tomu, Ze soucet
absolutnich hodnot je obtizné matematicky zpracovatelny (napf. obtizné se derivuje,
apod.), nejcastéjsiho pouzivani se t&si prumérna kvadraticka odchylka % S(z;— 1)
S ni se uz ¢tenar setkal v prvni ¢asti tohoto skripta - u metody nejmensich ¢tverct. I v
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pravdépodobnosti a statistice se pouziva spise tato mira odchyleni. Budeme ji oznacovat
s? a nazyvat empiricky rozptyl (pokud bude ze souvislosti jasné, zZe se jedna o soubor
empiricky ziskanych hodnot, slovo ,empiricky“ nékdy vynechame).

V nasem prikladu s* = 5.455. Jednd se o velicinu, jejiZ rozmér je vzhledem k mérené
veliciné umocnény na druhou. ProtoZe nekdy budeme potrebovat charakteristiku stejného
fyzikdlniho rozméru, oznacme

s :=Vs?%  welidina s se nazyvd empiricka smérodatna odchylka.

Pro nase data s = /5,455 = 2,336. Doviddme se tedy, Ze ndhodné vybrand hodnota
ze souboru je od pruméru odchylend ast o 2,336 bodi skore. Tato mira rozptyleni je
tedy mirné vyssi nez primeérna absolutni odchylka — u primérné kvadratické odchylky
muzeme tedy mluvit o vétsi velkorysosti.

Dalsi mirou rozptylu hodnot miize byt intervalovy rozsah hodnot < x,,in, Tmaz >-
V nasem prikladu vidime, Ze X €< 1;9 >.

Protoze v dal$im textu budeme uZivat zejména empiricky rozptyl s?, na chvili se u ngj
zastavme. Pokud budete spolu se mnou upravovat defini¢ni vztah, dospéjeme ke vzorci,
ktery budeme pro vypocet s? pouzivat:
n
_ l(zxz) _ 2_5(21,) L0 l(zxz) 9@ g —
n ! n Y n n !
1 2\ =2
= — ;) —T°.
Ly

Posledni fadek odvozeni se nekdy c¢te jako ,,primeér ¢tvercli minus ¢tverec prameéru®, coz
je i pomtckou k zapamatovani vzorce.

1 < 1
2 = — 7:—_2: 2—2_- i 72 =
s ni;(x T) E (x] — 2T - 2; +T°)

Nasledujici priklad je klicovym prikladem této kapitoly - jsou zde uvedeny
vzorce, které jsou podkladem teoretickych charakteristik oddilu 10.3.

Piiklad 10.8 Ndhodnd velicina X uddvd pocet lict pri ctyrech hodech minci. Mérenim
se ziskalo téchto dvacet hodnot veliciny:

3,1,1,3,1,2,0,2,4,4,1,2,2,1,2,1,2,3,3,3.

Urcete primeér a empiricky rozptyl souboru merent.

a) Klasické feSeni: Jednd se o stejnd data jako v prikladu 10.1. Vypocteme primer,
empiricky rozptyl © empirickou smérodatnou odchylku:
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8
I

b

©| =
B
ul\D
o
>

20
1
2 = = 2) —2.05% = 1,1475:
S 20(;‘%7,) ? ? )

s = /1,1475 = 1,0712.

Vidime tedy, Ze p¥i c¢tyfech hodech minci padalo priumeérné 2,05 lici (hodnota priméru
se ve statistice zpravidla nezaokrouhluje), pritom ndhodné vybrand hodnota se od tohoto
praméru odchyluge asi o 1,07 lict (tato hodnota se rovnéz nezaokrouhluje). Odchylka ,asi
0 1,07% je dosti nepresné vyjadrena - potrebovali bychom spise védét, s jakou pravdépo-
dobnosti mérend velicina leZi v intervalu (2,05 — 1,07;2,05 + 1,07). At se zatim cétendr
spokoji s turzenim, Ze mérend veli¢ina v uvedeném intervalu leZi ve vétsiné pripadi (pokud
mérime hodnoty veli¢iny s tzv. normalnim rozdélenim (viz 13), tak v intervalu lezi asi
68% meérent; dale také o intervalech spolehlivosti viz predmét MPSO).

b) Reseni pomoci rozdéleni Eetnosti: Mame li data zpracovana v podobé etnosti
- viz tabulka 10.9, kde v; jsou hodnoty, kterych veli¢ina X nabyva (v je pismeno
fecké abecedy a ¢te se ,ny“) -

Tabulka 10.9: K piikladu 10.8: Tabulka cetnosti souboru méfeni veliciny X.

v; | V2 | Getnost c(1v;)
010 1
1]1 6
24 6
319 5
4116 2

muzeme k vypoctu primeéru a rozptylu dat vyuzit vzorce, které obsahuji ¢etnosti:
T = lZVi'C(Vi); s = l(z:uz-c(yi))—fz.

Dosazenim se presvédcime, ze dostaneme stejny vysledek jako v ptfipadé klasickych
vzorcu (a ono je i vidét, ze vzorce pro ¢etnosti dostaneme z klasickych vzorcu jedno-
duchou tvahou - etnost ¢(v;) vyjadiuje, kolikrat se hodnota v; v souboru vyskytuje,
a proto se jednd jen o pfepsani jednoho a téhoz vzorce).
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c) ReSeni pomoci rozdéleni pravdépodobnosti: Sledujte se mnou nasledujici

uvahu: Vklouzneme-li se zlomkem % ve vzorcich uzivajicich Cetnost z feSeni b)

za sumu, uvniti dostaneme zlomky % Tyto zlomky vlastné vyjadiuji relativni

¢etnosti hodnot v;, tedy jejich empirické pravdépodobnosti:
c(v;
() _ (),

n
Odtud muzeme psat vzorce pro vypocet priméru a rozptylu ve tvaru

T = ZVZC(:) :ZVi'p(Vi);

Vi

§* = (Z v C<:)) 22 =()_ v p(w) -7

Vi v

S vyuzitim tabulky 10.10 empirickych pravdépodobnosti pak dosazenim do téchto vzorci
dostaneme tentyz vysledek jako v piipadé a) a b).

Tabulka 10.10: K ptikladu 10.8: Tabulka empirickych pravdépodobnosti.

vi | v} | p(vy)
0] 0005
1711 0,3
21403
319025
4116 | 0,1

I v tomto piipadé se stéle jednd o pouhé pfepsani stejnych vzorcti a) nebo b) s vyuzitim
oznaceni pomoci pravdépodobnosti.

10.3 Teoretické charakteristiky popisu dat

Nékomu se mozna zdaly vzorce z odstavce c¢) prikladu 10.8 piili§ vykonstruované, ale tyto
uvahy jsou zakladem pro definici charakteristik teoretického rozdéleni pravdépodobnosti.
Pravé u teoretického rozdéleni nemame totiz k dispozici ani Cetnosti, ani méfeni, ale
pouze teoretické pravdépodobnosti. Praveé ty dosadime do vzorci misto pravdépodobnosti
empirickych.

Uvazujme nejprve diskrétni nahodnou velicinu X. Stfedni hodnotu FEX veli-
¢iny X definujeme vztahem

EX = Z v; - p(v).
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Oznaceni pomoci pismene F pochazi z anglického expected value (= ocekavana hodnota).
Stfedni hodnota podle odstavce c) pfikladu 10.8 tedy neni nic jiného nez primér hodnot,
které bychom ziskali pri platnosti danych teoretickych predpokladt. Je to tedy jakysi
yteoreticky* praimér - priamér, ktery bychom ziskali pifi praktickém méreni, kdyby
meéfend veli¢ina odpovidala danému teoretickému popisu.

Rozptyl DX veli¢iny X definujeme jako stfedni hodnotu ¢tverce odchylky veli¢iny X od
své stiedni hodnoty EX:
DX = E(X — EX)%

Oznaceni pomoci pismene D pochdzi z anglického dispersion (=rozptyl). Jiné anglické
slovo pro rozptyl je variance, odtud v nékterych ucebnicich se rozptyl oznacuje jako varX.
Ale my se v dalsim budeme drzet oznaceni DX . Podivejme se definici rozptylu na zoubek:
umocnénim zavorky a dosazenim za stfedni hodnotu velicin X? a X dostaneme

DX = E(X -EX)?=FX?-2X -EX+(EX)?) =
= EX?-2EX-EX +(EX)’=FEX?—(EX)*=

= D> vipw) = Qv p(w))*.

Treti fadek odvozeni je pravé vzorec pro vypocet s? z odstavce c) prikladu 10.8. Tj.
rozptyl je definovan naprosto piirozené jako hodnota, kterou bychom vypocetli jako s
pro soubor méteni veli¢iny, kterd odpovida teoretickému rozdéleni.

Také analogicky definujeme smérodatnou odchylku veli¢iny X jako vDX.
Piiklad 10.9 Vypoctéte stredni hodnotu a rozptyl poctu lici ze ¢tyr hodi v prikladu
10.2.
Reseni. Dosazenim do vzorce pro EX mdme
EX = Zyi -p(r;) =0-0,0625+1-0,25+2-0,375+3-0,25 4+ 40,0625 = 2.
Nyni vypocteme jesté EX?, protoZe to budeme potiebovat pro vijpocet rozptylu:
EX? = Z v? - p(v) =0-0,0625+1-025+4-0,375+9-0,25 + 16 - 0,0625 = 5.

A nynt
DX =EX*— (EX)?=5-2"=1.

Tedy nejvice ocekavand hodnota poctu licu je 2, a odchylka od této hodnoty je vétsinou
maximdlne vV DX, coZ je 1 lic.

Piiklad 10.10 Vypoctéte stredni hodnotu veliciny X z prikladu 9.12.
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Reseni: EX v tomto pripadé wuddvd ocekdvany pocet dni, po kterém dojde k
proni poruse zarizeni. Dosazenim do vzorce dostavame

EX:Zui-p(yi):Zk-p(k):Zk‘-(%)k_l-%.

A jsme v pekné bryndé, protoZe mame secist nekonecnou Tadu. Zde nepomiZe jen se
usmivat a pohodine dosadit vzorec pro soucet geometricke rady. Tak jednoduché to nebude.
Trochu musime zapracovat a vylovit v paméti néco o integrovdani nekonecné rady clen po
clenu. Ale zacnéme tou geometrickou tadou. Plati nasledujici vztah, ktery by si mél odnést
do Zivota kazdy absolvent VUT (nikdy nevite, kdy se vam bude hodit - ale ted vdzné, v
Zivot€ jsou prece nejduleZitejsi ty veci, které si myslime, Ze vibec nepotrebujeme, napriklad
néjaky kamarad, ktery nam neprestane duveérovat, kdyz udéldme v Zivoté néjakou chybu,
nebo vzorec pro soucet geometrické tady):

1
l1—2z

1+x—|—x2+x3—|—x4—|—x5+---:zxk: pro |z| < 1.
k=0

Uvedend Tada se nazyvda geometrickd, protoZe kaZdy dalsi ¢len tady je x-ndsobkem pred-
choziho élenu. Rikdme, Ze x je kvocient. Tato Yada md konecny soucet jen pro |z| < 1.
Bylo by fajn, kdybychom tento krdasny vzorec mohli pouZit i v nasem pripade. Po dpravdch
zjistime, Ze to jde. Zacnéme oznacenim:

4

> 1., 4 1., , 4 1
EX:Zk"(g)kl'gZE' k'(g)klzg'v(g)»
k=1 1

[e'e)
k=

kde v(z) = > 02 k- a1, Nyni si miZeme dovolit ¢islovat sumu v(z) od nuly, protoZe
prictenim nuly se hodnota vyrazu v(z) nezmeéni:

v(x) = Zk-xk_l =) k-abt
k=1 k=0

Nyni se zintegrovanim této rovnosti zbavime konstanty k, kterd vystupuje v kaZdém clenu

rady:
o o k o
_ k=17 _ r_ k
/v(x)dx—g /{;/m dx—g k?—g x”.
k=0 k=0 k=0

Ted jsme uz schopni sumu secist podle vzorce pro soucet geometrické fady:

/U(x)dx:ixk: .

k=0

No a v(x) ted ziskame zase derivaci posledni rovnosti:

v(@) :% (1ix> B (1—1x)2‘
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A jsme témer u cile. Nesmime zapomenout, Ze cely postup funguje jen pro |x| < 1. Ale
my potiebujeme zndt v(zx) pro r = %, coz splnuje tuto podminku konvergence. Tak tedy:

4 41 5
EX == s =22195
5 5 (1-1)2 4

Ve spojitém ptipadé se stiedni hodnota a rozptyl definuji vlastné obdobné, s jedinym roz-
dilem - s¢itame nespocetné mnoho nekonecné malych hodnot, takze misto sumy pouzijeme
integral. Pro spojitou veli¢inu X tedy

EX = /00 x - f(x)dx;

DX :=E(X —EX)*= / (x — EX)*- f(x)dx.
Upravou definiéniho vztahu pro DX a vyuzitim vzorce ffooo f(z)dz = 1 bychom dospéli
k témuz zplisobu vypoctu jako v diskrétnim pripadeé:

DX = /_Z 2? - f(z)dx — V_Zx : f(x)d:cr = EX? - (EX)>.

Priiklad 10.11 Honza ziskal na zkousku 80 bodi, zatimco primer je 75. Je jeho visledek
vynikajici, nebo priumérny? Na tuto otdzku pravé ddvd odpoved rozptyl. V pripadé malého
empirického rozptylu (napt. vétsina ohodnoceni se pohybuje mezi 73 a 77 body) je viysledek
80 bodu vynikajict, az pozoruhodny. V pripadé velkého rozptylu (napt. jsou zcela béiné
hodnoty z intervalu 55 aZ 95) je jeho vysledek naprosto primérny. O kvalité vysledku
nerozhoduge (nevypovidd) pouze jeho porovnani s priumérem, ale také uvdaZeni rozptylu.

Pro urceni kvality urcitého vysledku je tedy dilezity jak primér, tak i rozptyl. Zavedeme
nyni jakousi transformaci hodnot veli¢iny X na hodnoty veli¢iny U, ve kterych je skryta
informace jak o pruméru, tak i o rozptylu. Pokud x; jsou hodnoty veli¢éiny X pro ¢ =
1,2,...,n, tak

jsou hodnoty normované veli¢iny U. Z definice normované veli¢iny napiiklad plyne, Ze
1. Pokud wu; > 0, znamena to, ze x; > .
2. Pokud |u;| > 1, znamena to, Ze x; se od pruméru T lisi o vice nez s.

Velicina U tedy predstavuje prevod jakékoli veliciny X na jakousi normovanou stupnici
hodnot, ve které je skryta informace o prameéru i o rozptylu soucasné (v nékteré literatufe,
zejména anglické, se normovana veli¢ina oznacuje pismenem Z a mluvime o z-hodnoté¢;
ale ¢eské nazvoslovi celkem jednotné oznac¢uje pismenem U).
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Priklad 10.12 Kdybych vam fekl, Ze moje martanskd kamarddka je 100 cm vysokd,
nemohli byste tuto vysku porovnat s vyskou ostatnich martani. Ale kdybych uvedl, Ze
normovand hodnota jeji vysky je —1, védéli byste, Ze je na martany dost mald - Ze je o
jednu smérodatnou odchylku mensi neZ prumérnd vyska na Marsu. Z udaje, Ze normovand
hodnota jejiho IQ je 2, byste usoudili, Ze je to vysoce inteligentni martanka - protoZe to
znamend, Ze je jeji I1Q) o dvojndsobek smerodatné odchylky vétsi neZ prumér. Z normované
hodnoty hmotnosti 0 se vidi, Ze jeji hmotnost je primeérnd.

Priiklad 10.13 Moje mladsi sestra se rozhoduje, zda se stane pilotkou letadla nebo
kucharkou. Pilotni zkousky zvlddla na 62% (primer zkousek byl 50%, odchylka 6%),
kucharské na 90% (primér byl 85%, odchylka 5%). Na co se vic hodi?

Bylo by mnemoudré, aby se rozhodovala na zdkladé pouhého porovnani sestriny
procentudlni uspésnosti. DuleZitéjsi je porovndni hodnot normovanych:

62 —50

=

2

(tj. je o dvojndsobek smérodatné odchylky lepsi, nez prameér).

90 — 85
-

1 90 je 0 b = s vice neZ primeér 85

(tj. je o smérodatnou odchylku lepsi nez primer). Vidime, Ze se sestra vice hodi na pilotku
nez na kucharku, respektive ma vétsi sance ziskat zaméstnani pilotky.

Z ptikladu je patrno, ze normované hodnota (= U-hodnota) je vyjadfovana v jednotkach
s, tj. v jednotkach smérodatné odchylky od primeéru.

Autorem nasledujiciho prikladu je kolega dr.Fuchs — upozornil mne timto, ze je dilezité
dévat pozor na predpoklady (a také ujasnil zavér ptiklada 10.11, 10.12, 10.13).

Priklad 10.14 V souboru méreni (napr. vysledek desetibodové pisemky :-))
SM; ={6,6,5,1,1,1,0,0,0,0}

jeTr =2, 82 =6 (t. s1 = V6 = 2,45), v souboru mérent
SM, = {8,5,4,3,0,0,0,0,0,0}

je s = 2, 82 = 7.3 (tj. so = /7,3 = 2,7). Oba soubory méreni maji stejny primer 2.
Soustredme se na hodnotu méreni x = 5 v obou souborech: Vzhledem k SM; je prislusnd

normovand hodnota
52

2,45
kdezto vzhledem ke druhému souboru mérent je prislusnd normovand hodnota méreni x =
5 rovna

= 1,22,

52
— 22
Y
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Cili i kdyZ normovana hodnota mé¥eni x = 5 je v souboru méfeni S, mensi nez
v souboru méreni SN, puvodni hodnota x = 5 je v souboru SM, na prednéjsi
pozici vzhledem k poétu bodu nez v souboru SM; (tj. hodnota méreni x =5 md
v SMy ,pod sebou” 80% wvsech méreni souboru, zatimco v SM; jen 70% vsech méreni
souboru).

Priklad 10.14 tedy ilustruje, ze argumentace priklad 10.11, 10.12, 10.13 nemusi byt vzdy
spravnd — neplati zkratka automaticky, Ze vyssi normovana hodnota znamena
procentuelné lepsi umisténi ptivodni nenormované hodnoty v souboru vsech
méreni. Dulezitym predpokladem toho, Ze vy$si normovana hodnota znamené procentu-
elné lepsi umisténi ptivodni nenormované hodnoty, je, Ze veli¢ina, kterou mérime, musi
mit normalni rozdéleni (viz 13). Pokud bychom tedy do zadani piikladda 10.11, 10.12,
10.13 dodali, ze métené veliciny lze dobie matematicky popsat normélnim rozdélenim,
argumentace v téchto prikladech zustava v platnosti. A vibec, v dalsim textu se bu-
deme zabyvat pouze normovanymi hodnotami normalné rozdélenych veliéin (slovo
,=normalné“ je ve smyslu kapitoly 13, nikoli ve smyslu jazyka ¢eského) a budeme odtud
dale vzdy ,tise“ predpokladat normalné rozdélenou puvodni veli¢inu, takze odtud dal
vyluéujeme anomélii popsanou v piikladu 10.14 (a vyssi normovand hodnota bude vzdy
naznacovat procentuelné vyssi umisténi pivodni hodnoty).

Shrnuti pojmu

V této kapitole jsme definovali dvé diilezité charakteristiky pro popis dat jak namétrenych,
tak teoretickych. Jsou to stfedni hodnota a rozptyl. Znovu je pfi vypoctu téchto charak-
teristik dilezité si uvédomit, zda je veli¢ina X diskrétni, nebo spojita. Podle typu velic¢iny
pak dosazujeme do vzorce:

EX — { > wcqTi-p(ri)  pro diskrétni velicinu X; (10.1)

Jo - f(z)dr  pro spojitou velidinu X.

Pojem rozptylu definujeme uz s vyuzitim pojmu stfedni hodnoty. Pro diskrétni i spojitou
veli¢inu lze pro vypocet rozptylu uzit vzorec

DX = E(X?) — (EX)2. (10.2)

Pti odvozovani tohoto vzorce v diskrétnim ptripadé jsme uzili jistych pravidel pro pocitani
se stfedni hodnotou: pokud a, b jsou realné ¢isla a X, Y nadhodné veli¢iny, plati vztah

E(@X —-bY)=a-EX —b-EY

(pokud EX, EY existuji a jsou kone¢né). Cili konstantu lze vytknout pied stiedni hod-
notu. Déale plati E(aX +b) = aEX +b, pokud EX existuje (ve vzorci je mimo jiné pouzito
faktu, ze stfedni hodnota konstanty je rovna konstanté samotné). Pro vypocet rozptylu
slozenych vyrazi plati jina pravidla, a sice

D(aX —bY) =a*>- DX +b*- DY,
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pokud DX, DY existuji a pokud veli¢iny X, Y jsou nezavislé. Cili pokud vytykdme
konstantu pred rozptyl, musime ji umocnit na druhou. To naptiklad znamena, ze rozptyl
rozdilu veli¢in je roven souctu, nikoliv rozdilu rozptyla: D(X —Y) = DX + DY (pro ne-
zévislé veli¢iny X, Y'). Dale plati D(aX +b) = a®- DX, tj. rozptyl konstanty b je roven nule.

Vyznam pojmu rozptylu byl ilustrovan v piikladech 10.11, 10.12, 10.13 a jesté
bude konkrétné upfesnén u casto pouzivaného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti -
viz ptiklad 13.5 d) ... tzv. pravidlo t¥i sigma.

10.4 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 10.1 Empirické rozdéleni pravdépodobnosti je rozdélent, které ziskame z namé-
renych dat.

Otazka 10.2 Empirické pravdépodobnosti jsou vlastné relativni éetnosti.

Otazka 10.3 Pravdépodobnosti P(X € (a,b)) u diskrétni veliciny X nelze vyjddrit jako
obsah jiste plochy.

Otazka 10.4 Statistické usuzovani spocivd v porovndni teoretického rozdéleni veliciny
pred experimentem a empirickeho rozdéleni po provedeni experimentu.

Otazka 10.5 Prumeérnd odchylka od priméru nemusi byt vZdy rovna nule.

Otazka 10.6 Stredni hodnota veliciny X je ocekdvand hodnota pruméru za prepokladu,
Ze meérend velicina se bude chovat podle teoretického popisu.

Otazka 10.7 Rozptyl (resp. smérodatnd odchylka) uddvd miru odchylovdni veli¢iny od
PTUMETU.

Otazka 10.8 Normovand hodnota méreni vyjadiuje jak porovndni pivodni hodnoty mée-
teni s pramérem, tak i miru zdvaZnosti odchylky od primeéru (dva v jednom).

Zpracovani dat; stfedni hodnota a rozptyl

Priklad 10.1 Politicky predstavitel ucinil vyzkum w 77 lidi o kvalité své prace. KaZdy

z dotdzangjch (cizim slovem se takovym lidem 7ikda respondenti, protoZe to, co délaji je

srespond® - odpovidaji) hodnotil ¢islem ze stupnice 1 aZ 5, kde 1 = hroznd kvalita prdce,
= wvynikajict kvalita prace. Vysledky jsou v tabulce:
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2l1138]32[1]314121114
1141115 3[4[1]1]2[1]2
2la(111] 211314145
1411141414124 2|35
31 11111[5]5]32]55]3
NMREINNEIEINEER
1150213 5514(5(38/44

Urcete
a) rozdéleni cetnosti a rozdéleni pravdépodobnosti kvality predstavitelovy prdce;

b) stredni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku této kvality.

hodnota merent je vétsinou jind neZ vsSechny ostatni. V tabulce cetnosti by tedy byl stejny
pocet sloupcu jako je hodnot méreni. To by ndm Zdadnou prehlednou informaci nesdélilo.
Zpravidla rozdélime tedy nejprve redlnou osu na nékolik (7 az 10) podintervali (vétsinou
stejné délky) a provedeme tzv. intervalové rozdéleni cetnosti, kde cetnosti c(v;) uddvaji,
kolik hodnot méreni padlo do intervalu obsahujictho hodnotu v; (tato hodnota je zpravidla
stredem daného intervalu,).

Uvazujme tento priklad: byla ziskdna data (méreno v sekunddach od okamZiku
t = 0) uddvajici okamziky, kdy kolem ucitého mista projizdélo auto - viz tabulka (¢tend
po Tddcich):

1,5 89 7.8 13,7 174 22,2 247 30,2 30,5 51,2
41,9 423 745 61,9 624 64,1 73,4 81,4 86,1 92
92,7 106,53 111,5 112,1 113 118,9 122,2 122,/ 122,6

Reknéme, Ze nds z jistého diwodu zajimd doba mezi dvéma po sobé jdoucimi prijezdy auta
- prislusné hodnoty této veli¢iny (oznacme ji tieba X ) ziskame odectenim vZdy dvou po
sobé jdoucich okamziki prijezdu:

1,5 24 84 6.4 37 4,8 2,5 55 0,3 0,7
10,7 0.4 2,2 17,4 0,5 1,7 9,3 8,0 4,7 5,9
0,7 13,6 5,2 0,6 0,9 5,9 3,3 0,2 0,2

Nyni rozdélime redalnou osu na tridy cetnosti + vybereme reprezentanty trid (vétsinou
stredy trid, aZ na krajni intervaly, které maji (bud jeden nebo oba) nekonecnou délku):

interval (=tiida) | < 0;3) <3;6) <6;9) <9;12) <12;15) < 15;00)
reprezentant tﬁdy‘ 1,5 4,5 7,5 10,5 13,5 16,5

a) Provedte intervalové rozdéleni cetnosti.

b) Spoctéte primér a rozptyl namérenych hodnot na zdkladé presnijch hodnot mérend.
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c) Spoctéte priumeér a rozptyl na zdkladé reprezentantd tiid a vzorci z pr. 10.8 b).

Priklad 10.3 Jednomu stredoskolskému profesoru se nechtélo opravovat pisemky z ma-
tematiky, a tak se rozhodl udélit znamky podle ndsledujictho klice:

a) Hodi kostkou. Pokud padne 6, ohodnoti pisemku jednickou; jinak

b) hodi znovu kostkou; pokud padne 5 nebo 6, ohodnoti pisemku dvojkou; jinak
c) hodi znovu kostkou; pokud padne 4, 5 nebo 6, ohodnoti pisemku trojkou; jinak
d) hodi znovu kostkou; pokud padne 3, 4, 5 nebo 6, ohodnoti étyrkou; jinak

e) hodnoti pisemku pétkou.

Vypoctéte rozdélent pravdepodobnosti, pak prislusné teoretické rozdéleni cetnosti vysledku
zkousky pro 1296 studenti. Urcete stredni hodnotu a rozptyl vysledku pisemky.

Priklad 10.4 Horacek se jde pred studiem matematiky obcerstvit do hospody. Pije pivo
podle nasledujiciho klice: Padne-lt mu pri hodu kostkou 1, 2, 3 nebo 4, tak aniz by si cokol
objednal, jde zpét na koleje. Padne-li mu 5 nebo 6, poruci si jedno pivo a hazi jesté jednou.
Padne-li mu 1, 2, 3 nebo 4, tak zaplati a jde na koleje ucit se matematiku. Padne-li mu

a) Odvodte pravdépodobnostni funkci poctu piv, kterd Hordcéek celkem vypije.
b) Vypoctéte ocekdvany (stredni) pocet piv, ktera Hordcek vypije.
Priklad 10.5 Urcete stredni hodnotu a rozptyl veliciny X z prikladu 9.14.

Priklad 10.6 Urcete stredni hodnotu a rozptyl veliciny X, jejiz hustota je ddna na ob-
razku 10.61.

Y0.5 J/

Obrazek 10.61: K pf. 6: Hustota f(x) veli¢iny X.
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Priklad 10.7 Stanovte stredni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny X, jejiz distribucni
funkce je dana vztahem

0 <1
F(z) = 21 1<z <V?2
1 T >2.

Odpovedi na otazky a Tesent prikladi viz 15.10.

Programovaci ulohy

Jakykoliv program na zpracovani statistického materialu, véetné kalkulacky, ma nékteré
funkce, se kterymi je vhodné se seznamit - obydejné lze spoéitat T, s2, s, apod., a déle
je provedeno i rozdéleni do t¥id cetnosti. Grafické vybaveni zpravidla kresli histogramy
Cetnosti, ale i dalsi zpusoby reprezentace dat - napf. polygon (lomena ¢ara spojujici
jednotlivé ¢etnosti), apod.

Priklady 1 a 2 je vhodné zpracovat pomoci dostupného programového vybaveni.
Pfitom jedna pozndmka: nékteré kalkulacky nepocitaji rozptyl s? a smérodatnou
odchylku s, ale uvadéji hodnotu =5 - 52, respektive \/E - 8, coz jsou hodnoty o néco
vétsi nez ptivodni s? a s. Diivodem zvySeni hodnot je odhadnout nezndmy rozptyl méfené
veliciny X — odvozeni tohoto odhaduy viz navazujici pfedmét MPSO magisterského
studia.
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11 Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Cil kapitoly

V této a néasledujicich dvou kapitolach projdeme podrobnéji ne€ktera rozdéleni, jez maji
nejvetsi vyuziti v technické praxi. Nejprve se seznamime s binomickym rozdélenim. Toto
rozdéleni pravdépodobnosti je zakladni a je vychozim pro odvozeni vSech ostatnich. A
proto tvodni kurs pravdépodobnostnich modelii musi obsahovat kapitolu o ném. Sezna-
mime se se zakladnimi vlastnostmi tohoto rozdéleni, a pak uvidime jeho vyuziti ve statis-
tice na znaménkovém testu. Tato kapitola tedy obsahuje také principy, které jsou spolecné
vSem statistickym testim.

11.1 Vlastnosti binomického rozdéleni

Zac¢néme hned definici binomického rozdéleni, kterou pak osvétlime na nékolika prikla-
dech. Uvazujme experiment takové povahy, ze mohou nastat jen dva rtzné vysledky,
které se navzdjem vylucuji (nemiZze k nim dojit soucasné): ,Gspéch® a ,nedspéch”
(,,aspéch” nemusi znamenat nic svétoborného; oznacuje se timto terminem proto,
ze se jedna o ten ze dvou moznych vysledkii, na ktery se ve svych tvahach chceme zaméfit).

Pravdépodobnost uspéchu je p, pravdépodobnost neuspéchu 1 — p. Na-
hodna veli¢ina X, ktera udava pocet vyskytt tuspéchu pii N nezavislych
opakovanich experimentu, ma tzv. binomické rozdéleni pravdépodobnosti (s
parametry N, p) a nabyva hodnot z mnoziny {0,1,2,..., N} s pravdépodobnosti

P(X =r)= (JD p-(1=p)N

Mluvi se zde o nezavislych opakovanich experimentu. Slovo ,nezavislych®“ znamena, ze
vyskyt tspéchu pii prvnim opakovani experimentu nemé vliv na to, zda pfi druhém a
dalsich opakovanich nastane tispéch nebo ne. Skutecnost, ze velicina X mé binomické
rozdé€leni s parametry N, p, budeme oznacovat

X ~ Bi(N,p).
Podivejme se nyni na konkrétni priklady.

Piiklad 11.1 HdzZeme Cctyrikrat kostkou. Velicina X uddvd, kolikrat pritom padne
sestka. Jaké je rozdeéleni pravdépodobnosti veliciny X ¢

Reseni: Pravdépodobnost, Ze pri jednom hodu padne Sestka, je rovna p = %.
Hody jsou navzdjem nezdvislé, tj. pokud v prunim hodu padla Sestka, nema to vliv na to,
zda ve druhém hodu padne nebo ne. Tedy velicina X, ktera meri pocet sestek pri ctyrech

hodech, ma binomicke rozdéleni pravdépodobnosti s parametry N =4, p = %. Podivejme
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se konkrétné na pravdépodobnosti, s jakymi velicina X nabyvd konkrétni hodnoty. Bude
odtud zreymé 1 odvozenti vzorce pro jejich vypocet.

5 5 5 5
P(X=0) = P(ne6)-P(ne6)- P(ne6)- P(neb) = 586 5" 0,482;
P(X =1) = P(jednou padne 6, jinak néco jiného nez 6) =

|
=

6 padne jako pruni, jinak ne) + P(6 padne druhd, jinak ne) +
+P(6 padne jako treti, jinak ne) + P(6 padne cturtd, jinak ne) =
1 555 515 5 5515 55 51

6 6 6 6 6 6 6 6 6666+6666:

1 55 5
= (vdechna moznd poradi vyskytu jednoho uspéchu)- = - = - = -

6 6 6 6

4y 1 5 5 5

= |\, ==z = = 0,386;
(1) 666 6

P(X =2) = P(dvakrdt padne Sestka, jinak ne) =
1 3 5

= (vSech enosti vybéru 2 poradi ze 4) - = - = - — - ==

(vSechny moznosti vgbéru 2 poradi ze 4) 5 65 6

2) 6 6 6 6
4 1115
P(X=3) = (3)'6'6'6'6 0,015;

Vsimnéte si, Ze soucet téchto péti pravdépodobnosti je roven jedné. Pri vypoctu jsme
zaokrouhlovali na tri desetinnd mista.

Priklad 11.2 Sendtor Swenson pred volbami turdi, Ze pro néj bude hlasovat 70% wvo-
lici. Agentura STEN chce provést pruzkum w 20 lidi. Nahodnd velicina X uddvd pocet
Swensonovych volici z dvaceti dotdazanych. Urcete

a) teoretické rozdéleni veliciny X (pred provedenim prizkumu,);

b) pravdépodobnost, Ze Swensona bude volit presné 14 lidi z 20 dotdzangch;

¢) pravdépodobnost, Ze Swensona bude volit mazximdlné 14 lidi z 20 dotdzanych.
Reseni:

ad a) Dané teoretické rozdéleni je binomické s parametry N = 20 a p = 0,7. Veli¢ina
X nabyvd hodnot z mnoziny {0,1,2,...,20} s pravdépodobnosti

20
P(X=r)= ( > .0,77- 0,320,
,
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ad b) Dosazenim do vzorce a) mame
P(X =14) = 0,192,
pokud zaokrouhlujeme na tri desetinna mista.

ad c¢) Zde vyuZijeme finty pouZité poprvé v prikladu 9.12: abychom usetrili nékolik sci-
tancu, vypocteme pravdépodobnost opacného jevu a odecteme ji od jednicky:

P(X<14) = 1-P(X >14) =
1 — (p(15) + p(16) + p(17) 4+ p(18) + p(19) + p(20)) =
= 1—(0,179 4 0,13 + 0,072 + 0,028 4 0,007 + 0,001) = 0,583.

Pokud by agentura STEN v predchozim prikladu zjistila, ze ,pro“ bylo jen 8 lidi z 20,
pak néktery z teoretickych predpokladii nebyl v poradku:

e vzorek dotézanych lidi nebyl ndhodny (byl z antiswensonovské oblasti statu);

e odpovédi nebyly nezavislé (odpovidajici mezi sebou navzajem diskutovali o Swen-
sonovi);

e STEN pracovala dobfe, ale Swenson byl pfili§ optimisticky se svym odhadem (to je
nejpravdépodobnéjsi problém).

Ukazme si jesté graficky tvar binomického rozdéleni, naptiklad pomoci pravdépodobnost-
niho histogramu.

a) Pokud p = 0,5, rozdéleni je vzdy symetrické (viz obr. 11.62, 11.63, 11.64).

b) Pro p # 0,5 a malé N je rozdéleni asymetrické, ale pro rostouci N se stava vice a
vice symetrickym (viz obr. 11.65, 11.66, 11.67, 11.68 - na obrazku 11.68 jsou prav-
dépodobnosti nenulové pro hodnoty 0 az 40, ale pfi zaokrouhlovani na tii desetinna
mista jsou hodnoty v bodech 12 a vice uz rovny nule; Je vidét, ze histogram je uz
pomérné symetricky na rozdil od obrazku 11.67.).

Vypoc¢teme nyni stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny X s binomickym rozdélenim Bi(N, p).
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Obrazek 11.62: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 3, p = 0,5.
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Obrazek 11.63: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 6, p = 0,5.

Nejprve jsme dosadili do vzorce pro stfedni hodnotu diskrétni veli¢iny, vyjadrili kombi-
nacni ¢islo podle definice s vyuzitim faktoriali, zkratili ¢ a vyhodili N a jedno p ptred
sumu. Nyni jesté oznacime

M:=N-1, j:=1i—1.

Pak totiz
M M
M! . » M\ B
EX=N-p-) -0 -(1-p)"7=Np) <j>-p]~(1—p)M]
! ~

5 (M=)t

a na pravé strané posledniho vztahu dostavame sumu, kterd vyjadiuje soucet hodnot
pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni s parametry M a p, tj. podle jedné ze
zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti je rovna jedné. A tak nam ztustava pouze

EX =N -p.
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Obrazek 11.64: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 10, p =
0,5.
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Obrazek 11.65: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 4, p = 0,1.
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Obrazek 11.66: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 4, p = 0,9.

P1i odvozeni hodnoty rozptylu pouzijeme stejnou taktiku: pokusime se pred sumu néco
vytknout, aby zbylé sumovani bylo rovno jedné:
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Obrazek 11.67: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 10, p =
0,1.

o.os—f
L

Obrazek 11.68: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 40, p =
0,1.

= N-p- (ZZ (N—(]:[)l_(lz)‘_ 1)! _pi—l.(l_p>N—i> _NZ. %

=1

Oznac¢ime-li nyni M := N — 1, j:=1i— 1, dostaneme

DX = Np (Z(j +1)- (M—LJ')']J — N?p?.

j=0



174 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Zavorku (j+ 1) v poslednim vyrazu rozdélime do souc¢tu dvou sum - v té prvni sumé bude
J, ve druhé bude 1:

(M M—j LM M—j 2 2
DX:NPZ]'(j)P](l—p) j+NpZ<j>p](1—p) 7— NP
j=0 Jj=0

Nyni uz je snadné secist obé posledni sumy v pravé dosazeném vyrazu, protoze ta prvni
je podle definice rovna stfedni hodnoté binomického rozdéleni s parametry M a p (coz je
Mp), ta druhé je rovna souctu pravdépodobnosti binomického rozdéleni s parametry M
a p (¢ili jedné). Celkem dostavame

DX = Np-Mp+Np-1—-N*»?=
= Np-(N—1)p+Np— N?*?=Np— Np* =
= Np(1-p).

Binomické rozdéleni je prikladem toho, ze vypocet rozptylu da vzdy vic prace nez vy-
pocet stfedni hodnoty (respektive stfedni hodnota je jednim z ¢lent pfi vypoctu rozptylu).

Nékdy se hodnoty veli¢iny s binomickym rozdélenim uvadéji nikoliv v cetnostech
i (napf. 12 uspéchii ze 20 pokusi), ale v podilech tspésnosti + (napf. %) Toto

binomické rozdéleni podilti GspésSnosti ma stejné parametry N, p, ale diky jinym
hodnotam, kterych nabyva, je zde jina stfedni hodnota a rozptyl:

EX = ; % -p(i) = % - (stfedni hodnota veli¢iny cetnosti) = % - Np = p.
M2 A
bx = (Z g -p(z')> —(BX)? =+ (Z i2p(i)) P
‘ 0
= % - (prvni ¢len pii vypoétu rozptylu veli¢iny ¢etnosti) — p? =

Priklad 11.3 Na obrdzku 11.69 je histogram pravdépodobnostni funkce binomické ve-
liciny pro p = 0,5, kterd nabyvd hodnot 0, %, 1%, cee }—g. Od binomického rozdeleni s
hodnotami 0, 1, 2,..., 16 se lisi jen jinym znacenim hodnot na vodorovné ose; jinak jsou

prislusné histogramy stejne.

Priklad 11.4 Hodime 400-krat minci. Nahodnd veli¢ina uddvajici pocet lict v téchto
pokusech ma binomické rozdéleni s parametry N = 400, p = 0,5. Prislusné teoretické
rozdeleni ma tyto charakteristiky:

a) Hodnoty X jsou v cetnostech:
EX =Np=200; DX =Np(l-p) =100; vDX = 10.



Matematika 3 175

Obrazek 11.69: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 16, p = 0,5
s hodnotami relativnich cetnosti.

b) Hodnoty X jsou v podilech (= relativnich cetnostech):

EX =p=05 DX = p—(lj\;p)

= 0,000625; VDX = 0,025.

Protoze charakter histogramu pravdépodobnosti je stejny (rozdil je pouze v oznaceni hod-
not na ose x), sobé odpovidajici normované hodnoty se rovnaji: Napriklad pokud ze 400
hodu padne 210 lict, prislusnd normovand hodnota je

210 — 200 1.
10 ’
210 lictim odpovida relativni cetnost % = 0,525, prislusnd normovand hodnota je
0,525 - 0,5
0,025

Jediné, na co si musime davat pozor, je tedy jind stredni hodnota a rozptyl v kazZdém z
pristupt a),b).

11.2 Generovani binomického rozdéleni na pocitaci

Na tomto misté jesté kratka zminka o simulovani hodnot binomického rozdéleni. Je to
jednoduché, asi by na to kazdy pfiSel, ale pro porddek to zde pfipomeneme: Vratme se
napriklad do prikladu 11.2, kde velec¢ina X udavala pocet voli¢ii senatora Swensona z
dvaceti dotazanych lidi, pficemz pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany ¢lovék jej bude
volit, byla 0, 7.

Pocitacové generovani je jednoduché: Dvacetkrat opakujeme nasledujici véc: po-
prosime pocita¢, aby ndhodné vygeneroval realné ¢islo z intervalu < 0;1 > (on to pry
umi). Pokud je dané ¢islo mensi nebo rovno 0,7, bereme, ze ”dotazany clovék sendtora
bude volit”. Pokud je vétsi nez 0, 7, bereme, ze Swensona volit nebude. Nakonec ur¢ime
pocet voli¢i Swensona z virtudlnich dvaceti ”dotazanych”, a tento pocet je generovanou
hodnotou veli¢iny X.
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11.3 Zakladni principy statistického testu

Jedno z vyuziti binomického rozdéleni je ve statistickém znaménkovém testu. Diive nez k
nému pristoupime, na piikladu vysvétlime jednotlivé kroky statistického testu obecné.

Priklad 11.5 Soudni proces jako priklad rozhodovaciho procesu. UvaZujme jed-
noduchy soudni proces, ve kterém existuje pouze jediny mozny trest a soud rozhodne, zda
se tomuto trestu obZalovany podrobi nebo ne. A navic proti rozhodnuti soudu neezistuje
Zadné odvolani. Jedna se o jakysi rozhodovact proces, u kterého mohou nastat ctyri mozné
vysledky:

1. ObzZalovany je vinen a soud jej odsouds.
2. ObZalovany je nevinen a soud jej osvobodsi.

3. ObZalovany je nevinen a soud jej odsoudi. Jedna se o chybné rozhodnuti - tuto chybu
budeme oznacovat jako chybu proniho druhu.

4. ObZalovany je vinen a soud jej osvobodi. Toto rozhodnuti je rovnéZ chybné - budeme
tuto chybu oznacovat chybou druhého druhu.

V' kaZdém soudnim procesu se musi hledat jista rovnovdha mezi tvrdosti a mirnosti.
Jednim extrémem je liberdlni soudce, ktery k wusvédceni obZalovaného vyZaduje velké
mnozstvi dikazi. Takovy soudce jen zridka odsoudi mevinného (zridka se dopusti
chyby proniho druhu), ale dosti ¢asto osvobodi vinika (chyba druhého druhu). Druhym
extremem je konzervativni soudce, kteremu k usvédceni staci jen nékolik dikaziu. Takovy
soudce posild do vézeni i jen pfi stinu podezrent, ¢ili ¢astéji odsoudi nevinného (chyba
prontho druhu), ale ziidka osvobodi darebdka (= ziidka se dopusti chyby druhého druhu).
Slova ,konzervationi® a ,liberdlni“ jsou terminy z politiky. V dnesni dobé uZ nikdo
nevi, co znamenaji. Tato jejich ,statisticka“ definice navrhuje jejich vyznam, ale také
upozornuje na nebezpeci kazZdého z téchto postojii.

Vv s

druhého druhu. Vseobecné se ma za to, Ze zdvaznejsi je uwvéznit nevinného, neZ osvobodit
darebdka. A proto se chybé odsouzeni mevinného prisuzuje druh cislo 1 a vénuje se ji
vetst pozornost. Ale nékde musi byt stanovena jistda hranice, po jejimz prekrocent uz soud
pristoupt k rozhodnuti ,vinen“ a bez skrupuli cloveka potresta.

Vsimneme si jedné wvéci, kterd plati jako obecny princip. Pokud se soudce snazi
byt benevolentni a odsoudi clovéka aZ po nahromadéni velkého mnozstvi dikazi (sniZuje
tim moznost vyskytu chyby pruniho druhu), soucasné naristd nebezpeci, Ze i kdyZ je
obZalovany wvinen, potrebné mnoZstvi dikazi se nenajde a soud jej osvobodi (roste
moznost vyskytu chyby druhého druhu). Neni to nic svétoborného, ale uz jsme dlouho
neméli Zadny ramecek, a proto jej aspon uvnitt prikladu miZeme pouZit:
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Snizovanim moznosti vyskytu chyby prvniho druhu roste moznost vyskytu
chyby druhého druhu - a naopak: pokud zvysSujeme moznost vyskytu chyby
prvniho druhu, snizuje se moznost vyskytu chyby druhého druhu.

7 uvedeného ramecku je vidét, ze zadnou z chyb neni mozné naprosto vyrusit: pokud
totiz snizujeme moznost vyskytu chyby prvniho druhu az téméf na nulu, roste tim
moznost vyskytu chyby druhého druhu do obludnych rozmért a rozhodnuti ucinéna
timto stylem jsou nerozumné, az nemoudra. Strategii v rozhodovacich procesech tohoto
typu je tedy zvolit pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho druhu malou, ale ne prilis
malou.

Shrnime predchozi uvahy do péti krokd, které popisuji cely soudni proces:

1. Stoji proti sobé dveé mozZnd rozhodnuti soudu:

Hy ... obZalovany je nevinen
H, ... obZalovany je vinen

Soud musi rozhodnout prdave jednu z téchto variant a toto rozhodnuti je nezvratné,
neezistuje proti nému odvoldni.

2. Vystoupi Zalobce, ktery predlozi nashromdzZdené dikazy pro platnost Hi.

3. Vystoupi obhdjce a vysvétli vsechny souvislosti za predpokladu, Ze plati Hy. SnaZi se
vidét a vysvetlit vsechny argumenty obZaloby ve svétle toho, Ze obZalovany je nevinen.

4. Porota soudu se odebere k rokovani. Bere v uvahu jak mmnoZstvi dukazi a jejich
zavaznost, tak v argumenty obhajoby a mozZnost, Ze tyto dikazy neznamenaji nutné
vinu obZalovaného, ale v jeho neprospéch hraji jen nahodou.

5. Porota se vraci a vyslovuje svigj verdikt: pokud byla prekrocena mira zavaznosti di-
kazi pro platnost Hy, obZalovany je vinen. pokud ne, obZalovany je osvobozen. Toto
rozhodnuti soudu je nezvratné.

Praveé uvedenych pét kroki v prikladu 11.5 se vyskytuje v mnoha rozhodovacich procesech,
které nazyvame statistické testy. Tyto principy plati obecné, vyslovme je tedy obecné,
uz oprosténi od prikladu soudce a obzalovaného (ovsem analogie se soudnim procesem
zde existuje velice pfima):

(K1) Statisticky test oby¢ejné rozhoduje o tom, zda plati hypotéza Hy (tzv. nulova
hypotéza) nebo H; (tzv. alternativni hypotéza). Tyto dvé hypotézy pfitom
stoji ve vzajemném rozporu. Ve vétsiné testtt Hy tvrdi, ze jista veliCina nezdvisi
na hodnotach urcité dalsi veli¢iny, kdezto H; tvrdi, Ze naopak zdvisi (pro ty, kdo
by si chtéli udrzet souvislost mezi statistickym testem a soudnim procesem, coz
doporucuji, pomiicka k zapamatovani: H, testu rika nezavisi, a Hy soudniho procesu
nevinen).
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(K2) Stanovime kritérium (zpravidla ur¢itou funkci), které ukazuje na miru platnosti
alternativni hypotézy H; (urcuje ,zavaznost dikazu“ pro H;). Pak provedeme ex-
periment, ve kterém zméfime data potfebna pro dosazeni hodnot do naseho kritéria.

(K3) Kritériem byva jista funkce, kterd pfi riznych méfenich nabyva riznych hodnot, je
to tedy ndhodné veli¢ina. Uréime teoretické rozdéleni kritéria za predpokladu,
ze plati hypotéza Hy. Jinymi slovy, popiSeme vlastnosti kriterijni veli¢iny ve svétle
toho, ze plati Hy.

(K4) Na zdkladé teoretického rozdéleni kriterijni veli¢iny stanovime ur¢ity interval hod-
not, kam kdyz padne empirickd hodnota kritéria, tak nezvikla nase presvédceni o
platnosti Hy, ale eventuelni dopad hodnoty kritéria mimo tento interval nas povede
k nazoru, Ze byla prekrocena jista kriticka mira, takze usoudime, Ze H, neplati.
Kritickou miru zpravidla urcujeme tak, aby pravdépodobnost vyskytu chyby prv-
niho druhu (tj. Ze rozhodneme, ze Hy neplati, kdyz ve skutecnosti Hy plati) byla
dostatecné malé, napi rovna 0.05 (to se chyby prvniho druhu dopustime nejvyse v
péti procentech pfipadil), ale ne piili§ mald, aby nerostla moznost vyskytu chyby
druhého druhu (tj. ze rozhodneme, 7e H, plati, kdyz ve skutecnosti Hy neplati) do
nerozumnych rozmeéri.

(K5) Porovname empirickou hodnotu kritéria s kritickou mirou. Pokud je kritickd mira
prekrocena (hodnota kritéria lezi mimo interval nalezeny v bodé 4), zamitame hypo-
tézu H ve prospéch alternativni hypotézy H;. Pokud neni kritickd mira prekrocena,
hypotézu H, nezamitame.

Nyni jesté jednou definice chyby prvniho a druhého druhu - pozor, je to diilezité, protoze je
potieba si tyto pojmy pamatovat nejen v prikladu o soudci, ale také v terminech zamitnuti
nebo nezamitnuti Hy:

Tabulka 11.11: Ctyfi mozné vysledky statistického testu.

skutecnost: H, plati | skutecnost: H; plati

rozhodnuti: Hy nezamitame O.K. chyba 2.druhu

rozhodnuti: Hy zamitame chyba 1.druhu O.K.

Dalsi standardni oznadeni se pouZiva pro pravdépodobnost vyskytu chyby 1.druhu (znaci
se «) a pravdépodobnost vyskytu chyby 2.druhu (znacime f3).

11.4 Znaménkovy test

Ted uz znadme potiebnou terminologii, a proto se pustime do jednoduchého statistického
testu, kterym je znaménkovy test (anglicky - the sign test). V8e bude vysvétleno v
nasledujicim prikladu.
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Priklad 11.6 Chceme ovérit hypotézu, Ze zvyseni motivace md vliv na lidskou pamét.
Abychom ziskali urcitd data, nebudeme zkoumat vsechny lidi na zemékouli, ale ndhodné
vybereme 10 lidi, provedeme s nimi test a jeho vysledek vztdhneme na celé lidstvo (tento
test vzorku a vztaZeni jeho vysledku na celek je pro statistiku charakteristicky). U vybrangch
lidi provedeme nasledugici experiment:

1. Kazdému z vybranych lidi se pomalu precte 20 slov, a po péti minutdch md zopakovat
vsechna. kterd se mu vybavi. Za kaZdé spravné zopakované slovo dostdvd 10 K¢.

2. Precte se jingch 20 slov a dotazovany clovék si jich po péti minutdch md opét co
nejvic vybavit - nyni ale za kazZdé spravne zapamatované slovo dostava 200 Kc.

3. Znaménkovym testem zjistime, zda se pTi zvyseni financni motivace vyznamné zvy-
sila vybavovaci schopnost daného vzorku 10 lidi.

Reseni: Ziskala se data v tabulce 11.12.

Tabulka 11.12: K ptikladu 11.6: Data ziskané testovym meétenim.

¢lovék || pocet zapamatovanych | pocet zapamatovanych | zlepseni?
slov za 10 K¢ slov za 200 K¢
1 7 8 +
2 5 7 +
3 6 5 -
4 ) 9 +
5 6 7 +
6 5 9 +
7 3 5 +
8 4 5 +
9 8 11 +
10 2 4 +

Budeme nyni presné prochdzet pet kroku testu predstavenych v predchozim oddilu:

(K1) Stanovme hypotézy Hy a H;:

Hy:  Vybavovaci schopnost c¢loveka nezdvisi na velikosti motivace v tom smyslu,
Ze zvyseni motivace nevede ke zvyseni schopnosti zapamatovani
H,: Vybavovaci schopnost c¢loveka zdvisi na velikosti motivace v tom smyslu,

Ze se zvysenim motivace roste i zapamatovaci schopnost
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(K2) Kritériem naseho testového rozhodovdni bude pocet lidi, u ktergch nastalo zlepseni
pri zvysent financéni motivace, tj. pocet kladnych znamének v poslednim sloupci ta-
bulky 11.12. Oznacme tento pocet kladnych znaménkovych zmén jako X. Velicina
X tedy uddva pocet kladnych znamének v deseti nezavislych mérenich.

(K3) Urceme rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veliciny X za predpokladu, Ze plati Hy -
t1. vysvetleme chovani veliciny ve svétle toho, Ze zapamatovdani nezdvisi na motivaci.
V takovem pripadé vyskyt kladného znaménka je maprosto nahodny a stejne dobre
se misto kladného znaménka mizZe u konkrétniho clovéka objevit zdporné znaménko.
Cili pokud je viskyt kladného znaménka u konkrétniho clovéka ndhodny, mize k
nému dojit s takovou pravdépodobnosti, s jakou pri hodu korunou padne lic - ¢ili s
pmvdépodobnostz’%. Tedy velicina X p7i platnosti hypotézy Hy uddvd pocet kladnych
znamenek z deseti situact, pricemz v kazdé situaci k tomu dojde s pravdépodobnosti
1

3 - ale to ndm néco pripomind. To prece znamend, Ze velicina X md za predpokladu

platnosti Hy binomické rozdéleni s parametry N = 10, p = 0,5.

(K4) Musime urcit kritickou mez xy poctu kladnych znamének, pri jejichz dosaZeni uZ
prestaneme véerit, Ze plati Hy, a usoudime, Ze pocet kladnych znamének je statisticky
vyznamny a ukazuje na platnost hypotézy Hy. Z toho duvodu musime blize prozkou-
mat pravdépodobnostni funkci p(x) nasi diskrétni nahodné veliciny X - viz tabulka
11.13:

Tabulka 11.13: K pfikladu 11.6: hodnoty funkce p(r) a kumulativni pravdépodobnostni
funkce P(X > r) zaokrouhleny na tfi des. mista.

r |p(r)=P(X=r)|P(X>r)
10 0,001 0,001
9 0,010 0,011
8 0,044 0,055
7 0,117 0,172
6 0,205 0,377
5 0,246 0,623
4 0,205 0,828
3 0,117 0,945
2 0,044 0,989
1 0,010 0,999
0 0,001 1,000
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Pro urceni kritické hodnoty je rozhodujici pravé kumulativni pravdépodobnostni funkce
v poslednim sloupci tabulky 11.13. Nyni pravdépodobnost, ze k vyskytu deseti kladnych
znamének dojde naprostou ndhodou, nikoliv na zakladé zavislosti pamatovani na motivaci,
je rovna

P(X > 10) = 0,001;

Cili kdybychom hypotézu H, zamitli v piipadé vyskytu 10 kladnjych znamének, méli
bychom 8anci se dopustit chyby prvniho druhu (= H, zamitneme, i kdyz plati) s prav-
dépodobnosti 0,001. To je dost nizkd pravdépodobnost, coz znamena, ze riziko vyskytu
chyby druhého druhu (= Hy neplati, ale my ji nezamitneme) je naopak veliké. Proto
jdeme v tabulce kumulativnich pravdépodobnosti déle: pravdépodobnost, ze k vyskytu
deviti a vice kladnych znamének dojde naprostou nahodou, nikoliv na zakladé zavislosti
pamatovani na motivaci, je rovna

P(X >9) =0,011;

Cili kdybychom H, zamitli pro kritickou hodnotu z; = 9, dopustili bychom se chyby
prvniho druhu s pravdépodobnosti 0,011. A tak dale, zkratka snazime se najit kritickou
hodnotu pro takové riziko « vyskytu chyby prvniho druhu, které je dost malé (napf
a < 0,05), ale ne zas piili§ malé. Proto se zarazime u takové kumulativni ¢etnosti, kterd
je mensi nez 0,05, ale pfitom je to nejvétsi mozna kumulativni pravdépodobnost s touto
vlastnosti. Protoze

P(X >8) =0,055 > 0,05,

vratime se zpét k nejblizsi nizsi hodnoté, tj. x;, = 9 a pravdépodobnost vyskytu chyby
prvniho druhu je rovna o = 0,011 (tj. pokud pii X > z;, = 9 zamitneme Hjy, mame Sanci
dopustit se chyby prvniho druhu na 1,1%).

(K5) Naméreny pocet kladnych znamének x = 9 je roven kritické hodnoté x; = 9, a
tedy zamitdme H, o nezdvislosti ve prospéch alternativni hypotézy H,. Rikdme, Ze
zavislost pamatovdni na motivaci je statisticky vyznamna. V pripadé, kdy by pocet
kladnych znamének byl mensi nez x, =9, bychom Hy nezamitli.

Je otazkou, jaké znaménko prifadit v predchozim prikladu ¢lovéku, ktery méa stejnou
hodnotu zapamatovanych slov v obou motiva¢nich situacich (to v naSich datech
nenastalo, ale je to mozné). Existuji dvé alternativy feSeni: bud mtzeme stejnou hodnotu
u obou finan¢nich podminek oznacit znaménkem ,minus“ (koneckoncti o zlepSeni se
nejednd, ¢ili daného clovéka mutzeme zapocitat jako pripad potvrzujici ndhodnost, tj.
nezavislost obou veli¢in), nebo méfeni u tohoto clovéka z testu uplné vypustit (to je
asi nejférovejsi reseni - stejnd hodnota u obou podminek nehovori pro, ani proti kladné
zméné). Tato jemnost je piikladem tvah, které musime nékdy provést pred konkrétnim
vypoctovym provedenim testu.

Vzhledem k tomu, jak byly formulovany hypotézy H, a H;, se jednalo o tzv.
jednostranny test, kdy jsme si vsSimali pouze vyznamné vyssiho poctu kladnych
znamének. Oboustranny test v pripadé daného experimentu by bral v potaz i moznost,
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ze zvysSeni financni motivace vede u clovéka k degradaci paméti, coz se projevi na
extrémné malém poctu kladnych zmeén. V pripadé oboustranného testu jsou kritické
hodnoty dvé (levd a pravd mez jistého intervalu). ovSem v na$i situaci je rozumné
predpokladat, ze zvyseni finanéni motivace ¢lovéka nedeprimuje, ale naopak povzbudi k
lepsimu pamatovani, tj. bylo vhodné pouzit jednostranny test. K oboustrannému testu
se vratime v kapitole 13.

Shrnuti pojmi

V této kapitole jsme se sendmili s prvnim typem rozdéleni pravdépodobnosti, které ma
Siroké vyuziti v praxi. Veli¢ina X s rozdélenim Bi(N,p) nabyva hodnot z mnoziny Q =
{0,1,2,..., N} s pravdépodobnosti

b0y =PX =) = () ot - (1L1)

Teoreticky je pravdépodobnostni funkce p(x) tohoto diskrétniho rozdéleni pravdépodob-
nosti definovana pro kazdé realné z, ale hodnot jinych nez z mnoziny €2 nabyva veli¢ina
X s nulovou pravdépodobnosti (tj. p(z) = 0, pokud = ¢ Q).

Seznamili jsme se s péti kroky statistického testu, které jsou stavebnimi kameny
i ostatnich statistickych testl, nejen testu znaménkového. V kapitolach 13 a 14 budeme
déle studovat test vyuzivajici normélniho rozdéleni pravdépodobnosti (coZ je nejcastéjsi
ptipad spojitého rozdéleni v ulohach praxe).

V dalsim budeme oznacovat feckym pismenem « pravdépodobnost vyskytu
chyby prvniho druhu v daném statistickém testu, [ pravdépodobnost vyskytu chyby
druhého druhu. Cislo « slouzi k urceni kritickjch hodnot testu, a ma proto sviij nazev -
fikd se mu hladina vyznamnosti testu. Kromé hladiny vyznamnosti se nékdy definuje
dalsi pojem charakterizujici statisticky test daného typu, a sice sila testu:

Sila jednostranného testu =1 — (3,

coz je pravdépodobnost, ze spravné zamitneme H, v situaci, kdy skutecné hypotéza H,
neplati. Jedna se o pozitivni pojem - ¢im je sila testu vétsi, tim je tento test vhodné;jsi
k nalezeni zavislosti mezi danymi proménnymi. OvSem silu testu vétsinou nezname,
protoze pravdépodobnost (§ ¢asto nedokazeme urcit. Vice o sile testu u U-testu v kapitole
13, a dale v prikladech 4 a 5 ke cviceni v kapitole 14.

Se silou testu souvisi i nasledujici véc: pokud nameéfend hodnota Kkritéria neprekroci
teoretické kritické hodnoty, fikdme, Ze ,hypotézu H, nezamitame®, nikoliv ,hypotézu
Hy prijimame”. Pokud totiz nas pouzity statisticky test mél malou silu, mohlo se stat,
ze ackoliv zavislost mezi veli¢inami nenalezl, ona ve skutecnosti existuje a Hy neplati (co
si budeme nalhévat, do jisté miry zavisi vSecko na vSem). Z tohoto divodu se pouziva
tato ,opatrna“ terminologie.

Dalsi obrat jsme v prikladu uz také pouzili: pokud zamitdme H,, nékdy se ftika,
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ze vysledek testu je statisticky vyznamny (resp. zévislost mezi studovanymi veli¢inami je
statisticky vyznamné, nebo vliv jedné veli¢iny na druhou je vyznamny).

Obcas se ve statistice uziva slova vzorek, ovSem v jiném vyznamu nez v elek-
trotechnickych predmétech - vzorkem (anglicky “sample”) je zde oznafovdna vybrand
skupina lidi (nebo jinych jednotek) z celé populace, a potazmo to znamena zejména
soubor meéteni provedeny u této vybrané skupiny. Tj. délka vzorku oznacuje pocet méreni
provedeny v dané situaci.

11.5 Otazky a priklady ke cvic¢eni

U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otézka 11.1 Binomické cislo (]Z ) uddvd, kolika zpisoby lze vybrat k prvki z N-prvkové
mnoziny.

- 11.2 Pokud X ~ Bi(N,p), tak velicina X miZe nabyvat pouze hodnot z mno-
zZiny {1,2,...,N}.

- 11.3 Stredni hodnota binomického rozdéleni je rovna souctu vsech jednotlivych
pravdépodobnosti, cili jedné.

- 11.4 Krome veliciny X s binomickym rozdélenim uddvajicim pocet vyskyti i

lze take merit velicinu Y = % relativnich cetnosti «. Pritom plati

- 11.5 Chyba prvniho druhu nastane tehdy, kdyz lékari zamitnou podezreni na
akutni zdnét slepeho streva, ale neoperovany pacient do druhého dne zemfe.

- 11.6 Zvysujeme-li pri svém rozhodovdni moznost vyskytu chyby prvniho druhu,
soucasné stoupd i moznost vyskytu chyby druhého druhu.

\Otazka 11.7 Visledkem statistického testu je rozhodnuti, zda plati hypotéza Hy nebo
Hy, pricemzZ pri rozhodovdni se mizZeme dopustit chyby.

- 11.8 Obrat ,,Hodnota kritéria je statisticky vyznamna® znamena, Ze statisticky
test hypotézu Hy nezamitl.

- 11.9 Sila jednostranneho testu je rovna hodnoté 1—a;, kde o je pravdépodobnost
vyskytu chyby pruvniho druhu.
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Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Priklad 11.1 V plechovkdch se proddavd michand ofiskovd smés: 30% orisky kesu, 40%
liskové otechy a 30% burské orechy. Student pri pripravé na zkousku z matematiky zanoti
ruku do plechovky a vytdhne pét oriskii.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze prdvé jeden z nich je kesu?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze aspor jeden z nich je liskovy?

Priklad 11.2 Basebalovy tym Brnénsti Draci md pravdépodobnost vghry 0,1 v kaZdém
zapase. Jakd je pravdépodobnost, Ze z 10 zdpasu

a) Zddny nevyhraji?
b) aspon dva vyhraji?

Predpokladdame pritom jpisté zjednoduseni, a sice Ze vysledek jednoho zapasu nemd vliv
na pravdepodobnost vyhry v ndsledujicim zdapasu, tj. zdpasy jsou odehrdvany nezdvisle na
sobé (i kdyz to vétsinou nent pravda a jisty vliv na vgkonu hrdaci je zndt).

Priklad 11.3 Honza Kovdr pravidelné jezdi hrdt skvos. V kazdém z 900 po sobé jdoucich
dnii zaparkuje své auto na placeneém parkovacim misté s parkovacim taxametrem, ale nikdy
do néj nevhodi kupon. Pravdépodobnost, Ze policista dany den zkontroluje taxametr, je
rovna 0,1. Vypoctéte,

a) kolikrat mize Honza ocekdvat, Ze dostane pokutu.

b) jakd je smérodatnd odchylka rozdéleni ocekdvaného poctu pokut.
c) jakd je pravdépodobnost, Ze Honza dostane presné 90 pokut.

d) jakd je pravdépodobnost, Ze Honza dostane 87 a vice pokut.

Priklad 11.4 Je provadén experiment, ktery ma potvrdit, Ze krysy davaji v potravé pred-
nost mléku pred cukernym roztokem. Ctrndcti krysdm je ddna moznost vijbéru, dvandct
z mich se napiyje mléka, jedna cukerneho roztoku a jedna usne, aniZ by dala cemukoli
prednost. Muzeme témito vysledky statisticky prokdzat, Ze krysy ddvaji prednost mléku?
Provedte znaménkovy test.

Priklad 11.5 a) Firma ALFA prodala v osmi z poslednich jedendcti let vétsi objem
koly mez firma BETA. Staci to ke statistické podpore tvrzeni, Ze lidé kupuji vice
ALFA-kolu?

b) Firma ALFA ftikd, Ze jeji pivo je lepsi, ale firma BETA se ozyvd, Ze jeji pivo je
stejné dobré. 20 studentu FEKT se nabidlo, Ze se zavazanyma ocima ochutnaji a
anonymné ohodnoti, které pivo je lepsi. Kolik z uvedenych 20 studenti musi uznat
ALFA-pivo za lepsi, abychom mohli zamitnout hypotézu Hy, Ze mezi ALFA a BETA
pivem neni rozdil? Pracujte na hladiné vyznamnosti 0,05.

Odpovédi na otazky a feseni prikladt viz 15.11
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Programovaci ulohy

, o, v s ’ v . v_ 7 v/ N
Programovaci tloha 1 Napiste dobry program pro vypocet kombinac¢niho disla (k)
minimalné pro N < 1000000.

Programovaci uloha 2 S vyuzitim podprogramu z tlohy 1 napiste program, ktery vy-
pocte pravdépodobnost P(X €< a;b >) pro veli¢inu X s rozdélenim Bi(N,p), kde
N < 1000000. Pomoci tohoto programu vypoctéte priklady 3c, 3d.

Programovaci uloha 3 NapiSte program, ktery ndhodné generuje hodnoty veli¢iny X
s binomickym rozdélenim Bi(N,p) pro uzivatelem zadané N a p. Tohle je uzitecna
uloha, protoze nékdy chceme nadhodné hodnoty veli¢iny ,vyrobit® - tomu se rika
simulace ndhodnosti. Viele doporucuji na tuto tlohu pfijit.
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12 Poissonovo a exponencialni rozdéleni pravdépo-
dobnosti

Cil kapitoly

V této kapitole se seznamime s dalsimi dvéma typy rozdéleni pravdépodobnosti, které jsou
vyuzivany v tlohach technické praxe. I kdyz Poissonovo rozdéleni je diskrétni a exponen-
cidlni rozdeéleni spojité, existuje mezi nimi blizky vztah - kazdé z nich sice pouzivame k
popisu jiné veli¢iny, ale hodnoty téchto veli¢in méfime v jedné a téze situaci. Podivame se
také na teorii front, kde se vyuziva né€kolik pravdépodobnostnich modelti, zejména prave
Poissonovo a exponencialni rozdéleni. Zejména v této kapitole je vidét bohatost uziti
pravdépodobnostnich modelt pfi popisu realnych situaci.

12.1 Odvozeni

Jeden student mi kdysi fekl, Ze ti matematici si ten vzorec vzdy néjak vycucaji z
prstu. To neni pravda. Matematici si vzorec nevymysli, nybrz jej objevi. V tomto
oddilu spolecné ,objevime® dvé diilezita pravdépodobnostni rozdéleni, a uzijeme si tak
opravdové matematiky:.

Uvazujme situaci, ve které dochazi k vyskytu jistého typu nahodné udalosti -
touto udalosti mtuze byt napiiklad prichod zakaznika do fronty, pfijezd automobilu na
parkovisté, prijeti zpravy SMS, narozeni ditéte v jisté porodnici, apod. V této situaci
opakovaného vyskytu ndhodné udalosti budeme métit hodnoty dvou velic¢in - veli¢inu X,
kterd udava dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty udalosti, a veli¢inu Y, ktera meéti
pocet vyskytd udalosti za casovou jednotku. Uréime nyni rozdéleni pravdépodobnosti
obou téchto veli¢in. Ozna¢me p,(t) pravdépodobnost, ze v Casovém intervalu délky ¢
nastane pravé n udalosti popsaného typu. Celé odvozeni vychazi z néasledujicich tii
predpokladii:

1. Pravdépodobnost vyskytu udalosti v intervalu (t,t 4+ h) zavisi pouze na h, nikoli
na poc¢tu udalosti, které nastaly pred okamzikem ¢, ani na ¢ samotném. Rikame, Ze
veli¢ina X mé nezavislé stacionarni prirtistky. Tento predpoklad lze vyjadrit rovnici

po(t +h) = po(t) - po(h) (12.1)

2. Plati: 0 < po(h) < 1. Jinymi slovy, pravdépodobnost, Ze v ¢asovém intervalu délky
h k vyskytu zadné udalosti nedojde, je kladné, ale mensi nez 1.

3. Pro mala h nastane v intervalu délky h nejvyse jedna udalost, tj. plati
po(h) +pi(h) = 1. (12.2)

Podivame-li se blize na funkcionalni rovnici 12.1, vidime, Ze se jedna o vlastnost expo-
nentu: zaklad umocnény na soucet je roven soucinu zaklad umocnénych na jednotlivé
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¢leny. Tedy jejim feSenim je funkce, kterda ma argument v exponentu - exponencialni
funkce. Napisme ji ve tvaru

p() (t) — 6—)\t

pro t > 0 a kladnou konstantu A. Pokud tuto exponencialni funkci rozvineme podle
zndmého vzorce (viz 1.ro¢nik - Taylorova fada) v nekone¢nou fadu

(A2 ()

po(t) =e M =1- X+ T i

a pro mald ¢t zanedbame ¢leny obsahujici ¢2, t3, atd., mame
po(t) =1 — At
Diky vztahu 12.2 tedy pro mala ¢ plati
pi(t) = At.

Z charakteru veli¢iny X je vidét, Ze jeji rozdéleni je spojité (doba mezi dvéma vyskyty
mize byt rovna libovolnému kladnému redlnému ¢islu). Abychom popsali jeji rozdéleni,
staci najit hustotu f(¢) veli¢iny X. Jak naznacuje nézev tohoto rozdéleni - exponencialni
rozdéleni pravdépodobnosti - hustotou bude exponencidlni funkce. Protoze X mize
nabyvat jen kladnych hodnot, musi platit f(¢) = 0 pro ¢t < 0. Zbyva najit f(¢) pro t > 0.
V tomto pfipadé bude jednodussi najit nejdiive distribu¢ni funkei F'(t) veli¢iny X, a pak
vyuzit toho, Ze hustota je derivaci distribu¢ni funkce (viz kapitola 10).

F(t):P(X<t)=/_OOf(x)d$:{ (}Otf(x)dm Eii;g

Vypoctéme nyni pravdépodobnost, ze v ¢ase t k bezprostfedné nasledujicimu vyskytu
udalosti jesté nedoslo. Pouzijeme pfitom znamou fintu z kapitoly 10, ze pravdépodobnost
urc¢itého jevu lze urcit jako 1 minus pravdépodobnost jevu opacného:

PX>t)=1-P(X <t)=1-F(t) =po(t) = e,
tj.
1—F(t)=e™M.
Derivaci tohoto vztahu dostaneme
0— f(t) =—A- €—>\t’
tj.
ft)=X-eMprot>0.

Celkem tedy pro hustotu f(t) exponencialniho rozdéleni plati

/0 pro t < 0;
f(t)_{ A-e™ prot>0.
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Zname tedy uz rozdeéleni veli¢iny X. Pouzitim integrace "per partes” lze spocitat podle
vzorcu z kapitoly 10, ze
1 1
EX=—-, DX=—.
A A2
Nase vymodelované exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti tedy tika, ze k vyskytu
nahodné udalosti dochazi primeérné jednou za + asovych jednotek, tj. A-krat za ¢asovou

)
jednotku (takovy je vyznam konstanty \).

Pokracujme nalezenim rozdéleni ndhodné veli¢iny Y. K urceni nekonec¢né mnoha hodnot
pravdépodobnostni funkce diskrétni veli¢iny Y (s ndzvem Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti) budeme potiebovat urcit uz dfive oznacené p,(t) pro n > 2.

7 vychoziho pfedpokladu ¢islo 1 plati pro mala h také
pn(t+h) = P(vintervalu (0;t) n vyskytd, pak mezi ¢t a t + h zadny vyskyt)

+P(v int. (0;t) (n — 1) vyskytd, pak mezi t a t + h jeden vyskyt)
= palt) - po(h) + pra(t) - p1(h). (12.3)

Dosadime-li za pg, p1, mizeme piepsat rovnice 12.1, 12.3 ve tvaru

po(t+h) = po(t)- (1 —Ah),
pat+h) = pa(t)- (1= AR) +ppsi(t)- A

pro dostatecéné malé h. Upravou

po(t + h) — po(t)

h = —Apo(t),
nw(t+h) —pu(t
P })L pa(t) = “Ap(t) + A poi(t), n=1,2,...

a limitnim pfechodem pro h jdouci k nule dostavame systém diferencialnich rovnic

pot) = —X-po(t)
p(t) = =X-p(t)+ A poa(t), n=1,2,3,... (12.4)
Systém 12.4 vyfesime pomoci jedné elegantni metody, na kterou si mozna vzpomenete

z prvniho ro¢niku: pomoci Z-transformace. V nasem pripadé Z-obrazem posloupnosti
(P, (1)), je funkce komplexni proménné
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Dosazenim méame

Fl2) = —A-po(t)+i(—k-pn(t)+k-pn_1(t))

I
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>
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e
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Dostali jsme tedy rovnici

() F(z) = -\ (i pni’f)) LA ~ Paca () (12.5)

on
n=0

Oznacme déle

(¢ili P(z,t) je Z-obrazem posloupnosti (p,(t))5,). Pak derivaci podle proménné ¢ dosta-
vame

OP(z,t) =Pt

~—

ot Zn

n=0

Nyni dosazenim P(z,t) a 6P8(:’t) se rovnice 12.5 zjednodusi na

8Péjt) - —)\~P(z,t)+g~P(z,t);
OP(z,t) 1
P = M- e

Integraci obou stran podle ¢ dostaneme

In|P(z,t)] = A-t-(

P(,t)] = M
P(zt) = K-eMGD, kde K € {—1;1}.

Protoze plati P(z,0) = po(0) = 1, vidime, ze K = 1, tj.

P(z,t) = MG,

Nyni pfi vypoctu zpétné transformace Z ! mame
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71 (e/\t(%—l)> — oM.l <e§> _

MM N3
R v AL
= e A (1—1—2—1—22.2!-1-23_3!-1- ),
a tedy
At)™
pn(t):( ') e n=0,1,2,3,...
n!

A jsme hotovi. Nalezli jsme (respektive objevili) hledané pravdépodobnosti. Vétsinou se
objevené vzorce uvadéji pro ¢t = 1, kde pak p,(1) je pravdépodobnost, ze za ¢asovou
jednotku ¢t = 1 dojde k n vyskytim udalosti. Pokud veli¢ina Y udava pocet vyskyta
udalosti za Casovou jednotku t = 1, jeji rozdéleni se nazyva Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti: velicina Y nabyva hodnot 0,1,2,3,... s pravdépodobnosti

)\k
pk:P(Y:k):F-B_)‘ prok=0,1,2,3,....

Podobnou strategii jako v kapitole 11 (vytykanim pfed sumu a se¢itdnim nekone¢né fady)

lze ovérit, ze pro stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny s Poissonovym rozdélenim pravdépo-
dobnosti plati

EY = DY =\
Tohle je celkem vyjimecny fakt - Poissonovo rozdéleni je na rozdil od vétsiny jinych takové,
ze jeho stfedni hodnota je stejna jako jeho rozptyl. Konstanta A ma pritom tyz vyznam
jako u veli¢iny X - oznacuje priumérny pocet vyskyti udalosti za c¢asovou jednotku t = 1.

12.2 Priklady uziti

Priklad 12.1 Zdravotnicky irad shromaZduje idaje o nové narozenych détech. Prii-
merné kaZdé dvé hodiny se narodi dalsi dité. Urcete

a) Primeérny pocet narozengch déti za rok.

b) Pravdépodobnost, Ze v daném dnu se nenarodi Zadné dité.
c) Pravdépodobnost, Ze v jednom dnu se narodi 20 déti.

d) Pravdépodobnost, Ze za 4 hodiny se narodi aspori 5 déti.
Resend:

ad a) Z tohoto tkolu nebudeme délat védu. Primérné jedno dité za dvé hodiny ddvd
dvandact déti za den a 365 - 12 = 4380 déti za rok.
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ad b) Zdkladem dobrého vyuZiti exponencidlniho nebo Poissonova popisu je zvolit si
vhodnou casovou jednotku. Pokud hledame urcity udaj za den, zvolme casovou jed-
notku jeden den. Druhym krokem po volbé casové jednotky je vypocteni parametru
A. V naSem pripadé N = 12 déti za den (jednd se o pramérny idaj za casovou
jednotku).

V nékterych piikladech, mdme moznost pouzit bud exponenciélni, nebo Poissonovo roz-
déleni - ukdzeme si nyni obé moznosti.

Nejprve tedy oznacme X dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty narozeni ditéte. Podle
podrobného odvozeni v predchozim oddilu ma velicina X exponencidlni rozdéleni s para-
metrem X\ = 12. Pak pravdépodobnost, Ze dany den se nenarodi nikdo, je rovna

PX>1)=1-PX<1)=1-F(1)=1—(1-e ") =¢e1=0,00000614

(vyuzili jsme radéji distribu¢ni funkce F'(t) nez hustoty f(¢) exponencidlniho rozdéleni,
abychom se vyhnuli integraci - to je u spojitého rozdéleni pravdépodobnosti témér
pravidlem; pro t < 0 je F(t) = 0, pro t > 0 plati F(t) = 1 — e~**; pro ilustraci - graf
hustoty f(t) rozdéleni Exp(12) je uveden na obrazku 12.70 ( pro zaporna t je rovna
nule, pro ¢ = 0 je rovna hodnoté parametru A, pak klesad a asymptoticky se blizi k ose .
Plati [° f(t)dt = 1.), graf pifslusné distribu¢ni funkce F'(t) na obrazku 12.71 ( pro za-
porné t je rovna nule, pak za¢ina konkavné rust a asymptoticky se blizi k hodnoté y = 1)).

12

104

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 02 0.4 06 0.8 1

Obrazek 12.70: Graf hustoty f(t) rozdéleni Fxp(12).

Druhda moznd cesta je uzit veliciny Y, kterd uddvd pocet narozeni za jeden den. Y md
Poissonovo rozdeéleni s parametrem \ = 12, ¢ili hledand pravdépodobnost je rovna

120,
P(Y = 0) = 5= - €' = 0,00000614.
ad c) VyuZijeme veli¢iny Y zavedené v b) a dosadime:
1220
P(Y =20) = -e71? =0,00968

200
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-0.4 -02 O o2 04 06 08 1

Obrazek 12.71: Graf distribu¢ni funkce F'(¢) rozdéleni Exp(12).

Pro ilustraci - graf pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni je uveden na obrazku
12.72, graf ptislusné distribu¢ni funkce na obr. 12.73.

o.1—f
o.os—i
o.oe—f
o.o4—§ o

0.02 1

o 5 10 15 20 25 30

Obrazek 12.72: Graf pravdépodobnostni funkce p(t) rozdéleni Po(12).

ad d) Posledni ikol tohoto prikladu je analogicky, ovsem otdzka je poloZena tak, Ze nds
zajimd udaj dosaZeny za 4 hodiny. Musime tedy zmeénit casovou jednotku na 4 ho-
diny. Tim padem se meéni primeérny pocet narozeni za casovou jednotku na A = 2.
Oznacime-li nyni Y = pocet déti narozenych za 4 hodiny, plati Y ~ Po(A = 2). A
tedy

P(Y >5) = p(5)+p(6) +p(7) + - =

1= (p(0) +p(1) +p(2) +p(3) +p(4)) =
20 2t 92 28 ot

(misto seitani nekoneéné fady jsme opét odecetli pravdépodobnost opacného jevu od
jednicky). Jak je uvedeno na poslednim fadku vypoctu, pokud secitdme nékolik pravdé-
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Obrazek 12.73: Graf distribu¢ni funkce F'(t) rozdéleni Po(12): funkce s nekoneéné mnoha
schody, kterd vyjadiuje kumulativni pravdépodobnosti F(t) = P(Y < t).

podobnosti Poissonova rozdéleni (zejména pii pisemce na kalkulacce), je vhodné ¢len e

vytknout, misto abychom jim nasobili kazdy ¢len v zavorce zvlast - uSetiime si praci.

Piiklad 12.2 Na posté maji byt instalovdny automaty na prodej zndmek, které po
vhozeni mince wvydaji presné za deset sekund Zddanou znamku. Predpoklddame, Ze
primerne bude chtit pouZit automatu Sest osob za minutu. Kolik automati bychom méli
instalovat, aby s pravdépodobnosti 0,95 byl i v dobé nejuétsi frekvence obslouzZen kaZdy
zajemce bez cekdni?

Reseni: V dnesni hektické dobé jsou i ekonomické pozadavky netprosné: cekat deset sekund
je neptijatelné, na 95% musi byt automat k dispozici okamzité. Klicem k tomuto pFikladu
je zpistit, s jakou pravdépodobnosti prijde jisty pocet lidi za deset sekund - to je totiZ doba,
kdy automat eventuelné nékoho obsluhuje a kaZdy dalsi prichozi musi cekat. Zvolme tedy
v prvée rade casovou jednotku rovnu deseti sekundam. Ve druhé rade pro tuto casovou
jednotku urcime primerny pocet prichozich zakazniki: jestlize primérné prijde Sest
za minutu, za deset sekund prijde jeden, c¢ili A = 1. Oznacme Y = pocet prichozich
zakazniku béhem deseti sekund. Bystry ctenadr jiZ tusi, Ze na ndsledujicim 7vadku
prohlasim, Ze podle prechoziho podrobného odvozeni ma velicina Y rozdéleni Poissonovo
s parametrem \ = 1.

Polozme si nyni nasledujici otazku: Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem deseti
sekund neptijde vice neZ jeden zdkaznik (a tedy k okamZitému obslouZeni staci jeden
automat)?

19 1!

p=PY <1)=PY =0)+PY =1)=c"(5+7,

)=e'-(1+1)=0,73.

Tedy jediny automat je dostatecny v 73% casu. Ouvsem v ostatnich 27% prichozi zdkaz-
nik must cekat, a to je neprijatelné. Podiveyme se, co Tika teorie pro dva nainstalované



194 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

automaty: Pravdépodobnost, Ze behem deseti sekund prijdou mazimalne dva zdkaznici, je
rovna

P(Y <2)=P(Y =0)+P(Y =1)+ P(Y =2) = 0,73+ P(Y = 2) = 0,92.

Tedy v92% casu novy prichozi nemusi cekat. To je ovsem podle naseho zaddni stdle mdlo.
Spocteme dale pravdépodobnost, Ze behem deseti sekund prijdou maximdlné tri:

P(Y <3)=092+ P(Y =3) > 0,95,
a tedy k uspokojent poZadavku ze zadani staci tri automaty.

Priklad 12.3 Vyrobni zarizeni md poruchu v prumeéru jednou za 2000 hodin. Velicina
X predstavujici dobu c¢ekdani na poruchu md exponencidlni rozdeleni. Urcete dobu T tak,
aby pravdéepodobnost, Ze pristroj bude pracovat delsi dobu neZ T, byla 0,99.

Reseni. Pravdépodobnost 0,99 je dost vysokd - proto doba T bezporuchového pro-
vozu § touto pravdepodobnosti bude mmnohem mizZsi nez 2000 hodin. Urceme nyni T
presne.

V' prvé radé stanovime casovou jednotku. Nabizi se jednotka 2000 hodin, tj. bu-
deme ted pocitat s ¢isly, kdy 1 = 2000hod. Za druhé stanovime X\, tj. prumérny
pocet

poruch za ¢asovou jednotku: v nasem pripadé A = 1. A tak X ~ Exzp(\ = 1). Hledejme ted
takovou dobu T, aby P(X > T) = 0,99. VyuZijeme opét distribucni funkce F(t), protoZe
jegi hodnoty jsou primo rovny jistym kumulativnim pravdépodobnostem - a jednu z nich
muzeme do posledniho vztahu dosadit:

P(X>T) = 0,99

1-P(X<T) = 099

1-F(T) = 0,99

F(T) = 0,01

l—e?M=1-¢" = 0,01

T = 0,01005034

(mezi poslednimi dvéma 7ddky je nékolik kroki vynechdno, ale absolvent pruniho rocniku
by si s nimi mél poradit). Nasli jsme tedy dobu T, po kterou zatizeni bude pracovat bez

poruchy na 99%. Ovsem musime tento udaj prezentovat v rozumnéjsich jednotkdach: Pokud
1 = 2000 hodin, tak

T = 0,01005034 = 2000 - 0,01005034 hodin = 20,1 hodin.



Matematika 3 195

12.3 Teorie front

Pfirozenym rozsifenim ptredchozich uvah je teorie front (,pfirozenym“ ne v tom smyslu,
ze by ¢lovéka hned napadlo se tim zabyvat, ale Ze mnohé modely teorie front z Poissonova
a exponencidlniho rozdéleni vychazeji). Zde bude ndhodnou udélosti ptichod zdkaznika
do fronty Pod frontou nebudeme chapat okluzni frontu nebo vale¢nou frontu, ale frontu
na maso, na mobil, na pristup k tiskarné, frontu u holi¢e nebo kadernika, v menze, apod.
S timto druhem front se kazdy den setkavame. Pti popisu fronty je potifeba modelovat
situaci, kdy do fronty lidé ptichazeji a soucasné z ni odchazeji - ne pry¢, ale do jednotky
obsluhy (tj. ten, kdo je obsluhovin, uz neni ve fronté). Pocet pfichodi do fronty za
¢asovou jednotku lze dobfe popsat Poissonovym rozdélenim. Tempo obsluhy (tj. odchody
z fronty) 1ze dobfe popsat exponencialnim rozdélenim (doba mezi dvéma po sobé jdoucimi
odchody z fronty je rovna dobé obsluhy jednoho zédkaznika). OvSem ve skutecnych frontach
se vyskytuji jesté dalsi parametry, nejen prichody a odchody. V nésledujicim si budeme
vsimat riznych situaci vzhledem k Sesti riznym parametrim takzvaného Kendallova-
Leeova rozsiteného oznaceni (a|b|c) : (d|e|f). Vysvétleme nyni jejich vyznam:

a.. Typ rozdéleni veli¢iny X popisujici pocet ptichodi do fronty za jednotku ¢asu (pokud
hodnota tohoto parametru je M, oznacuje to tzv. Markovského typ pfichodt, coz
znamend, ze X ma Poissonovo rozdéleni; my se zde budeme bavit pouze o tomto
typu prichodt do fronty - primérny pocet zakaznikt prislych do fronty za jednotku
¢asu budeme znacit \).

b.. Typ rozdéleni veli¢iny Y popisujici dobu obsluhy jednoho zékaznika (hodnota M
oznacuje tzv. Markovského typ obsluhy, kdy Y ma exponencialni rozdéleni - pak
prumeérny pocet zakaznik obslouzenych za jednotku ¢asu ma pro zménu opét Po-
issonovo rozdéleni - parametr tempa obsluhy budeme oznacovat p).

c.. Pocet paralelnich serverti = obsluhovacich pultt.

d.. Typ fronty (napt. FIFO = first in first out = prvni ¢lovék ve fronté je ten , kdo
bude nejdiiv obsluhovan; LIFO = last in first out = ten, kdo pfiSel posledni, bude
obslouzen nejdiiv (tzv. zasobnikova fronta); apod.)

e.. Maximalni dovoleny pocet zakazniki v systému (systém = fronta + obsluha).

f.. Velikost zdroje, ze kterého zakaznici prichazeji do fronty.

Samoziejmé, Ze matematické modely maji své slabiny - naptiklad v tomto oddilu
nebudeme uvazovat, ze zakaznik, ktery se do fronty jednou zaradi, pak za chvili zméni
nazor a odejde jesté drive, nez je obslouzen. Kdybychom i tohle chtéli brat v potaz,

vvvvvv

vvvvvv

obsahuje ur¢itou miru pravdépodobnosti).

Vsechny néasledujici modely uvazuji tento systém: Zakaznici prichazeji do jediné fronty
a Tadi se za sebe. Jakmile se uvolni misto v obsluze, kterd sestava z jednoho nebo vice
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paralelnich servert, ten, kdo je ve fronté prvni, odchéazi z fronty do obsluhy a zac¢ne byt
obsluhovan. Obslouzeny zékaznik odchéazi pryc.

Dilezitou otézkou téchto modelii je, zda existuje tzv. ustdleny stav (ten neexis-
tuje, pokud tempo A pfichodi do fronty za ¢asovou jednotku je vétsi nez tempo - ¢ (=
p krat pocet serverii) obslouzenych zakazniku za jednotku ¢asu - v tom piipadé je systém
zahlcen). Pokud existuje ustaleny stav systému, budeme se zabyvat jeho nasledujicimi
charakteristikami:

Pn.. pravdépodobnost, ze v ustdleném stavu je v systému (= fronté + obsluze) pravé n
zakaznik;

5

ocekavany (stfedni, primérny) pocet zdkazniki v systému;

=~

q-- ocekavany pocet zakazniki ve fronté (q je z anglického fronta = queue);

Ws.. ocekavana doba stravena zakaznikem v systému;
W,.. ocekdvana doba stravena zakaznikem ve fronté.

Vv

dobnosti p,,, protoze pomoci nich uré¢ime vSechny ostatni uvedené parametry jako stfedni
hodnoty jistych veli¢in:

a) Z definice stfedni hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny plyne

L, = in * Pnj
n=0

Ly = Z(n_c) *Pn-

n=c

b) Vztahmezi LaW: Ly=X-W,, L,=X-W,.

c) Priamérné doba stravend v systému se rovna sou¢tu primérné doby ¢ekani ve fronté
a prumeérné doby obsluhy, tj.

1
W, =W, +~.
0
Odtud vynasobenim A a uzitim b) mame
A
Ly=L,+ 2.
0

Z posledniho vztahu mimo jiné plyne A = p - (Ls — L,).

d) Nékdy se diky omezeni délky fronty (nap¥. po¢tem parkovacich mist, poc¢tem telefo-
nata ,v poradi“ ve fronté, apod.) dalsi zédkaznici nemohou do fronty piipojit. Pak
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zavadime tzv. ovlivnéné (cizim slovem efektivni) tempo pfichodd A.sf vyjadiujici,
ze ze vSech prichozich se do fronty prida jen jisté procento, tj.

>\eff =\-0, kde § € (O; 1).
V takovém piipadé plati

L, = Aeff‘Ws;
Ly = e W

Ac
Ly = Ly+=,
W

Podivejme se nyni na nékteré konkrétni modely front.

12.3.1 Fronty typu (M|M|1) : (GD|oco|c0)

Prvni dvé M v identifikaci oznacuji Markovského typ fronty (Markovského typ pfichodu
do fronty ... tempem A za jednotku casu; Markovského typ obsluhy ... tempem
p za jednotku casu) popsany Poissonovym (popfipadé exponencidlnim) rozdélenim
pravdépodobnosti.

Treti parametr 1 ik, Ze obsluha sestavd z jedné jednotky (serveru, pokladny,
apod.). Ctvrty parametr GD oznacuje nespecifikovany typ fronty, kde urceni pravde-
podobnosti p,, zavisi pouze na stfedni hodnoté doby ¢ekani ve fronté (GD jako general
discipline ... obecny charakter fronty; pokud bychom chtéli studovat vlastnosti fronty,
které zavisi nejen na stfedni hodnoté, ale i na konkrétnim rozdéleni doby ¢ekani, museli
bychom typ fronty specifikovat).

Déale e = oo ... délka fronty neni nijak omezena; f = oo ... velikost zdroje, ze
kterého prichazeji do fronty zakaznici, neni nijak omezena (ve skute¢nosti je tato hodnota
vzdy omezena napft. po¢tem obyvatel v republice, apod., ale toto cislo je tak velké, zZe je
miizeme oznacovat tfeba jako oo).

Celkem slozitym zptusobem (Saaty 1961) se odvodi diferencéni rovnice pro p, za
ustaleného stavu p = % < 1, které se celkem lehce vyresi napf. pomoci Z-transformace.
Vysledek pro ustaleny stav:

pn=(1—-p)-p", n=0,1,23,...
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(tzv. geometrické rozdéleni pravdépodobnosti - s nim jsme se uz jednou setkali v prikladu
9.12 a zde vidime dalsi jeho vyuziti). Pak

L, = Zn-pnzzn(l—p)pn:
d [ 1\
u-(ﬂ) o (7)1
0

po l—=p
L, 1
Wy = —=—F—=;
A u(l=p)
P
W, = ———.
T -p)

Piiklad 12.4 Do mycky aut prijizdéji auta na zdkladé Poissonova rozloZeni se stredni
hodnotou 5 za hodinu. Doba myti jednoho auta se 7idi exponencidlnim rozdélenim se
stredni hodnotou 10 minut. NemuZe probihat myti vice aut najednou. Urcete

a) Primérny pocet aut ve fronteé.

b) Kolik parkovacich mist je treba, aby se aspon 80% casu véechna prijizdéjici auta vesla
do fronty.

c) Pramérnou dobu, po kterou je linka nevyuZitd.

d) Primérnou dobu stravenou zdkaznikem v systému.

Reseni: A\ =5, u =6 (za hodinu je primérné umyto 6 aut). p = %, existuje tedy ustaleny
stav a md smysl urcovat jeho charakteristiky.

ada) L,=-L

= = 4,17 = 4 auta. Primerné budou ve fronté 4 auta.
ad b) Mame najit s tak, aby
pot+pr+pet---+ps 208
Dosazenim a vyuzitim vzorce pro soucet prunich s clenid geometrickée posloupnosti mdame

l—p+pl=p)+--+p1=p) = 08

1— ps+1
l1—p)-——— > 08
0,2 Z ps—l—l
In0,2
s+1 > =388
Inp
s > 78

Tedy S = 8, z éehoZ jedno misto v obsluze a 7 mist ve fronté zajisti, Ze 80% casu se
vsechna prijizdéjici auta vejdou.
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ad ¢) py=1—p=0,17, tj. linka je nevyuzitd 17% casu.

ad d) W, = ﬁ = 1 hodina, tj. manaZer by meél premyslet, jak zrychlit provoz mycky.
12.3.2 Fronty typu (M|M|1) : (GD|N|c0)

Oproti modelu 12.3.1 je zde jediny rozdil, a sice ten, zZe je-li v systému N za-
kaznik®, dalsim neni dovoleno zafadit se do fronty, ¢ili tempo A.f; zafazeni do

fronty je mensi nez tempo A\ prijizdéjicich zdkazniki. Systém se nékdy nazyva systé-
mem se ztratami, protoze néktefi zakaznici jsou ztraceni (= diky plné fronté jedou jinam).

V pripadé tohoto modelu nemusi platit p < 1, ustdleny stav existuje vzdy. Lze

odvodit, ze
1
! (%)-p" p#1

pron=20,1,2,..., N. Odtud

N = 1-
Y0 Mn = TN Do npt pFL

Upravime-li druhou funkci definujici Ly, lze psat

N
1=r S gt = l-p 4 1—pVN (L= (N +1)pN + NVt
1—pNtt & L—pNtt " dp \ 1—p (L=p)(d—pN+)y 7

a tedy

N _ 1
L, = ;)2(17(N+1)pN+NpN+1) e PE S
(1—p)(1—pN+T) o p 7& 1.

Déle pravdépodobnost, ze zékaznik se uz do fronty neptipoji (jede jinam), se rovna py,
a tedy pravdépodobnost, ze prijizdéjici zakaznik se do fronty pfipoji, je rovna 1 — py.
Odtud

)\eff =A- (1 —pN).

Ostatni charakteristiky urcime ze vztahi

L L
W — q — q
! Aefr M1 —pn)
e M1 —
Le — L+ ff_Lq+( pN)’
1 1
1 Ly
W, = W,+-=
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Také lze ukazat, ze plati

Aesr = (Ls = Ly).
Model sice zachycuje skutecnost, ze nékteri zakaznici jednou jinam diky plné fronté, ale
nepocita se ztratou dobré vile zakazniki, tj. s tim, ze zékaznici, kteri museli nekolikrat
odjet diky plné fronté, uz tfeba pristé nepiijedou viibec.

Priklad 12.5 Vratme se k prikladu 12.4 mycky a uwvaZujme N =5+ 1 (4. pét parkova-
cich mist a jedno misto obsluhy v mycce). Urcete

a) Kolik aut jede jinam diky plné fronté v prabéhu osmihodinové pracovni doby.
b) Primeérnou dobu Wy stravenou zdkaznikem v systému.

Reseni:

ad a)

Cp— (L ()8 = 0,0774
PN = De = 1_(%)7 6 — Y )

t7. pocet odrazenych zdakazniki za hodinu je
A= Aegf = A-py =5-0,0774 = 0,387,
Tedy za osm hodin jedou asi 8 - 0,387 = 3 auta jinam.
ad b)

N 6
L, = ann:ann: <o =229 auta;
0 0

Ly 2,29
Aesr 5(1—0,0774)

Ws = = 0,496 hodin.

Tedy oproti neomezené délce fronty (priklad 12.4) byla doba stravend v systému
zkrdacena z jedné hodiny asi na polovinu za cenu tri ztracengych aut denné.

12.3.3 Fronty typu (M|M]|c) : (GD|oo|oo)

Tento typ fronty je analogicky typu 12.3.1 s tim rozdilem, Ze muize soucasné byt obslu-
hovéno ¢ zakazniki (¥ikdme, Ze obsluha mé ¢ jednotek). Podminka existence ustaleného
stavu je

A A
£<1, tj. — <1 (prop=-).
c e 0

Charakteristiky ustaleného stavu:

n - |(E5) )

- {(%L)-po o 0<n<g
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Odtud dostaneme

L P * Do P
! (=D (c—p)? (c=p)3 ™7
Ly = Lg+p;
L
W, = Tq;
1
Wy = Wy+—.
1

prop<<1l : pyp=1—-p, L;=—;
c

) C(c=p)c—=1)! )
prop=1 :pO:( )(C ), L, = P
c c—p

Priklad 12.6 V malém mésté provozovaly taxisluzbu dvé firmy, z nichZ kazZdd vlastnila
dvé auta. Byly koupeny jednim majitelem, ktery si poloZil otazku: Jsou oba dispecinky
vyuZity, mestacil by jeden? Na kaZdém z dispecinki jsou objedndvky stejné casté, asi
A =10 za hodinu. Prumérnd doba jedné jizdy je 11,5 minut.

Reseni: Otdzka zni: co je lepsi - dva systémy (M|M|2), kde X = 10 a p = 5,217
v kazdém z nich, nebo jeden systém (M|M|4), kde A\ =20 a p = 5,2177

Pomeér wyuZitosti linek 2 je stejny v obou situacich, ale jiné parametry jsou
odlisne:

Model (M|M|2) ... po=0,0212, W, = 2,16 hod.

Model (M|M|4) ... po = 0,0042, W, = 1,05 hod., ¢ili pro zdkazniky jasné vhodnéjsi

model.

12.3.4 Fronty typu (M|M|c) : (GD|N|o0)

Na rozdil od typu 12.3.3 je nyni N maximalni pocet zdkazniki v systému, tj. (N — ¢) je
maximalni délka fronty. Ustaleny stav tedy existuje vzdy a zde jsou jeho charakteristiky:

) (S5 e) + 4 (W —etr ] ! 2=,
o = c— n c _(PYN—c+17 —
(57 6) + & =] 241,

(% o 0sase

! g5 po - c<n<N;

Do - EN=O(N—ct1) .

L - c+%.c' —e e c 9

' Po- e (L= (AN = (N =) (BN (1= 8)] .. 2#1;

Ae
Ly = Ly+(c—7¢)=L,+ Jf,
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kde ¢ je oekdvany pocet necinnych serveri (¢ = Y (¢ —n)p,). (¢ —¢) je ofekdvany pocet
vyuzitych servert a pro efektivni tempo piichodd A.s¢ plati
Aesr = A1 = pn) = plc — 7).

Priklad 12.7 Vratme se k prikladu 12.6 a modelu typu (M|M|4). Pokud se dispecink
omluvi, kdyz je ve fronté uz 16 Zadateli o odvoz (tj. N =16 +4 = 20), pak

po = 0,00753;

L, = 585

po = 0,03433 = A.sr = A(1 — pao) = 19,31;
L

W, = 1 — 0,303 hod = 18 minut .
Aeff

Doba cekdni ve fronté je tedy ddle zkracena na ukor ztraty psg- 100 = 3,4% zdkazniki. Sa-
mozrejme tento model nerikd nic o ztrdté dobré vile néekterych zakazniki po dlouhodobém
provozu (ve skutecnosti bude ztrdta klientely vétsi nez 3,4%).

12.4 Nahodné generovani hodnot Po a Exp na pocditaci

V nékterych oborech (pokud chceme sestavit model fronty na poéitaci, nebo v jinych
oblastech) se nékdy vyuziva tzv. simulace, tj. hodnoty veli¢in ziskdvame nadhodné. Pfi
ndhodném generovani veli¢iny X, kterd ma rozdéleni Fxp()\), vyuzijeme jeji distribu¢ni
funkce

0 .ot <0
F<t):{ 1—e™ . t>0.

Vyuzijeme toho, ze distribu¢ni funkce predstavuje pfechod mezi hodnotami pravdépodob-
nosti z intervalu (0; 1) a hodnotami, kterych nabyva veli¢ina X. Abychom ziskali hodnotu
veli¢iny X, ndhodné vygenerujeme (to vétsinou pocita¢ umi - funkce RANDOM) hodnotu
p z intervalu (0;1). Tuto hodnotu p nabyva distribué¢ni funkce v jediném bodé t,, ktery
se nazyva p-kvantil - viz obr. 12.74.
Z rovnice p = F(t,) tedy vypo¢teme ,nahodné vygenerovanou“ hodnotu ¢,:

p = 1— e”\'t”,

1
t, = -3 In(1 — p).

Pfi nahodném generovani hodnot veli¢iny Y s Poissonovym rozdélenim Po(\)
vyuzijeme vztahu mezi exponencidlnim a Poissonovym rozdélenim - opakované gene-
rujeme hodnoty veliciny X a sCitdme je, dokud nepfesahnou danou casovou jednotku;
pak ndhodné hodnota veli¢iny Y je rovna poctu téchto opakovani zmensenému o jednicku.

Naptiklad pro A = 3 generujeme postupné ndhodné hodnoty veliciny X, ziska-
vame

0,1626 0,0176 0,2447 0,1318 0,9436
(nyni soucet téchto péti hodnot presdhl ¢asovou jednotku 1, a proto ndhodné ziskana
hodnota Y je rovna 5 — 1 = 4).



Matematika 3 203

0 tp 1 2

Obrazek 12.74: Pro kladn4 ¢ je distribu¢ni funkce F'(t) prosté, a proto pro p € (0;1)
existuje jedind hodnota ¢, € (0, 00) tak, ze F(t,) = p.

Shrnuti pojmu

Exponencialni i Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti jsou dva pravdépodobnostni mo-
dely popisujici tutéz situaci. Ptislusné veliciny vSak vyjadiuji riizné véci:

X ... doba mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty udalosti. Toto rozdéleni se nazyva
exponencialni (zna¢ime: X ~ Exp())). X je spojita velic¢ina, kterd nabyva kladnych
hodnot.

Y ... pocet vyskyti udalosti za ¢asovou jednotku. Toto rozdéleni se nazyva Poissonovo
(oznacujeme: Y ~ Po(\)). Y je diskrétni veli¢ina, ktera nabyva hodnot z mnoziny

{0,1,2,3,...}.

Parametr A se dosazuje do obou rozdéleni tentyz a udava primérny pocet vyskyti
udalosti za jednotku casu.

Kromé jednoduchych pripadi vyuziti slouzi obé rozdéleni jako odrazovy mistek
matematického popisu teorie front. Exkurze zde zdaleka nebyla vycCerpavajici. Lze
odvodit popis dalsich systémi, jako je samoobsluzny model, fronty s prioritou, sérioveé
fazené fronty, apod.

12.5 Otazky a priklady ke cviceni
U nasledujicich vyrok rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 12.1 Poissonovo i exponencidlni rozdéleni popisuji rizné proméné v téze situ-
acs.

Otazka 12.2 Parametr A\ oznacuje prumérny (= ocekdvany) pocet vyskyti ndhodné
uddlosti za casovou jednotku.
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- 12.3 Velicina s exponencidlnim rozdélenim je diskrétni velicina.
- 12.4 U exponencidlniho rozdéleni plati EX = DX.

- 12.5 Termin ,ndahodnd uddalost“ znamend, Ze pri vyskytu SMS nam pise clovék,
kterého nahodou nezndme.

Otazka 12.6 Teorie front se zabjvd délkou fronty napt. na koupi mobilniho telefonu.

- 12.7 Ustdleny stav je takovy stav ve fronté, kdy se fronta zasekne a uZ nepo-
stupuje.

- 12.8 A\.ff (tzv. lambda efektivni) uddvd, kolik zdkazniki, kteri se do fronty za-
radili, v nt vydrzelo stat aZ do okamZzZiku obsluhy.

- 12.9 Neomezend délka fronty znamend, Ze se delka fronty miZe natahnout aZ
do nekonecna, zkratka na jeji délku se nekladou Zddné podminky.

- 12.10 Pri omezen€ délce fronty existuje ustdleny stav vZdy, i pro p > 1.

Exponencialni a Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti, teorie
front

_ 12.1 Do restaurace prijde prumernée 20 zakazniki za hodinu.

a) Pomoci Poissonova rozdéleni uréete pravdépodobnost, Ze béhem péti minut prijdou
aspon dva zdkaznici.

b) Pomoci exponencidlniho rozdéleni uréete pravdépodobnost, Ze béhem céturt hodiny ne-
prijde Zadny zdkaznik.

- 12.2 Do kanceldre dr. Fajmona prijdou v pracovni dobé primeérné dva stu-
denti za hodinu. Urcete pravdépodobnost, Ze doba mezi dvéma po sobé jdoucimi prichody
studenta lezi v intervalu (10min, 50min).

_ 12.3 Zivotnost dievotriskové stény se ¥idi exponencidlnim rozdélenim se stredni
hodnotou 30 let. Jak dlouhou zdrucni dobu md viyrobce poskytnout zdkaznikim, aby rela-
tivni cetnost stén, které se rozpadnou béhem zdrucni doby, byla v prumeéru 0,17

_ 12.4 Restaurace ma jedno obsluhovaci okno pro tidice. Auta prijizdéji v sou-
ladu s Poissonovym rozdélenim tempem 3 za 5 minut. Doba obsluhy jednoho auta se
pohybuje v prumeru kolem 1,5 minuty a md exponencialni rozdeleni. urcete

a) pravdépodobnost, Ze obsluhovaci okno neni vyuZito.
b) ocekavany pocet aut ve fronté na obsluhu.

c) ocekavany cas cekani auta ve fronté aZ do okamziku, kdy zacne biyjt u okna obsluhovan.
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d) pravdépodobnost, Ze pocet aut v systému (= fronté + obsluze) presihne 10.

e) dukoly a) - d) za predpokladu, Ze pred obsluinym oknem (= 1 misto) je na frontu
vyhrazeno 9 parkovacich mist a dalsi auta se uz do fronty zaradit nemohou (ikol
d zde znamend urcit pravdépodobnost, Ze prijizdéjici auto se uz do fronty nezaradsi,
protoZe devét povolengjch mist je obsazeno).

Priklad 12.5 Ve fronté typu (M|M|2) : (GD]|oo|oo) je stredni doba obsluhy 5 minut a
stredni doba mezi dvéema prichody do fronty 8 minut.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze oba servery budou necinné?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze aspor jeden ze serveri bude necinng?

c) Jakd je pravdépodobnost, Ze zakaznik bude cekat?

Priklad 12.6 Na malém parkovisti pred vesnickym obchodem jsou pouze tri parkovaci
mista. Auta prijizdeji v souladu s Poissonovym rozdélenim se stredni hodnotou 15 za
hodinu. Doba parkovani je exponencidlné rozdélena se stredni hodnotou 10 minut. Zjistéte

a) ocekdvany pocet volnych parkovacich mist.
b) pravdépodobnost, Ze prijizdéjici auto nenajde volné misto.
c) efektivnd tempo prijezdi aut na parkovisté.

Odpovédi na otazky a feseni prikladi viz 15.12.

Programovaci ulohy

Programovaci uloha 1 Sestavte program generujici hodnoty veli¢iny X s Exponen-
cidlnim rozdélenim a veli¢iny Y s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti pro
uzivatelem zadané \.

Programovaci uloha 2 Pomoci podprogramu z tlohy 1 vytvoite program, ktery bude
simulovat pribéh jednoduché fronty typu (M|M]|1) : (GD]|oo|oo) - bude v case
zaznamenavat

a) prichody zakaznika do fronty.
b) odchody zdkaznika z obsluhy.

c) aktuélni pocet lidi ve fronteé.

Programovaci tloha 3 Sestavte program porovnavajici vlastnosti fronty vzhledem k
poctu servert a poctu povolenych mist ve fronté. Mohl by odpovidat na nasledujici
otazky: jak se zméni parametry fronty pfi zméné poc¢tu (pfidani nebo odebrani)
serveril; jak se zméni parametry fronty pfi zméné pocétu povolenych mist (nebo
zruSeni poptipadé zavedeni omezujicich podminek na frontu); jaky je optiméalni
pocet servert; jaky je optimélni povoleny pocet mist ve fronté; apod.
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Prikladem konkrétni fesené otazky je: jaky je optimalni pocet serverti ob-
sluhy vzhledem ke spokojenosti zékaznika - tj. kolik serveri obsluhy uzit, aby
pravdépodobnost, Ze nebude d¢ekat, byla napf. asponn 20%? Ale spokojenost
zakaznika Casto neni urcujici a Tesi se spise otazka: Pokud zisk z jednoho zakaznika
je x K¢ a naklady na ro¢ni provoz a udrzbu jednoho serveru jsou P K¢, jaky je
pfi danych parametrech fronty optimalni pocet servert, aby celkovy roc¢ni zisk byl
minimalné 7 Kc?



Matematika 3 207

13 Rovnomérné a normalni rozdéleni pravdépodob-
nosti

Cil kapitoly

V minulé kapitole jsme se blize seznamili uz s jednim typem spojitého rozdéleni pravde-
podobnosti - s exponencialnim rozdélenim. V této kapitole budeme se spojitymi modely
pokracovat - cekaji nas dalsi dva. Budeme se zabyvat zejména normalnim rozdélenim,
protoze to tvori zéklad nejcastéji pouzivanych statistickych testi.

13.1 Rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti

Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti je velmi jednoduchym typem spojitého
rozdéleni. Diky tomu je model pfi popisu konkrétnich situaci celkem neptesny. Pouzivame
jej jen ziidka. OvSem i jednoduché véci se mohou nékdy hodit (tfeba u zkousky - kdyz
¢loveék nezné ani to jednoduché, jak potom mize znét to slozité?).

Rekneme, 7Ze velicina X ma rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti, po-
kud nabyva hodnot z intervalu < a,b > konecné délky a libovolnd hodnota z tohoto
intervalu je stejné pravdépodobné jako ty ostatni. Hustota této velic¢iny je dana vztahem

ro={ 5

pro distribu¢ni funkci F'(¢) plati (mohli bychom to téz odvodit, protoze plati F'(t) =
t
Joo f(a)dz)

Lte<arh >
jinak,

0 t < a;
F(t)=1 i t € (a;b);
1 t > b.

Oznaceni rovnomérného rozdéleni je Ro(a,b).

Priiklad 13.1 Nejmenovany student bydlici v Bystrci jezdi vijhradné tramwvaji c¢islo 1.
Ovsem nikdy se doma nedivd do jizdniho radu, kdy tramvaj jede - to je pod jeho uroven.
Tramuvaj jezdi v Sestiminutovych intervalech. Student prijde vZdy na zastavku maprosto
ndhodné a ceka na svou oblibenou ,number one“. Dobu X jeho cekani na tramvaj lze
popsat rovnomérnym rozdélenim na intervalu < 0;6 >. Je pedagogické nakreslit grafy
hustoty i distribucéni funkce této veliciny (viz obr. 13.75 a 13.76).

Kdyz bychom nyni chtéli uréit pravdépodobnost, ze student bude na tramvaj cekat 4 az
6 minut, podle vzorcti z kapitoly 10 mame

P(Xe(4;6)):/4 f(t)dt:/4 %dt:%.

Také plati, ze P(X € (4;6;)) = %, tj. hledana pravdépodobnost je rovna poméru délek

dvou tsecek. Jinymi slovy, rovnomeérné rozdéleni zachycuje praveé situace geometrické prav-
dépodobnosti na intervalu (geometrickéd pravdépodobnost na intervalu je rovna poméru
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0.16

Obrazek 13.76: Distribu¢ni funkce rovnomeérného rozdéleni pravdépodobnosti Ro(0;6).

délek tisecek - jak bylo fec¢eno v iivodni kapitole o pravdépodobnostnich modelech, vidime,
ze tento specidlni pfipad je ve spojitych modelech zahrnut).

13.2 Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni pro veli¢iny spojitého typu a ma hustotu

1 (t—p)?
t = = 6_2072
f(®) Cra

Vzorec této funkce na prvni pohled nema piijemny tvar - asi by ji nikdo nechtél potkat v
noci na liduprazdné ulici. Dalo by se spocitat, ze stfedni hodnota veli¢iny X s rozdélenim
zadanym touto hustotou je rovna parametru p, rozptyl je roven parametru o?. Proto
budeme znacit No(u,o?). Na obr. 13.77 jsou uvedeny grafy hustoty pro o2 stale rovno
jedné a rtizné stiedni hodnoty s, na obr. 13.78 je u = 6 a méni se hodnoty rozptylu o2
( Pfi malém rozptylu je rameno grafu hustoty vysoké a tzké, pro vétsi rozptyl hustota
nabyva nizsich funkénich hodnot, ale interval s hodnotami vyznamné odlisnymi od nuly
je §irsf). U vSech téchto grafi hustot plati [~ f(t)dt = 1.

Normaélni rozdéleni se stalo slavnym diky tomu, co fik4 tzv. centralni limitni véta:
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Obrazek 13.77: Hustota normélniho rozdéleni pro rizné stfedni hodnoty p.

01 2 5 4 6 6 7 8 9

Obrazek 13.78: Hustota norméalniho rozdéleni pro riizné rozptyly o2.

Jestlize X, Xs,..., Xy jsou navzajem nezavislé veli¢iny, které maji vsSechny
stejné rozdéleni (nemusi byt normdlni, ale libovolné, jeho stiedni hodnota je EX; = p a
rozptyl DX; = o), pak souctem téchto veli¢in je ndhodn4 veli¢ina Y (plati ¥ = 211\7 X;)
se stiedni hodnotou EY = N -y a rozptylem DY = N - o2, kterd méa pro dostatecné
velké N (N > 30) normalni rozdéleni, tj. plati

_ (t=Npw)?

P(Y € (a; ane? L.

b
1
b)) = / —F €
a V2V No
To, ze hodné proménnych lze s velkou presnosti popsat pomoci normalniho rozdéleni, je
praveé disledkem centralni limitni véty. Nasledujici dvé situace to dokresluji.

Priklad 13.2 Y) uddvd vysku borovic v daném lese (v metrech). Primérnd vyska (= )
je 50 metru. Vezméme nyni jeden konkrétni strom, jehoZ vyska je 54 metri. Co zpisobilo,
Ze vyrostl o 4 metry nad pramér? Hodné ruznych vlivi:

a) Stromek byl zasazen v obzvldst priznivém obdobi roku, coZ zpiusobilo, Ze vyrostl o 1m
nad prumer.

b) Misto, kde strom roste, ziskdvd zdroje hnojiva navic, coZ vede k ristu o 2,3m nad
Prumer.
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c) Nestastnou ndhodou byl stromek pri sazeni nalomen, coZ znamend, Ze narostl o 1,4m
nizsi, nez mohl.

d) Strom ma dobré misto na slunci, coZ mu pomohlo vyrist o 2m nad pramér.

e) Skupina prislusniki antagonistického hmyzu si vybrala strom za svij domov, coZ mu
vzalo $ance vyrust o 0,6m vys neZ ostatni stromy.

atd.

Zkratka a dobre, vychyleni 4m nad prumér je dano souctem vsech téchto moznych kladnych
1 zapornych vlivi. ProtoZe téchto vlivi je vétsinou pomerne dost, vyslednou vysku stromu
danou soustem vsech téchto vlivi lze s velkou presnosti popsat normdlnim rodélenim.

Priklad 13.3 Y5 uddvd vysledek zkousky z matematiky. Vezmeme nyni vysledek zkousky
jednoho konkrétniho studenta. Co nan mélo vliv?

a) Honza mél den pred zkouskou chiipku. To sniZilo jeho vykon o 5 bodui.

b) Honza si néco tipl a ndhodou to trefil - pridalo mu to 2 body.

c) Honza chybél na klicové predndsce a nemél u zkousky jeji kopii - prisel o 5 bodii.
d) Profesor byl v dobré naladé a pFi opravovani Honzovi 3 body pridal zadarmo.
atd.

Opét vidime, Ze vysledek Honzovy zkousky je ddn souctem vétsiho poctu navzdjem nezd-
vislych nahodnych vlivi, a tedy jej lze s velkou presnosti popsat normdlnim rozdélenim.

Nasledujici priklad by klidné mohl byt uveden jako matematicka véta, protoze se jedna
o dulezity disledek centralni limitni véty (a nékdy je také uvadén jako véta - ¥iké se ji
Moivre - Laplaceova véta (¢ti: moéavr laplasova)).

Priiklad 13.4 Specielné i binomické rozdélent lze pro dostatecné velké N dobre popsat
(aproximovat, nahradit) normdlnim rozdélenim:

Uvazugme napriklad wvelicinu X, kterd wuddvd pocet lici pri 100 hodech korunou.
Tato velicina md binomicke rozdeleni s parametry

1
N =100, P=73; EX = Np=50; DX = Np(1l—p)=25.

Tuto wvelicinu lze vyjddrit jako soucet wvelicin X1, Xs, ..., X100, kde X; md binomické
rozdeleni s parametry N = 1, p = %, tj. uddvd pocet lici v jediném hodu minci (pro
N =1 se binomicke rozdeleni nékdy nazyvd alternativni rozdéleni, protozZe velicina miZe
zde nabyvat pouze dvou alternativ: 0 (= ciselné vyjddrent alternativy ,neispéch®) nebo 1

(= ciselné vyjadrent alternativy ,uspéch®)).
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Jako soucet stejné rozdélenych mezdvislych welicin lze tedy X s welkou presnosti
popsat normdlnim rozdélenim s parametry (pro N = 100)

p=EX=N-EX;=Np=50, 0°=DX =N-DX; =Np(l—p)=25.

Cili pro dostateéné velké N lze binomické rozdéleni s velkou pfesnosti aproximovat nor-
malnim rozdélenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem.

13.3 U-rozdéleni

Uvazujme ndhodnou velicinu X udévajici vysledky zkousky z matematiky, kterou lze s
velkou presnosti popsat normélnim rozdélenim (viz piiklad 13.3)s hustotou f(¢) a para-
metry

fe =T5, o2 =25.

Jeji normované hodnoty (viz pt. 10.11, 10.12, 10.13) budeme chépat jako hodnoty veli¢iny
U, kde
X =g, X -T5

Oy 5

o = [ g2 ([ oa [ ) -

1
= _(:ux_ﬂa:'l):o;
g

xT

U

a plati

00 2
DU = E(UQ)—EQU:EUQ—O:/ (t_“z> - f(t)dt

—00 o-g;

1 [~ 1
= o [ s = ot

2
0%

Zajima-li nas pravdépodobnost, s jakou student dosdhne vysledku mezi 75 a 77 body,
musime spocitat
T

e
75V 27T . 5
coz je obsah vysrafované plochy na obrazku 13.79.

Tato pravdépodobnost je stejna jako pravdépodobnost, ze velicina U nabude hodnot z
intervalu urceného piislusnymi normovanymi hodnotami:

_(t—=75)2
5

P(7T5< X <77) = dt,

75—75<X—75<77—75)_
5 5 5 N
1 W2

-e 2 du,
V2T

P(T5< X <77 = P(

0.4
= P(0§U§0.4):/
0

coz je obsah srafované plochy na obrazku 13.80.
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Obrazek 13.79: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, Ze X nabude hodnot
z intervalu < 75;77 >.

Obrazek 13.80: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, ze U nabude hodnot
z intervalu < 0;0.4 >. Tento obsah je stejny jako obsah srafované plochy z obr. 13.79.

Plati tedy

7 7T=175

1 _(t=75)2 / 5
ce” 2 dt = w)du,
/75 \2m - h 75g75 f( )

kde f(u) je hustota U-rozdéleni, tj. libovolny integral z hustoty norméalniho rozdéleni lze
prevést na integral z hustoty rozdéleni U.

Velicina U ma tedy norméalni rozdéleni No(p = 0;02 = 1), které nazyvdme
standardizovanym normdalnim rozdélenim (v anglické literature Z-distribution;
hodnoty veli¢iny s timto rozdélenim se nazyvaji Z-values nebo také Z-scores).

Vypoéty uvedenych integrali jsou dosti pracné (bud musime uzit nékterou z nu-
merickych metod, nebo rozvinout exponencidlni funkci v nekone¢nou fadu a integrovat
¢len po ¢lenu), a proto se s vyhodou pouziva nésledujiciho postupu: pravdépodobnostni
vypocty obecného normaéalniho rozdéleni se prevedou pravé popsanym postupem na
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vypocet integralu U-rozdeéleni, pro které byla vypoctena a sestavena tabulka integralt
®(u) = P(U < u) / L Sar

u) = u) = e

—oo V2T

(®(u) je oznaceni distribu¢ni funkce rozdéleni U - jako pravdépodobnost mé sviij geome-
tricky vyznam, coz zndzoriuje obrazek 13.81).

Obrazek 13.81: Obsah srafované plochy je roven funkéni hodnoté distribu¢ni funkce
®(u) rozdéleni U.

Protoze graf funkce f(u) je symetricky vzhledem ke svislé ose (pfimce u = 0), v tabulce
nemusi byt uvedeny hodnoty ®(u) pro zadporna u. Plati totiz pro u > 0:

Pravdivost tohoto tvrzeni je patrna z toho, Ze na obou stranach rovnosti v ramecku je
obsah téze plochy. Napf. ®(—0,5) = 1 — ®(0,5), protoze (viz obr. 13.82) funkce f(u) je
symetricka a celkovy obsah plochy pod kfivkou je roven jedné:

P(—0,5) =S(A)=5(B)=1-2(0,5)
Hodnoty funkce ®(u) jsou uvedeny v tabulce 13.14 a 13.15.

Priklad 13.5 Velicinu X wuddvajici vysledek zkousky lze popsat rozdélenim No(p =
75;02 = 25), S jakou pravdépodobnosti je vysledek zkousky

a) v intervaly < 69;72 >7
b) mensi nez 657

c) vétsi nez 807
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Obrazek 13.82: Obsahy ploch A a B jsou stejné.

d) v intervalu < p, — 30, iy + 30, >7
Reseni:
ad a)

P(69< X <T72) = P(69_“’”gX_“x§72_“x> _

Oy o Og
_op (09T 22T
5 5
= P(-12<U < —0,6) = ®(—0,6) — B(—1,2) =
= 1-2(0,6) - (1-2(12)) =
= $(1,2) — $(0,6) = 0,8849303 — 0,7257469 = 0,1591834,

coZ je obsah plochy na obrazku 13.83.
Pokud si zvidavy ¢tenar polozil otazku, pro¢ misto nékterych neostrych nerovnosti nejsou
v tomto odvozovani ostré a naopak, pak bych mu rad pfipomnél, Ze u spojitych veli¢in
plati

P(X =ty)=0
pro libovolné ty. Diky tomu nezalezi na tom, zda u normalniho rozdéleni definujeme dis-
tribu¢ni funkci pfedpisem F(t) = P(X < t) nebo F(t) = P(X < t) (tyto dva druhy
definice se totiz objevuji v matematické literatute oba, ale zadny velky vliv to neméa - u
spojitych veli¢in to nema zadny vliv, u diskrétnich veli¢in je schodova distribu¢ni funkce
v prvnim pripadé zprava spojitd, ve druhém zleva spojita, tj. v bodé skoku je v prvnim
pripadé funkéni hodnota definovana na hornim schodu, ve druhém piipadé na dolnim).

ad b)

Oy Oy
= PU<-2)=d(-2)=1-3(2) =
— 1-0,9772499 = 0,0227501.

X — _ _
P(X <65) = P( pe 05 Mw):P(U§65575):
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Tabulka 13.14: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 1.¢ast.

D (u)

®(u)

®(u)

@ (u)

@ (u)

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29

0,5000000
0,5039894
0,5079783
0,5119665
0,5159534
0,5199388
0,5239222
0,5279032
0,5318814
0,5358564
0,5398278
0,5437953
0,5477584
0,5517168
0,5556700
0,5596177
0,5635595
0,5674949
0,5714237
0,5753454
0,5792597
0,5831662
0,5870604
0,5909541
0,5948349
0,5987063
0,6025681
0,6064199
0,6102612
0,6140919

0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59

0,6179114
0,6217195
0,6255158
0,6293000
0,6330717
0,6368307
0,6405764
0,6443088
0,6480273
0,6517317
0,6554217
0,6590970
0,6627573
0,6664022
0,6700314
0,6736448
0,6772419
0,6808225
0,6843863
0,6879331
0,6914625
0,6949743
0,6984682
0,7019440
0,7054015
0,7088403
0,7122603
0,7156612
0,7190427
0,7224047

0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,30
0,81
0,82
0,33
0,84
0,85
0,36
0,87
0,38
0,89

0,7257469
0,7290691
0,7323711
0,7356527
0,7389137
0,7421539
0,7453731
0,7485711
0,7517478
0,7549029
0,7580363
0,7611479
0,7642375
0,7673049
0,7703500
0,7733726
0,7763727
0,7793501
0,7823046
0,7852361
0,7881446
0,7910299
0,7938919
0,7967306
0,7995458
0,8023375
0,8051055
0,8078498
0,8105703
0,8132671

0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19

0,8159399
0,8185887
0,8212136
0,8238145
0,8263912
0,8289439
0,8314724
0,8339768
0,8364569
0,8389129
0,8413447
0,8437524
0,8461358
0,8484950
0,8508300
0,8531409
0,8554277
0,8576903
0,8599289
0,8621434
0,8643339
0,8665005
0,8686431
0,8707619
0,8728568
0,8749281
0,8769756
0,8789995
0,8809999
0,8829768

1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49

0,8849303
0,8868606
0,8887676
0,8006514
0,8925123
0,8943502
0,8961653
0,8979577
0,8097274
0,9014747
0,9031995
0,9049021
0,9065825
0,9082409
0,9098773
0,9114920
0,9130850
0,9146565
0,9162067
0,9177356
0,9192433
0,9207302
0,9221962
0,9236415
0,9250663
0,9264707
0,9278550
0,9292191
0,9305634
0,9318879
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Tabulka 13.15: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 2.¢ast.

D (u)

D (u)

D (u)

D (u)

D (u)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79

0,9331928
0,9344783
0,9357445
0,9369916
0,9382198
0,9394392
0,9406201
0,9417924
0,9429466
0,9440826
0,9452007
0,9463011
0,9473839
0,9484493
0,9494974
0,9505285
0,9515428
0,9525403
0,9535213
0,9544860
0,9554345
0,9563671
0,9572838
0,9581849
0,9590705
0,9599408
0,9607961
0,9616364
0,9624620
0,9632730

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,01
2,02
2,03
2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09

0,9640697
0,9648521
0,9656205
0,9663750
0,9671159
0,9678432
0,9685572
0,9692581
0,9699460
0,9706210
0,9712834
0,9719334
0,9725711
0,9731966
0,9738102
0,9744119
0,9750021
0,9755808
0,9761482
0,9767045
0,9772499
0,9777844
0,9783083
0,9788217
0,9793248
0,9798178
0,9803007
0,9807738
0,9812372
0,9816911

2,10
2,11
2,12
2,13
2,14
2,15
2,16
2,17
2,18
2,19
2,20
2,21
2,22
2,23
2,24
2,25
2,26
2,27
2,28
2,29
2,30
2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39

0,9821356
0,9825708
0,9829970
0,9834142
0,9838226
0,9842224
0,9846137
0,9849966
0,9853713
0,9857379
0,9860966
0,9864474
0,9867906
0,9871263
0,9874545
0,9877755
0,9880894
0,9883962
0,9886962
0,9889893
0,9892759
0,9895559
0,9898296
0,9900969
0,9903581
0,9906133
0,9908625
0,9911060
0,9913437
0,9915758

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50
2,51
2,52
2,53
2,54
2,55
2,56
2,57
2,58
2,59
2,60
2,70
2,80
2,90
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00

0,9918025
0,9920237
0,9922397
0,9924506
0,9926564
0,9928572
0,9930531
0,9932443
0,9934309
0,9936128
0,9937903
0,9939634
0,9941323
0,9942969
0,9944574
0,9946139
0,9947664
0,9949151
0,9950600
0,9952012
0,9953388
0,9965330
0,9974449
0,9981342
0,9986501
0,9993129
0,9996631
0,9998409
0,9999277
0,9999683

4,50
9,00
9,50

0,9999966
0,9999997
0,9999999
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Obrazek 13.83: K pf. 13.5a) - vypocet pravdépodobnosti u normalniho rozdéleni je roven
obsahu srafované plochy.

ad c)

80 — 75

P(X >80) = P<U2 ):P(U21):1—P(U<1):

= 1—®(1)=1-0,8413447 = 0,1586553.

P(-3 < U < 3) = 8(3) — B(—3) — B(3) - (1 — B(3)) =
— 20(3) — 1 = 0,9973002

Vétsina hodnot velic¢iny X lezi tedy v intervalu < p, — 30y, i + 30, >. Veli¢cina X nabude
hodnoty z tohoto intervalu s pravdépodobnosti 99,7% (= tzv. pravidlo t¥i sigma).

Priklad 13.6 Firma vyrdbi balicky otechi po 200ks, pricemz % orisku jsou burské a
411 liskove, dokonale se promichaji, a pak se teprve sypou do balickid. Jestlize koupime

jeden balicek orechu, jaka je pravdépodobnost, Ze pocet liskovych orechi je v intervalu
< 47;56 >7¢

Reseni. Ndhodnd wvelicina X wuddvajici pocet liskovych ofechii v jednom balicku
md rozdéleni Bi(N = 200,p = 0,25), ¢ili u, = 50, 02 = 37,5. Primgj vjpocet

P (47<X<56)=P(X=47)+P(X =48) +---+ P(X = 56) =
200 200 200
= 0,25%70,751%3 0,25%0,75%2 4 ... 0,25%60. 75144 =
(47) b) b) + 48 b) b + + 56 b b)
= 0,572
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byl urcen pomoci robustni kalkulacky, kterd md funkci pro obecnou sumu a také funkci
pro vycisleni kombinacnich cisel. Pri nahradé daného binomického rozdeleni normdlnim
rozdélenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem (0% = 37,5 = o0, = 6,12) dostaneme
vysledek:

4750 _ . _ 5650
612 —  — 6,12
= (0,98) — (1 — ®(0,49)) = 0,524.

P(4T<X <56) = P ( ) = ©(0,98) — ®(—-0,49) =

Je vidét, Ze chyba od presného viysledku je v Tddu procent (druhé desetinné misto). Pokud
bychom pouzili korekce (viz ndsledugjici priklad 15.7), dostali bychom vysledek P (46,5 <
X <56,5) = 0,569, jehoz odchylka od presného vysledku je v Fadu desetin procenta (treti
desetinné misto).

Priklad 13.7 Vratme se k prikladu 10.2, kde ndhodnd velicina X uddvd pocet lici pFi
ctyrech hodech minci. Vypocteme napriklad pravdeépodobnost, Ze pocet licu ve ctyrech ho-
dech bude jeden nebo dva

a) pomoci Bi(N =4,p=0,5),
b) pomoci normdlniho rozdélend;
¢) pomoci normalniho rozdéleni s korekct.
Resent:
ad a) P(1<X <2)=p;+p=0,25+0,375 =0,625.
ad b) Aproximujme binomické rozdéleni normdlnim rozdélenim No(u, = Np = 2,05 =
Np(l—p) =1):
PI<X<2) = P(l_””” §U§2_“$) :P(1%2§U<¥) -

Oz Oz

= 3(0) — B(—1) = 0,341.

Hodnota z b) se od hodnoty z a) vyznamné lisi!! Kde se udéala tak velka chyba? V tom,
ze obsah plochy dvou obdélnikii histogramu na obr.13.84

jsme aproximovali pomoci obsahu plochy na obr. 13.85,

nikoliv pomoct Srafované plochy na obr. 13.86.

Aproximacni chyba se zmensi, pokud vypocet pravdépodobnosti P(t; < X < t5) pomoci
Bi nahradime obsahem podgrafu hustoty No na intervalu stejné délky, tj. pravdépodob-
nosti P(t; —0,5 < X < t340,5). Toto rozsifeni intervalu o 0,5 na obou stranach nazyvame
korekci.

ad c) V nasem prikladu dostaneme uZitim korekce:

1-05—-2 2+05—-2
P1-05<X<2+05) = P(%gUg%):
1 3
= ¢(=-)—-P(—=)=0,624
(2) ( 2) ? Y

coZ je docela dobrd aprorimace presné hodnoty 0,625.
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Obrazek 13.84: K pf. 13.7 - aproximovand plocha.

Obrazek 13.85: K pf. 13.7 - nevhodné aproximace Bi pomoci No.

-

4

Obrazek 13.86: K pf. 13.7 - vhodné aproximace Bi pomoci No uzitim korekce.

Je vidét, ze pomoci korekce lze popsat binomické rozdéleni normalnim i pro mala N.
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13.4 Generovani hodnot rovnomérného a normalniho rozdéleni
na pocitaci

Vygenerovat hodnotu rovnomérného rozdéleni Ro(a,b) na pocitaci je velmi jednoduché

- sta¢i pocita¢ pozadat, aby vygeneroval realné cislo r z intervalu < 0;1 >, a pak

nadhodnou hodnotu mtzeme brat jako a + r - (b — a). Pro r = 0 dostaneme a, pro r = 1

dostaneme b, pro r € (0;1) dostaneme "néco mezi” a a b.

Pocitacové generovani hodnot normalniho rozdéleni je uz pracnéjsi - v zasadé je
postup stejny jako u Exponencidlniho rozdéleni - viz 12.4. Vygenerujeme hodnotu r z
intervalu < 0;1 >, a pak pres distribu¢ni funkci ® najdeme r-kvantil k tak, ze plati
®(k) = r. A posledni krok spociva v prevedeni U-hodnoty k normovaného normalniho
rozdéleni na hodnotu x pro obecnou stiedni hodnotu i a obecny rozptyl o2: protoze

[
g

9

dostaneme x ze vztahu * = k-0 + u. A x je hledanad generovand hodnota rozdéleni
No(u,a?).

Pokud bychom chtéli tento proces zachytit programem, nejpracnéjsi je ten krok,
kdy pro r €< 0;1 > hleddme k € R tak, aby ®(k) = r. Pro nalezeni hodnoty & mame dvé
moznosti - tou prvni moznosti je zpracovat programem obé z tabulek 13.14, 13.15, coz
je dosti pracné. Druhou moznosti je vyuzit jistych skutecnosti, které program podstatné
zjednodusi. Zacatek je stejny jako u prvni moznosti: vygenerujeme hodnotu r z intervalu
< 0;1 >. Nyni potfebujeme najit r-kvantil k tak, Ze plati ®(k) = r. Plati

k 1 2

Rozvineme-li exponencialni funkci v integrandu v nekonec¢nou fadu pomoci vzorce e* =
142+ 22—? + g—? + ... (ten Ctendr jisté poznal v prvnim ro¢niku) a zanedbame od jistého
¢lenu (tfeba od desatého nebo jedenactého) vSechny ostatni, dostaneme s jistou presnosti
jednoduchy vzorec pro ®:

k 2 4 6 20
1 U u* 1 w1 U 1
O(k) = S T T S R R L
(k) /_OO \/ 27 ( 2 + 4 2! 8 3!+ + 1024 10!)

du.

Uvedeny polynom dvacatého stupné zintegrujeme - uvédomime-li si, Ze pti dosazeni spodni
2
sz c vy w o ’ ’ _u_
meze —oo dostavame jesté pro ptivodni "nerozbalené” e~ 2= nulu, budeme dosazovat pouze
horni mez k a integrovat ¢len po clenu:
1 k3 | ko1 k2t 1

Q)(k;)i— ______ 4+t

(e — —— 4+ ™ .
V2 ( 3-2+5-4 20 7.8 3! 21-1024 10!>

Dostali jsme krasny vzorecek pro funkci, kde je par nasobeni a nékolik s¢itani, takze pro
pocita¢ na zacatku tfetiho tisicileti to neni zadny problém.
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Déale bude fajn si uvédomit, ze na 99,7% bude hledand hodnota k v intervalu
< —3;3 > (tzv. pravidlo ti{ sigma). Pokud vezmeme interval < —6;6 >, generovana
normované hodnota se zde bude nachézet prakticky (= s pfesnosti na pét desetinnych
mist) na sto procent (uvazujme ¢(—6) = 0, ¢(6) = 1). Nyni tedy provedeme néasledujici:
pokud r = 0,5, tak mame bezbolestné nalezeno k£ = 0; pokud r > 0,5, tak zvolme k; = 0,
ko = 6; pokud r < 0,5, volme k; = —6, ko = 0. Takze pro r # 0,5 mame zatim urcen
interval < ki; ke > obsahujici hledany kvantil k. A nyni - a to je posledni myslenka
tohoto postupu - budeme délat néco jako metodu stielby (viz 8.2.2 ... tento nazev
specielné oznacuje jednu z metod feseni diferencialni rovnice, ale obecné ma nasledujici
Sirsi pouziti v riznych situacich), a sice zkusmo pocitat rizné hodnoty funkce ®. Metoda
stfelby v sobé kombinuje nékterou metodu fesSeni nelinearni rovnice - pouzijme tieba tu
nejjednodussi, tj. metodu ptileni intervali:

Najdeme stfed intervalu ks = @, a pak vypoctéme ¢(k3). Pokud ®(k3) = r,
tak k := k3 je hledany kvantil. Jinak pro ten z intervali < ki;k3 >, < k3; kg >, ktery
obsahuje hodnotu r, dany krok zopakujeme, tj. najdeme jeho stfed, atd. Jedna se
prakticky o metodu ptleni intervald jen s tim rozdilem, ze vypoctenou funkéni hodnotu
¢(k3) neporovnavame s nulou, ale s ¢islem 7. Po jistém poctu krokt bud p¥imo narazime
na ten bod k,, ze ®(k,) = r, nebo volime (napf. pii délce do cyklu vstupujiciho intervalu
mensi nez 0,0001) &k := k.

No a po nalezeni pfiblizné hodnoty k, uz neni nic jednodussiho nez generovat
pribliznou hodnotu x:
="k, o+ p.

13.5 U-test

V anglické literature ... Z-test. Problematiku statistického testovani v pripadé normalniho
rozdéleni vysvétlime na nasledujicim prikladu:

Priklad 13.8 Diouhodobad praze ukazuje, Ze Zdarovky ACME maji Zivotnost, kterou lze
popsat normdlnim rozdélenim s parametry p = 100 hodin, o = 25. Vijvojové oddélent
firmy ACME se pokousi prakticky realizovat teoreticky fakt, Ze jisty chemicky povlakovy
proces zvysuje Zivotnost Zarovky. Provadi se jednoduchy experiment: povlakovy proces se
realizuje na jednu Zdrovku a méri se jeji Zivotnost. Pokud bude Zivotnost vétsi nez 100
hodin - teknéme 115 nebo 120, bude to potvrzovat, Ze povlakovy proces zvysuje Zivotnost.
Pokud Zarovka vydrZi jen ast 100 hodin, povede to k zdveru, Ze povlakovy proces neprindsi
zlepseni Zivotnosti.

V této situaci je mozné statistické rozhodovani provést na zékladé dvou riznych postupii
uzivajicich U-rozdéleni, které se lisi v alternativni hypotéze H;. Na nasem piikladu nyni
provedeme oba typy testu a porovname vhodnost jejich uziti. V kazdém z testt se provadi
stejné obecné kroky jako v ptripadé znaménkového testu v kapitole 11.
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13.5.1 Jednostranny test

/////

zZarovky. Projdeme kroky testu:
(K1) Vyslovime nulovou a alternationi hypotézu:

Hy: Povlakovy proces nemd vliv na Zivotnost, tj. p, = 100 (stredni hodnota Zi-
votnosti Zdrovky oSetrenée povlakovym procesem je stale rovna puvodnim 100
hodindam,).

Hy:  Povlakovy proces zvysi Zivotnost o jisty pocet hodin, tj. p, > 100.
(K2) Kritériem testu bude doba X Zivotnosti Zdrovky podrobené povlakovému procesu.

(K3) Pokud nulovd hypotéza Hy je pravdivd, velicina X md normdlni rozdéleni s pa-
rametry (1, = 100, 012, = 25 (tj. rozdéleni doby Zivotnosti se povlakovym procesem
nezméni).

(K4) Najdeme xy, tak, aby platilo P(X > x) = o = 0,05:
X—100
=

(ii) V tabulce funkce ® najdeme pro o = 0,05 hodnotu uy_, takovou, Ze (viz obr.
13.87)

(i) Prevedeme rozdéleni veliciny X na U-rozdéleni: U =

Obrazek 13.87: Obsah srafované plochy je roven P(U > 1,64) = a = 0,05.

PU>u_o) = «

1 - ®(ure) = a=005
0,95 = ®(uogs)
uogs = 1,64
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Podle tabulky sice ®(1,64) neni pfesné rovno hodnoté 0,95, ale budeme s jistou pres-
nosti ifkat, Ze to rovno je. Cislo 1,64 je vlastné 0,95-kvantil U-rozdéleni (viz oddil 12.4),
protoZe pro ten pravé plati, ze ®(1,64) = 0,95. Obrazek 13.87 ptedstavuje geometricky
vyznam kvantilu ve vztahu k hustoté: obsah plochy mezi hustotou a osou ¢ na intervalu
< —00;Up 95 > je roven pravé hodnoté 0,95. A tedy obsah zbytku podgrafu (= Srafovana
¢ést) je roven 0,05.

(iii) Prevedeme tuto U-hodnotu zpét na X -hodnotu:

x, — 100
164 = ——
7 )

2 = 5-1,64+ 100 = 108,2

Pfi nerovnosti ,>“ mluvime o pravostranném testu. V piipadé alternativni hypotézy
tp, < 0 bychom museli lehce obménit vypocet kritické hodoty, ktera by byla mensi nez
100 a testové rozhodnuti by zamitlo Hy tehdy, kdyz by platilo X < z; (levostranny
test pro konkrétni hodnotu nechdme na cviceni). Kritickou hodnotu vzdy hledame pro
predem zvolenou hladinu vyznamnosti testu a. To nemusi byt vzdy 0,05, ale tfeba 0,01
nebo jina hodnota - uz o tom byla fec¢ v kapitole 11.

(K5) Rozhodnuti testu: pokud namérena hodnota Zivotnosti Zdrovky podrobené povlako-
vému procesu presahne kritickou hodnotu x, = 108,2 (tj. odpovidajici U-hodnota
presdhne hodnotu 1,64 ), zamitame Hy a uzavirdme, Ze povlakovy proces zvysuje Zi-
V0tnost.

(K6) Na rozdil od znaménkového testu (i kdyz i tam by to bylo mozné, ale casto se
to nedéld) se nyni zabyveyme otdzkou, jakd je v nasSem testu pravdépodobnost (3
vyskytu chyby druhého druhu, tj. pravdépodobnost vyskytu situace, kdy plati Hy, ale
test nezamitne Hy.

Nutno tict, ze obecné tuto pravdépodobnost schopni nejsme urcit - lze ji spocitat jen
za predpokladu, Zze zname, o kolik hodin konkrétné povlakovy proces zvysi Zivotnost
zarovky. Z pedagogickych diivodt nyni pfedpoklddejme, Ze ve skutecénosti povlakovy
proces zvysi zivotnost zarovky presné o 8 hodin. Pravdépodobnost ( nyni ur¢ime na
zakladé platnosti ,nové“ hypotézy Hi, ze zivotnost X zarovky s povlakem mé normalni
rozdéleni s parametry p, = 108, O’i = 25, ale test nezamitne Hy (naméfené z < x5, =
108,2).

Pravdépodobnost 3, Ze nezamitneme Hy, ackoliv plati Hy, je rovna obsahu tmavé vysra-
fované plochy na obrdzku 15.88 - ,levd“ kfivka vyjadiuje rozdéleni pri platnosti Hy (s
extrémem v bodé p = 100), ,pravd® pri platnosti Hy (s extrémem v bodé u = 108).

108,2 — 108
B = P(X<1082) =P (U < —)

5
= P(U < 0,04) = ®(0,04) = 0,516
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Obrazek 13.88: Jednostranny test: obsah svétle srafované plochy je roven pravdépodob-
nosti «, obsah tmaveé srafované plochy je roven pravdépodobnosti .

Pravdépodobnost toho, ze Hy zamitneme spravné (opravnéné), kdyz plati H;, se nazyva
sila testu (anglicky ,power®). Obecné je to pojem pozitivni, protoze vyjadiuje jakousi
uspésnost testu. U jednostranného testu plati, Ze jeho sila je rovna 1 — .

V nasem prikladu sila testu je rovna 1 — 0,516 = 0,484.

13.5.2 Oboustranny test

Tento test bychom pouZili, kdyby nase informace o chemickém povlakovem procesu byly
tak nejasné, Ze bychom nevédéli, zda se povlakem Zivotnost snizi nebo zvysi.

(K1) Hi: p, =100 (stredni doba Zivotnosti se povlakem nezméni).
Hy: p, # 100 (stredni doba se povlakem zmént, ale nevime, kterym smérem).

Alternativni hypotéza Hy se nazyjvd oboustrannd (nebo nesmérovand,).
(K2) Kritériem je doba X Zivotnosti Zdrovky s povlakem.
(K3) Za predpokladu platnosti Hy md velicina X rozdéleni No(u, = 100, 02 = 25).

(K4) Hy zamitneme tehdy, kdyZz namérend hodnota veliciny X bude prilis mald nebo
prilis velkd, pricemz oboji md stejnou vahu. Tedy hledame kritickeé hodnoty x,,, T,
tak, aby platilo

P(X <)+ P(X >2,)=a=005

a oba cleny na levé strane mely stejnou vahu, .

P(X <) = = =0,025

RN L) o)

P(X >x,) = = =0,025.
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(i) Prevedeme X -rozdéleni na U-rozdéleni: U = 279,

(ii) V tabulce hodnot funkce ® najdeme us, ui-ga tak, aby

«

P(U<ug) =5 P(U 2 uig) = %

Pro a = 0,05 dostavame (viz obr. 13.89)

0,975 = (I)(U()’g75)

Up,975 = 1,96

Ze symetrie hustoty U-rozdéleni dostaneme g 25 = —1,96.

—1.96 o 1.96

Obrazek 13.89: Vyznam kritickych hodnot oboustranného testu - obsah kazdého z obou
srafovanych konci je roven 3.

(iii) U-hodnoty prevedeme na X -hodnoty:

o
~1,96 — xTOO:xmleO—B-l,%:%,Z
. — 100
1,96 — xT — 2, =100 +5-1,96 = 109.8

(K5) Rozhodnuti testu: Pokud je namérend (= empirickd) hodnota doby Zivotnosti Zd-
rovky podrobené povlakovému procesu mimo interval (90,2;109,8), tj. odpovidagici
U-hodnota je mimo interval (—1,96;1,96), zamitdme Hy a uzavirdme, Ze povlakovy
proces ma vliv na Zivotnost.

(K6) Pokusme se i u oboustranného testu urcit pravdépodobnost 3 vyskytu chyby druhého
druhu.
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Podobné jako u jednostranného testu toho jsme schopni jen tehdy, kdyz zname skutec¢nou
stfedni hodnotu veli¢iny X . Dejme tomu, Ze ve skuteénosti ma zivotnost stiedni hodnotu
p = 108 hod (podobné jako u vypoctu [ u jednostranného testu). Interval pro nezamitnuti
Hy je (90,2;109,8), tj.

90,2 — 108 109,8 — 108
5 5
= ©(0,36) — ®(—3,56) = 0,64 — 1 -+ 0,9998 = 0,6398,

B =P(X €(90,2;109,8)) = P(U € ( ) =

Obrazek 13.90: Oboustranny test: soucet obsahii obou svétle srafovanych plosek je roven
pravdépodobnosti a;, obsah tmavé Srafované plochy je roven pravdépodobnosti (.

Na obrazku 13.90 je celd situace vykreslena - ,leva®“ krivka je kfivkou hustoty mérené
veli¢iny pii platnosti Hy (¢ili s extrémem p = 100), ,prava“ je kiivkou hustoty méfené
veliiny pii platnosti H; (¢ili s extrémem p = 108). Dale lze ur¢it silu testu:

109,8 — 108

5
—1—(0,36) =1 — 0,64 = 0,36.

sila = P(X > 109,8) = P(U > ) = P(U > 0,36) =

vidime tedy u oboustranného testu, Ze neni presné sila rovna hodnoté 1 — 3. Silu totiz
vZzdy urcujeme jako obsah plochy za kritickou hodnotou na té ,strané ob-
razku“, na kterou je ,,vychylena* hypotéza H;. Uréity maly kousek P(X < 90,2) =
O (22108 = §(—3,56) = 1 —0,9998 = 0,0002 na ,0patné strand obrazku“ (na obr. 13.90
je to obsah pod malilinkym kousickem kiivky ,hypotézy H:;“ zasahujici do levého svét-
lého Srafovéani) se do sily testu ,nebere“, protoze sice vede ke spravnému zamitnuti Hy,
ale k nespravnému zavéru, ze zivotnost p < 100 (ve skutecnosti totiz p > 100, presnéji
g = 108 hodin). Abychom byli pfesni (coz se v matematice téméf ocekava), budeme tedy
dale tikat, ze sila testu se u jednostranného testu pfesné, u oboustranného testu skoro
presné rovna 1 — [3.
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Dalsi poznamka, a sice k rozdilu mezi pravé probranym jednostrannym a oboustrannym
testem: Pokud by zivotnost pozorované zarovky byla 109 hodin, jednostranny test
(s mezni hodnotou x, = 108,2) by zamitl Hy, oboustrany test (s mezni hodnotou
x, = 109,8) by Hy nezamitl. Jak je mozné, Ze stejné data vedou pfi riiznych alternativnich
hypotézach k riiznym rozhodnutim?

Kdyz nemame zadny teoreticky podklad toho, ze povlakovy proces zvySuje zi-
votnost, musi se pouzit oboustranny test pro pravdivostni obor (90,2;109,8). a o = 0,05.
Kdybychom méli teoreticky podklad o tom, Ze povlakovy proces zvysSuje Zivotnost, pro
a = 0,05 by platila kritickd hodnota z; = 108,2 pravostranného testu, tj. pravdivostni
obor je interval (0;108,2).

Kdybychom meéli teoreticky ditkaz o tom, ze povlakovy proces snizuje zivotnost,
odvodilo by se pomoci jednostranného testu smérovaného na opacnou stranu (= le-
vostranného testu), ze pravdivostni obor pro nezamitnuti Hy (z = 100 — 5 - 1,64 = 91,8)
je (91,8; 00) pro a = 0,05.

Oba jednostranné testy tedy déavaji jakysi ,pfisnéjsi“ pravdivostni obor (91,8;108,2)
pro nezamitnuti Hy, ale pak je celkova chyba prvniho druhu rovna souctu chyb obou
jednostrannych testi, tj.

a=20,054+0,00=0,1

(chyby 0,05 se mtizeme dopustit na obé strany). Odpovét v nastoleném dilematu tedy je:
pokud nevime nic o teorii a naméfena zivotnost zarovky je 109 hodin, pak

a) nezamitame H, na hladiné vyznamnosti 0,05;
b) zamitame Hj na hladiné vyznamnosti 0,1.

Statistiku bychom nevhodné pouzili tehdy, kdyz nevime nic o teorii, zivotnost upravené
zarovky nameérime 109 hodin, fekneme si: ,aha, povlakovy proces zvysuje zivotnost® a
vymyslime teorii, kterad nase tvrzeni podporuje. Vysledky pak publikujeme v odborném
casopise pro o = 0,05. Ovsem ve skutecnosti je to jinak - bez teorie musime publikovat
vysledky pouze na hladiné vyznamnosti « = 0,1. Jednostranny test pro a = 0,05 lze
pouzit jen pii jasném teoretickém zakladu - napt. tehdy, kdyz je naprosto jasné, ze
povlakovy proces nemiize vést k nizsi zivotnosti.

Spatné pouziti statistiky tkvi v tom, Ze na zékladé jednostranného testu se vy-
rabi teorie, a pak se publikuje na hladiné vyznamnosti 0,05 misto 0,1. Timto Spatnym
pouzitim statistiky lze ,,dokazat“ platnost ¢ehokoliv - na urcité hladiné vyznamnosti lze
tvrdit jakykoliv nesmysl: ¢im vétsi nesmysl, tim vétsi a se musi pouzit.

Shrnuti pojmu

Normalni rozdéleni je mocnym néastrojem k popisu déji a procesti praxe. A dokonce to
mé i teoreticky podklad - diky centralni limitni vété miizeme ftict, Ze mnohé veli¢iny
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zavisi na velkém mmnozstvi priblizné stejnych vlivi, a tudiz se chovaji ,normalné“, tj. lze
je popsat norméalnim rozdélenim. I kdyz kazdy clovek v nasi republice je jiny, pfece jen
je v tom nékolikamilionovém shroméazdeéni jisty fad. A i v procesech nahodnych, jako
je rychlost vétru nebo mnozstvi srazek, je fad. Je to zvlastni, ze uprostied ndhody je
yzakodovan“ tad. Jako by to ani nebyla ,nahoda“, ale jakysi tanec podle jistych pravidel.
V chaosu je fad. Neukazuje to na nékoho vétsiho, kdo stanovil pravidla nasemu srdci i
pfirodnim procesiim? Skoda, Ze v hodinidch matematiky se zamyslime jen nad otézkou
»jak®, a ne ,proc”.

Matematicky vzato, pracné pravdépodobnostni vypocty pomoci normalniho rozdéleni se
pfevedou na vypocet pomoci standardizovaného normélniho rozdéleni U = No(0;1) a
vyuzivame integrace jednou provzdy zaznamenané do tabulek. Plati

Og Og Og Og

P(%SXS@):P<MSU§—$2_M> =®($2_%>_@(x1—_%.>.

Statisticky test popsany v této kapitole je celkem chudy v tom, ze zpracovava jen jediné
méreni. Abychom ziskali vétsi jistotu, ze napt. povlakovy proces zvysuje zivotnost jistého
druhu zarovek, neprovedeme méfeni s jednou zarovkou, ale s nékolika, a pak spo¢teme na-
priklad primér méfenych parametri. Toto prirozené a pozadované rozsifeni statistického
testu na soubor hodnot je obsahem néasledujici posledni kapitoly.

13.6 Otazky a priklady ke cviceni
U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
Otazka 13.1 Pro rovnomérné rozdélenou velicinu X plati:

IEAY
atd o _(a=b)

EX = :
2 6

Otazka 13.2 Obrdzek 15.75 je z matematického hlediska v poradku.

Otazka 13.3 Centrdalni limitni véta rikd, Ze soucet stejné rozdélenych velicin lze dobre
popsat normalnim rozdeélenim.

Otazka 13.4 ® je oznaceni pro hustotu tzv. standardizovaného meboli normovaného
normdlniho rozdéleni No(0;1).

Otazka 13.5 Binomické rozdéleni Bi(N,p) lze po provedeni jisté korekce aproximovat
normdlnim rozdélenim i pro malé N.

Otazka 13.6 K pouZili jednostranného nebo oboustranného testu se rozhodneme podle
toho, zda mdme teoretické podklady o jednostranném vychyleni veliciny pri provedeni da-
ného experimentu.
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Rovnomérné a normalni rozdéleni, U-test

Priklad 13.1 Prodejna ocekdva doddvku nového zboZi v dobé od 8 do 10 hodin. Podle
sdéleni dodavatele je uskutecnéni doddvky stejne mozné kdykoliv behem tohoto casového
intervalu. Jakd je pravdépodobnost, Ze zbozi bude dodano v dobé od pil devaté do tri cturte
na devét?

Priklad 13.2 V Kocourkové neni stanovena Zadnd dolni hranice pro sloZeni zkousky.
Jeden zly profesor se rozhodl, Ze vyhodi na daném terminu 25% vsech studenti. Jak musi
nastavit hranici pro sloZeni zkousky, pokud z dlouhodobych vysledki vi, Ze pocet bodi na
zkousce lze popsat rozdélenim No(p = 75,0% = 100) ?

Priklad| 13.3 Vypoctéte pr. 3 c),d) z nereSeného prikladu 11.8 na konci kapitoly 11
(Honza Kovdr jezdi hrdt skvos ...). normdlnim.

Priklad 13.4 Je zndmo, Ze mnoZstvi alkoholového likéru, ktere vypije béhem vikendu
jeden student, md normalni rozdéleni se stredni hodnotou 10 unci a odchylkou 2 unce (1
unce je asi 0,5 dl, presnéji 1 unce = 0,457375 dl). Je vyslovena hypotéza, Ze o vikendu,
ktery nasleduje po ukoncent zkousek, piji studenti vice nez obycejné. Pro overeni hypotezy
je nahodné vybrdna jedna studentka a zjisti se, Ze behem vikendu po zkouskdch vypila 13,5
unct likéru. Testujte hypotézu, Ze uvedené mnoZstvi likéru je nadprimérné.

Priklad 13.5 Podle expertniho piedpokladu md mit o novy vyrobek zdjem 20% zdkaz-
niku. Z 600 dotazanych zakazniki jich projevilo zajem 135. Na hladiné 0,05 testujte hypo-
tézu, Ze expertni predpoklad se naplnil.

Odpovédi na otazky a feseni prikladt viz 15.13.

Programovaci ulohy

Programovaci uloha 1 Sestavte program generujici hodnoty veli¢iny X s rovnomérnym
rozdélenim Ro(a,b) a veli¢iny Y s normalnim rozdélenim No(u, c?).

Programovaci tloha 2 Sestavte program pro vypocet hodnot distribu¢ni funkce ® po-
moci

a) rozvoje hustoty v nekone¢nou fadu - viz 13.4;

b) numerické integrace - viz 7.2.2.

Porovnejte ziskané funkéni hodnoty s hodnotami v tabulce 13.15.



230 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

14 Statisticky test stfedni hodnoty priuméru meéreni
normalniho rozdéleni pri znamém rozptylu

Je slusnosti, aby posledni kapitola byla nejkratsi. Budu se toho drzet, i kdyz jeji nazev
(ktery je nejdelsi ze v8ech nazvi kapitol) to nenaznacuje.

Cil kapitoly

A7 dosud byla fe¢ o dvou typech rozdéleni, a sice teoretickém a empirickém. Nyni do
svych ivah pribereme tteti typ rozdéleni, ktery charakterizuje vztah mezi prvnimi dvéma
typy: teoretické rozdéleni parametru empirického rozdéleni. Toto rozdéleni hraje roli ve
statistickém testu této kapitoly, coz je test stfedni hodnoty primeéru méfeni veliciny s
norméalnim rozdélenim.

14.1 Teoretické rozdéleni parametru empirického rozdéleni

Priklad 14.1 UvazZujme vsechny studenty posledniho rocniku ctyrletych strednich Skol
v Ceské republice. Vsichni pisi mésic pred maturitou souhrnny test z matematiky. Je
znamo, Ze stredni hodnota ohodnoceni testu je p = 500 bodu, smérodatnd odchylka
o = 100 bodi (jednd se o teoretické rozdéleni celé populace maturitnich studenti -
teoreticky predpokladame, Ze rozdéleni je stejné jako napt. v minulém roce). Nahodné
vybereme 9 studenti a z jejich ohodnoceni vypocteme prumér T; = 513 a empirickou
smeérodatnou odchylku s; = 87. Potom opét nahodné vybereme jingch 9 studenti a z jejich
ohodnocent testu vypocteme prumer To = 485, empirickd sméerodatnd odchylka ss = 165.
Timto zpusobem jsme ziskali dvé empirickd rozdélent poctu bodi vybraného vzorku deviti
studentu, proni md parametry T, = 513, s; = 87, druhé md parametry To = 485, sy = 165.

Soustfedme se na néktery z parametrt téchto empirickych rozdéleni, napiiklad na
empirickou smérodatnou odchylku s. Ta mé pro rizné nahodné vybrané vzorky deviti
studentd rizné hodnoty: s; = 87, sy = 165, atd. Zkratka - je to nadhodna veli¢ina, a
jako nadhodna veli¢ina ma jisté rozdéleni pravdépodobnosti. Je tedy mozné oznacit ji
velkym pismenem S — malym s jsme oznacovali pouze konkrétni hodnoty veli¢in. Pokud
bychom rozdéleni veli¢iny S znali, mohli bychom spocitat naptiklad pravdépodobnost,
ze u nédhodné vybraného vzorku deviti studenti bude smérodatna odchylka S (feceno
obecné, tj. velkym pismenem, aniz bychom méli na mysli konkrétni méfeni) ohodnoceni
testu vétsi nez 110, apod.

Toto rozdéleni veliciny S méa jednu uzasnou vlastnost: nezavisi na datech konkrétniho
vzorku, ale plati pro celou populaci - fikd néco o smérodatné odchylce vzorku, ale neza-
visi na zadném konkrétnim vybraném vzorku; naopak, obsahuje informace o parametrech
vSech moznych vybratelnych vzorkd dané velikosti. Proto je toto rozdéleni teoretické, i
kdy# popisuje smérodatnou odchylku rozdéleni empirického!! Rik4 se mu teoretické roz-
déleni empirické smérodatné odchylky:.
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14.2 Teoretické rozdéleni praméru X

Zaméfime se na veli¢inu X praméru vzorku délky N, protoZe ta bude zékladem sta-
tistického testu této kapitoly. Pisi ji uz od zacatku velkym pismenem, abych odlisil, ze
se nejedna o primeér konkrétnich hodnot, ale primér nahodnych veli¢in reprezentujicich
tyto hodnoty. Pokud méfime hodnoty veli¢iny s normalnim rozdélenim No(u, 0?), pramér
téchto hodnot ma také normalni rozdéleni s parametry, které budeme oznacovat pi, O’%.
Vypoctéme tuto stiedni hodnotu a rozptyl:

_ 1 & 1 & 1
x=EX=E-Y X;= Y EX,= - N.u=
Hx N TN TN =1

kde p je stfedni hodnota teoretického normélniho rozdéleni celé populace (protoze
fx = ft, index X budeme vétsinou vynechéavat).

Nyni se musim zminit o jisté nepfesnosti nebo kolizi znaceni - pokud si vzpominate,
v kapitole 10 jsme dosazovali pfi vypoctu priméru hodnoty z;, kdezto nyni jsem pri
vypoétu EX pouzil (velké) X; - pro¢? (Malé) z; zna¢i konkrétni naméfenou hodnotu
veliciny X, kterou celou dobu uvazujeme, kdezto velké X; znaci ndhodnou veli¢inu, jejiz
hodnotu malé x; méfime (velké X; je tedy jakasi ,teoretickd naméfend hodnota“). V
podstaté X; = X, tedy X je primér N nezavislych stejné rozdélenych veli¢in X. Ale z
jistého dtvodu ,srozumitelnosti“ dodavame zde index ¢, aby bylo zfejmé, ze pocitadme
prameér néceho, co lze témér nazvat hodnotami veliciny X. Tento posun zde vznikl
pravé tim, ze misto konkrétnich hodnot x; jsme zacali premyslet o teoreticky moznych
hodnotach X;. Kdybychom tuto itvahu neprovedli a jen slepé dosazovali do vzorce, plati
Ex; = x; (protoze z; je konstanta), zatimco EX; = EX = u (protoze X; je ndhodna
veli¢ina).

Tento rozdil je odliSen i v terminologii: vektor (X, Xs, ..., Xy) nazyvime ndhodnym

vybérem (a odpovidé teoretickému popisu ndhodnosti méfeni), vektor (z1,xs,...,TN)

nazyvame realizaci ndhodného vybéru (a odpovidd jednomu konkrétnimu souboru

méfeni veliciny X).

Pii odvozovéni 0% vyuzijeme nésledujici fakta:

a) DX;,=0%=FEX?—p? = EX?=0?+ %

b) Pokud X;, X; jsou nezavislé veli¢iny (coz u nahodného vybéru jsou), EX;X; = EX; -
EXj=p-p=p

c) Suma 3V X, X; ma N ¢lenti proi = j a N2 — N &lenit, kde i # j.
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A nyni uz k vlastnimu odvozeni:

N 2
1
2 2_ 2 2 _
1 2
= EZX +EY X X;| -
i#]
1 2 2 2 2 2 o’
= 7 [N+ %) + (N2 = N)?] = i =

Vidime, Ze rozptyl priméru X je jiny nez rozptyl veli¢iny X. Ilustrujme tento fakt na
prikladu.

Bf‘iklad 14.2 Vratime-li se k situaci v prikladu 14.1, studujme tvar rozdéleni prumeéru
X souboru N hodnot pro rizna N:

a) Vybirame-li vzorky studenti velikosti jedna (N = 1), ziskdvame napiiklad T, = 700
(vgjimecné inteligentni student), To = 456, T3 = 498,.... Priumeér je vidy primo
roven jediné hodnoté vzorku. Teoretické rozdéleni prumeéru je stejné jako puvodni
teoretické rozdéleni celé populace studenti pred maturitou, tj. p~x = 500, O'QY =
10000 — 10000,

b) Pro N = 25 budou priméry vzorki pétadvaceti studenti stdle priblizné na téZe hod-
noté i = 500, zatimco rozptyl bude menst (a% = 10000 = 400). Na obrdzku 14.91
jsou porovndny hustoty v pripadé a) a b) - je mdet ze hustota v pFipadé b) na-
byvd hodnot podstatne odlisnych od nuly na mnohem uzsim intervalu, tj. rozptyl je
mensi (coZ se projevi ,uzsim* grafem nabyvajicim vyssich hodnot, aby byla zacho-
vdna vlastnost [*°_ f(t)dt =1).

/ﬁ \
o 300 400 500 600 700

Obrazek 14.91: Graf hustoty rozdéleni priméru X je pro N = 25 uzsi nez pro N = 1.
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c) Pro N = 200000 (celd populace stiedoskolskijch studenti) px = 500, 0% = 0009 —
0,05. U wzorkd velikosti srovnatelné s velikosti celé populace je rozptyl témer zane-

dbatelny - prumeér vzorku se od stredni hodnoty lisi jen nepatrné.

Rozptyl teoretického rozdéleni primeéru vzorku tedy pro rostouci délku vzorku klesa od
2
0 k nule.

Piiklad 14.3 Uvazujme situaci prikladi 14.1, 14.2 pro délku vzorku N = 100, tj. 02Y =

10000 _ o _

00 — 100, cily Ox = 10.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze primér X ohodnoceni vybraného vzorku 100 studenti
bude > 5137

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze X bude leZet v intervalu < 490; 505 > ?
Resent:

ad a) Pri reSend pouZijeme stejného postupu jako v predchozi kapitole: prevedeni na U -
hodnoty a tabulku 13.14, 13.15. Hledand pravdépodobnost je rovna obsahu plochy S,

na obr. 14.92:
0.04
0.03—?
0.02 —
o.o1—f
o 7470 480 530
Obrazek 14.92: Vypocet pravdépodobnosti v prikladu 14.3.
— X —500 _ 513 — 500
P(X>513) = P > =PU >13) =
10 10
= 1-o(1,3) =0,097.
ad b) Pravdépodobnost je rovna obsahu plochy Ss:
— 490 — 500 505 — 500

— ®(0,5) — ®(—1) = 0,532.
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14.3 Testy o stfedni hodnoté primeéru pfi znamém rozptylu
14.3.1 Test ,,;u =konst*

Kroky testu vysvétlime na konkrétnim ptikladu. Zakladni filozofie je stejna jako u testt
v pfedchozich dvou kapitolach.

Piiklad 14.4 V situact z prikladu 14.1 zaloZili studenti FEKT firmu KAPPA a
vyvinuli program INTEL, jehoZ cilem je zlepsit znalosti matematiky u stredoskolskych
studentu, zeymena pak zlepsit vysledky souhrnného testu.

Chtéji sviij program INTEL otestovat, a proto ndhodné vybrali 25 studentii z CR a program
zaslali kaZdému z nich. Po provedent testu z matematiky se ukdzalo, Ze primér ohodnoceni
danych 25 studenti je T = 540. Otdzka zni: lze nyni vict, Ze program INTEL zlepSuje
vykon v testu, nebo se jen nahodou vybralo 25 studenti s vyssim vykonnostnim prumeérem v
matematice? Jednd se o ,skutecny“ vysledek (= lze jej zobecnit pro celou populaci?), nebo
bylo vyssiho prumeéru dosaZeno jen diky nahodnym faktorium? Tyto otdzky nds privadeji
ke statistickému testu, ktery rozhodne.

(K1) Hy: p =500 (program intel nemd vliv na zlepSeni matematickych schopnosti, tj.
stredni hodnota bodového ohodnoceni testu celé populace studenti @ po rozsireni
programu vSem (celé populaci) zistane stejnd).

Hi: > 500 (jednostranny test - muZeme predpokldadat, Ze program znalosti mate-
matiky nezhorsuje).

(K2) Kritériem volime prdave velicinu X, kterd teoreticky popisuje primér hodnot (viz

14.2).
(K3) Za predpokladu platnosti Hy md velicina X parametry

2

px =500, 0% = 5 =400 = o = 20,

(K4) Stanovend kriticka U-hodnota je pro o = 0,05 stejnd jako u jednostranného testu
v predchozi kapitole: w95 = 1,64. Odtud kritickd hodnota v rozmeéru veliciny X je

X, = px + o5 - 1,64 = 532.8;

(K5) Rozhodnuti testu: pokud prislusnd U-hodnota praméru je > 1.64, zamitdime Hy
na hladiné vjznamnosti . 'V nasem pripadé ndhodnd velicina X nabyla pii mévent
hodnoty * = 540, tedy prislusnd U-hodnota je u = W = 2 > 1,64. Proto
zamitdme Hy a uzavirdme, Ze program ,skutecne” zlepsuje matematické schopnosti

studenti.

Snad pro zopakovani uvedeme souvislost testu s pojmem podminéné pravdépodobnosti
(viz 9.4): V priibéhu testu jsme vlastné pocitali podminénou pravdépodobnost P(X >
540| Hy plati) (¢ti: pravdépodobnost, ze X nabude hodnoty vétsi nebo rovny 540, pokud
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Hy plati; tomu, co v uvedeném zéapisu néasleduje za svislou Carou, se fikd podminka;
podminéna pravdépodobnost je pak pravdépodobnost udélosti zaznamenané pied
svislou ¢arou vypoctend za predpokladu, Ze plati podminka. Protoze a = 0,05 = P(X >
532,8| Hy plati), je ocividné, Ze

P(X > 540|Hy plati) < o

presnéji (viz obr. 14.93)

0.02
.015 —
o.o1—f
.005 —
1 A
0 440 460 480 500 532.8 560

Obrazek 14.93: Ad pf. 14.4 - hustota rozdéleni veli¢iny X za piedpokladu, ze plati Hy.

a = 0,05 = P(532,8 < X < 540|H, plati) + P(X > 540|H, plati) = S(A) + S(B).

Protoze podminéna pravdépodobnost P(X > 540|H, plati) = S(B) je mensi nez nase
a = 0.05 = S(A) + S(B), uzavirdme, Ze néco z nasich vychozich predpokladi nebylo
spravné - to ,néco“ je hypotéza H,. Samoziejmé, ze kromé H, jsme méli i dalsi vychozi
predpoklady, napt. nase data mohla byt ovlivnéna tim, ze

a) Na&s vzorek 25 studentii nebyl ndhodny (byl z vysoce vybérové skoly).
b) Kolega pii opisovani dat omylem zapsal nékterd ohodnoceni vyssi nez ve skute¢nosti.

Ale vlivy typu a),b) mohou byt vylouc¢eny spravnym naplénovanim a provedenim méTent,
takze se v podobnych ptipadech vét§inou uzavird, ze nizkd pravdépodobnost P(X >
540| Hy plati) je dusledkem toho, Ze nespravny byl pfedpoklad platnosti Hy.

14.3.2  Test 3 = o

Piiklad 14.5 Vratme se k situaci z prikladi 14.1 a 14.4. Reditel firmy KAPPA zjistil,
ze konkurencni softwarovd firma DELTA rovnéz vyvinula program pro vyuku matematiky
(s nazvem KILL). Zavolal si proto svého firemniho psychologa a poZadal ho, aby zjistil,
ktery z obou konkurencnich programi INTEL a KILL je lepsi, tj. ktery vice zvysuje
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uroven matematickych znalosti.

Psycholog ziskal kopie obou programi. Pruni z mnich predal 32 ndhodné vybranym
studentim, druhou jingm 32 ndhodné vybranym studentim. Po provedeni testu z
matematiky ziskal od téchto 64 studentu vysledky jejich ohodnoceni a spocetl priuméry
prislusnych hodnot. U programu INTEL T; = 600, u programu KILL Ty = 533 (v obou
pripadech velikost vzorku N = 32).

Aby zjistil, do jaké miry je jeho méreni reprezentativni a zda rozdil pruméri neni pouze
ndhodny (tj. zpusobeny napft. tim, Ze program INTEL byl rozddn mezi studenty, kteri byli
ndhodou chytrejsi, ale ne tim, Ze by INTEL byl lepsi nez KILL), sihne ke statistickému
testu:
(K1) Ho: p1 = po (kdyby se oba programy distribuovaly celé populaci, vislednd stredni
hodnota ohodnoceni by byla u obou stejna).
Hy: iy # po (musime pouZit oboustranny test, protoZe nevime, ktery z programi
je lepsi).

(K2) Testovym kritériem bude rozdil ndhodnyjch velic¢in X, — X4 s konkrétni namérenou
hodnotou T1 — x93 = 600 — 533 = 67.

(K3) Za predpokladu platnosti Hy je rozdéleni kritéria X, — Xy normdlni, vypocteme
jeho stredni hodnotu a rozptyl:

E(E—E):EE—EE:m—/@:O

posledni rovnost plati proto, Ze predpokladame platnost Ho, tj. u1 = po. PIi vypoctu
rozptylu vyuzivame predpoklad nezavislosti veli¢in X;, X5, tj. platnosti vztahu

B(X; - X3) = EX; - X,

Dale
D(X1~X;) = BE(Xi-X)*~ (X1 - X3) =
=2 o = =2
= B(Xi —2X1- X+ X57) — (1 — p2)* =
~2 —2
= EXy —2pupa + EXy — i + 20— 1pg — iy =
= (EXy — i)+ (EXy — p3) = DX, + DX, =
10000 10000
= o} +05= 35 T3y =025
Pokud 02— — = 625, tak ox;_%; = V625 = 25. Pro nas ptiklad neni nutné, aby obé¢

Vysetrovane sfiuplny mély stejny pocet studentt - jiny pocet studentii v kazdé skupiné by
se projevil pouze na tom, ze v poslednim rfadku odvozeni by v obou jmenovatelich nebylo
¢islo 32, ale ¢islo vyjadiujici velikost dané skupiny.
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(K4) Proa = 0,05 jsou kritické U-hodnoty oboustranného testu stejné jako u oboustran-
ného testu v kapitole 13: u,, = —1,96, u, = 1,96.

(K5) Rozhodnuti testu: Pokud prislusnd U-hodnota

71— T2 —0
25

nelezi v intervalu (—1,96;1,96), zamitame Hy na hladiné vyznamnosti . V nasem
pripadé
T1—T2—0 67
% =505 = 2,68 = zamitame Hy

o nezavislosti, program INTEL je lepsi nez program KILL.

Test v prikladu se 1isi od pfedchoziho testu pouze krokem (K3), kde jsme museli uréit
rozdéleni rozdilu dvou nahodnych velic¢in.

Shrnuti pojmu

Testy uvedené v této kapitole jsou prikladem prvnich ,praktickych® statistickych testi,
které jsou uzivany. Naméfime hodnotu jedné veliciny u jedné skupiny pozorovani,
popiipadé u dvou, vypocteme primér méfeni v kazdé ze skupin a tento prameér
podrobime jednostrannému nebo oboustrannému statistickému testu.

Ovsem pfitom v téchto testech tise predpokladame, Ze rozptyl o2 celé populace je znamy.
To ale vétsinou neni pravda a my jej musime odhadnout (pfiblizné uréit) z naméfenych
hodnot. Diky vétsi mife nejasnosti pak kritérium analogického statistického testu, ktery
nepouZiva pfimo o2, ale jeho odhad s? (viz kapitola 10), nelze popsat normalnim rozdéle-
nim, ale tzv. t-rozdélenim - prislusny statisticky test je v literatufe nazyvan t-test. To
uz je ale obsahem navazujiciho kursu MPSO v magisterském studiu FEKT.

14.4 Otazky a priklady ke cviceni
U nasledujicich vyrokd rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 14.1 Teoretické rozdéleni je ziskano na zdkladé teoretickych tvah, kdezto em-
piricke rozdeleni je ziskdno na zdaklade merent

Otazka 14.2 Empirické rozdéleni je popsano nékolika velicinami, které jsou ndahodné,
protozZe pro riznd opakovand méreni maji ruznou hodnotu.

Otazka 14.3 Rozptyl priméru X je pro rostouct pocet mévend stdle mensi.

Otazka 14.4 Rozptyl rozdilu nahodnijch velicin je roven rozdilu jednotlivych rozptyli.
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Test stfedni hodnoty primeéru

Priklad 14.1 Rozdélent vysledku testu v autoskole md parametry u = 80, o = 9.
a) Najdéte p~, ox pro N = 100 vybrangch testi.

b) Zjistéte, u kolika procent vzorki délky N = 100 se dd ocekdvat, Ze jejich primeér X
bude vétsi nez 87.

Priklad 14.2 Virobce pruzin prohlasuje, Ze jeho vyrobek md stredni hodnotu zlomu 60
kg a smérodatnou odchylku 3,5 kg. Testujte, zda odpovidd tvrzeni skutecnosti, je-li pro 49
ndhodné vybrangjch pruzin primeér zlomu X = 55 kg. Volte o = 0,01 (vds statisticky cit
vam Tikd, Ze je vhodné uZit oboustranny test).

Priklad 14.3 Je zndmo, Ze doba béhu mravenecnika z jeho boudy na misto, kde se mu
vyddvd potrava, md rozptyl 0® = 4. Pracovniky brnénské ZOO zajimd, zda maji mrave-
necnici radeji liskooriskove maslo, nebo ovocné Zelé. Proto je skupiné tri mravenecniki
servirovano k obédu liskooriskoveé maslo, skupine péti jinych mravenecniki ovocné Zelé a
meri se rychlost jejich reakce na jidlo, respektive doba béhu k misce s potravou. Ziskala
se tato data: liskooriskové mdslo: 3,2,4; ovocné Zelé: 7,11,9,5,8 (v sekunddch). Testujte,
zda se obé skupiny mravenecniku statisticky vyznamné lis.

Priklad 14.4 Urcete silu testu z prikladu 14.4 ve vykladové édsti, pokud ve skutecnosti
program INTEL zlepsuje ohodnoceni testu z matematiky o 35 bodi (tj. plati Hy : p =
535).

Priklad 14.5 Urcete silu testu z prikladu 14.2, pokud vite, Ze ve skutecnosti stredni
hodnota bodu zlomu pruZiny je p = 59 kg.

Odpovédi na otazky a tfeseni prikladu viz 15.14

Programovaci aloha

Vytvoite program provadéjici statisticky test stfedni hodnoty primeéru pii zndmém roz-
ptylu pro oba typy testu (,u = konst* i ,u; = ps*) a nésledujici tii typy alternativni
hypotézy H;: kvantitativni, levostrannou, pravostrannou. Pro jednoduchost hodnoty dis-
tribu¢ni funkce ® zada uzivatel.
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Zaveér

Je pomérné narocnym tukolem predstavit v jednosemestrovém predmétu dva celkem
rozsahlé obory matematiky, z nichz kazdy by mohl zabrat i tfeba cely rok studia. Pfesto
jsme se o to museli pokusit. Text nemé encyklopedicky charakter - mnohé metody
a pristupy musely byt vypustény za cenu toho, aby bylo mozné ty zakladni vybrané
vylozit podrobnéji a v takovém stylu, ze jsou snad pochopitelné i bez dalsi literatury. A i
vybrané partie musely byt vylozeny v rychlém tempu, bez mnohych dikazt a odvozeni,
text by jinak narostl do netinosnych rozmért. Jsme pfesvédceni o tom, ze vénovat kazdé
z obou casti pfedmétu mensi prostor neni mozné.

Co se tykd matematickych predméti navazujictho magisterského studia FEKT,
numerické metody, zejména TeSeni diferencialnich rovnic, bude prohloubeno v predmétu
MODERNI NUMERICKE METODY (MMNM). Nékteré dalsi statistické testy budou
probrany v navazujicim pfedmétu magisterského studia STATISTIKA A OPERACNI
VYZKUM (MPSO).

Ad numerické metody

Prvni kapitola, o chybéch, je v podstaté prevzata ze skript [3]. VSechny dalsi ¢asti jsou
zkompilovany z riznych zdroji.

Studenti, ktefi by se chtéli seznamit s numerickymi metodami podrobnéji, vcéetné
nékterych dikazi, si mohou prohlédnout napt. nékterou z knih [8] nebo [10]. Zvlast

Irena Ruzickova

Ad pravdépodobnost

Kromé zéapiski ze svého studia pravdépodobnosti na vysoké skole (Doc. RNDr. Jaroslav
Michalek, CSc.) jsem vychazel zejména z ucebnice [7], ktera je sice ur¢ena posluchac¢tim
netechnickych skol, ale obsahuje srozumitelnou prezentaci pravdépodobnosti a statistiky;,
diky niz lze pochopit mnohé. Skriptum [11] m4 8irsi zabér a lze v ném najit mnohé vztahy,
rozdéleni pravdépodobnosti a definice, o kterych v tomto textu neni zminka. Z ucebnice [9]
operacniho vyzkumu a optimaliza¢nich metod pochézi partie o teorii front v kapitole 12.3.

Uvedeny text je jen ivodem do pravdépodobnosti a statistiky. Jistym pfirozenym pokra-
c¢ovanim je terie intervalovych odhadi, t-test, F-test, analyza rozptylu, regresni analyza,
testy post hoc a testy planovaného srovnani, rozdéleni x? (¢ti: chi kvadrat), neparamet-
rické testy — vSe je obsazeno v ucebnici [7] a vét$inou je zpracovano v ramci magisterského

predmétu MPSO
http://www.umat.feec.vutbr.cz/ " fajmon/mpso/mpso.pdf.

Bretislav Fajmon
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15 Odpovédi na otazky a vysledky priklada ke cvi-
¢eni
15.1 Vysledky vstupniho testu

4 9 b2 c?
ad 1.1 a) 3 b) —3 C) [ASE Cl)r_‘_4

ad 1.2 a; = 3,02 = 1,a3 = 2, lim,_. a, = 2.
ad 1.3 by =1 b3 =0,b, = 0.
ad 14 x=-2,y=3,2=1.

ad 1.5 f'(xg) je smérnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé [x¢, f(x)]. (Dopliiujici otézka:
Co je to smérnice?)

ad 1.6 Funkce nabyva lokalniho maxima v bodé z = %, f (%) = 2% Funkce je rostouci na
intervalu (—oo, 3) a klesajici na intervalu (3, 00). Minimum funkce f na intervalu
(—1,1) je v —1, a to —e?, maximum na tomto intervalu je v 1, jeho hodnota je .

ad 1.7 1. Obsah plochy pod grafem funkce y = sin z na intervalu <0, §> .

ad 1.8 Ovéfeni: L =y = _(143%)2’ P = —21(@)2 = _(13%)2’ L=Py0)= =1
y(z1) = 0,8, y(z2) =0,5.

ad 1.9 Ovéfeni podobné jako v piedchozim piikladu. Reseni vyhovujici okrajovym pod-
minkam: y = 2x + (1 — §) sin 2z.

ad 1.10 27.
ad 1.11 10! (faktorial ¢isla 10).
ad 1.12 Staci vzit 3 ponozky. Dvé z nich budou urcité stejné barvy.

ad 1.13 (%), tj. 2298 = 120.

ad 1.14 Zatimco ptiklady 1.10,1.11,1.12 a 1.13 jsou celkem zakladni, ptiklad 1.14 a 1.15
jsou pokrocilé a v prednasce jejich znalost nebude potieba. Spole¢né s predchozimi
¢tyrmi priklady vsak patii do oblasti tzv. kombinatoriky, ktera zejména hleda od-
povéd na otazku, kolik je vSech riznych ptipadi jistého typu. Spravna odpovéd je
zde (g) = 15. Pro¢ vybér vsech moznych dvojic ze Sesti prvk? Predstavte si ¢tyri
kousky ovoce, které si beru, vyskladané na stil vedle sebe. Nejprve banany, pak
pomerance, a pak broskve. Pro lepsi piehled (abych rozeznal banidn od broskve :))
si jednotlivé typy ovoce oddélim urcitou véci, tfeba tuzkou: nejprve jsou banany,
pak jedna tuzka, pak pomerance, pak druhé tuzka, a nakonec broskve. Je zde tedy

vedle sebe 6 véci.

Najit vsechny mozné varianty typt se da chapat jako najit vSechny mozné vybéry
pozic obou oddélovacich tuzek - pak jsou totiz uz typy ovoce jednoznac¢né urceny.
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Napr. tuzky na druhé a tfeti pozici znamenaji, Ze si beru jeden banan, zadny po-

meran¢ a tii broskve. A vSech moznych vybért dvou pozic z Sesti je prave (g)

ad 1.15 Jedna se o variace s opakovanim: (}1!2)!3 = 34650.

qn+171

ad 1.16
q—1

. Tento fakt lze ovéfit odstranénim zlomku a roznasobenim.

ad 1.17 fq. Jedna se o limitu vysledku z pf. 1.16 pro n — oco. V textu je tento fakt
znovu pripomenut tam, kde je pouzit.

ad 1.18 " i:_;: =1+x+ é—? + ”f,)—? + .... Z nekonecnych fad si snad student FEKT
odnesl z prvniho ro¢niku aspon tento vzorec. Bude jej potiebovat.

ad 1.19 Taylorova véta je zakladem nékterych numerickych metod a na prednéasce bude
ucité zminéna. Popularné ji lze Fici, ze za jistych predpokladi (funkce f(z) mé na
néjakém okoli bodu zy spojité vSechny derivace az do fadu (n + 1)) lze fukei f(x)
na okoli bodu zy nahradit polynomem

f//(xo)
2!

f(n) (o)

(r—z0)? -+ .

f(xo) + f(z0) - (x — o) +

: (‘T - :L‘U)nv

ey . iz . c v . fln+1) . v 1.
priem? se nedopoustime nepiesnosti vétsf nez £ w +1)(!§) (2 —20)™*Y, kde ¢ je n&jaky
bod lezici mezi body x a .
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15.2 Vysledky cviceni ke kapitole 2

Otézky: 2.1-A, 2.2-N, 2.3-N, 2.4-A, 2.5-N (Napf. pro 2 = 1,23 a g = 2,34 an = 1 tvrzeni
neplati.), 2.6-A

Vysledky prikladua

ad 2.1 E(I) = —0,09, R(I) = 4,3%

ad 2.2 ME(S) =0,02, MR(S) = 0,5%

15.3 Vysledky cviceni ke kapitole 3
Otazky: 3.1-N, 3.2-A, 3.3-N, 3.4-A, 3.5-N, 3.6-A, 3.7-A, 3.8-N, 3.9-N.

Vysledky priklada

ad 3.1 1) |z —y| > 0 pro vSechna z,y € R, |z — y| = 0 jediné v piipadé, ze = = y.
2) |x—y| = |ly—z| plati. 3) |z —z| < |x—y|+|y— 2| plati (kdo nezna trojihelnikovou
nerovnost, muze si tohle rozepsat pro vSechny mozné vzajemné polohy z,vy, z.)

ad 3.2 a)d(x,y) =4Db) 1)d(x,y) je maximum z nezapornych ¢isel a proto je také > 0.
Je-li x =y, pak zfejmé d(x,y) = 0. Je-li d(x,y) = 0, musi byt |z; — 11| = 0,
|zo —ya| =0,..., tzn. 1 =41, o = Y, ..., a tedy x =y.

2) d(x,y) = d(y,x) plati, protoZe v obou pfipadech vybirdme maximum ze stejné
n-tice cisel.

3) Pro i-tou slozku (i = 1,2,...,n) plati |z; — 2| < |x; — vi| + |y; — 2| < max;|z; —
y;| + max; |y; — z;|, neboli |z; — z;| < d(x,y) + d(y,z). Proto musi byt i d(x,z) <
d(x,y)+d(y,z).

ad 3.3 Dva pevné body, 0 a 4.

ad 3.4 1) |z| > 0 pro vSechna x € R, |z| = 0 pouze pro x = 0.
2) |k - x| = |k| - |z| plati
3) |z +y| < |z|+ |y| plati (kdo tohle nevi, miize si rozebrat piipady, kdy je x iy
kladné, jedno kladné a druhé zaporné, obé zaporna.)

ad 3.5 [ %[« =4, ||x]1 =8.

15.4 Vysledky cviceni ke kapitole 4
Otézky: 4.1-A, 4.2 -A, 4.3-N, 4.4-N, 4.5-N, 4.6-A, 4.7-N, 4.8-N, 4.9-A.
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Vysledky priklada
ad 4.1 z=0,68,y = —0,06.
ad 4.2 x»=-1,29,y =0,36,z = —0, 35.

ad 4.3 Podm. konv. jsou splnény - matice soustavy je ryze radkoveé diag. dominantni.
(2, yD 2M) = (-0,6;0,52; —0,3125), (¥, y@, 2?)) = (-0, 7561; 0, 5305; —0, 4688),
(3, y®) 20)) = (-0, 7967; 0, 5242; —0, 4899),

ad 4.4 Podm. konv. jsou splnény - matice soustavy je ryze radkové diag. dominantni.
(zM,yM 2Dy = (0,8929; 0, 3929; —0, 5020), (2@, y?, 2?)) = (1,0129;0, 3339; —0, 5004),
(®,y®3) 2®)) = (1,0002;0, 3333; —0, 5000), (z*¥,y®, 2™ = (1,0000; 0, 3333; —0, 5000),
presnosti je dosazeno, (x,y, z) = (1,000;0, 333; —0, 500).

ad 4.5 Pro zadanou soustavu podm. konv. nejsou splnény. Soustavu muzeme vynasobit
matici A”. Tim dostaneme soustavu, jejiz matice je symetrické a pozitivné definitni,
coz zarucuje konvergenci G.-S. metody. Takto vznikla soustava je

172 — 6y — bz = -—28
—6xr + dHy + 8z = 7
—br + 8y + 17z = 2

Prvni dvé iterace: (z™),yM (W) = (—1,647; —0,576; —0,096), (2 y@ »2) =
(—1,879; —0,702; —0,105). (Jind moznost Gpravy soustavy je pomoci pFehazovani
rovnic a pri¢itani vhodnych nasobki jedné rovnice k druhé docilit toho, aby matice
soustavy byla diag. dom. Tento postup vsak vyzaduje znac¢nou davku stésti a pokud
neni vhodné tiprava na prvni pohled patrné, nelze ho doporucit.)

15.5 Vysledky cviceni ke kapitole 5
Otazky: 5.1-A, 5.2-N, 5.3-N, 5.4-A, 5.5-N, 5.6-A, 5.7-A, 5.8-A, 5.9-N, 5.10-N.

Vysledky priklada

ad 5.1 Rovnice mé pravé 2 kofeny. Vétsi je v int. (2,3). Pileni: (2,5;3), (2,5;2,75),
(2,625;2,75) , presnosti je dosazeno, © = 2,7.
Mensi je v int. (1,2). Regula falsi: xy = 1,148, x; = 1,068, xo = 1,065, pfesnosti je
dosazeno, x = 1,06.

ad 5.2 Koten lezi v (—2,—1). g = —2, 11 = —1,645161, xo = —1,485724, x5 =
—1,453806, 1, — —1,452628, 5 — —1,452627. x = —1, 45263.

ad 5.3 Rovnice ma dva kofeny. Pro kofen z intervalu (0, 1) je vhodna napt. itera¢ni fce
g(z) =ex"1:29=1, 21 = 0,607, x5 = 0,498, 23 = 0,472, 24, = 0,466, v = 0,47.
Pro koten z (5,6) g(z) = 2Inz + 2 : xy = 5, 1 = 5,219, x5 = 5,305, x5 = 5,337,
T4 = 5,349, x5 = 5,354, v = 5,35

ad 5.4 z =0,31416.
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ad 5.5 Hleddme kofen rovnice f'(x) = 0. Vyjde = = 0,42. Ovéfeni, Ze jde skutecné o
lok. maximum, lze provést napf. pomoci f”.

ad 5.6 (z1,41) = (1,25;0,25), (z2,9) = (1,2332;0,2126), (x3,y3) = (1,2333;0,2122),
presnosti je dosazeno, (x,y) = (1,233;0,212).

ad 5.7 Vhodné itera¢ni funkce jsou napt. ¢i(x,y) = oz —y+0,5,g2(z,y) = xz;y
Zvolime-li (z9,y0) = (1,0), s témito funkcemi bude (z1,y1) = (1,2247;0,2), (z2,y2) =
(1,2348;0,2123), (r3,y3) = (1,2339;0,2128), presnosti je dosazeno.

ad 5.8 (z1,y1,21) = (3/4,5/3,3/4).

ad 5.9 Navod: Najdéte rovnici teny ke grafu funkce f v bodé [z, f(zx)] a pak prisecik
tecny s osou x.

ad 5.10 Navod: Najdéte rovnici pfimky dané body [a, f(a)] a [b, f(b)] a pak prusec¢ik
této primky s osou x.

15.6 Vysledky cviceni ke kapitole 6
Otazky: 6.1-A, 6.2-A, 6.3-N, 6.4-A, 6.5-A, 6.6-N, 6.7-N, 6.8-A.

Vysledky priklada
ad 6.1 Ly(z) = 22% — x + 3. Zkouska: Ovéiime, 7e Ly(—1) = 6, Ly(0) = 3 a Ly(2) = 9.

ad 6.2 Ly(z) = % (x —x1)® + f22;hf0 (x —x1) + f1.

ad 6.3 Ny(z) =6 —3(x + 1) + 2(x + 1)z. Po pfidani dalsiho bodu: N3(z) = Na(x) —
0,65(x + 1)x(z — 2).

ad 6.4 a) Uzly jsou ekvidistantni. Ny(z) = 0+ £ - 0,7174 — 421 . 0 4351 — ale-a=2) .
01712 4 Le=blE2E=) . 3678 g = 20 Pro o = 1 je ¢ = 1,25, sinl = Ny(1) =
0,8417. b) Pouzijeme uzly z; = 0,8, 25 = 1,6. Linedrni interp. pol. 1ze vyjadfit napf.
takto: Ny (z) = 0,717444-0,2822, ¢ = %538 sin 1 = Ny (1) = 0,7879 (za ¢ se dosadilo
0,25). Pfesna hodnota je sin 1 = 0,8415. Pro linearni interpolaci byl krok mezi uzly
prilis velky.

ad 6.5 Soustava, kterou je nutno vytesit: 6¢; + co = —9; ¢; + 6¢c; = —159. Splajn:
x € (=3,-1) : So(z) = =5+ 2(x + 3) + 0,5(z + 3)*
€ (—1,0): S1(z) =3+8(x+1)+3(x+1)*—10(x +1)°
€ (0,2) : So(x) =4 — 162 — 272% + 4,523
S(—2) = So(—2) = —2,5, S(—0,1) = S1(—0,1) = 5,34, S(1) = S5(1) = —34,5.

ad 6.6 Soustava, kterou je nutno vyftesit: 3,2c; +0,8¢co = —1,6318; 0,8¢1 +3,2¢24+0,8¢c3 =
—2,2737; 0,8¢c3 + 3,2c3 = —1,5365.
Splajn: x € (0;0,8) : Sy(z) = 0,9974x — 0,1573x3,
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z € (0,8;1,6) : Sy(x) = 0,717440,6953(z — 0,8) — 0,3776(x — 0,8)2 — 0,0631(z — 0,8)*
z € (1,6;2,4) : So(x) = 0,9996 — 0,0302(z — 1,6) — 0,5292(z — 1,6)% +0,0755(z — 1,6)°
x € (2,4;3,2) 1 S3(x) = 0,6755—0,7318(x — 2,4) — 0,3479(x — 2,4)% +0,1449(z — 2,4)*
sinl = S;(1) = 0,8408

ad 6.7 f'(x)=1+¢e" > 0= f jerostouci = f je prostd = existuje funkce k ni inverzni
(neboli ke kazdému y € H(f) lze jednozna¢né urcit = takové, ze f(x) = y). Hodnoty
inverzni funkce pro y = 0, y = 0,5 a y = 1 najdeme postupné jako feseni rovnic
r+e*=0,r+e =05ax+e =1 Vyjde f~1(0) = —0,567, f1(0,5) = —0,266,
(1) =0o.
Interpolacni polynom (v Newtonové tvaru): Ny(z) = —0,567+%-0,301— 4210035,
q = %5 [71(0,3) = N2(0,3) = —0,382 (za ¢ se dosadi 0,6), f~(0,9) = N2(0,9) =
—0,050 (za ¢ se dosadi 1,8).

ad 6.8 Soustava normalnich rovnic: 6¢q + 15¢; = 3,579; 15¢9 + 55c; = 28, 939. Piimka:
y=—2,259+41,142x.

ad 6.9 Névod: Vypoctéte parcialni derivace kvadratické odchylky p?(co, c1, o) a poloZte
je rovny 0.

ad 6.10 y = 7,340 — 8,243 7 + 2, 047 22

ad 6.11 Soustava normaélnich rovnic obecné:
con+ 1)+ Y sinx; + ey cosx; =Y.y
codosina; +c; Y sin?x; + ¢y Y sinw;cosy; = > y;sina;
CoY.COST; + ¢y sinw;cosx; + ¢ Y cos>x; =Y y; CoST; .
Konkrétné pro zadané body:
1o — 1,47cy = 13,43 ; 6,09¢; = 6,31 ; —1,47co + 4, 91cy = —10.47.
Reseni: y = 0,98 +1,04sinxz — 1,84 cos z.

15.7 Vysledky cviceni ke kapitole 7

Otéazky: 7.1-N, 7.2-A, 7.3-N (byla by to pravda, kdybychom se nedopoustéli zaokrouhlo-
vacich chyb), 7.4-N, 7.5-A, 7.6-A, 7.7-A.

Vysledky priklada

ad 7.1 a) Napf. podle 6.1 ve vSech kromé posledniho uzlu, v ném podle 6.2:
G'(1) = 0,3750, G'(1,1) = 0,3010, G'(1,2) = 0,2370, G'(1, 3) = 0,2370.
b) G'(1) =0,4120, G'(1,1) = 0, 3380, G'(1,2) = 0,2690, G'(1, 3) = 0, 2050.
Pfesné: G'(z) = %e‘xQ. Zaokrouhleno na 4 desetinnd mista: G'(1) = 0,4151,
G'(1,1) =0, 3365, G'(1,2) = 0,2673, G'(1,3) = 0, 2082.

ad 7.2 Néavod: Ly(z) zderivujte, do derivace dosadte jednotlivé uzly. Pro vzorec 6.6
vypoctéte druhou derivaci Ls.

ad 7.3 Néavod: Vypoctéte fz1+: Lo(z) dz. Je vhodné pouzit substituci za x — z;.

xr1—
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ad 7.4 a) T =0,79b) Z(2v/2+ 1) = 1,002. Piesné: 1.

12

)
ad 7.5 a) Ly = 0,6586 b) Ly = L/2 + 0,125(f(1,125) + f(1,375) + f(1,625) +
£(1,875)) = 0,6592. (Pfesné 0,6593)

ad 7.6 Sg = 0,9103147 (presné 0,9103140).
ad 7.7 Ly=1,55, S; = 1,567, presné T = 1,571.
ad 7.8 S, =0,31

ad 7. 9 f”( ) = 1/(1 4 2%)32, maximum f” na intervalu (0, 1) je 1 = |E| < (12_.2%3 1=
L=0,005,

ad 7.10 f@W(z) = —gli2eoss | r(4)(y)| — gliZeos’s TOJe funkce na intervalu (7 /4, 7/2)

Sll’l T sm T

klesajici = dosahuje maxima pro z = 7/4, |f¥(7/4)| = 16. m najdeme tak, aby

géﬁi 16 < 10~ Vyjde m > 14,8, tedy m = 16.

15.8 Vysledky cviceni ke kapitole 8
Otazky: 8.1-N, 8.2-N, 8.3-A, 8.4-A, 8.5-N, 8.6-N, 8.7-A, 8.8-A, 8.9-N, 8.10-A, 8.11-A.

Vysledky priklada

ad 8.1 2o =1,y =2; 21 = 1,2,y1 = 2,1; x5 = 1,4,y = 2,214; 23 = 1,6,y3 = 2,341,
4 = 1,8,ys = 2477; x5 = 2,y5 = 2,623. Presné feSeni je y = Va2 4+ 3. Chyby:

e; = 0,007, e; = 0,013, e3 = 0,017, e4 = 0,021, e5 = 0,023.
Ptibliznou hodnotu feseni v ,,neuzlovém* bodé 1,3 vypocteme pomoci interpolac¢niho

polynomu s uzly z; a x5 (protoze 1,3 lezi v intervalu (1, x2)). Interpola¢ni polynom:
Ly(x) = 2,1 5555 + 2,214 5532, y(1,3) = L(1,3) = 2,157.

ad 8.2 yo = 2, y1 = 2,1071309, yo = 2,2271059, y3 = 2,3579654, ys = 2,4979994,
ys = 2,6457516. Chyby: €1 = 1077, e, 3,64 = 2- 1077, e5 = 3 - 1077,

ad 8.3 S krokem h = 0,05 : y(1,05;0,05) = —0,9. S krokem h = 0,025 : y(1,05;0,025) =
—0,9012. Chyba hodnoty dosazené s h = 0,05 je pfiblizné 2111( (1,05;0,025) —
¥(1,05;0,05)) = —0,0024, chyba pro polovi¢ni krok je pfiblizné - 1( (1,05;0,025) —

y(1,05;0,05)) = —0,0012. Zpfesnéna hodnota feseni v bodé z = 1,05 :

2'y(105:0025)—y(105:005) -
211 =

mista, je —0,9022)

—0,9023. (Pro srovnani, pfesnd hodnota, zaokrouhl. na 4

ad 8.4 S krokem h = 02 : y(1,2;0,2) = 0,23913405. S krokem h = 0,1
(1,2,0 1) = 0,23914827. Chyba hodnoty dosazené s h = 0,2 je piiblizné
7 1( (1,2;0,1) — y(1,2;0,2)) = 2 - 107, chyba pro polovi¢ni krok je piiblizné
24 51 (y(1,2;0,1) — y(1,2;0,2)) = 9 - 10~". Zpfesnénd hodnota feseni v bodé z =1,2:

fy(12; 02’?_1 y(12:02) - 0,23914922. (Pro srovnéni, pfesnd hodnota, zaokrouhl. na 8

mist, je 0,23914919)
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ad 8.5 1.krok: 7; = 0,1, y; = 0,200701, 2, = 2,001339
2. krok: m5 = 0,2, yo = 0,405919, 2, = 2,010853

ad 8.6 Prislusna soustava rovnic: ¢y = z, y(0) = 2; 2/ = xz/y, 2(0) = —1.
Reseni soustavy: 1 = 0,1, y1 = 1,9, 21 = —1; 25 = 0,2, y» = 1,8, 25 = —1,005.
Ptiblizné feseni ptvodni rovnice druhého fadu v bodé 0,1, resp. 0,2, je y; = 1,9,
resp. y» = 1,8.

ad 8.7 a) Funkce o(z) = & a f(z) = —5z jsou na intervalu (1,2) spojité a o(z) > 0 =
okrajova tloha ma jediné Teseni.
Soustava diskr. rovnic: 2,0400y; — y2 = 0,6094; —y; + 22,0278y, — y3 = —0,4688;
—ys + 2,0204y3 = 7,4531
Priblizné teseni:xg = 1, yo = 1; x1 = 1,25, y; = 1,9531; x5 = 1,5, yo = 3,3750;
xg = 1,75, y4 = 5,3094; x5 = 2, y; = 8.
b) Ovéieni: L = —(x3)" + i—z =—6r+r=-br="Py(l)=13=1,y(2) =2%=8.
Reseni metodou siti vyjde pfesné, protoze pouzity diferencni vzorec
y'(x;) = y(’”i‘l)_gygiHy(xi“) je pfesny pro polynomy stupné tietiho - chyba je
—'f—;y(‘l) (€) (viz vzorec 7.6). Pro y(x) = 23 je chyba rovna 0.

ad 8.8 Samoadjungovany tvar: —(zy’)’ + 2%y = —z. Existence jediného feSeni je zaru-
ena, protoze p(z) =z, p'(z) = 1, ¢(z) = 2* i f(x) = —z jsou na intervalu (0,1;0,6)
spojité funkce a p(z) > 0, ¢(x) > 0 na tomto intervalu.
Soustava diskr. rovnic: 0,4004y; — 0,25y, = 0,148; —0,25y; + 0,6009y, — 0,3by3 =
—0,003; —0,35y, + 0,8016y5 — 0,45y4 = —0,004; —0,45y3 + 1,0025y, = —0,005
Ptiblizné teseni soustavy: o = 0,1, yo = 1; 1 = 0,2, y; = 0,5923; x5 = 0,3,
Yo = 0,3566; r3 = 04, y3 = 0,1977; x4 = 0,5, y4 = 0,0838; x5 = 0,6, y5 = 0.

15.9 Vysledky cviceni z kapitoly 9

Otéazky: 9.1-A, 9.2-N, 9.3-A, 9.4-N, 9.5-N, 9.6-A, 9.7-N, 9.8-A, 9.9-A, 9.10-N, 9.11-A,
9.12-A, 9.13-v zésadé A (pokud dodame, Ze hustota je uréena jednozna¢né az na nejvyse
spocetné mnoho bod® nespojitosti, ve kterych mtze nabyvat libovolné hodnoty, na
které nesejde, protoze se tim hodnoty uréitych integralii z hustoty (a tim ani hodnota
distribu¢ni funkce) neméni), 9.14-A.

ad 9.1 a) 0,028 b) 0,306 c) 0,056 d) 0,028 e) 0,167 ) 0,139 g) 0,278 h) 0,111

ad 9.2

365364363+ (365 — k +1)
p= 365+

ad 9.3
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ad 9.4 Podle véty o uplné pravdépodobnosti: p = 0, 708.

ad 9.5 Opét priklad na vétu o uplné pravdépodobnosti:

8 5 2 1

p

ad 9.6 Jedna se o piiklad na Bayestiv vzorec: p = 29 = 0, 97087.

103

ad 9.7 Opét krasny priklad na Bayestuv vzorec: p = 0, 2455.

ad 9.8 Jedna se o geometrickou pravdépodobnost:

B 1
72 4’

=

ad 9.9 Opét krasny priklad na geometrickou pravdépodobnost. Oznac¢ime-li = ... délku

prvniho odiezaného kousku, ¥ ... délku druhého odiezaného kousku, tak treti kousek
ma délku 7 — x — y. Aby z téchto t¥i kouskl bylo mozné sestrojit trojihelnik, musi
platit takzvana trojuihelnikova nerovnost: soucet kazdych dvou stran musi byt delsi
nez ta tfeti (aby nad ni vytvofily stfisku a vznikl trojihelnik). Proto musi platit
tyto tfi nerovnosti:

r+y > T—z—uy;
v+ (T—z-y) >
y+(7T—x—y) > =z
Tyto tti vztahy lze upravit na tvar
r+y > 3,5
y < 3.5
r < 3,5.

Zakreslenim téchto t¥i vztahi do roviny xy dostavame ,,pfipustnou” oblast pro troj-
thelnik - viz obr. 15.94.

Mnozina vSech moznych vysledki roziezani je ddna trojuhelnikem s odvésnami délky
7 na osach x, y, tj. hledana pravdépodobnost je dana podilem obsahti ,,pfipustného®
a ,velkého* trojihelniku. pokud si v§imnete, Ze mensi trojuhelnik (vznikly ze stied-
nich pticek vétsiho trojihelniku) se do vétsiho trojuhelniku vejde ¢tytikrat, nemusite

nic pocitat a uz pisete odpoved p = % = 0,25.

ad 9.10 po = 0,167; p; = 0,278; po = 0,278; p3 = 0,278. Musi platit > _ p; = 1 (pFesné

to tak neni diky tomu, Ze jednotlivé pravdépodobnosti jsou zaokrouhleny na tii
desetinnd mista). Distribuéni funkce je schodové funkce analogicka napr. distribu¢ni
funkci z obr. 10.58 ptikladu 10.1 s tim rozdilem, Ze nyni ma ¢tyti schody v bodech
0, 1, 2, 3 o vyskach pog, p1, p2, ps.
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Obrazek 15.94: Srafovana plocha obsahuje délky z, y pripustné pro vznik trojihelnika

ad 9.11 X udava pocet uspésnych pobytd na palce ze dvou moznych - mize tedy
nabyvat hodnoty 0, 1 nebo 2. Pravdépodobnost, Ze ani jeden ze dvou pobyth
na palce nebude uspésny, vypocteme jako pravdépodobnost priniku jevi
(pobytlne)N(pobyt2ne) podle vzorce 9.2: P(X = 0) = 0,75 - 0,75 = 0,5625.
Podobné snadny je vypocet pravdépodobnosti, zZe oba pobyty byly tspésné - zde
pfi vypoctu priniku jevit (pobytlano)N(pobyt2ano) podle 9.2 méme P(X =
2) = P((pobytlano)N(pobyt2ano)) = P(pobytlano)-P(pobyt2ano|pobytlano)=
0,25 - 0,35 = 0,0875. Nejkomplikovanéjsi je vypocet pravdépodobnosti, ze ze
dvou pobytid bude tuspésny pravé jeden. Respektive pokud bychom vyuzili
toho faktu, Ze soucet diskrétnich pravdépodobnosti je roven jedné, mame
P(X = 1) hned: P(X = 1) = 1 — 0,5625 — 0,0875 = 0,35. Z pedagogic-
kych davodid vypoctéme P(X = 1) jesté jinak: secteme pravdépodobnost
navzajem se vylucujicich situaci podle vlastnosti (iii) zacatku kapitoly 9:
P(X = 1) = P((pobytlano)N(pobyt2ne))UP((pobytlne)N(pobyt2ano))
= P((pobytlano)N(pobyt2ne))+P((pobytlne)N(pobyt2ano)). Takze dostaneme
P(X =1)=0,25-0,65+0,75-0,25 = 0,35 - vyslo to!!

ad 9.12 P(X =0)=0,1; P(X =1) =0,09; P(X =2) =0,081; P(X = 3) = 0,0729;
P(X = 4) = 0,06561; P(X = 5) = 0,59049. Pokud by se (az na zaokrouhlovaci
chybu) soucet téchto hodnot nerovnal jedné, byl by to dobry néznak, ze nékde se
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stala chyba.

ad 9.13 a) 0,02625 b) 0,03125 ¢) 1-0,03125=0,96875 d) 0,625 €) 1 f) F(z) uréime podle
nenapadného vzorce v textu, ktery ani nema ¢islo. Tak uz to v zivoté byva, ze ty

takova véc z jedné knihy prislovi:
Bylo malé mésto a v ném hrstka muzt. Tu pfitahl na né velky kral, obklicil je a

zbudoval proti nému mohutné naspy. Nasel se pak v ném nuzny moudry muz, ktery
by byl to mésto svou moudrosti zachranil, ale nikdo si na toho nuzného muze ani

nevzpomnél.
Fz)=P(X <z)=P(X € (—0,x)) = / f(t)dt.
Tak tedy
0 . pro x < 0;
Z’2 . .
Fa)={ % | . prox € (0;1 >
5+5 ... proz e (1;2>;
1 . prox > 2.

ad 9.14 Ze vztahu [ f(z) =1 lze uréit, Ze ¢ = 1. Pak

’ I R _
F(x):/ f(t)dt:{i 2 e ... prox >0
- L

-e ... prozx <0.

P1i odstranovani absolutni hodnoty v integrované funkci musime situaci rozdélit na
dva pfipady (x <0 a z > 0), odtud i dvoji tvar funkce F(z).

ad 9.15 Staci vyuzit vzorec 9.7

ad a) P(X < 90) = F(90) =1 — ¢ 100 = 0,593;
ad b) P(X € (80;120)) = F(120) — F(80) =1 — ¢ 22 — 1 + ¢ 08 = 0,148;
adc) P(X >150)=1— F(150) =1 — 1+ ¢ 1% = 0,223.

15.10 Vysledky cviceni z kapitoly 10
Otazky: 10.1-A, 10.2-A, 10.3-N, 10.4-A, 10.5-N, 10.6-A, 10.7-A, 10.8-A.

ad 10.1 ad a) Pifislusné hodnoty ¢etnosti v; a pravdépodobnosti p(v;) jsou v tabulce:
v |1 2 3 4 5
cw)| 19 11 17 19 11
p() 0,247 0,143 0,221 0,247 0,143
ad b) VyuZijeme vzorce z pf. 10.8 b) pro pfipad zndmych Cetnosti: T = 2,896,
§2 =1,937, S = 1,392,
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ad 10.2 Uvedeny priklad ilustruje moznost vytvareni rozdéleni cetnosti i ve spojitém
pripadé.
ad a) Prislusné rozdéleni ¢etnosti pro vytvorené tfidy je v tabulce:
interval (=tfida) | < 0;3) < 3;6) <6;9) <9;12) < 12;15) < 15;00)
reprezentant t¥idy | 1,5 4.5 7,5 10,5 13,5 16,5
¢etnost tridy 14 9 2 2 1 1

ad b) X = > x; =4,2276, s* = 17,3964, s = 4,1709.

ad c) X = 4,3966, s> = 15,1958, s = 3,8982. Hodnoty b) jsou samoziejmé pies-
néjsi, ale pokud bychom méli k dispozici jen intervalové rozdéleni Cetnosti a uz
nemdli ptistup k piivodnim hodnotdm méfeni, tak 7, s a s vypocétené zde nim
davaji celkem solidni popis veli¢iny X (Cetnosti v poslednich dvou intervalech
jsou rovny jedné - kdybychom tedy misto stiedu intervalu brali jako reprezen-
tanta pfislusnou jedinou hodnotu, parametry ad c¢) by byly jesté lepsim odhadem
presnych ad b) ).

ad 10.3 Rozdéleni pravdépodobnosti a rozdéleni ¢etnosti je dano v tabulce:

znamka v; 1 2 3 4 5
pravdépodobnost p(v;) | 0,166 0,277 0,277 0,185 0,093
Cetnost c(v;) 216 360 360 240 120

Daéle pomoci hodnot pravdépodobnosti vypoéteme ocekdvané (primeérné) ohodno-
ceni EX = 2,756 a rozptyl tohoto ohodnoceni DX = 1,456.

ad 10.4 a) P(X =0)=%

P(X=1)=5
P(X =2)=2;
atd. P(X = k) = 327, atd.

b) EX=Y2"k-P(X=k=0+1-2+2-2+---=
1 2 3
:§~<1+2- (L)' +3- (1) +4-(Y) +)
a podle postupu analogickému piikladu 10.10 dostaneme EX = %

ad 10.5 Pri odstanovani absolutni hodnoty rozdélime integrovany interval na dveé ¢asti,
a pak u kazdé casti provadime per partes. Z grafu hustoty je vidét, ze EX = 0, ovSem
pfi vipodtu rozptylu se integrovani nevyhneme: DX = EX? — E?X = EX? -0 = 2.
ad 10.6 Pokud jsem pocital spravné, vysledek je:

EX = % =0,7917, EX? = % =0,7812, tj. DX = EX? — E?X = 0,1544.

ad 10.7 EX =122; EX2=15,tj. DX = EX? — E2X = 0,0116.

15.11 Vysledky cviceni z kapitoly 11

Otézky: 11.1-A, 11.2-N, jesté miize nabyt hodnoty 0; 11.3-N, 11.4-A, 11.5-A, 11.6-N, 11.7-
A, 11.8-N, 11.9-N.

ad 11.1 ad a) 0,36 ad b) 0,92224
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ad 11.2 ad a) 0,3487 ad b) 0,2639

ad 11.3 ad a) 90 ad b) 9 ad c¢) pokud se vam vy¢isleni tloh c),d) zd& pracné, pockejte
s Tesenim prikladu do kapitoly 13, kde bude predstavena jina priblizna metoda vy-
poctu; vysledek ... pfiblizné 0,046 ad d) ptiblizné 0,6517

ad 11.4 Pokud jednu sabotujici krysu oznac¢ime jako minusovou, celkovy pocet krys je
14, dvé se rozhodly ,minusoveé”, tj. pak velicina X= pocet krys ze 14, které davaji
prednost mléku. Kritickd hodnota je X} = 11, protoze P(X > 11) = 0,0286865,
kdezto P(X > 10) = 0,08 > 0,05.
Pokud sabotujici krysu vylouc¢ime z tivah a X= pocet krys ze 13, které davaji
prednost mléku, pak kritickd hodnota je 10, protoze P(X > 10) = 0,046, zatimco
P(X >9)>0,05.
V obou pripadech Hjy zamitame na hladiné vyznamnosti 0, 05. Tedy oblibenost mléka
v potravé je statisticky vyznamna.

ad 11.5 ada) X =8 < X}, =9, tj. Hy nezamitame ad b) aspori 15 studentii

15.12 Vysledky cviceni z kapitoly 12

Otazky: 12.1-A, 12.2-A, 12.3-N, 12.4-N, 12.5-N, 12.6-A, 12.7-N, 12.8-N, 12.9-A, 12.10-A.
ad 12.1 ad a) 0,4963 ad b) 0,007

ad 12.2 0,528

ad 12.3 asi 3,16 roku

ad 12.4 ad a) fronta je typu (M|M|1) : (GD|oo|oo); po = 0,1 ... 10% casu je linka
nevyuzita
ad b) 8,1 zédkaznikl je pramérné ve fronté
ad ¢) 13,5 minuty
ad d) 0,31 ... asi 31% ¢asu bude v systému vice nez deset aut
ad e) ad aa] fronta je typu (M|M]1) : (GD|9|occ); po = 0,1535 ... 15,35% ¢casu je
linka nevyuzita
ad bb] 3,646 zakazniki je pramérné ve fronté
ad cc| 6,46 minut ... pfi omezeni délky fronty se ¢ekaci doba z c) zkratila tedy asi
na polovinu
ad dd] 0,0535 ... zkraceni doby ¢ekani W, je za cenu toho, Ze v 5,35% €asu je plno,
tedy prijizdéjici auto jede jinam

ad 12.5 ad a) 0,52 ad b) 0,85 ad ¢) 0,15

ad 12.6 fronta je typu (M|M]3) : (GD|3|occ) ... server = parkovaci misto, po¢et mist
ve fronté = 0;
ad b) po = 0,10835, tj. ps = po - %? = 0,2822 ... ve 28,22% casu prijizdgjici auto
nenajde volné misto
ad ¢) Aeyr = A1 — p3) = 10,77
ad a) Ly = L, + )‘lﬁ =0+ % = 1,7946 ... tedy volnych parkovacich mist bude
prameérné 3 — 1,7946 = 1,2054
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15.13 Vysledky cviceni z kapitoly 13

Otézky: 13.1-N ... DX = (b2 — 00l 439 N | svisld éara prochazejici bodem [6; 0]

neni soucasti funkce — obrazek byl vytvoren v prostifedi MAPLE zabudovanym piikazem
pro kresleni grafu hustoty rovnomérného rozdéleni, ktery na tyto matematické DETAILY

nebere ztetel; 13.3-A, 13.4-A, 13.5-A, 13.6-A,

ad 13.1 0,125
ad 13.2 68,2 bodt
ad 13.3 ad c) pfiblizné 0,046 ad d) ptiblizné 0,6517

ad 13.4 x =135, tj. u= 1,75 > 1,64. Tedy mnozstvi likéru je vyznamné nadprimeérné
na hladiné vyznamnosti a = 0,05, ale ,,v normalu“ na hladiné vyznamnosti o = 0,01.

ad 13.5 x =135, tj. u = 1,53 - tedy H, nezamitame, neprokazalo se, ze by byl predpo-
klad expertti chybny.

15.14 Vysledky cviceni z kapitoly 14

Otazky: 14.1-A, 14.2-A, 14.3-A, 14.4-N.

ad 14.1 ad a) ux =80, 0 =0,9. ad b) 1077 =0

ad 14.2 pro H; : p # 60 je u,, = —2,58, u, = 2,58, ptislusna U—hodnota u = —10, t;j.
Hy zamitame, primér zlomu je vyznamné nizsi, nez uvadi vyrobce.

ad 14.3 Pri oboustranném testu pro o = 0,05 je prislusna U-hodnota rozdilu praméra
Xy — X rovna u = 3,4233 ¢ (—1,96;1,96), tj. Hy zamitame, tedy doba béhu pro
ovocné zelé je vyznamné delsi.

ad 14.4 0,54

ad 14.5 kritické hodnoty pii platnosti H, jsou 7, = 58,71, T, = 61,29. Sila je rovna

() = 1 - 2(0,58) = 1 — 0,719 = 0,281,
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