Sbirka priklada z okruhu a polynomu — Algebra I

Okruhy, podokruhy, obor integrity, téleso, homomorfismus

1. Rozhodnéte, zda dand mnozina M je podokruhem okruhu (C,+,-):
a) M ={a+2i|acR},
b) M ={a+2i|acC},
c) M ={a+bi|laecR,beN},
d) M ={3a+bi|acZbecl},
e) M ={a+2bi|a€cZbel},
f) M ={g; |a €Z,k € N}.

2. Necht (R, +,") je komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruh taky
a) (R,+,0), kde O je operace definovand vztahem a 0 b=a-b+b-a pro libovolné a,b € R,
b) (R,+,+).

3. Rozhodnéte, zda dand podmnozina A okruhu raciondlnich éisel (Q, +,-) je okruh, piipadné obor
integrity. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) A={?|p€ZqeN3tq}

b) A= {3 | m € Z,n € N}

c) A={g |meZnecN}

4. Rozhodnéte, zda (M, ®,®) je okruh, obor integrity, téleso:
a)M=Zxdy=c+y—lzo0oy=x-y—1
b)M=Zzxby=cx+y—1lL, z20y=x+y—2ay
c) M = Q, operace jako v b)
d) M=QxQ, (z,y) ® (u,v) = (x+u,y +v), (z,9) ®© (u,v) = (zu + 2yv, xv + Yyu)
e) M =Zo X Za, (x,y) ® (u,v) = (r+u,y+v), (z,9) ® (u,v) = (xu+ yv, zv + yu + yv)

5. Rozhodnéte, zda zobrazeni f : C — C je homomorfismus okruhu (C,+,-) do okruhu (C, +,-), je-li
pro a,b € R déno:

a) fa+bi)=a+Db,

b) f(a + bi) = a® + b2,

c) fla+bi) =a— bi.

6. Urcete, zda je okruh (Zg,+,-) x (Zs,+,-) oborem integrity. Je izomorfni s okruhem (Zg, +, )7
7. Dokazte, ze okruh (Z,®,®) z ptikladu 4 b) je izomorfni s okruhem (Z, +, -).

8. Urcete viechny étvefice (a,b,c,d) € R* takové, ze predpis a(r + si) = (ar + bs) + (cr + ds)i,
pro r,s € R, definuje homomorfismus « : C — C okruhu C do sebe. Pro které z nich se jedné o
izomorfismus?

9. Bud Q(v3) = {a+ bV3 | a,b € Q} podokruh okruhu (R, +,-). Ukazte, ze (Q(v/3),+,-) je téleso.
Dokazte, 7e libovolny okruhovy homomorfismus « : Q(v/3) — C je identicky na mnoziné racionalnich
¢isel, tj. Vr € Q : a(r) = r. Popiste viechny okruhové homomorfismy a : Q(v/3) — C. Které z nich
jsou izomorfismy?



Déleni v okruzich polynomi

10. V Q[z] délte se zbytkem polynomy
a) (2 + 2% —224+1): (—23 + 2+ 1),
b) (323 + 1022 + 2z — 3) : (522 + 25z + 30),
c) (122% + 323 — 4z + 3) : (222 — 1),
d) (28 +2* +22+1): (22 -2 +1).

11. V Q[z] délte se zbytkem polynomy:
a) (22% 4+ 32% — 4z +5) : (v —2),
b) (42* — 322 —x +2) : 3z +1).

Koieny polynomu

12. Uvazme polynom f(x) = 2% — 62° + 92* + 823 — 2422 + 16 € Q[z]. Dokazte, ze ¢ = 2 je kofenem
polynomu f a urcete jeho nasobnost n.

13. Uréete hodnotu koeficientu a € Q tak, aby polynom f = 2% —az? —ax+1 € Q[z] mél dvojnasobny
kofen ¢ = —1.

14. Dokazte, ze pro kazdé n € N je ¢ = 1 dvojnasobnym kofenem polynomu nz"' — (n41)z" +1 €
Z[z].

Tayloruv rozvoj polynomu
15. Vyjadiete polynom f(x) = o* + 223 — 322 — 4z + 1 v mocnindch linedrniho polynomu x + 1.

16. Vyjadiete polynom f(z) = (z—2)*+4(z—2)3+6(x —2)2+10(z —2) +20 bez pocitani jednotlivych
mocnin polynomu x — 2.

Racionalni kofeny polynomi

17. Naleznéte VSechny racionalni kofeny polynomu v C[z] a urcete jejich ndsobnost.
)1256 + 82° — 85z* + 1523 + 5522+ — 6
b) 427 — 1625 4 2% + 552* — 3523 — 3822 4 122 + 8
c) 47 — 2325 + 1724 +31:c — 4922 + 241 — 4
d)2:r — 320 Ox — 2% 4+ 6623 + 9122 + 482 + 9
)435 + 8z* — 2723 — 7922 — 562 — 12
f) 4;1: 35$ + 1522 + 40z + 12
g) #3 — 222 — faw+
h) 523 — 822 +113:+6
i) 122% — 723 — 1922 — 32 + 2
j) 325 —at 4 223 — 822 + Lo
k) 62* + 2% + 22 — 162 — 12
1) 925 — 212° — 172* + 152 — 4222 — 342 — 6
m) 425 — 1225 + 92* — 1222 +36x—27
n) 233 —333 — 82 + 62* + 102 + 22 + 42 + 4
0) x +a?—222 -3z -1
p) 2° — 4zt + 423 + 22% — 5z + 2
q) f = 1227 — 562 4+ 1152° — 1412* 4 10323 — 3522 — 3z + 9
1) g = 82" — 4425 + 702° — 172* — 242 + 1022 + 22 — 1
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18. Urcete takové a € C, pro néz mé polynom f = 226 —2° — 112* — 23 + ax? + 2ax + 8 € C[z] koten
2. Pro toto a urcete vsechny racionalni kofeny polynomu f véetné nasobnosti.

19. Urcete viechna a € Z, pro néz méa polynom z* + 223 — 322 + ax — 4 racionaln{ kofen.

Komplexni koreny polynomu
20. Urcete vSechna komplexni feSeni rovnice 2" = 2 pro n € N.

21. Naleznéte rovnici, jejiz vSechna komplexni feSeni tvoii v Gaussové roviné rovnostranny trojihelnik
se sttedem v nule a jednim vrcholem v 4.

22. Reste v C kvadratickou rovnici 2% + (14 3i)z +i — 2 = 0.

23. Urcete viechna komplexni fe§eni rovnice 24 4+ 23 + 22 + . + 1 = 0.

Rozklad polynomii

24. Napiste rozklad polynomu na soucin ireducibilnich faktoru postupné nad Q,R, C:
3_5,2_1
a) 23 — 222 — fo+ 1

b) 523 —83: +11x+6

c) 124 191: —3:E—|—2
d) 3z° —|— 18— 827+ 2o
e 6x +x +:L" 1656*12

)
f) 425 — 122° + 9% — 1222 + 362 — 27
g) 925 — 212° — 172* + 152% — 4222 — 342 — 6

25. Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomu postupné nad C,R,Q téch polynomu z
Piikladu 17, u kterych znate dostatek racionalnich kofent.

26. Urcete vsechny kofeny polynomu f, vite-li, ze ma t¥i kofeny racionalni. Rozlozte f na ireducibilni
faktory postupné nad Q, R, C:

a) f(x) = 425 — 42* — 523 — 72?2 + 2 + 2 € Cla],

b) f(x) = 42® — 122* — 132% — 1322 4+ 32 + 4 € Clx].

Komplexné sdruzené koteny

27. Uréete viechny koteny polynomu f = 7 — 428 + 82° — 72* 4 822 — 8z + 4 € Cl[z], vite-li, ze m4
dvojnasobny kofen 1+ i. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

28. Mezi vSemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty, které maji jednoduchy kofen —g a
dvojnasobny kofen 3 + 2¢, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireduci-
bilni polynomy nad Q,R, C.

29. Uréete viechny kofeny polynomu f = 2% — 72° 4 202* — 3023 + 3722 — 552 + 50 € C[z], vite-li, 7ze
mé dvojndsobny koien 2 — i. Rozlozte jej na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

30. Mezi vSemi normovanymi polynomy s realnymi koeficienty, které maji dvojndsobny kofen % a

dvojnasobny koren k naleznéte polynom nejmensiho stupné. Zapiste rozklad tohoto polynomu na
ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C:

a) k=1-—1,

b) k=1-—2i.



31. Naleznéte vSechny kofeny polynomu z* + 422 + 2 + 6 € C[z] a urcete jejich ndsobnost, vite-li, ze
jednim z kofenu je ¢islo #ﬁ

32. Vime, 7e polynom f = 425 — 425 +42* — 423 + 522 — 3z + 1 € C[z] m4 dvojndsobny koien % + %z
Urcete zbyvajici kofeny polynomu f.

33. Uved'te ptiklad polynomu v R[z], resp. v Z|[x], jehoz kofenem je
a) 141,
b) 2 + /34,
c) V3 — 5i.

Polynomy nad 7Z,
34. Naleznéte viechny kofeny polynomu x® + 5z* — 22 — 2 + 3 v Z7.

35. Urcete vSechny ireducibilni polynomy nad
a) Zg stupné mensiho nez 5,
b) Z3 stupné mensiho nez 4.

36. Naleznéte viechny koteny polynomu x% — 2% — 2% — 23 — 22 —x + 1 € Z3[x] v Z3[x] a urcete jejich
nasobnost.

37. Urcete néjaky prvek a € Zs takovy, ze polynom z> + 22 4+ ax + 1 je ireducibilnf nad Zs.
38. Urcete viechny prvky a € Z7, pro které je polynom z® + 22 + = + a ireducibilnf nad Z.

39. Udejte piiklad polynomu
a) g € Zs|z], ktery je stupné 5, ma dvojndsobny koten 2 a ziddné jiné kofeny nema,
b) g € Zs|x], ktery je stupné 5, nenf ireducibilni a nem4 zadny koten,
¢c) g € Zs|x], ktery je stupné 4, neni ireducibilni a nem4 zadny koten,
d) g € Zs[x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nemé zadny kofen,
e) g € Zs|x], ktery je stupné 6, ma dvojndsobny kofen 2, jednoduchy kotfen 4 a ktery nemd zadné
dalsi koteny.

40. Rozlozte polynomy na ireducibilni faktory.
a) 2% + 2% + 22 —|—1€Z2[$]
b) z” +3x +2x — 2t 4+ 323 — 2% + 2+ 1 € Zs[7]
c) 2° + 2t + 23 + 22 +x+1€Z2[ ]

d)x — 20 4 224 +x — 2% +2 € Zs[x]
e x +at + 23— 22 + 1 € Zs[a]
f) 2* + 23 +x+1EZQ[]

)
)
g) 2° + 323 + 2 + 3 € Zs[x]
h) 2 + 23 + 222 + 2

Eisensteinovo kritérium

41. Ukazte, ze polynom f(z) je ireducibilni nad Q:
a) f(z) =2" +p; n € N, p je prvocislo,
b) f(z) = 25 4+ 23 + 1.
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42. Najdéte n € N takové, ze polynom z“ — n je ireducibilni nad @, ale nespliiuje podminku Eisen-

steinova kritéria.



43. Najdéte n € N tak, aby polynom p(x) = 2" +n
a) byl ireducibilni nad Q,
b) nebyl ireducibilni nad Q.

44. Urcete, ktery z polynomi f(x) = 2° + 323 — 9z + 3 € Z[z] a g(z) = 2t + 423 + 522 — 3 € Z[z]
je ireducibilni nad Z a ktery lze nad Z rozlozit na sou¢in polynomu nizsiho stupné. Napiste rozklady
polynomu f a g na ireducibilni faktory nad Z.

Euklidiav aloritmus, Bezoutova rovnost

45. Naleznéte polynomy f(z), g(x) € Q[z], které jsou stupné 3, kazdy z nich m4 alespon jeden alespon
dvojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:

a) z2 +x — 6,
b) 2? +x — 2,
c) 2%+ 2x — 3.

Vyjadrete nejvétsi spoleény délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

46. Naleznéte polynomy f(z),g(x) € Q[z], které jsou stupné 4, kazdy z nich m4 alespon jeden alespon
trojnasobny kofen a jejich nejvétsi spolecny délitel je:

a) 22+ — 2,

b) 2% + 2z — 3,

c) x? — 2x — 3.
Vyjadrete nejvétsi spoleény délitel polynomu f, g Bezoutovou rovnosti.

47. Pro dané dvojice polynomu f,g € R[z] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejvétsim
spoleénym délitelem. Najdéte koeficienty do piislusné Bezoutovy rovnosti.

a) f=a'+1,g=23-1

b) f=a*+ 323 — 22 — 42 — 3,9 = 323 + 1022 + 22 — 3

c) f=a® -5z + 423 + 822 —8xr —3,g =2 — 223 — 72?2 + 82+ 3

Nasobné koieny

48. Naleznéte vSechny aspon dvojnasobné kofeny polynomu:
a) 25 + 62° + 152 + 2023 + 1222 — 4,
b) z* — 223 — 22 + 22 + 1,
¢) zt + 623 + 72? — 62 + 1.

49. Rozloite v C[z] na linedrni faktory polynom
a) x* + 2ix® + 22 + 2ix + 1, vite-li, ze m4 dvojnasobny kofen,
b) x + 622 — 8iz — 3, vite-li, Ze m4 trojnasobny kofen.
c) ot — 42% + 162 + 32, vite-li, Ze m4 alesponi jeden koten vicendsobny.
d) x + 1023 — 20ix? — 152 + 44, vite-li, Ze m4 ¢étyfnasobny kofen.
) a: — 6tz + 4 — 44, vite-li, Ze ma dvojnasobny kofen.
f) 2* + 622 + iz — 3, vite-li, Ze ma trojndsobny kofen.

¢



Generovani podokruhti a podtéles

50. Rozhodnéte, zda nésledujici podmnozina M okruhu komplexnich éisel (C,+,-) je okruh, obor
integrity, pfipadné téleso. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) M ={a+bi|abeZ}

b) M ={a+b-v5]|a,becQ}

) M={a+b-V5]|abeqQ}

d) M ={a+b- 554 becQ}

51. Urcete, které prvky nélezi nejmensimu podokruhu okruhu (C, +, ) obsahujicimu ¢islo a pro
a) a = /3,
b)a= {2,
c)a=rt,
)a—0053 +zs1n3 = &3,
e) a = cos & =+ isin 2 = &,
f) a=
g)a= f
h) o= ¢,
i) a = /ni.

52. Pro prvky z piikladu 51 najdéte nejmensi podtéleso télesa (C, +, ) obsahujici dany prvek.

o,

53. Naleznéte invertibilni prvky okruhu ({a + b - H‘T‘/‘;’Z |a,be Z},+,-)

Faktorové okruhy
54. Bud € € (C kofen polynomu f = 23 — 2 — 2 € Q[z] stupné. Vyjadiete prvky e 1 | (1 +¢)? a

(€2 + 3¢ —1)72 ve tvaru ag + ay - € + az - €2, kde ag, a1, a2 € Q.

55. Bud € € C kofen polynomu f =z + 222 — 47 + 2 € Q[z]. Vyjadrete ¢fsla e !, 8 a (2 +e+1)71
ve tvaru ag + a1 -€+as- € +as- €, kdea; e Qproi=0,...,3.

56. Bud f = 22+ [1]3 € Zs[z]. Dokaite, ze Fg = Zs[z]/(f) je 9-prvkové téleso. Oznaéme a € Fg prvek
a=z+(f).

Urcete ag,a = 1 € Z takové, ze

i) [apls + [a1]3 - = a4;

ii) [ao]g + [a1]3 o= (a + [1]3)_1.

57. Bud f = 2* + 23+ 1 € Zs[x] a oznaéme Fig = Zs[x]/(f) pifslusné téleso. Oznacme a € Fig prvek
a=z+(f).
Urcete a; € Zs pro i = 0,1,2, 3 takové, ze

3 6.

i) ap+a1-a+---+az-a’=a’
i) ag+ar-a+--+azg-ad=(a?+1)""

58. Bud f = 23—z + [2]5 € Zs[x] a necht Fi95 = Zs[x]/(f) je 125-prvkové téleso. Oznaéme o € Fyo5
prvek a = z + (f). Urcete a,b, c € Z takové, ze

i) [a]s + [b]5 - o + [c]5 - a?=ad,
i) [a]s + [b]s - o+ [d5-a? = (' + a+ 1)~



