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1. Zakladni pojmy

Zakladatel logiky
Aristoteles ze Stageiry (384 — 322 pi. n. 1.) — formuloval zaklady logiky v tésné
souvislosti s tvoficim se matematickym a pfirodovédnym myslenim.

Definice
Logika je véda, ktera se zabyva principy, jez rozhoduji o spravnosti rozhodovani.

Usuzovani samo jako mysSlenkovy proud, neni predmétem logiky, ale psychologie.
Pfredmétem psychologie je v podstat¢ dynamika (néco, co probihd ve védomi clovéka)
procesu usuzovani. Logika naopak hleda zakony, které maji stanovit obecna pravidla,
na zakladé kterych by bylo moZno rozhodnout, ze tvrzeni B; urcité osoby objektivné vyplyva
z tvrzeni A,.

Predmét studia
Psychologie: mysleni — myslenkové procesy. Logika: myslenky — formulované myslenky.

Logické vyplyvani

A, .... Zadny cizinec nevidél Uhersky Brod.

A, .... Nektefi pfitomni jsou cizinci.

B .... Neéktefi ptitomni nevidéli Uhersky Brod.

Ptedpokladejme pravdivost tvrzeni A; a A,. O pravdivosti tvrzeni B se miiZeme
presvédcit dvéma zplsoby:
a) dotazem vSech pfitomnych
b) objektivnim posouzenim myslenek A; a A,, B na zékladé zakoni logiky.

Jestlize zplisobem b) zjistime, Ze tvrzeni B je pravdivé, pak tikame, Ze logicky
vyplyva z tvrzeni A; a A,.

Vyvozeni zavéru B z A; a A, se nazyva dedukce (pozndni nepiimé). Vedle
deduktivniho usuzovani existuji i jiné formy usuzovéni, jako je induktivni, reduktivni
pravdépodobnostni a analogické. Tyto typy studuje logika pouze okrajove.

2. Uloha logiky v uéitelském vzdélavani

Vyuka logiky je zatazena do vzdélavani studentl ucitelstvi z nésledujicich divodu:

1. Logika se zabyva stanovenim objektivnich zakonli umoziujicich kontrolu spravnosti
myslenkovych procest, tj. Cinnosti, ktera neustale prolind procesem uceni.

2. Vétsina poznatkii zprostiedkovavanych v pedagogickém procesu je pfedavana nepiimo
a od objektu tohoto procesu se pozaduje mysSlenkové operace usuzovani.

3. Pfesné mysleni a jasné vyjadfovani jsou dovednosti, které logika kultivuje a které maji
vyznamnou roli v pedagogické praxi.

4. Studium logiky péstuje navyk ptesného abstraktniho, zdivodnéného mysleni a ziskani
tohoto navyku je dulezitou slozkou profesionalniho vybaveni ucitele.

5. Logika je jednim ze zakladnich kamenti metodologie véd a poskytuje tedy uciteli dilezity
metodologicky aparat pro jeho vlastni pedagogickou a védeckou praci a pro fizeni
védecké prace jeho studentt a zaki.

6. Logika je zcela nezbytnd pro rozvoj informatiky a kybernetiky a znalost logiky patii
v soucasné dobé k zékladim vzdélani vSech ucitelt.
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3. Jazyk a mySleni

Logika povazuje mysleni za urCité kombinovani obsahii slov, resp. kombinovani
mySlenek. Piedmétem logického rozboru mysSlenek jsou vyrazy, kterymi jsou myslenky
vyjadieny. Jen na formulovanych myslenkach, tedy na vyrazech, miizeme studovat logickou
stavbu a logické vztahy mezi myslenkami.

Pro kontrolu spravnosti mysleni musime vzdy védét:
Jakou kombinaci mySlenek pravé kontrolujeme.
. Kdy je mySlenka vécné spravna (kdyZ se shoduje se skutecnosti) a zda je v daném piipadé
veécne spravna.
3. Kdy je mysleni formalné spravné a zda je v daném piipadé formalné spravné.

N —

Formalni spravnost mysleni je nezavisla na vécné spravnosti myslenek.

Twvirci moderni koncepce logiky:
Leibnitz Gottfried Wilhelm (01. 07. 1646 — 14. 11. 1716)
de Morgan Augustus (27. 06. 1806 — 18. 03. 1871)
Boole Georg (02. 11. 1815 — 08. 12. 1864)
Frege Gottlob (08. 11. 1848 —26. 07. 1925).

Moderni logika zddraziuje nutnost upfesnéni jazyka, jimZz vyjadifujeme myslenky,
které ¢inime predmétem logické analyzy. Tohoto cile dosahujeme vétSinou tim, Ze pracujeme
se symbolickymi vyjadfovacimi soustavami, které jsou prosttedkem, ne cilem, moderni
logiky.

Cile studia logiky:
Seznamenti se s principy vystavby symbolického jazyka.
Sezndmeni se se zaklady vyrokové, predikatové a tiidové logiky.
3. Seznameni se s principy kontroly spravnosti usuzovani.

N —

4. Vyrokova logika

Lidské poznani je odrazem objektivni reality. Vychozim bodem lidského poznani jsou
podnéty, které jsou v mozku prostiednictvim pocitkli preménovany na odrazy udalosti
v naSem védomi. Vjemy jsou zdkladem naSeho poznéni. Bez pocitkl a vjeml nejsme schopni
vytvafet myslenky, vyroky a pojmy. Podstata véci, zakonité souvislosti mohou byt
formulovany a pochopeny pouze prostiednictvim abstraktniho mysleni. Zakladni formou
odrazu skutecnosti ve védomi, jeho myslenkou formulovand forma, je vyrok — soud
(dynamicky proces, ve kterém probiha v naSem védomi vytvaieni vyroku).

4.1. Vyrok — jeho podstata

Pojmy tvoii zékladni kameny vyroku, tak jako slova jsou zdkladnimi kameny vét.
V logice bude pro nas mit vyznam pouze jeden druh vét a to oznamovaci.

Definice vyroku
Vyroky jsou takové myslenky, vyjadifené pomoci jazykovych tutvard, které maji
tu vlastnost, Ze mohou byt pravdivé nebo nepravdivé.

Definice pravdivosti (Aristoteles)

Pravdivé ftika ten, ktery odd¢lené jako oddélené, spojené jako spojené vidi;
nepravdivé ten, jehoz minéni je opacné, ne proto, ponévadz my minime, jsi v pravdé bily,
jsi bily, nybrz protoze jsi bily, my to fikame, pak fikdme pravdu.

Z Aristotelovych slov vyplyva, ze u pravdy jde o vztah mezi vyrokem a jevem,
podstatou, které je vyrokem vyjadieno. To znamena 2 véci:
a) Neni pravdivych vyrokl o neexistujicich jevech.
2
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b) U existujicich jevil je vyrok pravdivy, jestlize vypovida o souhlasném vztahu mezi jevem
a obsahem vyroku.

Definice
Relace pravdivosti je to, co spolu s vyrokem spojuje vyrok a jev, na ktery se vyrok
vztahuje.

Definice

Vyroky jsou ty myslenky, vyjadiené formou oznamovaci véty, které maji tu vlastnost,
ze mohou byt pravdivé nebo nepravdivé, to znamena ty, které potvrzuji vznik nebo absenci
néjakého jevu, stavu nebo véci.

4.2. Sémanticky aspekt vyroku

U kazdého vyroku existuji 3 faktory, které je nutno rozliSovat:
1. Clovék, v jehoz védomi vyrok existuje.
2. Jev, ktery vyrok zobrazuje.
3. Jazykova forma, ve které vyrok existuje.

Stejné rozliSeni plati i pro pojmy.

Vztahy téchto 3 faktori studuje pragmatika. Sémantika abstrahuje faktor
1. a zkouma vztah mezi 2. a 3. faktorem. Syntax se zabyva pouze 3. faktorem a na ostatni dva
nehledi. Véda shrnujici pragmatiku, sémantiku a syntax se nazyva sémiotika.

4.3. Konstanty a proménné vyrokové logiky
4.3.1. Vyrokové proménné

Jako proménné budeme ve vyrokové logice pouzivat:
mala latinskd pismena p, q, 1, ..., p1, P2, ---»
popft. velka latinskd pismena A, B, C, D, ..., A}, Ay, ... (vyrazy).

Pod pojmem pravdivostni hodnota vyroku rozumime tu vlastnost vyroku, Ze mize
byt pravdivy ¢i nepravdivy.
Hodnota pravda se oznacuje 1 (p), p =1 (A = 1) znamena pravdivy vyrok.
Hodnota nepravda se oznacuje 0 (n), p =0 (A = 0) znamena nepravdivy vyrok.
1, 0 nazyvame logické konstanty.

4.3.2. Vyrokové spojky

Vyrokové spojky jsou logické konstanty, které spojené s vyrokovou proménnou nebo
proménnymi vytvaii vyrok nebo vyrokovou formuli.

Oznacme si logickou konstantu ptedstavujici libovolnou logickou spojku symbolem
C, (tabulka 1 a 2):

p C 1 Cz C3 C4

1 1 1 0 0

0 1 0 1 0
tautologie identita negace kontradikce

Tabulka 1  Spojeni logické spojky s vyrokovou proménnou

Formule C; se nazyvéa tautologie, je pravdiva pro vSechna udéleni hodnot proménné p.
Formule C; se nazyva identita, nebot’ pravdivostni hodnoty jsou identické s pravdivostnimi
hodnotami proménné p. Formule C; se nazyva negace, nebot pravdivostni hodnoty, které
formule nabyva, jsou opacné nez pravdivostni hodnoty proménné p. Formule C; se nazyva
kontradikce, nebot’ je nepravdiva pro libovolné udéleni hodnot proménné p.

3
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Z piirozeného jazyka vime, Ze je obvyklé zietézovat vyroky pomoci spojek

vvvvvv

vlastnost vyroku, tj. mohou byt pravdivé nebo nepravdivé (napt. prsi a sviti slunce, vyhraji
penize a budu bohaty).

P q Cs | Cs | C; | Cg | Cg | Cryp | Cry | Cra | Ci3 | Cry | Cyis | Crs | Cr7 | Crg | Cro | Cog
1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0
t k d e d i k
a 0 i k i m 0
u n S \% s p n
t j j i j 1 t
0 u u v u i r
1 n n a n k a
0 k k 1 k a d
g c c e c c i
i e e n e e k
e [ [
2 e e

Tabulka 2 Spojeni dvou proménnych jednou logickou konstantou

4.4. Jazyk vyrokové logiky

Slovnikem budeme rozumét seznam symbolil (znaki), jediné z nich je mozZno
sestavovat vyrazy daného jazyka. Gramatikou budeme rozumét soubor pravidel urcujicich,
které znaky a fetézce znakl jsou v daném jazyce spravné. Formulemi daného jazyka budeme
nazyvat napsané symboly ze slovniku zplisobem respektujicim gramaticka pravidla.

4.4.1. Slovnik jazyka vyrokové logiky

1. vyrokové proménné p, q, 1, s, popt. s indexy pi, ..., Pn, qis -+-> Qms - -
2. vyrokové spojky (logické konstanty, funktory):
1. negace - (C3)

2. konjunkce A (Cy)
3. disjunkce v (Cis)
4. implikace - (Cry)
5. ekvivalence <> (Cr3)
3. pomocné symboly (),[], {}.

4.4.2. Gramatika

1. Symboly p, g, 1, s jsou samy o sob¢ gramaticky spravné.
2. Jestlize je vyraz A formuli vyrokové logiky, pak je formuli také vyraz —A.
3. Jsou-li formuli vyrazy A, B, pak jsou formulemi také vyrazy
AAB AvB A—->B A+B
4. 74dné jiné vyrazy nejsou formulemi.

4.4.3. Vyrokové spojky
4.4.3.1. Negace

- (C3) neni pravda, Ze .... nebo predpona ne
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P i
1 0
0 1

Tabulka 3 Pravdivostni tabulka negace

Definice
Negace je logickd konstanta, ktera ¢ini formuli skladajici se z jedné proménné
nepravdivou, kdyZ promé&nna nabyva pravdivostni hodnoty pravda.

4.4.3.2. Konjunkce

A (Cy) a, nekdy i, (ale)
p q PAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Tabulka 4 Pravdivostni tabulka konjunkce

Definice
Konjunkce je logické konstanta, kterd ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
pravdivou pouze tehdy, je-li obéma proménnym piifazena pravdivostni hodnota pravda.

4.4.3.3. Disjunkce

v (Crs) nebo
p q PVvq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Tabulka 5 Pravdivostni tabulka disjunkce
Definice

Disjunkce je logickéd konstanta, kterd ¢ini formuli sklddajici se ze dvou proménnych
nepravdivou pouze tehdy, je-li obéma proménnym pfifazena pravdivostni hodnota nepravda.

Cestina rozliduje 3 spojky nebo:
1. nebo; — vyluCujici — uziva se tehdy, chceme-li vyjadfit, ze ze dvou neslucitelnych
moznosti (alternativ) plati pouze jedna alternativa, neni ovSem znamo, ktera.

2. nebo; se uziva tehdy, kdyz hodldme vyjadiit, Ze ze dvou realizovatelnych moznosti plati
pouze jedna, neni ov§em znamo, ktera.
(nebo, se 1isi od nebo; tim, ze neslucitelnost alternativ piimo konstatuje, zatimco u nebo;
neslucitelnost je dana fakty, ktera jsou obsahem slozeného vyroku).

3. nebos uzijeme tehdy, zalezi-li ndm na tom, abychom vyjadtili, Ze z danych alternativ musi
platit nejmén¢ jedna. Logickd interpretace spojky mebos odpovidd pfesné interpretaci
disjunkce dle tabulky 5.

4.4.3.4. Implikace

—> (C 1 7)
jestlize .... pak jestlize plati p, pak plati q D
5
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Vyroku, ktery je dosazen v implikaci jako prvni (v (I) za p) fikime antecedent,
vyroku, ktery stoji na druhém misté (v (I) za q), fikdme konsekvent.

p q p—>q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Tabulka 6  Pravdivostni tabulka implikace
Definice
Implikace je logicka konstanta, kterd ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
nepravdivou pouze tehdy, je-li antecedent pravdivy a konsekvent nepravdivy.

4.4.3.5. Ekvivalence

< (Cr3) kdyz a jen kdyz
P q P<q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Tabulka 7  Pravdivostni tabulka ekvivalence
Definice
Ekvivalence je logicka konstanta, ktera ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
pravdivou pouze tehdy, je-li konsekvent a antecedent pravdivy nebo konsekvent a antecedent
nepravdivy.

Ve vyrokové logice je mozné ekvivalenci povazovat za zkratku vyroku (jestlize p,
pak q) a (jestlize q, pak p).

4.4.4. Pravdivostni tabulky formuli

Ptekladem vyroku, nebo sloZzeného vyroku z ptirozeného jazyka do jazyka vyrokové
logiky je formule jazyka vyrokové logiky, kterd se s danym vyrokem shoduje ve vSech
fadcich pravdivostni tabulky.

Dvé rtizna tvrzeni piirozené¢ho jazyka, interpretovana logicky stejnou pravdivostni
tabulkou, jsou z hlediska formalni logiky shodna.

Postupné 1ze od mensich celkt k vétsim urcit pravdivostni hodnoty slozenych vyrok,
nebo formuli, az zjistime pravdivostni hodnotu slozeného vyrazu.

Pii zavadéni spojek jsme se sezndmili s pravdivostnimi tabulkami téchto spojek.
U kazdého slozeného vyroku je mozno vytvofit tabulku, jejiz fadky predstavuji vSechna
mozna ohodnoceni elementarnich vyroki, obsazenych ve slozeném vyroku. Obecné je pocet
radkid (m) pravdivostni tabulky dan vzorcem:
m = 2"
kde n .... pocet riznych elementarnich vyrokl ve formuli.

Existuji 3 vysledky feSeni pravdivostnich tabulek:
1. Vysledny sloupec obsahuje samé 1, tj. vyraz je pravdivy pro kazdé ohodnoceni
elementdrnich proménnych a nazyvame jej tautologie neboli logicky zidkon (vesmeés
pravdivé).
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2. Vysledny sloupec obsahuje samé 0, tj. formule je nepravdivd pro kazdé ohodnoceni
elementarnich vyrokovych proménnych a nazyvame ji kontradikce vyrokové logiky
(vesmes nepravdive).

3. Vysledny sloupec obsahuje 1 a 0, tj. vyraz je pro n¢kterd ohodnoceni pravdivy a pro jina
nepravdivy.

Vyrazy 1. a 2. maji v logice zvlastni postaveni, pravdivostni hodnota takovych vyroka
nezalezi na pravdivostni hodnoté elementarnich vyrokid, nebo vyrokovych proménnych,
ale je ur¢ena pouze formou vyroku nebo formule. Takové vyroky tedy nevyjadriuji Zadné
skute¢nosti a nemohou vypovidat nic o objektivni realité.

Vyroky, vyjadiujici néjaky obsah, nebo ty, které jsou formalnim obrazem vyroku
ptelozenych ze skutecnosti, maji tabulku smiSenou a nazyvaji se faktudlni nebo také
splnitelné vyroky nebo splnitelné formule.

4.4.4.1. Prevod vyrazu v prirozeném jazyce na formuli vyrokové logiky

K tomu existuji 2 algoritmy moZznych postupti pii piekladu:
1. ptimy zpisob piekladu.
2. nepiimy zpusob prekladu.

4.4.5. Zkracovani vyrazu a vzijemna nahraditelnost funktoru

Gramaticky spravné vyrazy je mozno podle potieby zkracovat — zjednoduSovat.
Obecné musi o téchto zkracenych vyrazech platit:
a) Dvé formule jsou navzajem nahraditelné, jsou-li ekvivalentni pro kazdé ohodnoceni
pravdivostnich hodnot.
b) Kazdy zkraceny vyraz se musi dat pfevést zpét na plivodni nezkraceny.

Principli zkracovani je tada, jsou obtizné a nebudeme se jimi zabyvat. Uvedeme jen

2 pravidla:

a) Ma-li gramaticky spravny vyraz vnéjsi zavorky, je mozno je vynechat. Naptiklad vyraz
(p — q) je mozno zkrétit na vyraz p — q, ale vyraz ~(p — q) nikoliv, nebot’ nema vné;si
zavorky.

b) Zavorky uvnitf gramaticky spravnych vyrazii lze vynechat podle pifednosti spojek:
implikace + ekvivalence maji pfednost pied disjunkei, ta pfed konjunkci a ta pied negaci
(= AV, > o).

4.4.6. Uplné formy UDF a UKF

Libovolny funktor miiZzeme nahradit pomoci funktord v, A, =, vyuzijeme-li moZnost
popsat tabulku tohoto funktoru pomoci WUplné disjunktni formy (UDF) nebo uplné
konjunktni formy (UKF).

Pravidlo pro sestrojeni uplné disjunktni formy (UDF)
Nahrad’ vSechny vyskyty pravdivostni hodnoty 1 zadané pravdivostni tabulky hledané

formule F, elementdrnimi konjunkcemi K, Ky, ..., K;, proménnych pi, pa, ... pn nebo jejich
negaci tak, Ze aby tyto elementarni konjunkce nabyly pravdivostni hodnoty 1. Spoj ziskané
konjunkce pomoci funktoru disjunkce do formule K; v K; v ... v K. Ziskany vyraz

je hledanou formuli F, a nazyva se Gplna disjunktni forma (UDF).

Pravidlo pro sestrojeni iplné konjunktni formy (UKF)
Nahrad’ vSechny vyskyty pravdivostni hodnoty 0 zadané pravdivostni tabulky hledané

formule Fj elementdrnimi disjunkcemi D;, D,, ..., Dy proménnych pi, p2, ... pa nebo jejich
negacemi tak, ze aby tyto disjunkce Dj, Dy, ..., D nabyvaly hodnoty 0. Pak spoj ziskané
disjunkce pomoci funktoru konjunkce do formule D; A D, A ... A Dy. Ziskany vyraz

je hledanou formuli Fj a nazyva se plna konjunktni forma (UKF).
7
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Definice: de Morganovo pravidlo
Toto pravidlo umoziuje nahradit konjunkci disjunkci a opacné:

“(pAq) = pVv—q pAq=—~(Ppv—q)
“(pvq = "pAq pvq=—(pAr—q)

IIl

IIl

4.4.7. Vyuziti Gpravy a zkracovani formuli

Metody uvedené v piedchozi kapitole 4.4.6. se vyuzivaji pii vytvafeni formuli
piekladem z ptirozeného jazyka neptimou metodou.

Jsou vychozim bodem pro vyuziti logiky v technické praxi, nebot umoznuji
pti konstrukci automatli a zatizeni vyuzivajicich logické obvody piechod od slovniho popisu
automatu k popisu tohoto automatu formuli vyrokové logiky. Na zéklad¢ formule je mozno
sestrojit technickou realizaci. VySe nastinénému postupu fikdme logicka identifikace.

4.5. Pravidla spravného usuzovani

Dostavame ke klicovému pojmu logiky, k disledkovému vztahu, tj. ke vztahu, podle
n¢hoZ je mozZno rozhodnout o spravnosti usuzovani.

Sekvenci Aj, Ay, ..., A, (premisy) = B (zavér) (I1)
nazveme pravidlem spravného usuzovani tehdy a jen tehdy, spliiuje-li nasledujici definici:

Definice

Vztah mezi vyrazy Aj, A,, ..., Ay, B vyjadieny (II) bude potvrzen, pravé kdyz kazdé
udéleni hodnot elementarnim slozkdm vyrazi A;, Ay, ..., Ay, B, jez ¢ini pravdivymi vSechny
vyrazy Aj, Ay, ..., A,, Cini téz pravdivym vyraz B, Cili nenajde se takové udéleni hodnot,
které by verifikovalo vSechny vyrazy Aj, A, ..., A, a falzifikovalo zavér B.

5. Predikatova logika

Prozatim jsme se sezndmili pouze s takovym logickym rozborem vyrazi, jehoz

vysledkem byly formule sestavajici se z vyrokovych proménnych a logickych spojek.
O vétach typu: Brno je velkomésto. (1)
Snézka je nejvyssi hora Ceské republiky. (2)

jsme tvrdili, Ze jsou to vyroky, v daném piipadé¢ pravdivé. Jak ale rozhodneme, Ze vyrok (1) je
pravdivy a vyrok
Uhersky Brod je velkomésto. je nepravdivy?

Jakému logickému rozboru a s jakym teoretickym vybavenim musime pfistupovat
k témto vyroklim, abychom mohli objektivné stanovit pravdivost ¢i nepravdivost vyrokt?
Pravé tyto otazky uzce souvisi s praci ucitele, snaziciho se naucit své zaky definovat a chapat
nové pojmy. Ucitel dostatecné vybaveny teoretickym aparatem moderni logiky je schopen
strukturovat probiranou latku do navzéjem do sebe navazujicich celkt.

Vyrok (1) mizeme rozlozit na jednotlivé slozky. Je to predev§im slovo Brno. Toto
slovo nic netvrdi, neni to vyrok, oznacuje vSak néjaky objekt, a to praveé jeden objekt.

Brno je jméno jedinecného, individudlniho objektu, tzv. individua. Jméno, které
oznacuje individuum, nazyvame individualni konstanta.

Slovo velkomésto oznacuje celou mnozinu (tfidu) velkomést. Je to jméno tFidy,
¢ili tfidova konstanta.

Pti logickém rozboru budeme nejprve psat jméno tiidy a pak individualni konstantu:
Velkomésto(Brno) (19
Velkomésto(Uhersky Brod). (1¢a)

8
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Do tfidy, jejimz jménem zapis (1) zacCina, zafazujeme nikoliv individudlni konstantu,
kterd nasleduje v zavorce, nybrz individuum, které tato konstanta pojmenovava. Rikame,
ze pojmenovavané individuum je denotatem individudlni konstanty.

Postupnym dosazovanim individualnich konstant do zavorek za tfidovou konstantu
dostaneme rizné vyroky, majici stejnou formu, kterou mizeme napsat napt. takto:
Velkomésto(x), Ccteme x je velkomésto. (59

Je (5%) vyrok, ¢i neni? Podle toho, jak jsme charakterizovali vyrok, (5°) vyrokem neni,
nemuzeme totiz fict, je-1i vyraz (5°) pravdivy nebo ne.

Vyraz, skladajici se z tfidové konstanty a vyrazu, za ktery je mozno dosadit
individualni konstantu, nazveme vyrokovou formou.

Rozdil mezi vyrazem (1) a (5°) je v tom, ze v (1°) je v zavorce za tiidovou konstantou
individudlni konstanta, tj. vyraz pojmenovavajici denotdt individuum. V (5°) je v zévorce
za jménem tiidové konstanty pismeno, nejcastéji X, y, z, popt. X, X2, ..., Xn. lato pismena
nejsou konstanty, a nemaji urcity vyznam, neoznacuji jediny objekt. Tato pismena se nazyvaji
proménné, a to individualni proménné.

Individualni proménna zastupuje ve vyrokové form¢ individua z urcitého oboru
hodnot. Obor hodnot proménné je mnozina individui, ze které miize uréitd proménna
nabyvat hodnot.

Mame urcitou tfidu objektd (v nasem piipadé mést), kterou nazyvame oborem
proménnosti. Ud¢lujeme-li postupné proménné x ve vyraze (5°) hodnoty z oboru
proménnosti, vznikne zvyrazu (5°) postupné fada pravdivych a nepravdivych vyrokd,
napt. (1), (1‘a). Forma typu (5°) obsahuje jedinou individualni proménnou: fikame ji proto
jednomistna vyrokova forma.

Z raznych ttidovych konstant vznikaji rizné jednomistné formy, napf.
Reznik(x)  Hora(y) Planeta(z)

Podobné mizeme také prejit od tiidové konstanty k tfidové proménné. Zavedenim
tfidové promeénné ziskavame jednomistnou formu ve tvaru:

P(x) (0)

Vyraz (6) je obecnym tvarem, ve kterém miizeme tfidovou proménnou nahradit
tiidovou konstantou a individudlni proménnou individudlni konstantou, a tak dostaneme
pravdivy nebo nepravdivy vyrok.

Protoze ve vyrocich zkoumaného typu vypovidame (predikujeme) o piisluSném
individuu, Ze patii do dané tfidy, mlizeme jméno této tfidy nazyvat predikatem. Jinymi slovy
— nahradime-li ve vyroku individualni konstantu dlouho pomlckou, pak zbyld cast vyroku
je predikatem.

Obecné existuji tvrzeni, ve kterych se vyskytuje vice individudlnich konstant nebo
proménnych. Vypusténim téchto konstant nebo proménnych a jejich nahrazenim dlouhymi
pomlckami mizeme ziskat vicemistné predikaty.

Brno lezi mezi Prahou a KoSicemi. (7)
1 lezi mezi Prahou a KoSicemi. (79)
1 lezi mezi > a KoSicemi. (7°9)
| lezi mezi s a 3. (7¢%)

Z vyrazu (7) lze postupnym vypousténim individudlnich konstant (Brno, Praha,
Kosice) ziskat jednomistny (7°), dvoumistny (7°‘) a trojmistny (7°°‘) predikat. Zatimco
jednomistné predikaty vyjadiuji vétSinou néjakou vlastnost — planeta( ), feznik( ),
vicemistné predikaty predstavuji uspofadané dvojice, trojice, ..., n-tice néjaky vztah.

9
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Souhrn:

1. PfizjiStovani pravdivosti vyrokl rozdélime vyrok na predikat a individudlni konstanty.

2. Predikat vznikne z vyroku vypusténim individualnich konstant a je tvoren jednim nebo
nékolika vyskyty dlouhé pomlc¢ky a zbytkem vyroku.

3. Jednomistné predikaty vyjadiuji vlastnosti individui, vicemistné vyjadiuji vztahy mezi
individui.

4. Z hlediska rozboru vyroku musime nezbytné rozliSovat mezi denotatem individua
a pojmenovanim denotatu.

5. Vyrazy, které se podobaji vyrokiim a skladaji se z individualni proménné a predikatu,
se nazyvaji vyrokové formy.

6. Individualni proménnou je mozno nahradit nékterym individuem z oboru dané uvahy.
Timto nahrazenim proménné nabude hodnotu tohoto individua a vyrokovd forma
se zméni na vyrok.

Pro vytvofeni jazyka predikatové logiky potfebujeme nésledujici symboly:
a) individualni proménné x, y, z, popt. X1, X2, ..., Xn, Y1, Y25 «+» Yn» Z1» Z2, +--» Zn
b) individualni konstanty a, b, c, popt. aj, ay, ..., an, by, ba, ..., by, €1, €2, ..., Cy
c) predikatové proménné P,", Q,", R,", kde horni index vyjadfuje poCet volnych mist
v predikatu, dolni index rozliSeni rliznych predikatu.

Vyuziti zavedené symboliky pro pieklad vyroku:
Gerlachovsky §t'it je vyssi nez Snézka. (8)
| je veétsi nez 2.
a = Gerlachovsky §tit b = Snézka
R/%(a, b) (89

Ze zapisu (8°) lze fici, Ze vyraz je vyrokem skladajicim se z dvoumistného predikatu,
vyjadiujici vztah mezi dvéma individudlnimi konstantami. Pro verifikaci vyrazu potfebujeme
znat denotdty (hodnoty) individudlnich konstant a urcit, jsou-li tyto denotity ve vztahu
udaném predikatem (Gerlachovsky $tit — 2655 m, Snézka — 1602 m).

Z4ky nau¢ime nasledujici postup:
Pochop vlastnost nebo vztah (predikat).
Seznam se s denotaty individui nebo s oborem tvahy individudlni proménné.
Posud’, zda individua spliiuji vztah.
Rozhodni o logické pravdivosti vyroku.

AW~

Verifikace vyrokovych forem
Znéni vyrokovych forem v pfirozeném jazyce:
Béda je plnolety. ............ tiida Béd'a.
Clovek je inteligentni. ............ ttida lidi.

Pokud v obou ptipadech nemame na mysli konkrétniho (urcitého) ¢lovéka — denotat —
pak tato vySe uvedena tvrzeni nejsou vyroky, ale vyrokové formy, tedy preklad do jazyka
predikatové logiky:

Clovek je zivo&ich. 9)
Pl 1 je zivo€ich

) T ¢loveék

Pl(x) 99

Pti vyuzivani vyrokovych forem nebo pfi praci s nimi postupujeme 2 zptisoby:
1. Nahradime proménnou nékterym individuem z oboru tvahy a pak postupujeme jako
v ptedchozim piipadé, tj. pti verifikaci vyroku.
2. Pouzijeme kvantifikace, tj. uinime z dané vyrokové formy existenéni nebo obecné
tvrzeni.
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Existen¢ni tvrzeni je tvrzeni sestavajici z vyrokové formy a ze zjiSténi, Ze tato
vyrokova forma plati nejméné pro jedno individuum z oboru uvahy. Existenéni tvrzeni
je mozno uvést slovy: existuje individuum, o kterém plati ....

Obecné tvrzeni je tvrzeni sestavajici z vyrokové formy a ze zji$téni, Ze tato vyrokova
forma je pravdiva pro vSechna individua z oboru tivahy. Obecné tvrzeni je mozno uvést
slovy: 0 kazdém individuu plati ....

Existuje ¢lovek, ktery je inteligentni. (10)
O kazdém clovéku plati, ze je zivocich. )

Existen¢ni kvantifikator
Zapis Ix Cteme .... existuje x, pro které plati. Tvrzeni (10) tedy zapiSeme v jazyce
predikatové logiky:
Ix Q'(x) (10%)
Obecny kvantifikator
Zapis Vx Cteme .... pro kazdé x plati. Tvrzeni (9) tedy zapiSeme v jazyce predikatové
logiky:
Vx P'(x) (99

Pti praci s existen¢nimi a obecnymi tvrzenimi ve vyuce je mozno vyuzit nasledujicich

pravidel:

1. Rozlozime vyraz na vysvétleni predikatu a na vysvétleni individualni proménné.

2. Vymezime obor tivahy, ktery je individudlni proménné ptisouzen.

3. U existen¢nich tvrzenich vysvétlime, Ze vyrok se vztahuje nejméné na jedno individuum
z daného oboru.

4. U obecnych tvrzenich vysvétlime, ze vyrok se vztahuje na vSechna individua z dané¢ho
oboru uvahy.

5. Vobou piipadech je vhodné podpoiit vyklad ptikladem, ktery vytvoifime dosazenim
individualni konstanty za proménnou.

5.1. Jazyk predikatové logiky

Slovnik
1. logické konstanty
1. a,b,c ............ individualni konstanty
2. TUAV, O logické spojky
3. AV kvantifikatory.
2. deskriptivni proménné
l. X,9,Z cevvnnnnnnn. proménné individui
2. Py Qn LRy proménné m-mistnych predikatt m = 0
3. O} e, pomocné znaky.
Gramatika

Formule predikatové logiky budeme nazyvat elementarnimi, jestlize se budou skladat
z m-mistnych predikati (m # 0) a n individualnich proménnych nebo konstant.

Logické formule predikatové logiky jsou vyrazy, které vznikaji:

1. KdyZ v logickych formulich vyrokové logiky za vyrokové proménné dosadime
elementarni formule predikatové logiky, tj. logické formule predikatové logiky jsou
elementdrni predikatové formule a vyrazy, které z nich Ize sestrojit pomoci vyrokovych
spojek a pomocnych znakd.

2. Kdyz pted logickou formuli predikatové logiky, nebo pifed néjaky jeji argument
pravdivostniho funktoru, klademe existen¢ni nebo obecny kvantifikator.

3. Jen vyrazy, vytvofené podle pravidel ad 1. a ad 2. gramatiky, jsou logické formule
predikatové logiky.
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5.1.1. Volna a vizana proménna

Méme-li néjakou formuli predikatové logiky, kterd obsahuje kvantifikator,
pak miZeme vyznacit podtrzenim dosah kvantifikatoru (tu cast formule, na kterou
se kvantifikator vztahuje). Oznacime-li naznacenym zptisobem dosah kvantifikatoru, pak jako
vazanou proménnou budeme oznaCovat proménnou, kterd je v dosahu kvantifikatoru
a jako volnou proménnou tu, ktera neni v dosahu kvantifikatoru. Vazana proménna je tedy
ta, kterd je podtrzena plnou Carou, na jejimz zacatku je tato proménna vyznacena.

Definice
Obsahuje-li vyraz pouze vazané proménné, pak neni vyrokovou formou,
ale vyrokem.

Ptitfadime-li v n¢jakém vyraze hodnoty proménnym, pouze volné vyskyty proménnych
nabyvaji hodnot.
5.1.2. Negace kvantifikatoru

Kvantifikovany vyraz je bud’ vyrok (jsou-li vS§echny proménné vazany) nebo logicka
formule. V obou ptipadech lze vyraz negovat tak, ze pied ného polozime funktor —, pak:

—3x P'(x) .... &éteme: neexistuje x, které ma vlastnost P
nebo
—-Vx P'(x) .... &teme: neni pravda, Ze kazdé x ma vlastnost P.

Negace kvantifikatoru ma tyZ vyznam jako negace vyrazu tvofeného kvantifikatorem
a jeho dosahem.

Zamysleme se nad rozdilem mezi:
-3x P'(x) a 3x-P'(x)
-vxP(x) a Vx-P'(x)

Vzijemna nahraditelnost kvantifikatori podle de Morganovych pravidel

VxP'(x) = —3xP'(x) (13)
vx —Pl(x) = —3x P'(x) (14)
-vx —Pl(x) = 3IxP'(x) (15)
-VxP'(x) = 3IxP(x) (16)

Také 1 v predikatové logice pouzijeme jazyk predikdtové logiky, abychom vyrazy,
vyslovené v pfirozeném jazyce, prelozili do jazyka predikatové logiky. Ke kazdému seznamu
premis nalézt odpovidajici sekvenci predikatové logiky.

5.1.3. Pravidla spravného usuzovani v predikatové logice

Ve vyrokové logice kontrola spravnych tsudkti vyzadovala mechanicky postup
sestrojeni tabulky k dané sekvenci, ktery umoznoval po kone¢ném poctu krokli konstatovat,
zda dané sekvence je pravidlem spravného usuzovani.

Americky logik Church Alfonzo dokézal, Ze pro predikdtovou logiku nemuize byt
zadny takovy névod vytvofen.

V predikatové logice musime postupovat tak, Ze o zkoumané sekvenci si vytvoiime
domnénku, Ze:
1. neni, nebo
2. je
pravidlem spravného usuzovani.

V 1. pfipad¢ se snazime najit protipriklad spravného usuzovéni, v 2. piipadé
se domnénku snazime potvrdit tim, ze zavér sekvence odvodime z premis.
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Protipiiklady pravidla spravného usuzovani

Definice

Rikame, e sekvenci Aj, As, ..., A, = B (n > 0) jsme nalezli protipfikladem
spravného usuzovéani tehdy, jestlize jsme nalezli né&jaky takovy obor tvahy (mnozinu
individui) a néjaké takové pfifazeni, pro které formule A, A,, ..., A, nabude pravdivostni

hodnoty 1 a zavér pravdivostni hodnoty 0.

Pravidla spravného usuzovani
napf. usuzovani z obecného na existenci.

Definice

Sekvence predikatové logiky je pravidlem spravného usuzovani tehdy a jen tehdy,
kdyz neexistuje obor tivahy a pfifazeni hodnot proménnym, pii kterém by premisy sekvence
nabyly pravdivostni hodnoty 1 (pravda) a zavér 0 (nepravda). Tedy: tehdy a jen tehdy,
neexistuje-li protiptiklad k dané sekvenci.

6. Tridova logika

Ttidovou logiku, kterd je n¢kdy identifikovana s teorii mnoZin, lze chapat jako
relativné samostatnou teorii nebo jen jako variantu logiky jednomistnych predikat.

V uvodu k predikatové logice jsme vysvétlili vztah mezi tfidou a predikatem tak,
ze ke kazdé vlastnosti reprezentované néjakym predikatem lze konstruovat tfidu objektd,
mayjici tuto vlastnost.

V logice ttid budeme pouzivat nasledujici proménné:
a) individuové proménné x,y, z
b) proménné tiid individui X, Y, Z.

Zakladni logickou proménnou je €lenstvi ve tFidé e, vyjadiujici vztah mezi individui
a tfidou: x € X .... vztah ¢teme X je prvkem tfidy X.

Tento vztah je tfeba odliSovat zejména od inkluze c, ktera je vztahem mezi tfidami.

Neni-li x prvkem tfidy X, vyjadiujeme to vyrazem:
x ¢ X (x neni prvkem ttidy X),
ktery ma stejny vyznam jako: — (x € X), tj. neni pravda, Ze x je prvkem tfidy X.

V teorii tfid rozliSujeme nékolik tfid s obecnymi vlastnostmi:
Jednotkova trida obsahuje pravé jeden prvek. Tuto tfidu je vSak tfeba odliSovat od
jejiho prvku.

Univerzalni tfida je obecné¢ definovana vztahem x = x a obsahuje jako své prvky
vSechna individua dané oblasti zkoumani. Ozna¢ime ji symbolickym znakem 1°; v grafickych
schématech je vyznacena obdélnikem.

Prazdna tfida je obecné definovana vztahem x # x, pfiemz # oznacuje negaci
logické konstanty identity, neobsahuje Zadny prvek. Tato tfida je definovana vlastnosti, které
nepftislusi zddné individuum (napt. byt kulatym ¢tvercem atd.). Oznacime ji 0°.

Univerzalni a prazdna tfida maji pfesné stejné strukturalni vlastnosti jako prvky 1 a 0
v binarni algebfe.

Definice
Libovolna tfida je obsazena v univerzalni tfidé. X c I°

Definice
Prazdna tiida je obsazena v kazdé tfidé. 0°c X
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Inkluze trid: XcY & Vx(xeX—>xeY)
Rovnost trid: X=Y & VxxeXeoxeY)
Nerovnost trid: XY & Vx(xeXeoxeY)

Operace s tfidami ndm umoziuji zavést pomoci danych tfid novou tiidu. Operaci
logického séitani vznika soucet:

Sjednoceni dvou tiid: xe (XU Y) & Vx(xe X)v(xeY))

Definice
Libovolna individualni proménnd x je prvkem sjednoceni X U Y pravé tehdy,
je-li x prvkem ttidy X nebo Y.

Operaci logického nasobeni vzniké logicky soucin:
Prinik dvou tfid: xe (XNY) & Vx(xe X)A(xeY))
Definice

Libovolnad individualni proménnd x je prvkem priniku X n Y pravé tehdy,
je-li x prvkem tfidy X a prvkem tfidy Y.

Definice
Ttidy jsou navzdjem disjunktni tehdy a jen tehdy, je-li jejich prinik prazdnd mnoZina.

Ttidy jsou nedisjunktni, jestlize plati:
XNY=#0°
Operaci tvoreni dopliiku vznika dopliikova trida:
xeX)e x¢gX)

Libovolna individuova proménna x je prvkem dopliikové tfidy X tehdy a jen tehdy,
neni-li prvkem tfidy X. Pro tfidu a doplitkovou tfidu plati, Ze jejich prinik je prazdna ttida:

XNX =0°
Definice
Sjednocenim tfidy a jejiho doplitku je univerzalni tfida:
XuX =1I°

Dalsi zakony tfidové logiky:
Zakony absorpce:
XNnXuY)=X
XuXnY)=X

Zakony expanze:
X=XNnYuY) =XnY)uXnY)
X=XuUNnY)=XuY)n(XUY)

Zakony agresivnosti pro prinik a sjednoceni:

XMN0°=0°

Xul°e=1°
Zakony neutralnosti pro prinik a sjednoceni:

Xn1°=X

Xu0°=X
Zakony tautologie:

XNnX=X

XuX=X
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Operace s tiidami lze vyhodné zobrazit graficky. Ttidam piifadime urcité plosné
obrazce — univerzalni tFidé obdélnik a ostatnim tfidam nejCastéji kruznice, znazornéné
uvnitt tohoto obdélnika. Operace s 2 tfidami mizeme zndzornit pomoci na zaklad¢ grafického
schématu na obrdzku 4, vnémz jsme zvolili polohu kruhi znazoriiujicich X a Y tak,
aby vznikla pole:

I. XcY X Y
II. XgY
. Y¢X
IV. XuY)
x € ( ) v

Obrazek 4  Grafické schéma dvou tiid

Vyuzitim zavedeného grafu miizeme vyjadiit vSechny tfidové operace. VySrafovana
je prazdna tfida (viz obrazek 5).

X Y X Y X

XNnY XuY X’
Obrazek 5  Grafické znazorneni pruniku a sjednoceni dvou trid a doplikové tridy

Elementarni vyroky tridové logiky vyjadfuji vztahy mezi tfidami. Tvrdi, ze tfidy
jsou rovné nebo nerovne.

Plati-li mezi tfidami X a Y vztah inkluze X c Y, pak X je podtiidou Y. Graficky
zobrazime tento vztah, jak je patrno z obrazku 6.

X Y X Y
| N
XcY YaX XcY, YcX = X=Y

Obrazek 6  Grafické znazornéni podtridy a rovnosti tiid
(+ .... tFida obsahuje alespon (nejméné) jeden prvek)
Vyroky tridové logiky maji tvar rovnosti tiid, nebo to jsou sloZené vyroky, jejichz

argumenty jsou rovnosti tfid (obdobné plati i pro formule, jenze misto tfid vystupuji tfidové
proménné).

Formule tfidové logiky, kterd je nutné pravdiva po dosazeni libovolnych tiid
za proménné, se nazyva zakon tfidové logiky.
6.1. Subjekt — predikatové vyroky

Elementarni vyroky, které tvrdi nebo popiraji, ze jedna tfida S je obsazena v druhé
ttidé P, pfipadné P’, nazyvame subjekt — predikatové vyroky.
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Maéme 4 typy subjekt — predikatovych vyrokii:
1. Obecné kladné vyroky S A P

ScP .... kazdé Sje P
SNP" = 0° .... vSechna S jsou P.

S

Obrazek 7  Grafické znazornéni obecné kladnych vyroki S A P

Vx (S'(x) = P'(x)) .... Pro vechna x plati: jestlize x ma vlastnost S', pak ma vlastnost P'.

2. Obecné zaporny vyrok S E P

ScP’ .... Zddné S neni P.
SNAP = ¢°

©

Obrazek 8 Grafické znazornéni obecné zapornych vyrokit S E P

Vx (S'(x) > —P'(x)) .... Pro viechna x plati: jestlize x méa vlastnost S', pak nemé vlastnost
P'.
3. Castetné kladné vyroky S I P

S P’ .... existuje alespon jedno S, které je P.
SNP = 0°

e

Obrazek 9  Grafické znazorneni castecné kladnych vyrokit S I P

3x (S'(x) A P'(x)) .... n&ktera x, majici vlastnost Sl, maji vlastnost P'.
J )

4. Caste¢né zaporny vyrok S O P

Sz P .... existyje alespon jedno S, které neni P.
SNP # 0°

S

Obrazek 10  Grafické znazorneéni castecné zapornych vyrokit S O P

Ix (S'(x) » ~P'(x)) .... Pro x plati: jestlize x ma vlastnost S', pak nemé vlastnost P'.

6.1.1. Kategoricky sylogismus

Uz od dob Aristotelovych se logikové zabyvaji specialnim typem tsudku nazyvanym
sylogismus, ktery se skldda ze dvou premis a zavéru, pficemz vSechny vyroky v ném
obsazené, maji tvar subjekt — predikatovych vyroki.

Sylogismus tvori:

a) 2 premisy maji celkem 3 nazvy

b) 1 nazev je spole¢ny obéma premisam a neni obsazen v zavéru (disledku)

c) zavér (disledek), jehoz subjekt vystupuje v jedné a predikaty v druhé premise.
16
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