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Uvod

Tato skripta jsou vytvarena jako podpora prednasek i cviceni do predmétu Zaklady
matematiky (MA-0001) na PAdF MU Brno. Studenti se v nich sezndmi ¢i pfipomenou si
zakladni matematické pojmy a zakladni matematické principy.

Prvni zakladni véci zde probiranou jsou principy logického usuzovani a metody
prokazovani platnosti matematickych tvrzeni — v textu ¢tenaf najde tuto proble-
matiku v prvnich tfech kapitolach a v deviti typech diukazu. Tyto dikazy pak hraji roli
pii potvrzeni platnosti asi sedmndcti matematickych vét v textu uvedenych (éislovani
vét je podbarveno |[GINGME) a jsou pifkladem price s matematickou preciznosti, kdy
uzivatel matematiky nejen zjisti, ze plati urcité vzorce a zdkonitosti, ale také by mél
moznost se presvédcit, pro¢ plati, a to na zdkladé zndmych pojmu a matematickych
tvrzeni dokazanych jiz diive.

Druhou zékladni véci tohoto predmétu nékteré zminky o mnoziné celych ¢éisel a
mnoziné komplexnich ¢isel. Tém budou vénovany tydny 4 a 5. Zatimco celd ¢isla
jsou dulezitou mnozinou &isel, které se zdci vénuji na ZS (napf. v tématech kladnd a
zédpornd Cisla, délitelnost, atd.), nékolik zminek bude u¢inéno také o komplexnich ¢islech,
kterd obvykle na SS jsou preskakovéana. Studenti je také preskoci a vrati se k nim jesté
v pfedmétu Algebra 3, ale nyni se alespon sezndmi s reprezentaci komplexnich ¢isel v
Gaussove roviné a s operacemi séitani, nasobeni a déleni téchto cisel.

vvvvvv

logice a pojmech mnoziny a kartézského souc¢inu mnozin pojem relace — tento pojem je
zakladnim pojmem predmétu. Studenti prozkoumaji nékteré vlastnosti znamych relaci <,
C, relace délitelnosti |, a pak se seznami s faktem, ze pfi matematicky presném popisu jsou
na pojmu bindrni relace zalozeny pojmy ekvivalence, usporadani, zobrazeni, posloupnost,
funkce a binarni operace. Vystavbé téchto pojmu a jejich vlastnostem budou vénovéany
tydny 6 az 9. Definice téchto i dalsich pojmu v textu jsou podbarveny [zelené .

Ctvrtym tématem tohoto piedmétu budou zakladni redlné funkce jedné proménné
a jejich vlastnosti — probirano v tydnech 10 az 13. S uré¢ivanim vlastnosti funkci souvisi
dovednost i nakreslit jejich graf, ktera bude u téchto zékladnich funkci procvicovana s
nejvétsim durazem, protoze poskytuje jakysi ,geometricky* ¢i graficky obraz o predpisech
funkci, které matematika dodava dalsim oborum lidského badani a podnikani. Tuto
dovednost budou studenti dale rozvijet v pfedmétu Matematicka analyza 1 (MA-0004),
ale uz v predmétu Zaklady matematiky by si méli zopakovat na trovni SS ¢ se naucit
pracovat s vlastnostmi a grafy nékterych elementarnich funkei.

Patou zakladni véci, ktera prostupuje celym textem, je kol naucit se rozumét
matematickému zkracenému (symbolickému) zapisu - jedna se vlastné o jakysi
symbolicky jazyk matematiky, ktery je hojné vyuzivan v jakychkoli matematickych
metodach a popisech. Vétsina takto opakovanych ¢i definovanych znacek a symbolu v
tomto textu je oznacena zluté . Dovednost spocivajici ve ¢teni a psani (pouzivéni) tohoto
strucného matematického zapisu bude také v predmétu zkousSena, a rozvijena déle v
predmeétech Algebra 1 a Algebra 2.
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And last but not least, tento predmét je specificky v tom, ze je vyucovan na pedagigické
fakulté studentim, ktei{ aspiruji na povoldni ucitele matematiky 6. az 9. roéniku ZS.
Proto bude jeho soucést{ piedstavenf nékterych uéebnic matematiky na ZS. Piehled osnov
vyuky v 6. az 9. roéniku uvadi napt. nové vznikajici série ucebnic (Jedlickova, Krupka,
Nechvétalova 2012 — 2019, posledni t¥i ucebnice série vychazeji v prubéhu orku 2019 a
zatim jsou doplnény analogickymi tituly ze série Herman, Chrapava, Jancovicova, Siméa):

NSo01
NS02
NS03
NS04
NSo05
NS06
NSo07
NS08
NS09
NS10
NS11
NS12

NS13

Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:
Krupka a kol.:

Krupka a kol.:

Desetinné cisla.
Kladna a zaporna cisla.
Délitelnost.

Zaklady geometrie.
Shodnost geometrickych ttvartu, soumérnosti.
Zlomky, pomer.
Procenta, trojclenka.
Rovinné utvary.
Vyrazy a rovnice 1.
Hranoly a vélce.
Konstrukeni ulohy.
Vyrazy a rovnice 2.

Prace s daty, imérnosti a funkce.

14HER15 Herman a kol.: Podobnost a funkce thlu.

15HER16 Herman a kol.: Jehlany a kuzely.

160DV Odviarko: Finanéni matematika.

Tento text vznikl v roce 2017, v roce 2018 byl doplnén o cviceni, v roce 2019 byl
prepracovan a doplnén o vysledky prikladu ze cviceni. Dékuji svému kolegovi Jifimu Jan-
dovi za pripominky k nékterym kapitolam. Budu vdécny, kdyz mne upozornite na pripadné
chyby. Text neni v urcitych ¢astech ,samonosny“, zejména v kapitolach 9 az 14 (vlastnosti
redlnych funkei), ale opird se o dalsi materiély, které najdete online nebo v knihovné.

Bretislav Fajmon, Brno, kvéten 2019



1 Logické spojky, univerzalni vyroky, diukaz vyctem
pravdivostnich hodnot

Warm-up: Provérka: funkce a jejich vlastnosti (provérka se nepoéita do zavéreéného hod-
noceni predmétu). Tém, kdo na provérce ziskdte skére méné nez 40 procent, doporucuji
se rychle zapsat do volitelného predmétu Repetitorium matematiky 1, kde pravé budou
probirany funkce, jejich vlastnosti a rovnice. Dalsi moznosti je projit si uz predem velmi
podrobné vie v tomto textu od definice 56 na strané 65 az do jeho konce (urcité totiz
tématu redlné funkce nebudeme na hodinach moci vénovat tolik ¢asu, kolik potiebujete
— pokud byste si tomuto tématu vyhradili jeden vecer tydné v prubéhu celého semestru,
verim, ze nedostatky v tématu dobfe dozenete).

1.1 Prednaska

Zaméimeé se nyni na ndsledujici odpovéd na otdzku o vyznamu a roli matematiky: pod-
statou matematiky je presné a logické odvozovani.

Recké slovo mathéma = nauka (véda) ¢ poucka, platné & pravdivé tvrzeni — tj.
matematika je védou zalozenou na presném vyjadiovani, védou o pravdach, jejichz
platnost byla prokazana. Zajimaji ji vyroky s pravdivostni hodnotou ,pravdivy® — ty
nazyvéa matematickymi vétami (teorémami)!

Definice 01: Vyrok je pisemné zaznamenatelné tvrzeni, kterému lze v danych sou-
vislostech jednoznacné priradit pravdivostni hodnotu — vyroky jsou tedy takova tvrzeni,
kterd lze oznacit bud za pravdivd (= s pravdivostn{ hodnotou 1), nebo za nepravdivd (=
s pravdivostni hodnotou 0).

Podstatou pfesného ¢i spravného vyjadfovani jsou tii zakony, na kterych stoji nejen
matematika, ale i filosofie:

e Zakon: NemiiZe souéasné platit vyrok i jeho negace?®. Jinymi slovy, pokud pii
logickém usuzovani dospéjeme k tomu, ze plati soucasné vyrok i jeho negace, iikdme,
ze nastal spor = kontradikce (protifeceni, protimluv), a to znamend, ze néktery z
predpokladu naseho usuzovani ma nespravnou pravdivostni hodnotu.

e Zdakon vylouéeni tfetiho (= princip pravdivostni dvouhodnotovosti): Bud
plati vyrok, nebo jeho negace, ale je vylou¢ena tieti moznost. Znéte néjakou
situaci, kde nastanou vice nez uvedené dvé moznosti? V zivoté nékdy mame vice nez
dvé tTeseni, jak se zachovat, a pii vybéru jedné varianty jednani tim padem vSechny
ostatni vylu¢ujeme — ovSem tento vybér z vice nez dvou moznosti je néco jiného nez
fakt, ze pii popisu reality pouzivdame dvouhodnotovou logiku pravda/nepravda; pro
kazdou z vice nez dvou moZnosti se totiz rozhodujeme ,dvouhodnotové®: bud si ji
zvolime, nebo ne.

1Slovo theérd (= vidim, zifm) je téz z fectiny, tj. teoréma = néco, co se nahlédlo a piijalo jako pravda
... ovSem nikoli subjektivni pravda, ale objektivni, ktera nezavisi na nahliziteli.
2Negaci vyroku definujeme jako vyrok, ktery popira platnost ptivodniho vyroku.
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e Zikon negace negace: Negaci negace dostdvame zase ptivodni vyrok?®.
_ Vsechny tifi zadkony pfesného vyjadiovani plati u nésledujicich dvou
vyroku:
vyrok A :2+2 = 4; jeho negace je =A: 242 # 4. Negaci negace dostaneme zase ptuvodni

vyrok A. TaktéZ nemuze platit soucasné A i —A. A plati bud A, nebo —A a je
vyloucena tieti moznost.

vyrok B : Berlin lezi v Evropé; jeho negace —B: Berlin nelezi v Evropé. Negaci negace
dostaneme zase puvodni vyrok B. Taktéz nemuze platit soucasné B i —~B. Plati bud
B, nebo =B a je vyloucena tfeti moznost. x

V dalsim budeme pod vyroky a matematickymi tvrzenimi vzdy rozumét ta, ktera
splnuji uvedené tii zakonitosti.

_ Velka pismena napi. A, B budeme nazyvat vyrokové proménné, protoze
jimi lze oznacovat ruzné vyroky.

Vyroky, nebo i jejich schematické zndzornéni pomoci vyrokovych proménnych, lze spo-
jovat do slozenych struktur pomoci tzv. (_) logickych spojek — tyto logické
spojky lze vyjadfit slovné, nebo i symboly: Uved'me nyni zédkladni pichled téchto logickych
spojek:

e vyrok —A nazveme negaci! (_) vyroku A, jestlize pro dil¢i pravdivostni
hodnoty vyroku A a jeho negace —A plati:

p(4) | p(-4)
1 0
0 1

Symbol — tedy predstavuje negaci ve zkraceném symbolickém zéapisu, slovné lze
tuto negaci vyjadrit napiiklad zménou slovesa v jednoduchém vyroku (rovna se ...
nerovnd se, lezi ... nelezi — viz predchozi piiklad), nebo uvedenim slovniho spojeni
yneni pravda, ze“ pred vyrok, ktery negujeme.

e vyrok A A B nazveme ((definice 05)) konjunkei (spojenim) vyroku A, B, jestlize pro
diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich
konjunkce vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(AA B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Symbol A tedy predstavuje konjunkci ve zkraceném symbolickém zépisu, slovné lze
konjunkci vyjadrit spojkou ,a“, ,a soucasné“, ,a pritom*, atd.

3Respektive: Negaci negace dostaneme vyrok ekvivalentni ptivodnimu vyroku.
4V nékterych ucebnicich je negace vyroku A oznacovéna i symbolem A nebo A’.
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e vyrok AV B nazveme ((defimice 06 ) disjunkci vyroka A, B, jestlize pro diléi prav-
divostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich disjunkce
vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(AV B)
1 1 1
10 1
0o 1 1
0 0 0

Symbol V tedy predstavuje disjunkci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
disjunkci vyjadrit spojkou ,nebo“ — tato spojka je ovSem uvedena ve vyznamu
nevylucovacim (disjunkce je pravdiva, pokud je pravdivy aspon jeden z diléich
vyrokt, tedy mohou byt pravdivé souc¢asné oba diléi vyroky):

_ Pozor na rozdil u spojky ,,nebo® mezi béznym vyznamem v cestiné a
vyznamem matematickym®: Uvazujme nésledujici tfi vyroky:

(a) Zitra pojedu do Prahy, nebo nepojedu.
(b) Dnes vecer mozna pujdu do kina nebo do divadla.

(c) Za desté nebo mlhy zustanu doma.

Vyrok (a) vyjadiuje, ze nastane pravé jedna ze dvou moznosti (a je vyloucena tfeti
moznost — princip vylouceni tiettho). Vyrok (b) chee vyjadrit, ze nastane nejvyse
jedna ze dvou moznosti (kino nebo divadlo), v Zddném piipadé obé, ale nemusi nastat
74dnd. Vyrok (c) znamené, ze pii vyskytu aspon jedné z moznosti (dést nebo mlha)
zustanu doma, ale zustanu doma také pii vyskytu obou moznosti soucasné — v tomto
tietim vyznamu je spojka nebo vyuZivana v matematice a formalni logice®.

e vyrok A = B nazveme (\definice 07 ) implikaci utvorenou z vyroku A, B, jestlize
pro diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot z
nich vytvorené implikace vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(A= B)
T 1 1
10 0
0 1 1
0 0 1

Symbol = tedy predstavuje implikaci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
implikaci vyjadrit: ,Pokud plati A, tak z toho plyne, ze B*; . kdyz A, tak B“; apod.

V piipadé platnosti implikace A = B se vyrok A (ldefinice 08 ) nazyva
dostatecnd podminka pro platnost vyroku B (protoze platnost vyroku A dostacuje,
postacuje, aby bylo zaruc¢eno, ze plati vyrok B —implikaci 1ze tedy slovné formulovat
,Platnost podminky A je dostatecnd pro to, aby platilo B“) a vyrok B se nazyva

5[2], str.31-32.
6Tedy cestinaiské uziti spojky ,nebo“ mé jen nékdy vyznam disjunkce.
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(Mdefinice 09') nutna podminka, kterd nutné vyplyva z platnosti vyroku A (slovni
formulace: ,pokud plati A, z toho nutné plyne, ze plati i B“).

BRI Piiklady implikace: a) Kdyz pijde Ondra na ten vedirek, pijdu i ja;
b) Kdyz bude prset, vezmu si destnik; ¢) Kdyz je pfirozené ¢islo délitené Sesti, tak
je toto ¢islo délitelné i tfemi.

e vyrok A < B nazveme ([definice 10]) ckvivalenci utvofenou z vyroki A, B, jestlize

pro diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B je tabulka ekvivalence vzhledem k prav-
divostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(A < B)
1 1 1
10 0
0o 1 0
0 0 1

Symbol < tedy predstavuje ekvivalenci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné
lze spojku ekvivalence vyjadrit: , A plati prave tehdy, kdyz plati B“; ,A tehdy a jen
tehdy, kdyz B*; a podobné.

_ Priklad ekvivalence: Pfirozené ¢islo je délitelné Sesti prave tehdy, kdyz

je délitelné dvéma i tfemi soucasné.

Budeme postupné (opakovat a) ucit se fadé symbolu struéného matematického zépisu —
vystizné a presneé se vyjadrovat je jednim z cili matematiky ,na trovni B2“, pokud bychom
si vypujcili na popis vysokoskolské irovné matematiky oznaceni zazité z evropského refe-
ren¢niho ramce vyuky cizich jazyku.

e oznaceni 00: N = {1,2,3,...} ... mnozina piirozenych ¢isel; nékdy také Ny =
{0,1,2,3,...} ... mnozina pfirozenych ¢isel véetné nuly;

e oznaceni 01 : 7 ={...,—2,—1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych ¢isel;

e oznaceni 02 : mnozina raciondalnich ¢isel
m
Q:{ C meZ, nGN}.
n

e oznaceni 03 : I ... mnozina iracionalnich ¢isel, tj. R = Q U I;
e oznaceni 04 : R ... mnozina realnych ¢isel;

e oznaceni 05: C' ... mnozina komplexnich ¢isel;

e oznaceni 06 : ~A ... negace vyroku A;

e oznaceni 07 : A A B ... konjunkce vyroku A, B;
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e oznaceni 08 : AV B ... disjunkce vyroku A, B;

e oznaceni 09: A = B ... implikace utvorena z vyroku A, B — s vyznamem ,Kdyz
plati A, tak plati i B;

e oznaceni 10 : A & B ... ekvivalence utvorend z vyroku A, B — s vyznamem , A plati
pravé tehdy, kdyz plati B*;

Matematika je véda o pfesném vyjadfovani, a my se nyni tento jazyk budeme ucit —
jinymi slovy, budeme se ucit a) presné formulovat pojmy, b) pfesné formulovat, ze kterych
jednoduchych a platnych fakttu vychazime, ¢) dokazovat platnost novych faktu na zaklade
faktu samozirenych nebo dokazanych uz drive.

'Definice 11: (matematicka) definice je presné vymezeni pojmu, z néhoz je patrno,
které objekty toto vymezeni spliuji a které ne (napf. bod, usecka, piimka, kruznice, 1hel,
rovnobézka ... to vSe jsou pojmy, které musime jednoznacéné definovat v tzv. Euklidovské
geometrii).

_ (matematicky) axiom je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢ o vztazich
mezi pojmy, které se nedokazuje, nybrz vSeobecné piijima jako pravdivé (napi. axiomy
Euklidovské geometrie).

_ (matematickd) véta je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢ vztazich mezi
pojmy, které musime dokdzat pomoci axiomu, definic a vét dokdzanych jiz difve’.

_ Vyrokova forma je vyraz slozeny z vyrokovych proménnych a logickych
spojek vyjadrenych symboly. Napriklad implikace A = B nebo ekvivalence A < B jsou
vyrokové formy.

Pokud nyni budeme mluvit o pravdivosti vyrokovych forem, uc¢ime se takto principy
spravného logického usuzovani, aniz bychom znali konkrétni vyroky dosazené za vyrokové
proménné A a B.

Typ dikazu cislo 1: Dikaz ekvivalence vyrokovych forem.

Sestavime tabulku vyslednych pravdivostnich hodnot obou vyrokovych
forem. Pokud na kazdém fadku tabulky (jeden fiddek = jedna kombi-
nace dil¢ich pravdivostnich hodnot) maji obé formy stejné pravdivostni
hodnoty, jsou ekvivalentni.

"Napf.: stfed kruznice trojihelniku vepsané lezi na priiseéiku os jeho whli ... platnost tohoto tvrzeni
plyne ze vztahu mezi definici kruznice (= mnoZzina bodt, které maji stejnou vzdédlenost od svého stredu)
a definic{ osy dhlu (= mnozina boda, které maji stejnou vzdélenost od obou ramen dhlu). Z téchto dvou
definic plyne, Ze osy uhlu trojihelnika se protinaji v jednom bodé, a navic v tomto bodé musi lezet i stied
hledané kruznice. Podrobnéji dokazovat nebudeme, dana skutecnost slouzi jen jako ptriklad matematické
véty, kterd nemusi byt kazdému zcela ziejmé a jejiz platnost je dobré podrobnéji zduvodnit na zakladé
definic a axiomu.
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Zajimava pravidla logického usuzovani dostavame pii kombinaci nékolika logickych
spojek, jak je vidét ze dvou nasledujicich matematickych vét:

- Vyrokové forma —(A A B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) V (- B).

Diukaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dukaz typu 1): sestavime pravdivostni
hodnoty slozenych vyrokovych forem pro vSechny moznosti pravdivosti dil¢ich vyroku a
porovname je:

p(A) p(B) | p(=(AA B)) p(A) p(B) | p(mAV -B)
1 1 0 1 1 0
—-(AAB): 1 0 1 ;dédle “AV-B): 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1

Vidime, ze pravdivostni hodnoty vyrokovych forem jsou stejné na kazdém fadku (=
pro tytéz hodnoty diléich vyroku), tj. obé vyrokové formy jsou logicky ekvivalentni. Jednu
formu lze ekvivalentné zaménit tou druhou a naopak. O

_ Vyrok A A B zni: Vezmu si klobouk a vezmu si i boty.

Jeho negaci lze provést velmi pragmaticky uvedenim zaporky ,Neni pravda, ze“, tj.
dostaneme vyrok typu —(A A B): Neni pravda, Ze si vezmu klobouk i boty.

Matematik ovSem chce pracovat precizné a vyzkouset i dalsi moznosti — mimo jiné
proto, ze casto je v jeho zdjmu odstranit zavorky ve slozenych vyrokovych forméch
(podobné jako nékdy pomuze odstranit zavorky pii pocetnich tpravich s proménnymi
vyrazy). Vyuzije véty 1 a vyslovi negaci ve tvaru =A V = B): Nevezmu si klobouk nebo si
nevezmu boty (v matematickém smyslu vétsinou nepiSeme ¢arku, abychom vyjadrili, ze
se jedna o zakladni matematické ,nebo“, které je nevylucovaci — muze tedy nastat, ze si
nevezmu an i klobouk, ani boty).

- Vyrokové forma —(AV B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) A (=B).

Dukaz: provedeme pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dukaz typu 1). Velmi
podobny vété 1, vhodny pro cviceni. O

_ Vyrok AV B znf: Cislo 20 je délitelné dvéma nebo tfemi. Je to mimo-

chodem vyrok pravdivy.

Jeho negaci bychom mohli provést pomoci zaporky ,neni pravda, ze“ — ovSem tuto
moznost budeme mit na provérce nejspis zakazanou, aby vyucujici zjistil, zda dokazeme
odstranit zavorky ve vyrokové formé. Pokusime se sestavit vyrok typu —A A —B: Cislo 20
neni délitelné dvéma, a soucasné toto ¢islo neni délitelné tfemi. To je vyrok nepravdivy
(coz se dalo ¢ekat, protoze negace pravidého vyroku je nepravdivd), ale jednd se o spravné
vytvorenou negaci puvodniho vyroku.

Matematika se snazi o vytvareni tzv. univerzalnich vyroku, které plati pro vice hodnot
z jisté mnoziny, napiiklad pro vSechna pfirozena ¢isla, apod. Jsou to tedy jakési vyroky
typu ,vice v jednom“ nebo ,nekonecno v jednom®, jinymi slovy pomoci proménnych
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vyjadiime vyrok, ktery plati pro vice hodnot nebo nekonecné mnoho hodnot.

Vyrokova funkce je vyraz, ktery sam neni vyrokem, protoze neni speci-
fikovano, jaké hodnoty nabyva proménnd z, kterou obsahuje, takze neni mozné stanovit
pravdivostni hodnotu.

Az prave kvantifikator _ je ta ¢ast vyroku, kterda vymezuje, jakych hodnot
muze proménna ve vyrokové tfunkci nabyvat.

_ Zde je priklad na vyrokovou funkei a kvantifikator: a) Vyraz
x>0

neni vyrok, protoze neni stanoveno, ¢emu se rovna proménnd x — je to ovSsem vyrokova
funkce.

b) Vyraz
Vee N: >0

je pravdivy vyrok, protoze podminku z > 0 spliiuji véechna piirozend ¢isla. Cast Vo € N
je prave kvantifikator — ¥ika se mu obecny kvantifikator, protoze upresnuje, ze vyrokova
funkce bude platit pro kazdy prvek uvedené mnoziny (= plati obecné pro vsechny prvky
dané mnoziny).

c) Vyraz
Vee R: >0

je nepravdivy vyrok, protoze existuji realnd c¢isla, pro ktera dana nerovnost neplati. Mohli
bychom jej pozménit do tvaru
dre R: x>0,

ktery uz plati. Cast 3z € R je opét kvantifikdtor — ifkd se mu existenéni kvantifikdtor, a
dosazenim pted vyrokovou funkci tvrdi, ze existuji néjaka redlnd cisla, ne nutné vsechna,
ale muze jich byt i nekoneéné mnoho, pro ktera plati x > 0.

e oznaceni 11 : V(z) ... vyrokovd funkce s proménnou z;
e oznaceni 12:V ... pro kazdé, pro kazdou;

e oznaceni 13 : 3 ... existuje; ! ... existuje pravé jedno, pravé jeden; A ... neexistuje,
neexistuji;

e oznaceni 14 : : (dvojtecka) ... tak, ze; plati

e oznaceni 15: € ... patii do, je prvkem;

oznaceni 16 : N ... prunik mnozin;

oznaceni 17 : U ... sjednoceni mnozin;

Kapitola byla vypracovdna na zakladé zdroju [1] (str. 2-3 a str. 5) a [2] (str. 22-50).
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1.2 Cviceni

Cviceni 1.1. Dokazte vétu 2 z prednésky 1, ale také véty 3,4,5 z nasledujici prednasky 2.

Cviceni 1.2. [2] str. 26: jednd se o vyroky? (nebo jiné cviceni na téma, zda dand
tvrzeni jsou vyroky nebo ne)

Cviceni 1.3. Cviceni na zakladni negace vyroku: Ucebnice Matematika pro gymnézia
(nakl. Prometheus), svazek Zdkladni poznatky z matematiky (Busek, Bocek, Calda), str.
136-146. Velmi dobré by bylo procviceni matematického symbolického zapisu vyroku a
jejich negaci.

Cviceni 1.4. Negujte vyroky lépe nez jen dodanim zaporky ,neni pravda, ze“:
4a) Kazdé ptirozené ¢islo n je rovno souctu svych délitelu.
4b) Dnes bude prset a budeme psét pisemku z matematiky.
4c) Zadny uceny z nebe nespadl.
4d) Existuji aspon tii pfirozend ¢isla, ktera jsou rovna souctu vsech svych délitelu.
4e) Existuji nejvyse ¢tyfi prvocisla.
4f) Mozné, ze dnes vecer pujdu do kina nebo si prectu néjakou zajimavou knihu.
4g) Existuji prave dveé celd cisla, kterd se rovnaji své druhé mocniné.

Cviceni 1.5. Zapiste nésledujici vyroky symbolickym matematickym zépisem, ve
kterém nepouzijete ani jedno slovo z bézné Cestiny:

5a) Pro kazdé prirozené ¢islo existuje jiné prirozené ¢islo, které je vétsi nez dvojnasobek
toho prvniho ¢isla zvétseny o jednicku.

5b) Pro kazdé celé ¢islo existuje jiné celé ¢islo, které kdyz zmensime o jednicku, stéle je
vysledek mensi nez tfeti mocnina toho prvniho ¢isla.

Cviceni 1.6. [17], str. 40-41, piiklady B.1, B4, B.6 a),c), B.8, B.9, B.10.

Vysledky nékterych prikladu a cvicéeni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.1.
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2 Dikaz implikace (pfimy a nepiimy), dikaz ekviva-
lence

Warm-up: Predstaveni ucebnice Matematika pro ZS — Nova skola 01: desetinnd &isla — ¢ést
(a). Viz prednes vyucujiciho.

Poznamka: Pokud nékterd prednaska odpadne z duvodu statniho svatku nebo rozhod-
nutim dékana, vzhledem k navaznosti na cvi¢eni neni mozné ji vypustit a studentum se
uklada si prednasku prostudovat samostatné, aby se pripravili na vyuku cvi¢eni. Navic
semestr ma 13 tydnu a kapitol v tomto textu je 14 — kapitola 14 je jakési shrnuti kapitol 9
az 13 (téma: vlastnosti realné funkce jedné proménné) a studenti udélaji dobte, kdyz si ka-
pitolu projdou v rdmci pripravy na zaveérecnou cast zkousky. U zkousky bude samoziejmé
provérena i znalost predchozich kapitol 1 az 8.

2.1 Prednaska

Typ dikazu cislo 2: Primy dikaz implikace A = B.

Pii prfimém dikazu implikace A = B vyjdeme z toho, ze plati vyrok A;
na zakladé A a dfive dokazanych matematickych vét provedeme logicky
korektni isudek U;; na zakladé A, U; a diive dokazanych vét provedeme lo-
gicky korektni tisudek U,; atd. az po k krocich logicky korektné usoudime,
ze plati B, a to na zakladé platnosti A, Uy, ..., Us.

IR Dokozte:

a,b € R= a*>+b* > 2ab.

Dukaz: Vyrokem A budeme rozumét ¢ést a,b € R — tedy a, b jsou realna cisla. Co o
nich lze tici?

Usudek Uy: plati vidy, ze (a—b)* > 0 (druha mocnina redlného ¢isla je vzdy nezdporna);

Usudek Us: z Uy plyne rozepsanim podle vzorce: a? — 2ab + b* > 0;

Vyrok B plati, protoze vztah Us, lze upravit do tvaru a® + b* > 2aB. Dikaz je hotov.
Kazdy dukaz mé obvykle néjaké klicové misto ¢i myslenku — klicové v tomto dukazu byl
piechod od U; k U, ... véimneme si, Ze po umocnéni (a — b)? dostaneme vsechny ¢leny v
nasi dokazované nerovnosti. O

- Vyrokové formy A = B a =B = —A jsou ekvivalentni.

Diitkaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dilé¢ich vyroku, lze provést v ramci
cviceni.Od

Na véte 03 je zalozen typ dukazu 03:
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Typ dikazu ¢islo 3: NEprimy diukaz implikace A = B.

Pii NEprimém dikazu implikace A = B vlastné dokazujeme platnost
logicky s ni ekvivalentni formy —B = —A.

Definice 17: Forma —B = —A se nazyvé obména implikace A = B®.
IBEREEEEN Dokaste matematickou vétu:
, 3
xr € R=sinx + cosx # 5
Dukaz: Mame dokézat implikaci typu A = B neboli vyrok
. 3
r€R = sinz+cosx # 3

Budeme postupovat podle typu dukazu ¢islo 3, tj. budeme dokazovat obménu =B = —A
neboli vyrok

3
sinx—i—cosxzi = z¢R.

N

Vychézime nyni z vyroku —=B: sinx 4 cosx =

)
usudek U;: po umocnéni obou stran rovnice =B na druhou dostaneme

sin? x + 2sinx cos x + cos’ x = —;

4

usudek Us: z rovnosti Uy a znamého faktu Fy (Vo € R : sin x +cos? x = 1) dostaneme
14+ 2sinxcosx = 1;

usudek Us: z rovnosti Us a dalsiho zndmého faktu Fy (Vo € R: 2sinz cosx = sin(2x))
dostaneme

5

sin(2z) = —,

(20) =

coz je zvlastni, protoze z grafu funkce sinus vime, ze pro realné vstupy nabyva vystupu
pouze z intervalu (—1;1);

usudek Uy: argument 2z funkce sinus neni redlné ¢islo, tj. plati = A: x neni realné ¢islo.
Dokazali jsme tedy platnost obmeény, plati tedy i puvodni implikace, ktera je s obménou
logicky ekvivalentni. O

- Vyrokové formy A < B a (A= B) A (B = A) jsou ekvivalentni.

Dukaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot obou vyrokovych forem pro vsechny
mozné kombinace pravdivostnich hodnot diléich vyroku A, B. O

80bmeéna implikace je tedy vyrok s touto implikaci logicky ekvivalentni, tj. nepiimy ditkaz implikace
= piimy dikaz jeji obmény.
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Na vétée 04 je zalozen typ dukazu 04:

Typ dtkazu ¢islo 4: dikaz ekvivalence A < B.

Pii dikazu ekvivalence A < B vlastné musime dokazat, ze plati obé z
implikaci A = B a B = A.

Definice 18: Forma B = A se nazyva obrdceni implikace A = B.°.

_ Uvazujme néjaké podmnoziny A, B, C' mnoziny prirozenych ¢isel. At jsou
tyto podmnoziny libovolné, plati pro né rovnost

A\ (BNC)=(A\B)U(A\ O).
Dukaz. Rovnost mnozin Ize dokazat pomoci ekvivalence
reA\(BNC) & ze€(A\B)U(A\OQO).
Podle typu dukazu éislo 4 bude dukaz hotov, pokud dokazeme obé implikace:
a) Dokazme implikaci zleva doprava, tj. implikaci

re A\ (BNC) = ze€(A\B)U(A\O).

U 1%

Tuto implikaci dokdzeme piimo (dukaz typu 2): Predpokldddme platnost
predpokladu x € A\ (B N C) a provedeme fetézec usudki:

reA\(BNC) = zxz€AAN(z¢BNC) =
= x€AN(xé¢BvVzr¢lC =
= ze€(A\B)vVze (A\C) = ze€(A\B)U(A\QO).

b) Dokazme implikaci zprava doleva, tj. implikaci

v €(A\B)U(A\C) = z€A\(BNO).

Tuto implikaci dokdzeme piimo (dukaz typu 2): Predpokldddme platnost
predpokladu z € (A\ B) U (A\ C) a provedeme fetézec usudku:

re(A\B)U(A\C) = aze€A\BvzreA\C =
= (xeANz¢B)VreAnaz¢g(C) =
= xz€ANz¢BNC = ze€A\(BNO).

zaver: 7 platnosti implikaci U = V a V = U plyne platnost ekvivalence U < V. Dukaz
je tim hotov. O

9Tedy pii ditkazu ekvivalence musime dokézat, ze soucasné plati pifslusné implikace i jeji obraceni.
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O principu vylouéeni tfetiho (bud plati viyrok, nebo jeho negace, a je vyloucena tfeti
moznost) uz byla fe¢. Nyni ve vété 5 uvedeme jeho dukaz!!!

(princip vylouceni tfetiho zapsany jako vyrokovéa forma) Pro kazdy vyrok
A plati
AV —A.

Diikaz: Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot lze ukazat, ze dana vyrokova forma ma
vzdy pravdivostni hodnotu 1, tedy plati vzdy, at je vyrok A jakykoli. O

V rédmci cviceni lze dokazat ekvivalence nékterych vyrokovych forem, které nam
pomohou pii sestavovani negace implikace a negace ekvivalence — podrobnéjsi negace
téchto dvou vyrokovych forem totiz pravé vyuziva formy jim ekvivalentni.

- Forma A = B je ekvivalentni s formou (=A) V B.

Dukaz: Dukaz typu 1 provedeme pomoci tabulky logickych hodnot. O

_ Forma —(A = B) je ekvivalentni s formou A A (=B).

Dukaz: Mohli bychom dukaz provést pomoci tabulky logickych pravdivostnich hodnot,
ale lze také uzit vétu 06 a vétu 02'%: podle véty 06 je implikace ekvivalentni s formou
(- A)V B, takze negace implikace musi byt ekvivalentni s formou, kterou ziskame z (—A)V B
vyuzitim vety 02 (kterd 11ka, ze negaci disjunkce diléich vyroku je konjunkee jejich dil¢ich
negaci):

~(A=B)* & ~(-AvB)*®¥ Ar-B. O
Uvazujme implikaci ,Kdyz bude prset, vezmu si
destnik.“ Jeji negace je: Bude prset a nevezmu si destnik.

- Forma —(A < B) je ekvivalentni s formou
(AN=B)V (BA-A).

Dukaz: Mohli bychom provést pomoci tabulky pravdivostnich hodnot, ale misto toho
provedeme jen piimy dukaz upravy vyrazu na zakladé vét 01, 04 a 06-dusledek:

(A& B)W (A= BAB = A) "L ~(A = B)v—(B = A4) "d4Bl 40 p)v(BA-4). O

Uvazujme ekvivalenci ,,Cislo n je délitelné Sesti tehdy
a jen tehdy, kdyz je délitelné dvéma i tfemi.“ Negace tohoto vyroku (mimochodem ne-
pravdiva, protoze puvodni vyrok je pravdivy) je podle véty 07 celd dlouhd véta:

(Cislo n je délitelné esti a soucasné neni délitelné dvéma i tiemi) nebo (&fslo
n je délitelné dvéma i tfemi a soucasné neni délitelné Sesti).

Tato kapitola byla zpracovana na zékladeé [1]. str. 4,6,10 (ale dukazy rovnosti mnozin
ze str. 10, véty 2.1 dokazovat pomoci typu 4: dukaz ekvivalence. Ve c¢tvrté kapitole se
nauc¢ime (pripomeneme si) schudnéjsi metodu dukazu rovnosti mnozin pomoci tzv. Ven-
novych diagramu). Dals{ materidl viz [2], str. 88-91, str. 100-103.

0Vl]astneé se jednd o pifmy dikaz (typ 2) pomoci tipravy vyrazu na zakladé vét 02 a 06.
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2.2 Cviceni

Cviceni 2.1. Piimy dukaz vyuzivajici priklad 2.1 ([2], str. 92, piiklad 4.2, Feseni na konci
knihy [2]): pro vSechna kladnd redlnd ¢isla a, b plati:

4

+ a+b

>

Q-
(SN

Cviceni 2.2. . Nepiimy dukaz ([2], str. 100, pf. 1): Pro vSechna pfirozend cisla a, b

plati: kdyz se nedd zkratit zlomek Z—jrz, pak se neda zkrdtit ani 7.

Cviceni 2.3. . Nepiimy dukaz ([2], str.103, pi. 4.14): Kdyz n neni druhd mocnina
prirozeného ¢isla, tak y/n neni raciondlni ¢islo.

Cviceni 2.4. Dokazte distributivni zdkony pro sjednoceni a prunik mnozin a) pomoci
dikazu ekvivalence, b) pomoci Vennovych diagramu (také viz prednédska 4, typ dukazu
¢islo 8):

XUYnZ)y=XUuY)n(XuZz), XnYuzZ)=XnY)u(Xn2Z).

Cviceni 2.5. Dokazte de Morganova pravidla (viz predndska 4, véty 09, 10) pro
operace dopliikku mnoziny, sjednoceni a pruniku mnozin a) pomoci dukazu ekvivalence, b)
pomoci Vennovych diagramu.

Cviceni 2.6. Negujte nasledujici vyroky:
6a) Pujdu na ten veéirek pravé tehdy, kdyz tam pujde Ondra.
6b) Pokud ptijde Honza, feknu mu o tom.

Cviceni 2.7. Zjednoduste symbolicky zapis, aby ve vysledku nebyl symbol negace pred
zadnou zavorkou, pouze u dil¢ich vyrokovych proménnych:

7a) -(A= B)ANC) &
7b) -(A= (BV()) &
7c) ~((AVB)NC) &
Cviceni 2.8. Napiste obménu vyroku: Pokud n je sudé ¢islo, pak jeho druhd mocnina
n? je sudé &fslo.
A jesté dulezité procviceni grafu kvadratické funkce:

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.2.
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3 Dukaz sporem, indukci, konstrukci a protiprikladem

Warm-up: Predstaveni uéebnice Matematika pro ZS — Nova skola 01: desetinnd ¢isla — ¢ést
(b). Viz prezentace vyucujiciho.

3.1 Prednaska
Na zakladé véty 05 lze provadét dukazy nasledujictho typu:

Typ dikazu ¢islo 5: Dikaz sporem.

Predpokladame platnost negace daného tvrzeni a logicky spravné z této
negace odvozujeme dalsi isudky, dokud nedojdeme k nesmyslu, ktery ne-
plati. Protoze jsme pracovali logicky naprosto spravné, tak kofen rozporu
je ve startovacim predpokladu — nyni vime, Ze predpoklad —A neplati, a
tedy plati vyrok A.

_ Dokazte, ze log, 3 neni racionalni ¢islo.

Dukaz: budeme predpokladat negaci zadaného vyroku, tj. ze log, 3 je racionalni ¢islo,
tj. 1ze tuto hodnotu vyjadrit zlomkem:

log, 3 = n
n

pro m € Z an € N. Nyni budeme vyvozovat néjaké dusledky a usudky a vyuzijeme
pritom definice logaritmu, tj. faktu Fi: Pro log, x = y plati 2¥ = z.

Usudek U;: Z rovnosti, jejiz platnost predpokladame, a faktu F} plyne
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2n = 3.

Umocnéme tento vztah na n-tou, abychom se zbavili zlomku v mocniné:
m __ a9n
2m = 3"
a na obou strandch této rovnosti se pritom vyskytuji ptrirozena cisla.

Usudek Us: Protoze &islo 2 je délitelem ¢isla 2™ a plati 2™ = 3™, musi byt ¢islo 2 také
delitelem cisla 3™ — ale to je spor se znamym faktem, ze ¢islo 2 neni délitelem zadného
lichého ¢isla (a ¢islo 3" jako ndsobek n lichych ¢isel je liché).

Naprosto korektnimi dvahami jsme pfisli k nesmyslu, tj. nespravny byl nas vychozi
predpoklad — a tedy plati jeho negace, neboli to, co jsme chtéli dokazat. Dukaz je hotov. O
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Typ dikazu ¢islo 6: Dikaz matematickou indukci.

Pii matematické indukci dokazujeme tzv. univerzalni vyrok, ktery plati
vétsinou pro vSechna prirozena cisla, ktera jsou vétsi nebo rovna
prirozenému cislu ng, tj. vyroky typu

Vn > ng : V(n).
Platnost tohoto univerzalniho vyroku dokazujeme ve dvou krocich:
a) Dokazeme platnost vyroku V(ng).
b) Dokazeme platnost implikace V(n) = V(n + 1).

Pokud plati obé tyto véci, ,,dosdhne“ platnost V' (n) na jakékoli pfirozené
cislo n.

'Definice 19:] Indukeni predpoklad se nazyva piedpoklad V(n) v implikaci

V(n)=V(n+1)

v podmince (b), kterou dokazujeme pii indukei.

ad a) jednicka je nejmensi ptirozené ¢islo;

ad b) kazdé dalsi pfirozené c¢islo ruzné od jednicky ziskdme zvysenim pfedchoziho
prirozeného ¢isla o jednicku.

Tedy nekonecénym opakovanim kromu (b) projdeme vsechna ptirozend ¢isla — viz [2], str.
121: ,pravdivost tohoto vyroku se dédi od ¢isla k ¢islu“. My ovSem pii dukazu tohoto tzv.
indukéniho kroku = ¢asti (b) projdeme tento proces jen jednou — dokézeme, ze jakékoli
prirozené ¢islo vétsi nez ng danou vlastnost ,,dédi“ od ¢isla o jednicku mensiho.

Oznaceni 18: | ... déli beze zbytku = je délitelem. Napiiklad 2|6 (dvojka déli Sestku),
2|8 (dvojka deli osmicku), 3|21 (¢islo 3 je délitelem ¢isla 21).

ARSI Dokavzte, 7o
Vne N: 9(n*+ (n+1)°*+ (n+2)°)

(slovné: dokazte, ze ¢islo 9 je délitelem vyrazu v zévorce, kde n je libovolné prirozené
¢islo)

Dukaz: Pokud méme tvrzeni dokdzat pro vSechna prirozena n, takovy tkol se typicky
dokazuje indukei = dukazem typu 6.

a) Ukazme, ze rovnost plati pro ny = 1:

9(1 + 2%+ 3%) =27... to plati.
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b) Dokazmé platnost implikace V(n) = V(n + 1), kterd mé v naSem piipadé tvar

IM* +(n+1P+n+2)?% = IY((n+1)*+m+1+1)>+(n+1+2)%).

V(n) V(n+1)

Piedpokladejme, ze plati indukéni predpoklad V (n), tedy ¢islo (n®+(n+1)3+(n+2)?)
je délitelné deviti.

Usudek Uy Vyjadieme si nas predpoklad pomoci definice délitelnosti'!: existuje
néjaké prirozené cislo k, ze
(n®+ (n+1)°+ (n+2)%) = 9k.

Usudek Uy: Upravujme &islo ((n+ 1) + (n+ 14 1) + (n 4 1 + 2)) a snazme se jej
vyjadrit jako nésobek ¢isla 9 — pokud se nam to podaii, budeme védét, ze je délitelné
deviti a dukaz bude u konce. Tak tedy:

(n+1)°+(n+2)>+(n+3)*) = (n + 1)* + (n + 2)* + n® +3n*-3+3n-9+27 = 9-(k+n*+3n+3).
k

Pouzili jsme pouze vzorec (a+b)? = a®+3a*b+3ab*+b* a oznaceni ¢isla k z rovnosti
predpokladu. Jsme hotovi — skute¢né se dala devitka vytknout z celého vyrazu, tj.
(n+1)-ni ¢len posloupnosti zadané nasim vzorcem ,zdéedi“ délitelnost deviti od ¢lenu
predchoziho. Protoze jsme v predpokladu vysli od libovolného pfirozeného n, plati
tato vlastnost pro vSechna pfirozend ¢isla. O

Typ dukazu ¢&islo 7: Diukaz existence (typ 7TA) nebo protipiiklad (typ 7B)

7A: Dikaz existence uvedenim prikladu ¢i konstrukci ... Uvedeme
dikaz toho, ze jista struktura existuje, prosté tak, ze ji sestrojime
(popiseme jeji konstrukci).

7B: Vyvraceni univerzalni platnosti pomoci protiprikladu ... tvrzeni,
ze néco existuje ¢i plati v kazdém piipadé (napi. pro vSechna
prirozena ¢Cisla) jednodusSe vyvratime tim, ze sestavime aspon je-
den protipiiklad, kdy dana skuteénost neplati (nap#. najdeme jedno
prirozené ¢&islo, které zadanou vlastnost nesplnuje).

Oba typy dukazu oznaceny cislem 7 maji spolecné to, ze jakmile sestavime priklad
¢i protipriklad splnujici zadané predpoklady, dukaz je hotov. Ad 7B: dukaz typu 7B je
zalozen na skutecnosti, ze negaci vyroku

Vee M: V(z)

je vyrok
dxg € M : neplati V(zo).

HKterou jsme sice jesté neprobrali, ale feknéme si ji za étrnact dnf a intuitivné ze stiedni skoly chapeme,
o co se jednd
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IR (studenti samostatng) Vyvratte nasledujicf tvrzenf pomoci protipifkladu:
Kazdé prirozené cislo n > 1 lze ,zaplatit® sumou pouze dvoukorunovych a pétikorunovych
minci predanych v jisté obdlce nebo kontejneru.

Reseni je jednoduché — kromé jednicky existuje jesté jedno piirozené éislo, které nelze
vycislit se¢itanim kladnych nasobku dvojky a pétky — najdete ho?

Diikaz konstrukei lze procvicit ve cviceni 3.3 (ovSem pii vétach formulovanych pozi-
tivné), nebo se tento typ TA uzije pii dukazu véty 12 v kapitole 5.

Tato kapitola byla zpracovana podle [1], str. 6-7, piiklady byly vzaty z knihy [2].

3.2 Cviceni

Cviéeni 3.1. Dikaz sporem: dokazte, ze v/3 nenf racionalni ¢islo.

Cviceni 3.2. Dukaz indukci:

2a) Dokazte ([2], str.124, pi.4), ze vSechny celo¢iselné penézni obnosy, které jsou veétsi
nebo rovny 4 k¢, je mozné vyplatit na hromadu pouze z dvojkorun a pétikorun.

2b) Dokazte ([17],str.42, pi. Blla)):

n-(n+1).

L2434 fn="—07

2c) Dokazte ([17],str.42, pi. B11b)):

1+3+5+...4+2n—1)=n

Cviceni 3.3. Pomoci dikazu typu 7 (existence nebo protipiiklad) vyfeste nésledujici
ulohy:

3a) Dokazte nebo vyvrafte: Ctyfi rovnostranné trojihelniky nelze sestavit pomoci 12
zapalek stejné délky.

3b) Dokazte nebo vyvratte: Cty#i rovnostranné trojihelniky nelze sestavit pomoci 9
zapalek stejné délky.

3c) Dokazte nebo vyvratte: Ctyfi rovnostranné trojihelniky nelze sestavit pomoci 6
zapalek stejné délky.

Cviceni 3.4. Zapiste nasledujici vyroky symbolickym matematickym zapisem, ve
kterém nepouzijete ani jedno slovo z bézné cestiny:

4a) Existuje prirozené ¢islo, které kdyz zvétsime o 5, vysledek bude vétsi nez 10.
4b) Prirozené ¢islo je délitelné Sesti prave tehdy, kdyz je soucasné délitelné dvéma i tfemi.

4c) Cislo p je prvocislo.
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Cviceni 3.5. Negujte vyroky ze cviceni 3.4 (symbolicky zapsané) pouze pomoci
symbolického zépisu (bez ¢eskych slov).

Cviceni 3.6. Dokazte Thaletovu vétu, ktera fika: Pokud strana AB trojuhelnika je
prumérem kruznice k (tj. prochdzi jejim stfedem) a vrchol C' trojuhelnika lezi na kruznici
k libovolné mimo body A a B, tak thel v trojuhelniku ABC' lezici u vrcholu C' je pravy.

Cvigeni 3.7. Dokazte nepiimo nésledujici matematickou vétu: 3|n* = 3|n.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.3.
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4 Operace s mnozinami, diukaz uzitim Vennovych di-
agramu, kartézsky soucin

Warm-up: Predstaveni ucebnice Matematika pro ZS — Nova skola 01: desetinnd &isla — ¢ést

(¢). Viz prednes vyucujiciho.

4.1 Prednaska

Po tématu logiky se nyni budeme kratce zabyvat druhym zakladnim pilitfem matematiky,
a to je pojem mnoziny a mnozinové operace, tj. operace sjednoceni (U) a pruniku (N). To
jsou pojmy Ctenaii znamé ze stiedni Skoly, nyni jen zopakujme a mirné rozsitfme celou
problematiku.

Mnozinou M ([definice20]) rozumime soubor navzdjem rozlisitelnych!? prvki, o
kterych 1ze jednoznacné rozhodnout, ze do néj patii.

Prvky mnoziny budeme vypisovat do slozenych zavorek:
e oznaceni 19 : Levd zavorka { a prava zavorka } ozna¢uji mnozinu.

Napiiklad N = {1,2,3,...} oznacuje mnozinu piirozenych ¢isel, ¢isla 1, 2, 3 jsou prvky
mnoziny V.

Mnoziny lze zaddvat bud vyctem prvku jako v piedchozim piikladé, nebo charakte-
ristickou vlastnosti, jez spliuji jeji prvky.

_ Zadani mnoziny charakteristickou vlastnosti:

A={reR:0< 2 <2}

(¢teme: A je mnozina vsech redlnych ¢isel z takovych, ze 0 < x < 2)!% — charakteristickd

vlastnost mnoziny nasleduje v tomto zapisu za dvojteckou. %

Oznaceni operaci pruniku a sjednoceni ¢tenar zna — v nésledujici definici pfipomeneme
definici disjunktnich mnozin, univerzalni mnoziny a doplnku mnoziny:

Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni ((definice 21), kdyz jejich primikem je prazdnd
mnozina (AN B = 0).

Univerzalni mnozina'* ([definice 22a]) je takové mmnozina, kterd obsahuje viechny
prvky, které ma smysl uvazovat. Doplinkem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné

1275, jeden objekt nemiize byt dvakrat prvkem téze mnoziny: {6,6} = {6}.
BVsimnéte si, ze dvojtecku nyni ¢teme ,takovych, ze“ nebo ,tak, ze“.
14Cesky: vieobecnd, vieobsahujici.
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(Mdefinice 22b)) jsou ty prvky univerzalni mnoziny, které nelezi v mnoziné A.
_ Pokud U = {...,—2,—1,0,1,2,3,...} je univerzalni mnozina a
A={...,-2-1-0,1,2},
tak doplikem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné U je mnozina
A={3,45,..).
Oznaceni, kterd ¢tenai musi zvladnout, jsou tedy tato:
e oznaceni 20 : A ... doplnék mnoziny A (vzhledem k univerzalni mnoziné U );

e oznaceni 21 : ;= ... defini¢ni, pfitazovaci rovnitko, které znamend ,se definuje jako
..."; napriklad lze definovat doplnék mnoziny A takto:

A={zeU:x¢ A}

(¢teme: doplnék mmnoziny A se definuje jako mnozina (¢i oznacuje mnozinu) téch
prvku x z mnoziny U, které nepatii do A)

oznaceni 22 : () ... prazdnd mnozina;

oznaceni 23 : C ... je podmnozinou;

e oznaceni 24 : C ... je vlastni podmnozinou, tj. je podmnozinou, ale nerovna se dané
mnoziné; v matematickych symbolech A C B tehdy, kdyz

ACB AN A#B.

(‘oznaceni 25 ) rozdil mnozin A a B budeme oznacovat sesikmenym znaménkem
minus, aby bylo patrno, Ze se jedna o jinou operaci nez od¢itani realnych cisel:

A\ B:={rx € A:z ¢ B},

Doporuci psat radéji obycejné MINUS, protoze pri pouziti lomitka zalezi na tom,
zda je oto¢eno ve tvaru déleni nebo neni: mnozinové \ je néco naprosto jiného nez
mnozinové déleni /, které bude predstaveno v kapitole 7. Pisme proto radéji A— B :=

{re Az ¢ B}.

Vennovy diagramy ((definice 23]) jsou diagramy, které schematicky reprezentuji
mnoziny pomoci ¢asti roviny — ¢ast roviny oznacena jako M reprezentuje vSechny prvky
mnoziny M.

BRI N okreslete Vennovy diagramy nésledujicich mnozin'®: a) AUB, b) ANB,
c) ANB,d) AUB, e) AUB, f) AN B. ReSeni najdete na obrazku 1, kde dany obdélnik
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Obrazek 1: Vysledky piikladu 4.3 (Vennovy diagramy).

reprezentuje univerzalni mnozinu U, ktera je nadmnozinou mnozin A, B.

Typ diikazu ¢islo 8: Rovnost mnozin Vennovymi diagramy.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoziny a operace mezi
nimi, lze dokazat pomoci Vennovych diagramia — sestavime Vennuv dia-
gram pro kazdou stranu rovnosti a vysrafujeme v ném casti odpovidajici
vysledkiim danych operaci; pokud pak v obou Vennovych diagramech
jsou vysSrafovany stejné casti roviny, tvrzeni o rovnosti je tim dokazano.

Pro libovolné t¥i mnoziny plati tzv. asociativni zdkony vzhledem k operacim
pruniku a sjednocent:

a) (AUB)UC =AU(BUC), b) (AnB)NC=AnNn(BNC)

Dukaz (typ 8) nakreslime Vennuv diagram pro kazdou ze stran rovnosti a porovname
srafované oblasti — zjistime, ze se rovnaji, tj. schematicky (¢i graficky) dukaz je hotov
(vyucujici na tabuli). O

Déle plati velmi zajimavé rovnosti mnozin, které souvisi také s operaci doplnku
mnoziny vzhledem k univerzélni mnoziné (= s definici 22):

De Morganovo pravidlo (a): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou
podmnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

ANB=AUB.

Dukaz lze provést pomoci Vennovych diagramu — viz cviceni. O

5 Tento pitklad viz [4], str. 795. Vétsina této kapitoly je zpracovana podle [4], str. 791-800.
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De Morganovo pravidlo (b): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou
podmnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

AUB=ANB.

Dukaz Ize provést pomoci Vennovych diagramu — viz cviceni. O

Nékdy se v ivodu do teorie mnozin uvadi kromé operaci dopliiku, sjednoceni a pruniku
jesté operace ((definice 24') symetricky rozdil mnozin A, B, definovany pomoci rovnosti

A= B :=(A\B)U(B\ A)

(z obrazku Vennova diagramu 2 je patrny vysledek této operace pouzité na mnoziny A,
B).

Obrazek 2: Vysledek operace symetrického rozdilu mnozin A, B.

e (oznaceni 26 ) Symetricky rozdil mnozin A a B budeme oznacovat jako A + B, tj.

A=B:={z:z€(A\B)Vze (B\A).

Pojem kartézského soucinu je v jistém smyslu odlisny od dosud uvazované unarni
operace doplinku mnoziny (undrni operace = takova operace, do které vstupuje jedna
mnozina A) a bindrnich mnozinovych operaci pruniku, sjednoceni, rozdilu nebo symet-
rického rozdilu (bindrni operace je takova operace, do které vstupuji dvé mnoziny A, B)
— zatimco vysledkem vSech piredchozich operaci je zase néjaka podmnozina univerzalni
mnoziny, vysledkem kartézského soucinu je mnozina jiné kategorie: mnozina usporadanych
dvojic.

(Mdefinice 25') Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina viech uspofadanych dvojic
[a,b], kde a € A a soucasné b € B. Specidlné pokud A = B, kartézsky souc¢in A x A
nazveme kartézskou mocninou neboli kartézskym ¢tvercem. Prvky kartézského soucinu se
nazyvaji usporadané dvojice.
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e (oznaceni 27 ) kartézsky soucin mnozin A a B budeme oznacovat jako A x B, tj.
zkracené symbolické vymezeni kartézského soucinu je déno vztahem

Ax B:={[a;b]:a € ANb€E B}

(na procviceni predchozi symbolické vyjadreni precteme: Kartézsky sou¢in mnozin
A a B je mnozina (v8ech moznych) uspordadanych dvojic typu [a; b], kde a je prvkem
mnoziny A a b je prvkem mnoziny B).

BRI rro A = {a,b} a B = {1,2,3} lze sestavit jejich kartézsky soucin, ktery

maé Sest prvku (= Sest usporadanych dvojic):
AxB= {[aa 1]’ [a’ 2]7 [@> 3]? [ba 1]7 [b: 2]7 [b7 3]}

(tedy vidime, ze u konecnych mnozin je dan pocet prvku jejich kartézského soucinu
souc¢inem poctu prvku jednotlivych mnozin). Pozor, zélezi na poradi, protoze A x B #
B x A. Specialné

B x A={[Ld],[1,0],[2,a],[2,0], [3,a], [3,0]}.
V usporadanych dvojicich v hranatych zavorkach tedy zalezi na potadi jednotlivych prvku.
BN -1 oznacuje mnozinu, jejiz obrazy (modely) lze zndzornit v roviné s
kartézskou soustavou soutadnic (tj. takovou soustavou, jejiz dvé osy jsou na sebe kolmé
a jednotka na obou osich je stejné velkd). Pfitom napt. bod [1;2] lezi v takto popsané
roviné jinde nez bod [2; 1] — zdlezi na potadi prvki v dané uspordadané dvojici.
Tedy pojem kartézského souc¢inu nam umoznuje popsat mnoziny bodu v roviné pomoci

jejich souradnic — jedna se proto o zakladni pojem analytické geometrie, kdy geometrické
utvary popisujeme pomoci ¢isel, funkei a rovnic.

4.2 Cviceni

Cviceni 4.1. Pomoci Vennovych diagramu dokazte de Morganova pravidla — véty 9 a 10.

Cviceni 4.2. Vidite souvislost mezi vétami 1 a 2 a vétami 9 a 107 Z jakého duvodu
tato souvislost existuje?

Cviceni 4.3. Napiste mnozinové vyrazy, jejichz vysledkem je vysrafovana plocha Ven-
nova diagramu na obrazku:
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Cviéeni 4.4. Prozkoumeijte'® operaci symetrického rozdilu a pomoci Vennovych dia-
gramu dokazte, ze plati

4a) A+~B=(AUB)\ (ANB),

4b) A+ B =B+ A,

4c) AUB=A~+ (B+(ANB)),

4d) A\ B= A= (AN B),

4e) AN(B+C)=(ANB)+(ANC).

Cviceni 4.5. Vyjadrete matematickym zapisem bez jakékohokoli ¢eského slova definice
vSech operaci, které jsme v této kapitole prosli:

ba) A=...

5b) A\ B=...
5¢) AxB=...
5d) AUB=...
5e) ANB=...
5f) A-B=...

Cviceni 4.6. Uvedte de Morganova pravidla (véty 9 a 10) pouze slovné, bez jakéhokoli
matematického symbolu.

Cviceni 4.7. Na univerzalni mnoziné U vsech pfirozenych ¢isel jsou zaddny mnoziny

A ={2,3,4,5,8,10}, B = {3,5,10,12, 15}, C = {3,10,17,18,19}. Udejte victem prvkit

16Viz [17], str.44, pF 1.2.B6.
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mnozinu (AU B)NC.
Cviceni 4.8.
a) Uvedte definici mnoziny: MnoZina je ...

b) Vyjddrete srafovanou ¢ast S Vennova diagramu na obrazku ?? pomoci mnozin na
obrazku a znadmych mnozinovych operaci: S = ...

Cviceni 4.9. Na konci jistého vyrobniho procesu prochazi 500 soucastek tiemi kon-
trolami K, Ko, Kj3. Zjistilo se, ze 38 soucastek neproslo kontrolou K; (= bylo shleddno
nevyhovujici); 29 neproslo Ks; 30 neproslo K3; 7 soucdstek neproslo K ani K»; 5 neproslo
Ky ani K3; 8 neproslo K; ani K3; 3 soucastky neprosly zadnou z kontrol. Urcete, kolik
soucastek

a) proslo vSemi kontrolami bez vady, tj. zddné z kontrol je neshledala nevyhovujicimi.
b) neproslo pravé jednou z kontrol K, Ks, K3 (nékterou z nich).

Cviéeni 4.10. Pomoci Vennovych diagramii vyfeste tuto tlohu'”: Rdno bylo na
letisti 17 letadel, z nichz béhem dne odletélo 15 letadel, ale tii z nich se zase na letisté
vratila. Toho dne priletélo celkem 32 letadel a odletélo jich celkem 28. Kazdé letadlo bylo
toho dne na dréze letisté nejvys dvakrat. Kolik letadel bylo na letisti vecer? (Napovéda

. nakreslete si tfi mnoziny v obecné poloze: mnozinu letadel, které byly na letisti ze
vcerejska; mnozinu letadel, které vzlétly dnes; mnozinu letadel, které se vratily dnes —
vypliujte pocty prvku do jednotlivych oblasti roviny).

Cviceni 4.11. Pomoci Vennovych diagramu vyteste: 120 studentu skladalo tti
zkousky. Pritom deset procent studentu neslozilo ani jednu z nich. Nebyl nikdo, kdo by
slozil zkousku jen z druhého predmétu. Devét studentu z néj slozilo tspésné zkousku,
le¢ pro zménu neprospélo z prvntho predmétu. 47 studentu slozilo ze tiif zkousek dvé. 33
studentu nevyhovélo z tirettho predmétu. 56 studentu slozilo tspésné zkousku ze druhého
i tretiho predmeétu, zato vsak 20 student neobstalo ani u jednoho z nich. Kolik studentt
slozilo pouze tieti zkousku?

Cviceni 4.12. Cviceni k pojmu kartézsky soucin: Viz realisticky.cz (material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2101 pro studenty — vysledky viz

tataz hodina, pdf pro ucitele.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.4.

17Ulohy 4.10 a 4.11 byly pfevzaty z Hruga (kniha [6]).
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5 Deélitelnost celych c¢isel, dukaz uzitim Dirichletova
principu, operace s komplexnimi ¢isly
Warm-up: Predstaveni uc¢ebnice Matematika — Hejného metoda, sesit A — poprvé. Viz

prednes vyucujiciho.

5.1 Prednaska

BRI (1.cbo spise otazka) Reknéte sousedovi v lavici odpovédi na nasledujicich pet
otazek:

1. Proc existuje N7

2. Pro¢ existuje Z, nestacilo by N7
3. Proc existuje @), nestacilo by Z7
4. Pro¢ existuje R, nestacilo by Q7

5. Pro¢ existuje C, nestacilo by R?

Oznaceni danych ¢iselnych oboru N, Z, Q, R := QU I, C' uz bylo zminéno v prednasce
prvni, na tomto misté se chvili vénujme rozdilu mezi mnozinami ) a I: uvedeme nyni
velmi jednoduchy princip, ktery souvisi s diukazem typu 9, a pak pomoci tohoto principu
dokazeme vétu 11, kterd ukazuje na hlavni rozdil mezi raciondlnimi ¢isly (= ¢isly, kterd
Ize vyjadrit ve tvaru zlomku) a iraciondlnimi ¢isly (kterd nelze vyjadrit ve tvaru zlomku).

Typ dikazu cislo 9: Dirichletiv princip.

Pokud rozdélujeme n 4+ 1 predmétit do n prihradek, aspon v jedné
prihradce najdeme po rozdéleni aspon dva piredméty.

Platnost Dirichletova principu'® je vidét ,pfirozené“ = celkem s ni kazdy souhlasi.
V tom nejhorsim pripadé se muze totiz stat, ze po rozdéleni n predmétu je v kazdé z n
prihradek jeden — ale ten posledni ,n plus prvni“ pfedmét, uz musime tedy pridat do
néjaké prihradky, kde néjaky jeden predmét je ... tedy v aspon jedné ptihradce budou po
rozdéleni aspon dva predméty. Samoziejmé se muze stat, ze pokud predmeéty rozdélujeme
libovolné, nikoli rovnomérné, po rozdéleni budou dva nebo ti{ predméty v péti piihradkéch
a fada dalsich prihradek bude prazdna — to je mozné. Nas ale jen zajima, ze urcité existuje
jedna prihradka (Suplik) obsahujici aspon dva predméty — tento fakt je zarucen tim, ze
predmétu je vice nez prihradek.

Tento velmi jednoduchy typ dukazu lze kupodivu pouzit pii dukazu celkem dulezité
nasledujici véty, ktera vystihuje rozdil mezi ¢islem racionalnim a ¢islem iracionalnim.

- Kazdé raciondlni ¢islo mé desetinny rozvoj bud koneény, nebo periodicky.

18T¢z: piihrddkovy princip, anglicky — pigeonhole principle.



5.1 PREDNASKA 31

Dukaz: Uvazujme nejprve konkrétni zlomek % jako vyjadreni jednoho racionélniho ¢isla
a naleznéme jeho desetinny rozvoj, tj. vyjadieni ve tvaru s desetinnou ¢arkou — vSechny
uvahy pak lze vztahnout na obecné raciondlni ¢islo ™* prom € Z, n € N.

Pti déleni 1 : 7 postupujeme nasledovneé:

e 1:7=0, zbytek 1, napiSeme desetinnou carku do vysledku a pfripiSeme nulu;

e 10:7 =1, zbytek 3, ke zbytku pfipiSeme nulu;

e 30:7 =4, zbytek 2, ke zbytku pripisSeme nulu;

e 20:7 =2, zbytek 6, let us put down another zero to the remainder;

e 60 :7 =8, the remainder is 4, let us put down another zero to the remainder;

e 40 : 7 =5, the remainder is 5, let us put down another zero digit to the remainder;
e 50 :7 =7, the remainder is 1, let us put down another zero digit to the remainder;

e Od této chvile délime 10 : 7 = 1, zbytek 3 ... ale to uz tady jednou bylo, zbytky i
vysledky po déleni se zacinaji periodicky opakovat. Pro¢ tomu tak je?

Rozeberme si tuto situaci: Pti déleni sedmi se po urcité dobé délenec ,vycCerpd® v tom
smyslu, ze neobsahuje zadné dalsi cifry a pridavame ke zbytku v nizsich fadech pouze
nuly'?. Jediny vliv na kazdy dalsf fadek pisemného déleni maji tedy jen zbytky zbytky po
déleni sedmi, ke kterym pfipisujeme stale jen nulu.

Vime, ze zbytku po déleni sedmi je sedm ruznych — jsou to ¢isla (a soucasné cifry) 0, 1,
2,3,4,5,6. A nyni vyuzijeme Dirichletuv (pfihrddkovy) princip: Staci provést osm kroku
castecného déleni po ,vycerpani“ délence a protoze moznych zbytku po déleni sedmi je
pouze sedm, jeden zbytek se po danych osmi krocich zopakuje dvakrat — a po zopakovani
daného zbytku se uz periodicky opakuji vSechny dalsi zbytky ve stejném poradi, takze
desetinny rozvoj naseho cisla je nekonecny, ale periodicky.

Presnéji feceno, pokud néktery z diléich zbytku je roven nule, v déleni uz nepo-
kracujeme a desetinny rozvoj takového zlomku je kone¢ny. Tedy obecné lze tici, ze pri
déleni m : n po ,vycerpani* délence m (ktery mé koneéné mnoho cifer, a tak se vycerpat
nekdy musi) staci provést dalsich maximélné n+ 1 kroku a dostaneme diléi zbytek nula (t;j.
desetinny rozvoj daného racionélniho ¢isla je koneény, ukonceny), nebo se néktery z nenu-
lovych zbytku zopakuje (a tedy desetinny rozvoj daného éisla je nekoneény periodicky). O

YN4m se délenec v nasem pifkladu déleni vyéerpal uz po prvnim kroku, protoze byl jednociferny.
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Ke komplexnim ¢&fslim?® nyni velmi struéné, snad podle materidlu [1], str. 15,16,18:

Duvodem existence komplexnich ¢isel je snaha najit feseni napriklad rovnice
2 4+1=0,

ktera ma zaporny diskriminant. 7Z tohoto duvodu se v matematice zavadi tzv.
(oznaceni 28 ) imaginarni jednotka i takova, ze > = —1, a také (—i)> = —1. Pak
muzeme Fici, Ze feSenim rovnice 22 + 1 = 0 jsou i a —i.

_ Kazdé komplexni ¢islo z lze vyjadrit v algebraickém tvaru z = a + b,
kde a a b jsou readlnd cisla a ¢ je imaginarni jednotka. Redlné c¢islo a se nazyva
realna cast komplexniho ¢isla z, redlné ¢islo b nazyvame imaginarni ¢asti komplexniho ¢cisla
z.

Diky tomu, ze kazdé komplexni c¢islo je jednozna¢né uréeno usporadanou dvo-
jici redlnych ¢éisel [a,b], lze kazdé komplexni éislo zndzornit v tzv. Gaussové roviné
(_), kde na vodorovnou osu vyneseme realné ¢islo a, na svislou osu redlné
¢islo b a obraz komplexniho ¢isla z = a + bi je pak na pruseciku kolmice k vodorovné ose
v bodé a s kolmici ke svislé ose v bodé b — viz obr. 3.

i (1)

7o ()

Obrazek 3: Obraz komplexniho ¢isla z := a + ib v Gaussové roviné.

Na zakladé modelu komplexnich cisel v Gaussové roviné lze definovat pro kazdé
komplexni ¢islo kromé nuly (_) pro z # 0 tzv. argument komplexniho ¢isla z
jako uhel ¢ = argz, ktery svird pruvodi¢ obrazu tohoto ¢isla v Gaussové roviné s kladnym
smérem vodorovné osy, a ( ) absolutni hodnotu neboli velikost komplexniho
¢isla |z| jako vzdalenost jeho obrazu v Gaussové roviné od pocdtku (= jako délku tohoto
pruvodice) — viz obrazek 4.

20Detailnéjstho pocitani s komplexnimi éisly se dotkneme v prfedmétu Algebra 3.
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7 fu(w)

Obréazek 4: Vyznam argumentu a velikosti komplexniho ¢éisla.
arctgg, ale pro vSechny mozné hodnoty a, b potiebujeme pro presné vyjadieni peclivéjsi

piistup, protoze se jednd o orientovany thel (muze byt kladny i zdporny) z intervalu
(—m;m):

0 a=0,0=0

5 a=0,b>0

B B 5> . a=0,b<0
p = aes = arctg? ... 1.a4. kvadrant ’

T+ arctgg e 2. kvadrant

-7+ arctgg e 3. kvadrant

Pomoci velikosti a argumentu komplexniho ¢isla lze zavést tzv. ([definice 27¢)
goniometricky tvar komplexniho ¢isla z:

z=|z|- (cosp +i-singp).

_ Pocitani s komplexnimi ¢isly:
2a) Vypoctéte soucet a soucin ¢isel z; =2 —1i a 25 = 1 + 3.
2b) Vypoctéte podil éisel 2y =2 —i a 29 =1 + 3i.
45 6

2¢) Vypoctéte 12, 13, ¢4, 45, ¢ 47 48 atd.

Reseni piikladu: ad 2a) Uvidime, Ze sou¢tem i sou¢inem dvou komplexnich ¢isel je zase
komplexni ¢islo:

2+ 2m=2—i+14+3i=02+1)+i(—1+3) =3+ 2i;
déle protoze i> = —1, dostaneme pii nasobeni komplexnich ¢isel
2oz =2—1) (1 +3i)=2+6i—1i—3i* =2+5i —3(—1) =5+ 5i;

ad 2b) Aby podilem dvou komplexnich ¢isel bylo komplexni ¢islo, nesmime délit nulou,
ale jinak pro nenulové z, dostaneme vysledek , vynédsobenim zlomku vhodnou jednickou®:

2 2—i  2—i 1-3i 2+6i—¢—3¢2_5+5¢_1+
2o 143i 143 1—3i 1 — 92 149 2

1
—_ Z‘
2 Y
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Ve jmenovateli sou¢inu zlomku jsme uzili vzorec 22 — y? = (z —y) - (v +y) — timto
zpusobem vzdy lze odstranit imaginarni jednotku ¢ ze jmenovatele daného podilu — tj.
vysledkem déleni komplexniho ¢isla nenulovym komplexnim ¢islem je zase komplexni ¢islo.

2

ad 2c¢) Vime, ze i = —1; proto lze dalsi mocniny imaginarni jednotky pocitat

it = ?i=(=1)-i=—i

it = = (—i)i= it =1
P o= dti=1i=1;

¢ = Pi=ii=—1

it = i0i=(=1)i=—i;

i® = i i= (=) i = 1;
atd.

Z toho je vidét, ze vyssi mocniny imaginarni jednotky ¢ muzeme vzdy redukovat na realné
¢islo nebo na +17, a tedy i umocnénim komplexniho ¢isla dostaneme opét komplexni ¢islo.

O komplexnich ¢éislech bychom mohli dale mluvit — snad na né zbyde misto jesté v
predmétu Algebra 3. Doporucuji skvélou sttedoskolskou ucebnici [16], kterda dostatecné
seznamuje s komplexnimi éisly strucné a vystizné na 56 strandach. Ani v této u¢ebnici neni
moc naznaceno, ze diky zobrazeni komplexnich cisel v Gaussové roviné lze mnohé véci
z analytické geometrie v roviné popsat téz pomoci komplexnich ¢isel — toho se vyuziva
napiiklad v elektrotechnice.

‘Definice 28:| Cel¢ cislo a beze zbytku déli neboli je délitelem celého csla b, kdyz
existuje celé cislo ¢ tak, ze plati b = a - q. Pokud ¢islo ginZ s touto vlastnosti neexistuje,
itkame, ze a nedéli (neni délitelem ¢isla) b.

Studenti pozor, délitelnost znamou ze stfedni skoly jsme trochu rozsitili i na zaporné
délitele, a tim se pocet délitelu kazdého celého cisla zdvojnasobil — kromé kladného
znaménka existuji i délitelé se stejnou absolutni hodnotou, jen se jedné o zaporna cisla.

'Definice 20:] Kazdé celé éislo b mé vady nasledujici étyfi delitele: 1, —1, b, —b ... tito
deélitelé se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isla b. Vsichni ostatni délitelé (pokud néjaci existuji)
se nazyvaji vlastni délitelé ¢isla b. S tim souvisi dalsi pojem — h — celé cislo p se
nazyva prvocislo, pokud mé pouze nevlastni délitele; pokud ma i vlastni délitele, nazyva
se slozené ¢islo.

e (oznaceni 29 ) Nejvétsi spolecny délitel celych ¢isel a, b se oznacuje jako NSD(a,b).
Napiiklad NSD(24,30) = 6.

e Nésobek dvou prirozenych cisel a, b je takové piirozené ¢islo ¢, Ze a|c a soucasné
ble. (oznageni 30 ) Nejmensi spolecny nasobek prirozenych ¢isel a, b se oznacuje
nsn(a,b) a definuje se jako nejmensi prirozené ¢islo, které je ndsobkem obou z ¢isel
a, b. Napiiklad nsn(24,30) = 120.
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V nasledujici vété rozsitime predstavu o déleni dvou kladnych ¢isel, kde vysledkem je
neuplny podil a zbytek, na ponékud bizarni kombinaci déleni dvou celych ¢isel, kdy podil
muze byt zdporny. Za této situace vylu¢ujeme déleni nulou (rozdéleni jakékoli hodnoty
na nula ¢asti nemd smysl) a piipadné zéporné znaménko prevedeme do citatele, tj. staci
se omezit na déleni celého ¢isla b prirozenym ¢éislem a:

Pro ¢isla a € N, b € Z existuje dvojice celych ¢isel ¢, r takovych, ze 0 < r < a, a plati
b=a-q+r.

Dukaz typu 7A (konstrukéni):

(a) Proa > 0,b > 0 : Secitame ¢islo a nulakrét, jedenkrat, dvakrat, atd. ... az ¢-krat,
abychom dostali takové cislo, ze dalsim prictenim kladného cisla a uz dostaneme
¢islo vetsi nez b (protoze ¢islo b je koneéné, po koneéném poctu secteni Cisla a se
nam to musi podafit). Cislo ¢ je pak podilem po déleni b : a a &slo r := b — aq je
zbytkem po tomto déleni. Z konstrukce plyne, ze zbytek r je kladny.

(b) Pro a > 0, b < 0 : Odecitame ¢islo a od nuly jedenkrat, dvakrét, atd. ... az g-krat,
abychom dostali nejvétsi mozné ¢islo, které je mensi nebo rovno ¢islu b (protoze ¢islo
b je konecné, po koneéném poctu odecteni kldného ¢isla a se ndm to musi podarit).
Cislo ¢ := —g¢ je pak podilem po déleni b : a a ¢islo r := b — aq je zbytkem po
tomto déleni. Z konstrukce plyne, ze ¢islo aq je ¢islem totoznym s b, nebo nejblizsim
zapornym nasobkem ¢isla a, jehoz obraz na ¢iselné ose lezi nalevo od obrazu ¢isla b.
7 této konstrukce plyne, ze zbytek r je kladny.

_ (studenti sami, vyucujici provede kontrolu) Naleznéte ¢isla g, r z véty 12
pfi
a) déleni cisla b = 25 ¢islem a = 3;
b) déleni ¢isla b = (—25) ¢islem a = 3;

Duvod hledani vzdy kladného zbytku r jsou zbytkové tiidy — viz 7 — pro né budeme
potiebovat rozdéleni vsech celych ¢isel na podmnoziny podle kladného zbytku pii déleni
prirozenym c¢islem. Je tedy pro nas dulezity fakt, ze tento kladny zbytek vzdy existuje.
Pti déleni zaporného ¢isla b prirozenym cislem a pii tomto pristupu tedy nehledame ¢islo
nejblize mensi nez absolutni hodnota |b], které je délitelné ¢islem a, ale ¢islo nejblize vétsi
nez |b|, které je délitelné ¢islem a — tj. hleddme ¢islo nejblize vlevo od obrazu ¢isla b na
realné ose, které je délitelné ¢islem a, a pak jeho (nezdpornd) vzdélenost od cisla b je
rovna zbytku r. Vice viz kapitola 7.
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Eukliduv algoritmus (= tvrzeni véty 14) uz studenti znaji z predmétu MAO0002
(minimélné pro hledéni nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomu). Stejny algoritmus
plati i pro hledani nejvétsiho spoleéného délitele dvou celych ¢isel. Zde je uveden jen
z hlediska dukazu, ktery spo¢ivd na tvrzeni véty 13 (ta je dokdzdna dikazem piimym
z definice délitelnosti) a je pouzity pii dukazu véty 15 (Bezoutovy rovnosti). Jedna se
o ukdzku dukazovych metod typu 2 (dikazu piimého na zékladé definice nebo faktu
dokdzanych jiz diive).

_ Pro cela cisla a, b, ¢ plati:

a) alb A alc = al(b+ ¢);
b) alb A alc = a|(b— ¢)

(tedy pokud a déli dvé celd cisla, déli i jejich soucet, a déli také jejich rozdil).
Dukaz: viz cviceni.

Protoze*! NSD(0;0) neexistuje, NSD(0;b) = |b| pro nenulové b € Z a NSD(a;b) =
NSD(|al;|b]) pro a # 0 # b, staci hledat nejveétsiho spolecného délitele dvou pfirozenych
¢isel a, b. Z toho duvodu je néasledujici véta vyslovena a dokazana pouze pro prirozena cisla.

BB (Euklidiv algoritmus pro nalezenf nejvétstho spoleéného délitele prirozenych
cisel a, b)?%: Preznacme si &fsla a, b tak, aby b > a. Proved me nynf nésledujici posloupnost
déleni se zbytkem (podle véty 12):

b:a=qo, zbytek je ro, tedy mame vztah (v) b=a-qo+ ro;
a:ry=q, zbytek je r1, tedy mame vztah (iv) a=ry-q +ri;

ro : 71 = G2, zbytek je ro, tedy méme vztah  (iii) 19 =171 go + 795

Tn_o:Tn_1= qn, zbytek je r,, tedy mame vztah (i) 7,0 ="Tpn_1"Gn+ Tn;

Tn—1:Tn = Gnt1, zbytek je 0, tedy mame vztah (i) 7,-1 =7y - Gnr1;

Pak posledni nenulovy zbytek r, v této posloupnosti déleni je roven nejvétsimu
spolec¢nému déliteli cisel a, b.

Dukaz: Protoze a > ro > r; > ..., tak po kone¢ném poctu kroku musi nastat r,,; = 0.
Dalsi dukaz provedeme ve dvou krocich: a) dokézeme, ze r,|a, r,|b; b) dokdzeme, ze kazdy
jiny délitel 7, ktery déli a i b, déli i rp,.

21Viz [15], str. 13.
22viz [15], str. 13-14.
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ad a) Uvazujme vztahy (i), (ii),..., (v) z tvrzeni véty (postupujeme nyni od spodniho
vztahu (i) k hornimu vztahu (v)):

(1) viga TnlTn_1

(“) Uéga TTZ|(TH—1 *Gn + Tn)a tj‘ Tn|rn—2
(iid) " o lro
(i) "B r|(ro - g+ 1), b rala

(W) "E rol(a-qo+ o), b ralb

7 poslednich dvou radku plyne, ze 7, je spolecnym délitelem ¢isel a i b.

ad b) Uvazujme nyni jiného délitele j ¢isel a i b a postupujme nyni od horniho vztahu
(v) ke spodnimu vztahu (i):

jlonjla = jlrg

jlanjlro = jlr

jlroAjlre = jlra

j|’l“n,2/\j|7”n,1 = ]|Tn

Kazdy jiny délitel j ¢isel a, b je i délitelem ¢isla r, (viz posledni tadek), tj. r, je ze
vSech délitelu ¢isel a, b ten nejvetsi. O

BB (Bczoutova? rovnost) Pro libovolné celd éisla a, b existuji celd éfsla u, v
takova, ze plati:
a-u+b-v=NSD(a,b),

kde NSD(a, b) je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b.

Diikaz: Podobné jako v dukazu véty 14, projdeme systém rovnosti véty 14 zdola nahoru:

(@)

'n = T'n—2

—

v

=

—Tn—-14n (:) rn—Z_(Tn—B_Tn—Q'Qn—l)'Qn - Tn—3'(_Qn)+Tn—2'(1+Qn—1'Qn>

5.2 Cviceni
Cviceni 5.1. Procvicte si vypocty s komplexnimi ¢isly:

la) Pro cisla z
mocniny;

1+ 2¢, 29 = 2 — 2¢ vypoctéte jejich soucet, soucin, podil a druhé

1b) V oboru komplexnich ¢isel feste rovnici 22 + z + 1 = 0.

23Cti: [bezutoval. Viz [15], str. 15.

a-u+b-v.
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Cviceni 5.2. Pieved'te dand komplexni &fsla v algebraickém tvaru na goniometricky
tvar:

2&) 2’1:2, 2’2:—2.
2b) zgz?—i—i-%,az%g—ki-%.

2¢) z; =1, 26 = —i.

Cviéeni 5.3. Pievedte dand komplexni ¢isla v goniometrické tvaru na algebraicky
tvar:

3a) 2 =2-(cos 3 +i-sin3T).
3b) 2 =3 (cos & +i-sin ).
3c) z3=4-(cos 5 +i-sin ).

Cviceni 5.4. Dokazte véty 13a a 13b dukazem piimym (typ 2) z definice ¢islo 28.

Cviceni 5.5. Procvicte si praktické uziti véty 14: podle procesu popsaného ve vété
14 naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 208 a 364. Naleznéte tohoto délitele také
druhym zptsobem, a sice rozkladem ¢isel na soucin prvocisel.

Cviceni 5.6. Pokuste se dokazat nasledujici jednoduché skutecnosti, které plati pro
cela ¢isla. Jako prvni krok si ovsem vsechny tii tikoly musite prepsat pomoci symbolického
matematického zapisu bez ceskych slov:

6a) Druhd mocnina kazdého lichého ¢isla zmensend o jednicku je délitelnd osmi;
6b) rozdil druhych mocnin dvou libovolnych lichych ¢isel je délitelny osmi;

6¢) soucet tif po sobé nédsledujicich celych ¢isel, z nichz prvni a tfeti jsou lich4, je délitelny
Sesti.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.5.
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6 Binarni relace a jeji vlastnosti

Warm-up: Predstaveni u¢ebnice Matematika — Hejného metoda, sesit A — podruhé. Viz
prednes vyucujiciho.

6.1 Prednaska

Treti odpovédi na otdzku o podstaté matematiky je pojem binarni relace na mmnoziné.
Tento pojem je klicovym pojmem tohoto pfedmeétu, protoze vSechny klicové definice
nasledujicich kapitol (usporadani, ekvivalence, zobrazeni, posloupnost funkce) jsou
specidlnim piikladem relace.

V bézném zivoté uzivame tadu relaci mezi prvky dvou ruznych mnozin, napf.

e .mam v rozvrhu“ je relace mezi mnozinou dnu v tydnu a mnozinou predmétu ve
skole;

e .m4 obcas k snidani“ je relace mezi mnozinou lidi a mnozinou potravin (pozivatin);

Prikladem relaci mezi prvky jedné mnoziny jsou

e _je biologickym ditétem® ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace je
to, ze kazdé dité je v relaci se dvéma rodici;

e _jeho matka je“ ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace je to, ze
jedno dité je v relaci s jedinou matkou, tj. tato relace splinuje podminku zobrazeni
(viz kapitola 10): kazdé dité jednoznacné odkazuje na svou matku.

e <, > na mnoziné celych cisel;
e | (déli = je délitelem) na mnoziné ptirozenych cisel;
e C. DO na mnoziné vSech podmnozin dané mnoziny;

e atd.

Lidové feceno, relace je mnozina néjakych vztahu, pricemz kazdy vztah spojuje dva
objekty (dva prvky) bud ze dvou ruznych mnozin, nebo z jedné mnoziny. Plati oviem
jesté jedna véc, kterou spliuji vSechny vyse uvedené piiklady: v tomto vztahu mezi dvéma
objekty zalezi na poradi, ve kterém je uvadime — to se rozumi samo sebou, ale zejména
v relaci mezi prvky téze mnoziny si musime dat pozor, ktery prvek uvadime jako prvni a
ktery jako druhy, aby bylo patrno, napt. kdo je matka a kdo dcera; které ¢islo je mensi
nez to druhé ¢islo, apod.

Nicméné kromé lidové definice musi vSichni studenti umét i presnou, matematickou
definici:
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'Deéfinice 31a: relace mezi mnozinami M; a M, je néjakd podmnozina kartézského

soucinu M x Mj. _ relace na mnoziné M je néjaka podmnozina kartézského
soucinu M x M.

Prvky relace jsou tedy uspofadané dvojice [z,y], ve kterych zalezi na potadi. Pozor
na rozdil mezi pojmem kartézsky soucin a relace — kartézsky soucin je mnozina vSech
moznych usporadanych dvojic, které muzeme z danych diléich mnozin sestavit; kdezto
relaci rozumime kazdou podmnozinu kartézského soucinu. Napt. pro M = {1,2,3} je

N x N ={[1;1],[2;2],[3; 3], [1; 2], [2; 1], [1; 3], [3; 1], [2; 3], [3; 2] },

ovSem napf. relace ,je ostfe mensi nez“ obsahuje jen nékteré usporadané dvojice
prirozenych ¢isel z kartézského soucinu M x M:

je ostte mensi nez = {[1;2],[1; 3], [2; 3]}.

Kromé fady relaci se v matematice pouziva fada operaci. O operacich (napf. s¢itani,
odéitani, prunik, sjednoceni) bude jesté fe¢ — nyni jen zminime hlavni rozdil mezi relacemi
a operacemi: vysledkem operace * (za hvézdicku si dosad'te napf. séitdni, ndsobeni,
prunik, apod) mezi dvéma prvky a, b je obecné néjaky treti prvek a x b (napi. 2+ 3 = 5),
kdezto relace jen uvadi do vztahu dané dva prvky a, b (napt. 2 < 3).

Relaci 1ze zadavat

e vyctem usporadanych dvojic: napiiklad

pP= {[aab]a [bv a]? [bv C]> [b’ b]};

ve shodé s u¢ebnim textem [14], str.17, budeme téz relaci vypisovat takovym stylem,
ze oznaceni relace bude umisténo v zapise mezi danymi prvky (podobné jako znak
»,<“je napsan mezi ¢isly 2 a 3, tj. v nasem prikladu tataz relace bude zapsana pomoci
vztaht

apb, bpa, bpc, bpb.

grafem, kde prvek [a,b] zndzornime Sipkou vychdazejici z a a sméfujici do b, prvek
[b, b] znazornime smyckou z b do b, atd. Tedy v nasem piikaldu relace se ¢tyfmi prvky
(= ctyfmi vztahy = Ctyfmi dvojicemi)

matici, tedy pro tentyz piiklad:

QU O o

O O~ O Q9
OO ==
OO, OO0
OO OO
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Obréazek 5: Grafova reprezentace relace p — piiklad.

(na pruseciku prvniho fadku (= fadku prvku a) a druhého sloupce (= sloupce prvku
b) matice je hodnota 1, protoze usporddand dvojice [a,b] je prvkem relace p; ddle
na pruseciku druhého fadku a druhého sloupce matice je 1, protoze smycka [b, b] je
prvkem relace p; na tietim a ¢tvrtém radku matice jsou samé nuly, protoze ¢ ani d
neni prvni soufadnici zadné uspordadané dvojice z p, atd). Ctyfem sipkdm v grafové
reprezentaci odpovidaji ¢tyti hodnoty 1 v matici relace.

U pojmu relace budeme studovat urcité dalsi definované vlastnosti a rysy, to zejména
u relace typu 31b, tj. relace na mnoziné M.

IBERREON (v ucujici — studenti) V nésledujicich definicich feknéte,
(i) jak lze danou vlastnost poznat z grafové reprezentace relace (a z reprezentace matici);
(ii) uved'te pifklad této relace ze zivota nebo z matematiky.

Relace p na mnoziné M se nazyva (kromé ¢isla identifikujictho danou vlastnost si
prosim pamatujte i jeji nézev)

reflexivni, kdyz Vo € M : xpx (vlastnost -)

(Slovné: Kazdy prvek zadané mnoziny je v relaci se sebou samotnym);

antireflexivni, kdyz Vo € M : —(zpz); (vlastnost -)

(Slovné: Zadny prvek zadané mnoziny neni v relaci se sebou samotnym);

symetricka, kdyz Vo, y € M : zpy = ypx; (vlastnost -)
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(Lidove: kazdy vztah, ktery existuje, je oboustranny! Presné matematicky: Relace muze
obsahovat usporadané dvojice stejnych prvkii a musi s kazdou dvojici ruznych prvkua ob-
sahovat i dvojici téchto prvku v opacném poradi);

antisymetrickd, kdyz Ve, y € M : (zpy Aypr = x =y); (vlastnost -)

(Lidové: zadny vztah (kromé vztahu k sobé samému) neni oboustranny. Presné matema-
ticky: Relace muze obsahovat usporadané dvojice stejnych prvku a nesmi s zddnou dvojici
ruznych prvka obsahovat také dvojici prvku v opaéném potradi);

tranzitivni, kdyz Vz,y, 2 € M : xpy A ypz = xpz; (vlastnost -)

(Lidové feceno: Relace dédi¢nosti, neboli prvek z automaticky zdédi od prvku y i jeho
vztah k prvku x. Pfesné matematicky: Pokud prvek x je v relaci s prvkem y a prvek y je
v relaci s prvkem z, tak musi byt i prvek z v relaci s prvkem z);

uplné, kdyz Vo, y € M : xpy V ypx; (vlastnost -)

(Pro kazdou dvojici prvku (nebo i stejné prvky) musi platit, ze prvek x je v relaci s
prvkem y nebo prvek y je v relaci s prvkem z).

Z definice uplné relace je vidét, ze iplna relace je automa-
ticky reflexivni (tj. pro z = y plyne, ze zpz. Nékdy se uplna relace definuje na zakladée
podminky, kterd plati jen pro navzdjem ruzné prvky, tj. zhruba jako

Ve,ye M :x#y= xpyV ypr;

my se ovSsem budeme drzet té definice uplné relace, ktera zahrnuje i reflexivitu. Tato
rozdilnost v definici zpravidla nehraje roli, protoze vétsina relaci, které jsou zajimavé pro
nase studium a pouzivané v praxi, jsou uplné a soucasné reflexivni.

A jesté jedna poznamka k uplné relaci: uplnéd relace stédle jesté nmemusi byt rovna
kartézskému soucinu danych mnozin (nebo kartézské mocniné dané mnoziny): Napiiklad
relace ,,<“ na mnoziné prirozenych c¢isel je uplna, ale neobsahuje vSechny mozné
usporadané dvojice z kartézského ¢tverce (= kartézské druhé mocniny) N x N, protoze
napiiklad [2; 1] nenf prvkem relace ,<“.

BB (v trojicich, jen studenti) Vezméte si stranku A4 a rozdélte na osm casti. V
kazdé casti nakreslete pét bodu znazornujicich pétiprvkovou mnozinu, oznacte je a, b, ¢, d, e.
Do mnoziny Sipkami znazornéte relaci, kterd

1. je reflexivni,
2. je antireflexivni,

3. neni ani reflexivni, ani antireflexivni®*,

24Takové relace existuji, protoze vlastnosti reflexivity a antireflexivity nejsou si navzajem negacemi.
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4. je symetricka,

5. je antisymetricks,

6. neni ani symetrick4, ani antisymetricka??,
7. je trangitivni,

8. neni tranzitivni.

BB (v trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliuje relace | (déli, je délitelem)
na mnoziné(Z, -)? Relaci | definujeme normalné, jak bychom u délitelnosti ¢ekali:

Veye Z: zlye (IpeZ:y=x-p)

prikladum:
e Muze byt nékterd relace symetricka a antisymetrickd soucasné? *
A nyni uz zajimaveéjsi priklady:

_ (v trojicich, jen studenti) U nésledujicich piikladu rozhodnéte, jaké vlast-
nosti splnuji zadané relace:

a) Relace < na mnoziné N ={1,2,3,...};
b) relace || (byt rovnobézny) na mnoziné piimek v roving;

¢) Relace je zaddna grafovou reprezentaci*® na obrézku 6:

Obrazek 6: Priklad 6.5.c.

d) Zaddni opét grafem?’, obrazek 7:

25Takové relace existuji, protoze vlastnosti symetrie a antisymetrie nejsou si navzéjem negacemi.
26[14], str.20, obr. 2a.
27]14], str.20, obr. 2b.
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Obrazek 7: Priklad 6.5.d.

_ Inverzni relace p~! k relaci p je takova relace, ktera obsahuje pravée ty
uspotadané dvojice, které byly utvoreny z prvku relace p prehozenim poradi prvku.

Tedy plati
p={lyale Mx M : [z,y] € p}.

Inverzni relaci k zadané relaci sestrojime velmi jednoduse v grafové reprezentaci — v
inverzni relaci se vSechny Sipky grafové reprezentace oto¢i opatnym smérem (a smycky
zustanou, protoze na orientaci smycky v grafové reprezentaci prvku [z;x] nezdlezi). V
maticové reprezentaci se matice transponuje podle hlavni diagondly, tj. pro ty, kdo jesté
nerozumi, o ¢em je rec: fadky maticové reprezentace relace p se napisi do sloupcu maticové
reprezentace relace p~!.

7 definice pojmu inverzni relace k relaci na mnoziné je vidét, ze pro jakoukoli relaci p
jeji inverzni relace p~! vidy existuje.

6.2 Cviceni

Cviceni 6.1. Uvodni cviceni k pojmu relace: Viz realisticky.cz (materil [18]), matema-
tika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2102 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 6.2. Uvodn{ cviceni k pojmu zobrazeni: Viz realisticky.cz (materigl [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2103 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 6.3. Nakreslete vsechny relace (v grafové reprezentaci) na a) jednoprvkové
mozing, b) na dvouprvkové mnoziné, c) na tiiprvkové mnoziné; d) pokuste se vyslovit
vétu o poctu vsech relaci na n—prvkové mnoziné.
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Cviceni 6.4. Uvedte priklad relace p na mnoziné {1,2,3,4}, kterd je symetrickd a
soucCasné neni tranzitivni.

Cviceni 6.5. Pokud dvé relace p;, ps jsou obé tranzitivni, pak jejich sjednoceni p; U po
je také tranzitivni. DokaZte nebo vyvratte tvrzeni v predchozi vétes.

Cviceni 6.6. Uved'te pifklad relace p na mnoziné {1,2,3,4}, kterd nenf ani symet-
rickd, ani antisymetrickd a obsahuje mimo jiné také prvky [3;4] a [4; 3].

Cviceni 6.7. a) Je relace délitelosti | antisymetrickd na mnoziné N? b) Je relace
deélitelnosti | antisymetrickd i na mnoziné Z?

Cviceni 6.8. Na mnoziné Z je dana relace p definovana vztahem
rpy & 1t =y.
Urcete jeji vlastnosti, zejména ovéite (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14).

Cviceni 6.9. Negujte vlastnost (12) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez jen
stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) Napiste vlastnost (12) symbolickym matematickym zapisem;
b) Negujte cast (a).

Cviceni 6.10. Negujte vlastnost anti-(12) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez
jen stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) Napiste vlastnost anti-(12) symbolickym matematickym zapisem;
b) Negujte cast (a).

Cviceni 6.11. Negujte vlastnost (13) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez jen
stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) Napiste vlastnost (13) symbolickym matematickym zapisem;
b) Negujte cast (a).
Cviceni 6.12. Podmnoziny X, Y mnoziny A ,2,3,4,5} jsou v relaci p, kdyz

= {1
X UY = A. Zjistéte, které z vlastnosti (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14) plati pro
tuto relaci.

Cviceni 6.13. Na mnoziné pfrirozenych ¢isel je ddna relace p; takto: xzpiy, kdyz x -y
je liché ¢islo. Zjistéte, jaké vlastnosti ((11), anti-(11), (12), anti-(12), atd.) ma tato relace.

28Pokud si studenti nevi rady, doporuéte nakresleni tif obrazkii: jeden obrazek pro relaci p;, druhy pro
relaci po a tieti pro relaci p; U po. Déle doporucte studentum tvrzeni spiSe vyvracet nez dokazovat.
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Cviceni 6.14. Ve fotbalové lize hraje? v kazdém ro¢niku kazdy tym s kazdym jinym
tymem dva zapasy, z toho jeden zapas se hraje na hristi jednoho tymu a druhy na hristi
druhého tymu. Definujme relaci apob tehdy, kdyz tym A hraje proti tymu B na svém
hristi v daném roce. Urcete vlastnosti relace na mnoziné vsech tymu ligy v daném ligovém
roc¢niku.

Cviceni 6.15. Co se jesté nedélalo z prikladi B1 (tento piiklad obsahuje inverzni
relaci), B2, B6, B8, B9, B10, B11 na strandch 48-49 sbirky [17].

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.6.

29Tento systém platil do roku 2018, Od té doby to v prvni fotbalové lize bude podle vieho fungovat
jinak: kromé dvou zdpasu kazdého s kazdym jsou v daném roce jesté dalsi ligové zdpasy s nékterymi
souperi, jakasi nadstavbova ¢ast. Tuto situaci v prikladu neuvazujte.
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7 Ekvivalence a rozklady

Warm-up: Predstaveni ucebnice Matematika — Hejného metoda, sesit A — potreti. Viz
prednes vyucujiciho.

7.1 Prednaska

_ Relace p na mnoziné M se nazyva ekvivalence, pokud spliuje vlastnosti
(11), (12) a (13).

_ Relace rovnobéznosti na mnoziné piimek v roviné je ekvivalence (viz
piiklad 6.5.b). Ovéite, ze plati vlastnosti (11), (12), (13).

_ Na mnoziné vsech zlomku existuje znama ekvivalence p mezi témi zlomky,
které vsechny lze zkrétit na jeden zakladni tvar. Tuto relaci ekvivalence na mnoziné () vsech
zlomku lze definovat takto:

|:Za ccl] € p tehdy, kdyz plati ad = be.

Napriklad % je cislo ekvivalentni s ¢islem ;—g, které lze prevést na % vykracenim citatele i
jmenovatele péti (plati tedy definiéni podminka 3 - 25 =5 - 15).
Nebo ¢islo _?1 je v ekvivalenci s ¢islem %3, které lze prevést na %1 vykracenim tfemi

(protoze plati (—1) -9 =3-(-3)), atd.
S pojmem relace ekvivalence velmi tzce souvisi dalsi pojem, a to rozklad mnoziny.

_ Rekneme, Ze systém podmnozin M; mnoziny M tvoif rozklad mnoziny M,
kdyz

a) M; 7& @;
b) Ui:l,..,,n M; = M;

c) M;NM;=0proi#j.

Tj. ad a) mnoziny M;jsou neprazdné, ad b) sjednocenim mnozin M; je celd mnozina M,
a ad ¢) mnoziny M; jsou po dvou disjunktni, tj. kazdé dvé z nich maji prazdny prunik.

IR Vypiste (a znazornéte graficky) vdechny mozné rozklady tifprvkové
mnoziny M = {a,b,c}. Reseni: viz pifprava ... takovych moznych rozkladi existuje pét:
a) rozklad M na tii jednoprvkové podmoziny, b) rozklad M na M; = {a,b}, My = {c};
c) rozklad M na M; = {a,c} a My = {b}; d) rozklad M na M, = {b,c} a My = {a}; e) a
konecné, rozklad M na jedinou tiiprvkovou podmnozinu M; := M. O

Pojem rozkladu je spojen s definici ekvivalence nasledujicimi dvéma zpusoby:
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Je zadan rozklad mnoziny M — definujeme-li relaci F vztahem
rFEy < x,y € M; pro néjakeé i,

(prvky z, y jsou v relaci, kdyz lezi ve stejné tiidé rozkladu), pak tato relace je ekvivalence
a nazyva se relace uréend (= indukovans) rozkladem mnoziny M ([definice 35)).

_ Napiste relaci ekvivalence indukované (= urcené) kazdym z rozkladu
tiiprvkové mnoziny M = {a, b, c} v predchozim piikladu.

IR (icn studenti) a) Nakreslete vsechny mozné rozklady étyiprvkové
mnoziny M = {a,b, ¢,d}; b) jinou barvou do diagramu téchto rozkladu vyznacte (pomoci
grafové reprezentace) relaci ekvivalence indukovanou vzdy danym rozkladem. Na obé
casti ukolu mate dohromady deset minut.

Je zadédna ekvivalence E na mnoziné M — definujeme-li rozklad M zpusobem ,v jedné
ttideé rozkladu lezi prave ty prvky, které jsou navzajem vsechny po dvojicich ekvivalentni®,
dostaneme také strukturu oznacenou stejné jako v predchozi definici s tim rozdilem, ze
prvni nebylo vejce, ale slepice (prominte — prvni nebyl rozklad, ale ekvivalence), a mnozina

M/ g se nazyva ([definice 86') faktorovs mnozina mnoziny M podle ekvivalence E, nebo
30

, znac¢ime ( oznaceni 31 )

M/E = {Ml,MQ,...,Mn}.

kratce faktormnozina

Pro upfesnéni, které se nam bude hodit v pfedmétu Algebra 1, dodejme, ze jednotlivé
tiidy M; povazujeme za prvky této faktormnoziny M/ g.

Pokud se vratime k relaci = (rovnost zlomku), tak v jedné tiide
rozkladu @)/- jsou praveé ty zlomky, které lze kracenim ¢i rozsitenim prevést navzijem
jeden na druhy. Rikdme, ze kazda tiida rozkladu oznaéuje jedno raciondlni
¢islo — a toto cislo lze reprezentovat libovolnym zlomkem z dané tiidy. Tedy
racionalni ¢islo je oznaceni pro celou mnozinu zlomku, z nichz vSechny maji tentyz jediny
obraz na realné ose! To je dulezity rozdil mezi pojmem zlomku a pojmem racionalniho
¢isla, ktery lze vyjadrit pravé pomoci rozkladu mnoziny vsech zlomku podle uvazované
ekvivalence.

Nez prikroc¢ime k dulezitému prikladu 7.6, definujeme na mnoziné Z relaci kongruence:

o [Définice 37 : cels cisla a, b jsou kongruentni podle modulu n, pokud n|(b — a);

e Oznaceni 32 vztahu z definice 37: a = b (mod n);

_ Podle relace kongruence podle modulu 5 1ze mnozinu celych ¢isel rozdélit
do péti podmnozin.

V této situaci lze nyni fici:

30Cesky: rozkladova mnozina (ale vzil se anglicky nézev, FACTOR (jako sloveso) znamens ROZLOZIT).
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Obrazek 8: Mnozina zbytkovych tiid Zs.

a) Oznacime-li znakem E danou relaci kongruence, muzeme psat zEy, kdyz x, y nalez
do stejné podmnoziny rozkladu ... tato relace je relaci ekvivalence na Z (je to relace
reflexivn{ (napi. 5 = 5), symetrickd (napt. 5 = 10 implikuje®!, ze 10 = 5), tranzitivni
(5=10, 10=30 = 5= 30).

b) Oznacime-li tyto podmnoziny M, := [0], M, := [1], My := [2], M5 = [3], M, :=
[4], tak systém podmnozin {My, My, My, M3, My} tvoii rozklad mnoziny Z podle
ekvivalence E.

c) Kdyz se na M; prestaneme divat jako na mnoziny a zacneme se na né divat jako na
prvky, dostaneme pétiprvkovou mnozinu

Z] g = {My, My, M3, My, Ms},

kde vsechna c¢isla v kazdé mnoziné M; jsme ztotoznili v jedno a oznacili za jediny
prvek. Je to faktorovd mnozina (= rozkladovd mnozina) mnoziny Z podle ekvivalence
E, nebo kratce faktormnozina. O

Relace E kongruence podle modulu 5 a k ni prislusnd faktormnozina jsou dulezitym
pitkladem ,ze Zivota® = ze situaci matematiky na SS i ZS: v jedné tiidé ekvivalence F
jsou prave ta celd ¢isla, které maji po vydéléni péti tentyz KLADNY zbytek VE SMYSLU
VETY 12, neboli jejich obrazy na éfselné ose jsou stejné vzdéleny smérem doprava od
obrazu nejblizsiho celo¢iselného nasobku c¢isla 5.

7.2 Cviceni

Cviceni 7.1. V relaci ekvivalence E jsou navzajem ty prvky z mnoziny M = {1,2,...,20},
které davaji po vydéleni ¢islem 4 stejny zbytek. Popiste (nebo nakreslete) faktormnozinu
M /g mnoziny M podle relace E.

31Cesky: z toho plyne, ze ...
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Cviceni 7.2. Je zaddn rozklad mnoziny M na podmnoziny M; = {1,3,5},
My = {2,4,10}, My = {6,7,8),
M, = {9}. Popiste (nebo nakreslete) relaci ekvivalence indukovanou (urc¢enou) timto
rozkladem.

Cviceni 7.3. Na mnoziné redlnych c¢isel je definovan rozklad na dvé podmnoziny:
M tvori vSechna kladnd realna c¢isla a nula; M, tvorl vSechna zaporna ¢isla. Definujte
symbolickym zépisem (charakteristickou vlastnosti mnoziny) relaci ekvivalence uréenou
(indukovanou) timto rozkladem.

rela¢nim) a nakreslete obrdzek faktormnoziny podle této ekvivalence.

Cviceni 7.5. Uved'te piiklad ekvivalence p na mnoziné redlnych &isel, aby rozklad
R/, této mnoziny urceny ekvivalenci p mél dvé tiidy.

Cviceni 7.6. Dalsi cviceni: priklady ze sbirky [17], str. 58-59, piiklady 1.7.A3, 1.7.A4,
1.7.B1, 1.7.B4, 1.7.B5, vsunout jeden ptiklad na relaci kongruence modulo 4, B6, B7
(geometrické ekvivalence v roviné), B8, B9 (piiklad B9 je dukazovy, ale dobry).

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.7.

7.3 Prehled klicovych definic v predmétu Zaklady matematiky

Vzhledem k cili tohoto predmétu seznamit s budovanim matematického
aparatu a presného vymezeni pojmu maji studenti povinnost u téchto
klicovych definic si pamatovat nejen jejich pfedstaveni na ZS, ale i vy-
sokoskolskou definici.

Znalost definic bude provérena v provérce na prednasSce predmétu v 8.
tydnu semestru — viz pokyny piednasejiciho.
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8 Usporadané mnoziny, maximalni prvek, nejvétsi
prvek, supremum

8.1 Provérka a

Provérka probranych definic — viz pokyny prednasejiciho.

8.2 Prednaska

V této prednasce se budeme zaobirat teoretickym zdzemim pro dvé dulezité struktury,
které se objevuji dokonce i na zakladni skole: struktura vSsech podmnozin dané mnoziny
(s relaci ,,byt podmnozinou“) a mnozina pfrirozenych ¢isel s relaci délitelnosti.

_ (ve trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliiuje relace na obrazku®?

cislo 97
(e

Obrazek 9:

D

Relace podobného typu, jako je ta na obrazku, jsou v matematice natolik dulezité, ze
maji své jméno a budeme se jim vénovat témér dva tydny nasi exkurze po zakladnich
pojmech matematiky. Kupodivu si lze polozit otdazku: co maji spoleéného relace < na
mnoziné racionalnich ¢isel, relace C (byt podmnozinou) na mnoziné vsech podmnozin
jisté mnoziny a relace délitelnosti | na mnoziné vsech prirozenych ¢isel. Jednd se o tii
ruzné vztahy mezi prvky ruzného charakteru, a presto maji tyto tii zakladni relace v
matematickych piistupech na zakladni a stfedni skole néco spoleéného, co je charak-
terizuje. A tak diive nez v navazujicich semestrech se budeme vénovat tomu, co a jak
ucit na zakladni (a stfedni) skole v matematice, nyni v tomto vysokoskolském tvodu do
studia matematiky, se chvili podivejme na otazku, kterou by si polozili studenti v kursu
,matematika pro dospélé“: co maji relace ,mensi nebo rovno“, ,je podmnozinou* a ,je
délitelem* spolecného? Ukazuje se, ze tyto celkem ruznorodé relace maji spolecné celkem
tii vlastnosti: (11), anti-(12) a (13). Matematicky hloubavy ¢lovék v této situaci zbystii,

32[14], str.24.
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odstoupi od konkrétnich stiedoskolskych operaci a studuje pravé jen i obecné struktury,
které splnuji uvedené tti vlastnosti — tyto struktury se nazyvaji usporadané mnoziny.

_ Bindrni relace na mnoziné P, kterd je reflexivni (11), antisymetrickd
(anti-12) a tranzitivni (13), se nazyva usporddani. Mnozina P, na které je definovana
relace uspoiddani, se nazyva ¢éstectné usporadand mnozina — v textu [14]** je oznacovéna
ponéckud nezvyklym terminem poset (z anglického Partially Ordered SET)3.

Ikdyz relace usporadani je blizka relaci < (respektive < je ¢tendfi znamym piikladem
usporadani), budeme ji oznacovat (v souladu s textem [14]) obecnéjsim symbolem <,
ktery zarucuje, ze se ne vzdy bude jednat o relaci zcela totoznou s klasickou relaci < na
mnoziné celych ¢i redlnych ¢isel. Obecnou usporadanou mnozinu budeme tedy zapisovat
zépisem (P, ).

_ Pro relaci uspotadani zavadime kromé grafové reprezentace prehlednéjsi
strukturu, a sice tzv. Hasseuv diagram, ve kterém

1. reflexivitu (= smycky) nevyznacujeme, protoze ji automaticky predpokldddme u
vSech prvku uspotradané mnoziny;

2. sipky odstranime tak, ze Hasseuv diagram jednoznacné orientujeme zdola nahoru, a
pak misto Sipek spojujeme prvky neorientovanou tseckou — jestlize prvek je spojen
s jinym prvkem umisténym vyse v diagramu, tak je s nim v relaci;

3. hranami vyzna¢ime jen bezprostiedné nasledujici prvky — ostatni Sipky vyplyvajici z
tranzitivity nevykreslujeme; pak pokud x <y, tak je mezi prvky x a y fetézec spoju
mezi bezprostfednimi predchudci a néasledovniky:;

4. antisymetrie bude z nakresu patrna téz — ta ovsem spociva spise v neexistenci obou-
strannych Sipek mezi ruznymi prvky (a pravé diky neexistenci oboustrannych sipek
na stejné trovni muzeme orientaci Sipek z ¢astecné usporadané mnoziny odstranit —
hrany v Hasseové diagramu tedy vzdy smeétuji zdola nahoru, tj. dolni prvek hrany je
prvnim prvkem dané usporadané dvojice).

Pro ilustraci je na obrazku 10 nakreslen Hasseuv di-
agram pro pétiprvkovou mnozinu P = {a,b,c,d, e} a relaci p na P definovanou vyctem
usporadanych dvojic:

p={la,a],[b,0],[c,d], [d, d][e, €], [a, d], [d, €], [a, €], [b, d], [d, €], [b, €] }.

33Str.23, definice 1.6.

34Je to skuteéné neobvykly termin pro ¢estinu, az extrémni — ale navrhuji jej autorovi, panu Kopkovi,
odpustit, urcité jej pouzil s dobrym zamérem, aby studenti a vyucujici nemuseli stale vypisovat dlouhy
termin ¢asteéné usporadana mnozina.
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Obrazek 10: Hassetuv diagram relace uspotradani.

Prekreslete relaci usporadani z tuvodniho
piikladu této kapitoly (obr. 9) do Hasseova diagramu (zde neni provedeno).

IBRREEEE (ol pro studenty) Nakreslete Hasseovy diagramy viech riznych (az na
pieznaceni prvki) t¥iprvkovych posetu®.

Oznaceni 33: Pokud (P, <) je poset, ozna¢me symbolem < relaci usporadani (re-
flexivni, antisymetrickd, tranzitivni) a symbolem < relaci ostré usporadani na mnoziné
P, pokud < je antireflexivni (anti-11), antisymetricka (anti-12) a tranzitivni (13) (ostré
usporadani je tedy uspotrddani zbavené reflexivity, nemuze nastat x <x pro zadny prvek x).

Oznaceni 34: Symbolem < budeme oznacovat relaci bezprostiediho predchudce v
mnoziné P, kdyz Vx,y € P:

r<y & (x<yAN Aa€P:x<a<y)

(jinymi slovy, mezi z, y uz nelze vlozit dalsf prvek a rizny od y). Rikdme, Ze prvek =
bezprostiedné piredchdzi prvku y (nebo Ze prvek y bezprostiedné nésleduje za prvkem ).

Oznaceni 35: Symbolem > oznacujeme relaci inverzni k relaci <, symbolem > relaci
inverzni k <.

Pokud (P, Q) je poset, M # ) je podmnozina mnoziny P, tak prvek a € M nazveme
a) ([definice 40]) nejmensi prvek mnoziny M, kdyz

Vee M: adux;

35 Jedno prvkovy poset je az na pieznaceni jeden, dvouprvkové posety jsou dva.

36Pomoci ostrého usporadani <1 a relace bezprostiedniho ptedchiidce < lze lépe popsat konstrukci
Hasseovych diagramu: vyzna¢ujeme v nich hranami pouze relaci bezprostiedniho piedchudce ([14], str.30,
lemma 4). Pro koneény poset (P, Q) a jeho prvky a,b € P tedy plati: a < b (ostfe mensi nez) znamend, ze
v mnoziné P existuje fetézec bezprostiednich nasledovniku a = 29 < 21 <22 < ... <z, = b.
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b) (ldefinice 41)) minimalni prvek mnoziny M, kdyz

ArxeM: z<da;

c) (\definice 42) nejvetsi prvek mnoziny M, kdyz

Vee M: ab x;

d) (ldefinice 43)) maximélni prvek mnoziny M, kdyz

AxeM: z>a.

_ Ad obrazek 11: V tiiprvkové mnoziné M s usporaddnim za-

danym v Hasseové diagramu je 1 prvek minimdlni a nejmensi soucasné, a dale 3 je prvek
maximalni a nejveétsi soucasné. V mnoziné N s klasickym usporddanim < je nejmensi
prvek 1 a ¢islo 1 je téz minimdlni prvek. Nejvétsi prvek mnoziny N neexistuje.

&
G

IS
> g—o—o
=

ol 7 G N}
00— 9.——0.,/9___'__‘°v_’“_9

ISy

o

Obrazek 11: Dva priklady posetu.

Déle na obrazku 12 je mnozina M, ve které a je minimalni i nejmensi prvek soucasné.
Na druhé strané, nejvétsi prvek tato mnozina neméa — ma pouze dva maximalni prvky c,
d.

Obrazek 12: Rozdil mezi maximalnim a nejvétsim prvkem.

Tj. maximalni prvek mnoziny M je takovy, ,nad kterym® uz neni v této mnoziné
zadny prvek. Na druhé strané nejvetsi prvek musi byt srovnatelny (= v relaci) se vSemi
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prvky mnoziny M a musi byt vétsi nebo roven nez libovolny z nich.

Oznaceni 36: Symbol 24 oznacuje mnozinu véech podmnozin mnoziny A. Napiiklad
mnozina A = {1,2,3} méd osm podmnozin: prazdnou mnozinu, t¥i jednoprvkové
podmnoziny, tii dvouprvkové podmnoziny a osmou podmnozinou je mnozina A samotna.
Oznaceni ma svou logiku: pokud A ma n prvki, jejich vSech moznych podmnozin je 2".

a) Relace C na mnoziné 2 vSech moznych podmnozin mnoziny P = {1,2,3} je poset,
jeho Hasseuv diagram je na obrazku 13:

11204

Uz
L

INQ !
7

Obrazek 13: Poset (27, C) pro P ={1,2,3}.

b) Na mnoziné N definujme uspoirddani pomoci délitelnosti, tj. a <b < alb. Pak (N, Q)
je poset, ktery ma nekoneéné mnoho prvku. Na obrdazku 14 je nakreslena jen jeho
dolni ¢ast:

Ze struktury délitelu vidime, ze napf. ¢islo 24 ma délitele 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 a 24).

Nakreslete Hasseovsky diagram posetu vsech
kladnych délitelu ¢isla 60 vzhledem k relaci |.

Podivejme se nyni na dalsi vyznacné prvky v posetech:

Kdyz (P, Q) je poset a M je néjakd neprazdnd podmnozina mnoziny P, nazyvime
prvek a € P (pokud takovy prvek existuje):

° (_) dolni zdvora mnoziny M, pokud a Iz Vz € M;

° (_) infimum mnoziny M (oznacujeme inf M), pokud je nejvétsim prvkem
na mnoziné v8ech dolnich zavor mnoziny M; tj. a je infimum, pokud pro vSechny
dalsi dolni zavory d plati

d<x Vre M = d<a;

e ([definice 46') horni zavora mnoziny M, pokud a >z Va € M;
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ok

Obrazek 14: Poset (N, |).

o ([definice 47) supremum mnoziny M (oznacujeme sup M), pokud je nejmensim prv-
kem na mnoziné vSech hornich zavor mnoziny M. Tj. a je supremum, pokud pro
vSechny dalsi holni zavory h plati

h>x Ve e M = h>a;

vvvvvv

suprema mnoziny M nemusi samy byt prvky mnoziny M!! Obecné zavora, infimum ¢i
supremum je prvek mnoziny P, ktery muze a nemusi lezet v dané mnoziné M.

a) Napiiklad v posetu prirozenych ¢isel s usporaddnim zadanym délitelnosti téchto ¢isel
(obr. 14) uvazujme mnozinu M = {12,8,20}. Dolni zdvorou mnoziny M jsou cisla
1, 2, 4 (spolecni délitelé prvku v mnoziné M), a tedy infimem je ¢islo 4 jako nejvétsi
z téchto prvku (tj. infimem v (IV,|) je nejvétsi spoleény délitel prvkua v mnoziné M.

Analogicky horni zdvorou mnoziny M jsou spolecné nasobky cisel 12, 8, 20, tj. ¢isla
120, 240, 360, atd., a tedy supremem je nejmensi horni zavora, tedy cislo 120.

b) V posetu podmnozin tiiprvkové mnoziny (obr. 13) napiiklad plati
inf{{1,2} {1,3}} = {1,2} n{1,3} = {1},
inf{{1,2}, {2}, {2,3}} = {2},

tedy infimem nékolika prvku je jejich vzajemny prunik,

sup{{1, 2}, {1}} = {1, 2} U{1} = {1,2}

(supremem nékolika mnozin v dané struktufe je jejich sjednoceni).
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Najdéte suprema mnozin na obrazku 15, pokud exis-

tuji (studenti sami).

c
o

Obrazek 15: Piiklad suprem dvouprvkovych podmnozin posetu.

Pokud uz zhruba zndme pojmy infima a suprema podmnoziny M posetu P, budiz
feceno, ze _) svaz je takovy poset, v némz pro kazdou dvouprvkovou podmnozinu

{z,y} existuje jeji supremum i infimum.

Oznaceni ,svaz“ je trefné: kazdé dva prvky z, y svazu jsou v prislusném Hasseové
diagramu ,svazany* zdola infimem a shora supremem. Ve smyslu tohoto pojmu jsou oba
vyznamné posety z prikladu 8.8 svazy — konstrukce infim a suprem je popsana v piikladu

8.8.
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8.3 Cviceni

Cviéeni 8.1.

e i) Vypiste podle Hasseova diagramu relaci < vyctem uspoiadanych dvojic na obrazku
16: a) poset (a); b) poset (b)37;

e ii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou posetu relaci <1 ostrého usporadant;

e iii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou posetu relaci < bezprostiedniho
predchudce.

/‘\,osat o) rostt B)

L<>ﬁ y}:

Obrazek 16: Uspordadané mnoziny (a) a (b).

Cviceni 8.2. Nakreslete Hassetiv diagram posetu 27 pro P = {1,2,3,4} — pro
zjednoduseni k uzlum diagramu nevpisujte zavorky a ¢arky, tj. mnoziny budou oznaceny
jen znaky prvki: napi ), 12, 124 jsou oznaceni riznych mnozin. x

Cviceni 8.3. Nakreslete Hasseuv diagram posetu vsech kladnych délitelu cisla 144
vzhledem k relaci délitelnosti beze zbytku.

Cviceni 8.4. Nakreslete Hasseovy diagramy vsSech ruznych (az na preznaceni prvku)
¢tytprvkovych posetu.

Cviceni 8.5. Jaky je rozdil mezi minimalnim prvkem, nejmensim prvkem a infimem
mnoziny M?

Cviceni 8.6. Uvedte piiklad pétiprvkového posetu, ktery md pravé dva prvky
maximalni a pravé tii prvky minimalni.
Cviceni 8.7. Naleznéte poset, ktery méa pravé jeden maximdlni prvek, ale nema

nejvetsi prvek.

Cviceni 8.8. Uvedte pifklad posetu, ktery obsahuje néjaké dva nesrovnatelné prvky
— uved'te, které to jsou.

37[14], str.28, obrazky 5a,5b.
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Cviéeni 8.9. Uved'te pifklad pétiprvkového posetu, ve kterém soucasné plati viechny
nasledujici podminky:

a) v Hasseové diagramu jsou zndzornény minimalné ctyii hrany.

b) Plati a < b a soucasné b < c.

c) Kazdy prvek je srovnatelny aspon s jednim dalsim prvkem.

d) Existuji v ném tii prvky, které jsou navzajem mezi sebou nesrovnatelné.
Cviceni 8.10.

a) uvedte definici nejvétsiho prvku: zg z posetu (P, <) je nejvétsi prvek mnoziny M C P,
kdyz ...

(pokracujte zkrdcenym matematicky zapisem);

b) negujte predchozi definici, tj.: 2o z posetu (P, <) neni nejvétsi prvek mnoziny M C P,
kdyz ...
(pokracujte zkracenym matematicky zapisem — nestaci pritom polozit znak negace
pied ¢éast a), proved'te tuto negaci podrobnéji);

Cviceni 8.11.

a) Vysvétlete, co je to Hasseuv diagram (jak je v ném zachycen vztah [z, y| relace? jaké
relace pomoci Hasseova diagramu popisujeme?) a jak jsou v ném zachyceny vlastnosti
(11), anti-(12) a (13).

b) Nakreslete Hasseuv diagram mnoziny vsech kladnych délitelu ¢isla 72 usporadané
vzhledem k relaci | (= je délitelem).

Cviceni 8.12. Relace je zadana grafovou reprezentaci (viz obrazek 17). Zjistéte, zda
se jedna o usporadani, a pokud ano, prekreslete tuto relaci do Hasseova diagramu. Pokud
ne, uvedte, kterd vlastnost usporddani neni splnéna.

~

Gj&//

(j‘ﬁ\ ‘/S 29
Jd

Obréazek 17: Ke cviceni 8.12: Relace zadana grafovou reprezentaci.

Cviceni 8.13.

a) Na posetu (P, <) uvazujme neprazdnou podmnozinu M. Cislo m je infimum mnoziny
M v tomto posetu, kdyz ... dokoncete definici:

b) Na posetu (N, |) prirozenych ¢isel usporddanych podle relace ,déli béze zbytku*,
mame podmnozinu M = {8,12,30}. Naleznéte infM a supM.
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Cviceni 8.14. Déle to, co se jesté nedélalo ze sbirky [17] z prikladu 1.6.A4-str.55,
1.6.B1, 1.6.B2, 1.6.B6, 1.6.B7, 1.6.B8, 1.6.B9, 1.6.B11, pokud se jesté nedélaly.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.8.
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9 Zobrazeni, posloupnost, funkce, operace

Warm-up: Provérka (a) — zdkladni termin. Provérku (a) studenti napisi na zacdtku

cvN s

9.1 Prednaska

Uz ¢tvrtou prednasku se zabyvame pojmem relace, a tento oddil tomu bude nejinak —
podivdme se na definici jedné z relaci, kterd je v matematice klicovd, a to je zobrazeni®,

a budeme studovat nékteré vlastnosti tohoto pojmu.

_ Relace f na kartézském soucinu X X Y se nazyvé zobrazeni z mnoziny
X do mnoziny Y, jestlize pro ni plati podminka

[yl e f Nzl ef = y=2

(tj. v grafové reprezentaci zobrazeni nemohou z prvku x vychdzet orientované hrany do
dvou ruznych prvku y, z mnoziny Y'). Na obrdzku 18 je zndzornén piiklad relace, kterd
neni zobrazenim.

Obrazek 18: Priklad relace f, ktera neni zobrazenim.

Déle definujeme ([definice 50) definicni obor zobrazeni f jako mnozinu D(f) téch
prvku z X, které jsou v relaci f s nékterym z prvki mnoziny Y, neboli ve stru¢ném
matematickém zapisu

D(fy={zeX: FyeY : [x,y €[}

a ({definice 51') obor hodnot zobrazeni f jako mnozinu Im(f) téch prvkia z Y, se kterymi
je v relaci f aspon jeden prvek mnoziny X, neboli

H(f)={yeY: Jxze X : [z,y] € [}

Pokud je f zobrazeni z X do Y, tak pro [x,y] € f muzeme vzhledem k jednoznacnosti
prvku y psat y = f(z) (a ¢ist: prvek y € Y je obrazem prvku z € X vzhledem k zobrazeni

38V této kapitole bude vyuzit vyklad z knihy [8], kapitola 6.
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f) a v této symbolice zapisovat veskeré vlastnosti tykajici se zobrazeni f, tj. také i pojmy
defini¢niho oboru a oboru hodnot zobrazeni f:

D(f)={veX: eV :y=f(r)}
H(f)={yeY: JzeX : y=f(v)}.

Definice 52: Podle toho, jakou ¢dst mnoziny X zabirda D(f), jakou ¢dst mnoziny Y
zabird H(f)a zda je zobrazeni f prosté nebo ne (tato vlastnost bude hned vysvétlena),
rozeznavame Sest typu zobrazeni:

a) zobrazeni z X do Y, pokud D(f) je vlastni podmnozina mnoziny X, H(f) je vlastni
podmnozina mnoziny Y; piiklad viz obrazek (pfitom D(f) = {a,b,c} a H(f) =

{z,2}):

b) zobrazeni X do Y, pokud D(f) = X, H(f) je vlastni podmnozina mnoziny Y’; piiklad
viz obrazek (toto zobrazeni typu b), tj. zobrazeni X do Y, ma specidlni oznaceni —
(oznaceni 37) f: X —Y)

c) zobrazeni z X naY, pokud D(f) je vlastni podmnozina mnoziny X, H(f) = Y; piiklad
viz obrazek:
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e) injekce neboli prosté zobrazeni X do Y, pokud D(f) = X, H(f) je vlastni podmnozina
mnoziny Y a plati podminka prostého zobrazeni (= podminka injektivity):

Ve,ye X :x#y = f(z) # f(y);

piiklad viz obrdzek — z prikladu je vidét, Zze zobrazeni typu (e) vznikd spojenim
vlastnosti typu (b) a podminky injektivity:

f) bijekce neboli prosté zobrazeni X na Y, pokud D(f) = X, H(f) =Y a plati podminka
injektivity. Ptiklad viz obrazek:

O zobrazeni bijektivnim lze na zdkladé grafického nazoru minimélné pro konecné
mnoziny fici, Ze existuje mezi mnozinami, které maji stejny pocet prvku. Z piikladu
je vidét, ze zobrazeni typu (f) vznika spojenim vlastnosti typu (d) a vlastnosti typu
(e) — respektive vlastnosti (b), vlastnosti (d) a podminky injektivity.

Podmince prostého zobrazeni(= podmince injektivity) je logicky ekvivalentni podminka

Ve,ye X f(z)=fly) = v=y

(neboli pokud se dva obrazy rovnaji, tj. f(z) = f(y), tak se musi jednat o tentyz vzor, tj.
r=vy).

Dikaz: Plyne z platnosti véty 03: dokazovana vlastnost je logicky ekvivalentni obméné
implikace z vlastnosti prostého zobrazeni (52e). O

Kromé jednoho zobrazovéani ¢i zobrazeni lze studovat (a budeme jim vénovat ¢as) ty
situace, kdy skladdame dvé ruzné zobrazeni, tj. nejprve zobrazujeme prvky z X do Y, a
pak z Y do Z:
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'Deéfinice 53:| Pokud f : X — Y je zobrazeni a g : Y — Z je zobrazeni, definujeme
slozené zobrazeni g o f (‘oznaceni 38 ) mnoziny X do mnoziny Z takto:

(g o f)(x) = g(f(x))

(¢ti ,,g po f“ — toto Cteni také umoznuje zapamatovat si poradi, v jakém zobrazovani
provadime: nejprve na prvek x pouzijeme zobrazeni f, a pak teprve zobrazeni g)

Obrazek 19: Priklad slozeného zobrazeni g o f.

_ Vezméme X =Y = Z mnozinu realnych ¢isel a zobrazeni f : R — R
definované predpisem f(z) = 2z, podobné g : R — R definované g(z) = x+5. Pak slozené
zobrazeni g o f je definované vztahem

9(f(x)) = g(2x) = 2z + 5,
jedna se tedy opét o zobrazeni R — R.
Pozor ovsem, zalezi na potadi skladani — pii opacném poradi skladanych funkei dosta-

neme

fg(z)) = f(z +5) = 2(x +5) = 2z + 10.
Pozndmka: Iverzni relace f~! nekdy nenf zobrazenim.

Inverzni relaci f~! netieba zvlast definovat, protoZe je to relace, v jejiz grafové repre-
zentaci v8echny sipky zméni smér na opacny vzhledem k f (a v mnozinové reprezentaci
v8echny uspofadané dvojice zmeéni poradi svych souradnic). Problém je ten, ze inverzni
relace f~! neni vidy zobrazenim: Uvazujme zobrazeni f : R — R dané vztahem pro
druhou mocninu f(z) = 2% Pak napi. f(2) = 4 a f(—=2) = 4, tj plat{ [4;2] € f~! a
[4;—2] € f~1 tj. f~! neni zobrazeni.

BB 10veroni relace f1 2z Y do X je zobrazenim z Y do X pravé tehdy, kdyz
zobrazeni f: X — Y je injekce.

Dukaz: Dokazme (typ 4) obé implikace této ekvivalence.
e Dk. implikace ,=“:dokazme
! je zobrazeni = f:X — Y je injekee.
Sporem (typ 5): predpokladdme platnost negace, tj. plati A A —B:

! je zobrazeni A f: X — Y nenf injekce.
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Pak existuji prvky x,y € X, x # y tak, ze f(z) = z = f(y) pro n¢jaké z € Y. To by
ale znamenalo, Ze [z,z] € [, [z,y] € f~!, a to je spor s tim, Zze f~! je zobrazeni.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dand implikace.

e Dk. implikace ,«<=*“:dokazme
f:X =Y jeinjekce = f~!je zobrazeni .
Sporem (typ 5): predpokladdame platnost negace, tj. plati A A —~B:
f: X — Y jeinjekce A f~! neni zobrazeni .

Pak existuji prvky 1,20 € X a z € Y, 11 # x5 tak, Ze [z,21] € f ' a[z,20] € f71.
To by ale znamenalo, ze f(z1) = z, f(z2) = 2, a to je spor s tim, ze f je injekce.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dana implikace. O

_ Napiiklad zobrazeni f : R — R zadané vztahem f(z) = 2x je prosté
(injektivni), a tedy k nému existuje zobrazeni inverzni f~'(x) = £ (tedy piedpis zobrazeni
predstavujiciho nasobeni dvéma je inverzni k predpisu zobrazeni predstavujiciho déleni
dvéma).

And last but not least, nyni jsme schopni si fici vysokoskolskou definici operace:
(Idefinice 54 ): Binarni operace © na mnoziné M je zobrazeni M x M — M, tj. zobrazent,
které prifadi usporadané dvojici [a; b] z kartézského soucinu M x M vysledek této operace,
prvek ab.

Prikladem operaci, které l1ze dosadit za symbol O, je celd rada: +, —, -, :, N, U, M, L,
atd. Jejich podrobnéjsimu studiu se budeme vénovat ve druhém semestru studia.

Definice 55: Zobrazeni f : N — R (tedy D(f) je mnozina pfirozenych ¢isel, H(f) je
mnozina redlnych ¢isel) se nazyva posloupnost redlnych éisel.

Napriklad posloupnost nékdy zapisujeme ve tvaru

(a17a27a37 .. )

a to znamenad, ze prirozené Cislo 1 se zobrazilo na redlné ¢islo oznacené a,, prirozené cislo
2 se zobrazilo na realné ¢islo oznacené ao, atd.

Definice 56: Zobrazeni f z mnoziny realnych cisel R do mnoziny realnych ¢isel R se
nazyva (realnd) funkce (jedné) redlné proménné.

9.2 C(Cviceni

Cviceni 9.1. Uvodni{ cvicen{ k pojmu zobrazen{ uz bylo v kapitole 6, cviceni 6.2. Nynf
se vénujme uz pojmu funkce a jeji graf: Viz realisticky.cz (materidl [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2105 pro studenty — vysledky viz tatéz
hodina, pdf pro ucitele.
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Cviceni 9.2. Funkce a jeji graf 2: Viz realisticky.cz (online material [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2106 pro studenty — vysledky viz tataz hodina,
pdf pro ucitele.

Cviceni 9.3. Prosta funkce: Spojeni definice (52e) a (56) této kapitoly: Prosta
funkce je prosté zobrazeni R — R. Piiklady viz realisticky.cz (materiél [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2107 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina,
pdf pro ucitele. Tato tvodni tfi cviceni 9.1, 9.2, 9.3 dobie prezentuji pojem funkce,
kresleni grafu funkce a urcovani D(f), H(f).

Cviceni 9.4. Nakreslete ptiklad zobrazeni f : X — Y, které je injekce, ale neni
surjekce.

Cviceni 9.5. Nakreslete piiklad zobrazeni f : X — Y, které je surjekce, ale neni
injekce.

Cviceni 9.6.

a) Uved'te definici slozeni dvou zobrazeni f, g.

b) f(z)=sinz, a déle g(x) = \/x jsou redlné funkce; zadejte vzorcem zobrazeni g o f.
Cviceni 9.7.

a) Co je to zobrazeni{? Uvedte definici.

T

b) Jsou zaddny redlné funkce f(z) = 2
funkci h o g o f proménné x.

, g(z) = (z + 1)%, h(z) = 1. Sestavte slozenou

Cviceni 9.8.

a) Nakreslete tii piiklady zobrazeni (pokud mozno tvofive, zobrazeni ruznych typu) a u
kazdého prikladu si bokem vypiste, jakého z Sesti typu zobrazeni z definice 52 se
tyka (jedno zobrazeni muze byt nékdy soucasné zobrazenim vice typu).

b) Vyménte si sesity ve dvojicich ¢ trojicich a napiste tuzkou ke kazdému zobrazeni v
sesité svého souseda jeho typ ¢i typy. Pak si své vysledky zkontrolujte spolecné.

Cviceni 9.9. Nakreslete priklad zobrazeni f : Z — N, které je injektivni, ale ne
surjektivni.

Cviceni 9.10. Nakreslete priklad zobrazeni f : R — Z, které je surjektivni, ale ne
injektivni.

Cviceni 9.11. Nakreslete piiklad zobrazeni f : N — Z, které je bijektivni.

Cviceni 9.12. Dostatecné cviceni je piistupné v knize (8], str.62-65. Dalsi cviceni lze
najit v knize [17], str. 52-54, priklady 1.5.B2, 1.5.B3, B5, B6, B7, B13.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.9.
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10 Linearni a kvadratické funkce

Warm-up: Provérka (a) — ndhradni a opravny termin. Opravu provérky studenti napisi
v prvni pulhodiné prednéasky — ostatni studenti, ktef{ provérku tspésné napsali, mohou
prijit na prednasku o pulhodinu pozdéji.

10.1 Prednaska

Redlna funkce jedné realné proménné byla definovana v definici 56. Ale jedna se o pojem
funkci, které se pouzivaji v mnoha oborech. Na zopakované znalosti téchto zdkladnich
= elementarnich funkci bude pak navazovat vyuka predmétu Matematicka analyza 1 —
objektem této analyzy bude pravé pojem funkce.

Vétsinou je redlna funkce jedné redlné proménné zadana vzorcem cili predpisem, na
zékladé kterého redlnému cislu x € D(f) piitadime redlné ¢islo y € H(f). Pii analyze
funkci se casto nezabyvame pouze danym vzorcem — pro predstavu o vlastnostech dané
funkce ndm pomahd jeji grafické znazornéni pomoci pojmu graf funkce.

Definice 57| Kdyz f je redlna funkce, tak graf je mnozina viech bodu [z, f(x)] ve
zvolené rovinné soustavé soutfadnic (zadané pocdtkem a dvéma kolmymi osami realnych
cisel, které se protinaji v poc¢atku), pro které x € D(f)%.

Tento typ funkce je soucasti vyuky na ZS, budeme mu tedy vénovat specidlni po-
zornost. Tato pozornost ovsem bude na elementarni urovni, a tak se omlouvam dobrym
studentum, pro které opakovani v tomto sméru nepiinese nic moc nového.

Pti nasem opakovani pojmu linedrni funkce vyuzijeme online materidl [18], matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, nékteré pdf hodiny, které snad neni nutné ptrepisovat do
tohoto textu:

e Linedrni funkce I. pdf hodina 2108 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina, pdf pro
ucitele. Model plnéni vody piehrady pti povodnich roku 2002. K modelovani téte
realné situece kupodivu je dosatecny i nejjednodussi typ funkce, a to pravé funkce
linedrni.

e Linedrni funkce II. pdf hodina 2109 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina, pdf
pro ucitele. Jesté k modelu plnéni prehrady vodou. Ve druhé ¢asti cviceni se studenti
uci kreslit grafy linearnich funkei na zakladé predpisu (vzorce). Tato dovednost bude
déle procvicena na cviceni.

39Bod [z, f(z)] modeluje prvek relace f a v roviné jej znézoriiujeme na priseéfku kolmice k vodorovné
ose v bodé z s kolmici ke svislé ose v bodé f(x).
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Musime téz zopakovat pojem absolutni hodnoty, aspon na stredoskolské trovni. Po-
slouzi ndm k tomu opét stiedoskolské materidly [18] — matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce, nékteré pdf hodiny, které snad neni nutné prepisovat do tohoto textu:

e Funkce absolutni hodnota pdf hodina 2401 pro studenty — definice absolutni hodnoty;
geometricky vyznam absolutni hodnoty rozdilu redlnych ¢isel; graf funkce absolutni
hodnota.

e Kresleni grafu funkce metodou napodobeni vypoctu. pdf hodina 2402 pro studenty
— kresleni grafu funkei, které vzniknou modifikaci nebo slozenim linedrnich funkei a
funkce absolutni hodnoty. Tato dovednost bude déle procvi¢ena na cviceni.

Tento typ funkce nelze z casovych moznosti na této predasce stihnout, studenti si musi
projit néasledujici opakovani tohoto typu funkce v doporu¢eném materialu sami.

Kvadratickd funkce je redlnd funkce typu f(z) = ax? + bz + ¢, kde a, b, ¢ jsou realné
konstanty a z je redlnd proménnd. Podrobnéjsi probrani kvadratickych funkei viz [9], str.
56-71. Urcité si projdéte nésledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice [9], nékteré piiklady
jsou Tesené v jejim textu, u vétsiny nefesenych prikladu je uveden vysledek na konci knihy

[9):
e grafy kvadratickych funkei (paraboly):

— str. 61 ... graf funkce y = a - 2% pro ruzné hodnoty konstanty «;
— str. 64 ... graf funkce y = 3(z +1)* - 3;
— priklad 4.9 na str. 67;

e tesSeni kvadratickych nerovnic:
— str. 69, pr. 1: Teste v R:

2x2+5§3x2—|—:1:—1;

— piiklad 4.23 na str. 71.

10.2 Cviceni

Cviceni 10.1. Lineér:ni funkce III. pdf hodina 2110 pro studenty — online material
[18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatédz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.2. Linedrni funkce IV. pdf hodina 2111 pro studenty — online material
[18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatédz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.3. Kresleni grafti funkci metodou napodobeni vypoctu II. pdf
hodina 2403 pro studenty — online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce. Vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.
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Cviceni 10.4. Kresleni grafi funkci metodou déleni definicniho oboru 1.
pdf hodina 2404 pro studenty — online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce. Vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.5. Kresleni grafi funkci metodou déleni defini¢niho oboru II.
pdf hodina 2405 pro studenty — online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce. Vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.5. Kresleni grafa kvadratické funkce. pdf hodina 2501 pro studenty
— online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.6. Kresleni grafi kvadratické funkce — doplnéni na ctverec I.
pdf hodina 2502 pro studenty — online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce. Vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.7. Kresleni grafti kvadratické funkce — doplnéni na étverec II.
pdf hodina 2503 pro studenty — online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce. Vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.8. Reseni kvadratickych nerovnic — s vyuzitim grafu kvadratické
funkce. pdf hodina 2511 pro studenty — online material [18], matematika pro SS, oddil
rovnice a funkce. Vysledky viz tatdaz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 10.9. Nakreslete graf funkce y = —22% + 3z + 1 a urcete Dy a Hy.

Cviceni 10.10. Napiste vzorec kvadratické funkce, pro kterou plati: Df = R,
Hf = (—00,2), vrchol nastavéd pro z = 3. Muzete nakreslit i jeji graf, ale vzorec je klicovy.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.10.
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11 Linearné lomené funkce, mocninné a odmocninné
funkce

Warm-up: Pfedstaveni internetové ucebnice matematiky pro ZS — realisticky.cz: poprvé.
Viz prednes vyucujiciho.

11.1 Prednaska

V této kapitole pokracujem v piehledu zdkladnich typu funkci vyuzivanych v mmnoha
oborech zkoumani a praxe.

Jedna se o funkci typu
ar +b

J(x) = cr+d’
tj. funkci, kterou vytvaiime pomoci podilu dvou linedrnich funkei (proto tedy nazev
Slinedrné lomend“ funkce). Podrobnéjsi vyklad viz [9], str. 72-84. Urcité si projdéte
nésledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice [9]):

e str. 77 ... graf funkce y = % pro ruzné hodnoty konstanty k;
e str. 78-80 ... obecnéjsi grafy linedrné lomenych funkei — piiklady 1 a 2;

e str. 82, piiklad 5.9 ... grafy dalsich typu, je dulezité vSechny nakreslit;

Podrobnéji viz [9], str. 85-116. Urcité si projdéte nésledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

e Kresleni grafi mocninné funkce:

— str. 87 ... grafy funkce y = 2" pron € N;
— str. 90 ... grafy funkce y = 2" pron € Z7;
— str. 91, priklad 6.7;

e Hleddni inverzni funkce:

— str. 95, pf. 1: Naleznéte funkei inverzni k funkei y = 3z — 2 pro D(f) = (—1;2).
Nakreslete grafy obou funkef f a f~! v jedné soustavé souradnic.

— naleznéte inverzn{ funkci k funkci y = (z — 2)? + 3 a) pro D(f) = (—o0, 2).

Resent: Graf kvadratické funkce pro D f = R neni funkce prostd (nabyva dvou
stejnych hodnot pro riznéd x, coz pozname podle toho, ze rovnobézky s osou
x protinaji jeji graf ve dvou ruznych bodech), proto k ni inverzni relace nenf
funkei. Kdyz se omezime na interval D f = (—oo;2), funkce uz prosta je (jejim
grafem je pfesné polovina paraboly):
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Funkci inverzni najdeme zdménou x za y v predpisu (z = (y — 2)> +3) a
naslednym vyjadienim proménné y z této rovnice:

y=2+tvr—3.

Tento vzorec ovsem neni jednoznaénym vyjadienim funkce diky operatoru =+.
Musime rozhodnout, které z obou znamének vybrat. Pomoci je, ze puvodni
funkce f byla definovand pro zdpornd x — to znamend, ze (f a f~! si navzdjem
zaménuji definiéni obor a obor hodnot) funkce f~! bude nabyvat zdpornych
hodnot, tj. spravna volba znaménka je MINUS a hledana funkce m&a tvar

flU o) =2 VT =3

— naleznéte inverzni funkei k funkci y = 2 pro D(f) = R.

Resen{: Funkce f(x) = 2% je prosta pro viechna redlnd z (= rovnobézky s osou
x protinaji jeji graf vzdy jen v jednom bodé), tj. k ni existuje funkce inverzni:
Najdeme ji ze vztahu y = 23 zdménou proménnych z a y a vyjddienim proménné
y:

r=y" = y=Vr = [l2)=Vr



72 11 LINEARNE LOMENE FUNKCE, MOCNINNE A ODMOCNINNE FUNKCE

Vsimnéte si z grafi f a f~! jednoho dulezitého faktu: pokud f je rostouct
funkce, tak f~! je také rostouci — tato skuteénost ndm muze vzdy pomoci jako
kontrola, zda jsme graf funkce inverzni nakreslili spravneé.

11.2 Cviceni

Cviceni 11.1. Linearné lomena funkce — zavedeni pojmu. pdf hodina 2601 pro
studenty — online materiédl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.2. Grafy linearné lomqné funkce 1. pdf hodina 2602 pro studenty
— online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.3. Grafy linearné lomené funkce 2. pdf hodina 2603 pro studenty
— online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.4.

4a) Nakreslete graf funkce f(z) = 3;’%12 aurcete Df a Hf.

4b) Uved'te vzorec linedrné lomené funkee, tj. funkce typu f(z) = Zfig, pro kterou plati,

ze Df = R\ {3}, Hf = R\ {—1} a f je rostouci pro x > 5 (moznd je f rostouci i
na jinych intervalech, ale hlavné at je rostouci pro z > 5).

4c) Linearné lomend funkce je zadana vztahem f(x) = 29;112. Urcete jeji Df, Hf a na-
kreslete graf.

Cviceni 11.5. Mocninné funkce — prirozeny mocnitel. pdf hodina 2701 pro
studenty — online materiél [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.6. Mocninné funkce — zaporny mocnitel. pdf hodina 2702 pro
studenty — online materiél [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.5. Nerovnosti — pouziti grafi mocninnych funkeci. pdf hodina 2703
pro studenty — online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky
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viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.6. Inverzni funkce — prvni pohled na tento pojem, poté co byl
predstaven v kapitole 9 ve formé inverzniho zobrazeni (inverzni funkce =
inverzni zobrazeni mezi mnozinami redlnych ¢isel). pdf hodina 2708 pro studenty
— online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatéz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.7. Drghé odmocnina. pdf hodina 2709 pro studenty — online material
[18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatédz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.8. Druha odmocnina — graf. pdf hodina 2710 pro studenty — online
materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatdz hodina, pdf

pro ucitele.

Cviceni 11.9. n-t4 odmocnina. Pouze prvni piiklad pdf hodiny 2711 pro studenty

— online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatéz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.10.

10a) Nakreslete graf funkce f(z) = ﬁ + 3 pro z € (2;00).

10b) Najdéte vzorec funkce f~!(x) inverzni k funkci f(z) z ¢dsti (a) a nakreslete jeji graf
do téhoz obrazku jako graf z ¢asti (a).

Cviceni 11.11.
11a) Pro funkci f(z) = (z +1)72 — 3 urcete D f, H f a nakreslete graf.

11b) Vypoctéte inverzni funkei k té funkei z ¢ésti (a), jejiz definiéni obor je zizen pouze
na kladnd x, a nakreslete grafy obou funkci do jednoho obrazku.

Cviceni 11.12. Pro nésledujici funkce nakreslete jejich graf, urcete D(f), H(f) a
najdéte pifslusnou funkei inverzni: a) f(z) = —2?+1,b) f(z) = (x—5)3, ¢) f(z) = =+ +2.

Cviceni 11.13. Pro néasledujici funkce nakreslete jejich graf, urcete D(f), H(f) a
najdéte pifslusnou funkei inverzni: a) f(z) = 2272, b) f(z) =273 — 1.

Cviceni 11.14. Nakreslete grafy funkef y = 273 a y = x~*. Existuje né&jaky bod z
definicného oboru téchto funkci, ve kterém tyto funkce nabyvaji lokalniho minima? Pokud

ano, ktery? Pokud ne, proc¢?

Vysledky nékterych prikladu a cvicéeni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.11.
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12

F) = Funkce exponencidlni a logaritmické

Warm-up: Piedstaven{ internetové ucebnice matematiky pro ZS — realisticky.cz: podruhé.
Viz prednes vyucujiciho.

12.1 Prednaska

Podrobnéji viz [9], str. 117-150. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

Str. 129, obr. 7.7: Nakreslete graf funkce y = a” a funkce k ni inverzni y = log, x,
pokud konstanta a € (0;1).

Str. 129, obr. 7.6: Nakreslete graf funkce y = a” a funkce k ni inverzni y = log, z,
pokud konstanta a € (1;00). Pro zapamatovani si spravného sparovéani grafu sou-
visejicich v této a minulé odrazce plati princip, ktery lze snadno dokazat, ze totiz
inverzni funkce k rostouci funkci je zase rostouci — a analogicky inverzni
funkce ke klesajici funkci je zase klesajici.

str. 122, pt. 1, pf. 2 ... porovnavani hodnot, které vyuziva znalosti o grafech funkce
exponencialni;

e str. 124, pr. 7.8.a) ... kresleni grafu funkce exponencidlni;

Nyni se podivejme jesté vice na logaritmické funkce a jejich vlastnosti:

e definice logaritmu uvadi do souvislosti pojem logaritmické funkce jako inverzni

funkce k funkci exponencidlni (kde nezndmd x se nachazi v exponentu funkce):
log,z=2 & a" =z
Pak nasledujici priklady:

— str. 132, piiklad 1: log, 8 = . ..

— str. 133, priklad 2: log,, 0,01 = ...

— str. 134, piiklad 4: loggt =3 =t =...

— str. 134, priklad 5: log, 100 =2 = a=...

str. 131, priklad 7.16 ... priklad na porovnavani hodnot;
str. 131, priklad 7.18 ... logaritmické nerovnice.
str. 134, priklady 7.23, 7.26 ... vypocet hodnot, jednoduché logaritmické rovnice.

str. 135-136 ... véty o logaritmech: protoze logaritmy jsou vlastné mocniny, tak z
pravidel pro mocniny vyplyvaji i pravidla pro logaritmy:

log,(r-s) = log,r+log,s
r
log, () = log,r —log, s
s
log, (r®) = s-log,r
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e Str. 136, piiklad 1 ... dprava vyrazu s logaritmy (pomoci vyse uvedenych vzorcu);
e str. 138, pr. 7.30 ... dalsi pocitani s logaritmy podle vzorcu;

e Mezi logaritmy ruznych zakladu existuje vztah, ktery prevadi logaritmus jistého
zdkladu na logaritmus jiného zakladu. Z téchto vzorcu se nam bude hodit specidlné
prevod vsech zdkladu na logaritmus o tzv. pfirozeném zakladu ( oznaceni 39 )

Inz :=log, z,

kde e = 2,718281828459... je tzv. Eulerovo éislo, v matematice velmi dulezité.

Ptevodni vzorec je tvaru

Inz
log, x = —
Ina

(vzorec lze zapamatovat tim zpusobem, ze ve funkei log, x piSeme v jistém smyslu
x nad hodnotu a, respektive a je napsano v dolnim indexu — podobné ve zlomku na
pravé strané se vyskytuje podil funkei In a opét argument x se vyskytuje graficky
nad argumentem a)?.

e A jesté posledni oznaceni ((oznaceni 40 ): pokud u funkce log z neni uveden zadny
zéklad, zpravidla se jedné o
logz :=log;,z

(neni to vzdy pravidlem, v nékterych ucebnicich se vyrazem log x oznacuje ptirozeny
logaritmus — v tom piipadé by to ovSem ucebnice méla dat ¢tenati védeét; v tomto
textu logx znamend logaritmus o zakladu 10 a pro prirozeny logaritmus budeme
uzivat jeho klasickou znacku In ).

12.2 Cviceni
Cviceni 12.1.

a) Nakreslete graf funkce f(z) = 0,5% a urcete Df a Hf.

b) Napiste vzorec funkce f~!(z) inverzni k funkci f(z) z ¢asti (a).
Cviceni 12.2.

a) Nakreslete graf funkce f(z) = 0,37 + 2, urcete Df a Hf.

b) Najdéte vzorec inverzni funkce f~! k funkei z ¢dsti (a).
Cviceni 12.3.

a) Nakreslete graf funkce f(z) =log,(z — 1) a urcete Df a Hf.

4OTento pfevodni vzorec budou studenti potiebovat v pfedmétu matematickd analyza — pii derivaci &
integraci logaritmu ruznych zakladta obvykle prevadime na zdklad pfirozeny, Eulerovo ¢islo, a pak teprve
provadime integraci ¢i derivaci. Hodi se nam pfitom védét, ze Ina je konstanta, protoze zaklad a se
neméni, tak proto s Ina zachazime pii integraci ¢i derivaci stejné jako s jakoukoli jinou konstantou. Také
diky vzorci je mozné si pamatovat (nebo mit tabulky) pouze logaritmy o pfirozeném zdkladu a vsechny
logaritmy o ostatnich zakladech pomoci toho pfirozeného zakladu spocitat.



76 12 F) = FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE

b) Vyjadrete nezndmou y z rovnice Iny = x? + 2.
Cviceni 12.4.
a) Nakreslete graf funkce f(z) = —logy(z — 1) + 2 a urcéete Df a Hf.

b) Naleznéte vzorec funkce inverzni k funkei (a) a nakreslete jeji graf.

Cviceni 12.5. Je ddna funkce f(x) = 2°7! 4 3. Najdéte vzorec funkce inverzni f~1 a
nakreslete oba grafy do jednoho obrazku, urcete D(f), H(f), D(f~1), H(f™1).

Cviceni 12.6. Nakreslete grafy funkei (do tif ruznych obrazku) a) y = 0,3%; b)
y = —0,3%; ¢) y =2 — 0,3 k posledni uvedené funkci najdéte vzorec pro funkeci inverzni
a nakreslete ji do obrazku c).

Cviceni 12.7. Pro funkci y = 2 - log, x — 1 naleznéte vzorec funkce inverzni.

Cviceni 12.8. Je dana funkce f(z) = logs(z + 2) — 1. Najdéte vzorec funkce in-
verzni f~! a nakreslete oba grafy do jednoho obrézku, urcete D(f), H(f), D(f~), H(f™1).

Pokud zbyde ¢as nebo v ramci opakovani a prohloubeni uc¢iva lze projit nésledujici
témata procvicujici exponencidlni a logaritmické funkce v online materidlu [18]:

Cviceni 12.9. Exponencidlni funkce: Viz realisticky.cz (online material [18]), mate-
matika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2901 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.10. Exponencidlni funkce 2: Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2902 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.11. Exponencidlni funkce 3: Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2903 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.12. Logaritmickd funkce: Viz realisticky.cz (online materiél [18]), mate-
matika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2911 pro studenty — vysledky viz tatéz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.13. Logaritmickd funkce 2: Viz realisticky.cz (online materidl [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2912 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.14. Véty o logaritmech: Viz realisticky.cz (online materidl [18]), matema-
tika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2913 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.15. Véty o logaritmech 2: Viz realisticky.cz (online material [18]), mate-
matika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2914 pro studenty — vysledky viz tataz
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hodina, pdf pro ucitele.

Cvigeni 12.16. Véto o logaritmech 2: Viz realisticky.cz (online materidl [18]), mate-
matika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2915 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.17. Exponencidlni a logaritmické rovnice: Viz realisticky.cz (online
materidl [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2918 pro studenty
— vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.18. Exponencidlni a logaritmické rovnice 2: Viz realisticky.cz (online
materidl [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2919 pro studenty
— vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.19. Exponencidlni a logaritmické rovnice 3: Viz realisticky.cz (online
material [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2920 pro studenty
— vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 12.20. Exponencidlni a logaritmické nerovnice: Viz realisticky.cz (online
materidl [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2924 pro studenty
— vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.12.
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13 G) = Goniometrické funkce

Warm-up: Predstaveni internetové ucebnice matematiky pro ZS — realisticky.cz: potfeti.
Viz prednes vyucujiciho.

13.1 Prednaska

Odkud se vzaly goniometrické funkce? Oznaceni pochézi z Tectiny: hé gé ... zemé, odtud
ygeometrie“ = meéreni zemé, zemeémeéricstvi; dale hé gonia ... hel, roh, thelny kdmen, tj.
odtud ,goniometrie“ = méreni uhlu, thloméricstvi.

Pokud preskoc¢ime definici tthlu ze zékladni skoly a podivame se na stiedoskolskou
definici goniometrickych funkci, mohla by se odehravat nasledovné: Kdyz se podivame na
pravouhlé trojihelniky ABC, AB'C', AB"C", které jsou podobné diky vem tfem thlum
navzajem shodnym (viz obréazek 20, trojuhelniky ABC, AB'C’, AB"C"),

Obrazek 20: Pravouhlé trojuhelniky, které jsou podobné.

vidime, ze napiiklad pomeér délky odvésny protilehlé vrcholu A ku délce prepony se
nemeéni a zustava ve vSech trech pravouhlych trojihelnicich stejny — a je tedy spise vlast-
nosti thlu « sklonu prepony vuci vodorovné odvésné, nez vlastnosti délek; ozna¢me tento
pomeér sin a:
) |BO| |B/C/| |BIIC//|
sin o := = = .
|AC| |AC| |AC"|

V praxi pak napiiklad lze uré¢it z téchto vztahu |BC| = |AC| - sin ¢, tj. délku jedné strany
pravouhlého trojuhelnika 1ze vypocitat pomoci délky jiné strany a hodnoty sin .

Podobné v obrazku vidime dalsi poméry stran, které se neméni, pokud zachovavame
vSechny thly trojuhelnika stejné, pricemz jeden z nich je pravy, a sice

|AB| |AB'|  |AB"|

YT A0 T A0 T AT
e o 1BCI_|BC|_|B'C'| _sina
|AB|  |AB'|  |AB"|  cosa’
cotg o = |AB|  |AB'|  |AB"| _cosa 1

|BC| |B'C'|  |B"C"| sina  tga



13.1 PREDNASKA 79

(v danych rovnostech jsou uvedeny jak defini¢ni vztahy :=, tak z nich vyplyvajici
vztahy mezi jednotlivymi definicemi, které plynou z toho, ze u funkei tg «, cotg «
ddvame funkce sin «, cos a do vzdjemného poméru). Tim zpusobem jsme definovali funkce
popisujici jistou vlastnost ostrych uhlu, tj. ihla, které mohou vzniknout jako vnitini uhly
pri vrcholu A v pravouhlém trojuhelniku ABC.

Pfi méreni a popisu thlu existuji dvé zakladni metody neboli miry:

a) Stupnovd mira ... plnému thlu se prisoudi velikost 360°, pravému thlu velikost 90°,
primému thlu velikost 180°, atd.

b) Obloukova mira = délka oblouku:

\ "~»-H3:-??
\ N4
N N
N "€

A
o

L ™

D
—
i~

c;
I
2

t
xi
<

Obrazek 21: Namotani realné osy na kruznici o poloméru 1.

Kdyz redlnou éiselnou osu ,namotdme“*!

na jednotkovou kruznici se stiedem v
pocatku a polomérem 1, na této kruznici dostavame obrazy realnych ¢isel — nyni
dostavame thly urcené na jedné strané poloptimkou uréenou kladnym smérem vo-
dorovné osy, na druhé strané polopiimkou vychazejici z pocatku, ktera prochéazi
obrazem realného cisla ,namotaného® na jednotkové kruznici. Obloukové mite se
nekdy tika i radianova mira, kde jednotka jeden radidn odpovida uhlu s vrcholem
v pocatku a rameny prochazejicimi obrazy bodu 0 a 1 na jednotkové kruznici (ihel

o velikosti jednoho radianu tedy vytina na jednotkové kruznici popsané v predchozi
konstrukei oblouk délky 1).

V téchto dvou mirach potom

4INa obé strany donekoneéna, tj. to namotévani by ndm zabralo hodné éasu — nicméné toto pfiblizné
vyjadfovani je formélni, ne ze bychom to nekone¢né namotavani museli prakticky provést.
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hodnoté 45° odpovidd obloukovd délka 7 rad,
hodnoté 90° odpovida obloukova délka 7 rad,
hodnoté 180° odpovida obloukové délka 7 rad,
atd.

Timto ,namotanim® redlné ¢iselné osy na jednotkovou kruznici, kterd se dale nachazi
také v roviné, ve které jsme umistili kartézskou soustavu soufadnic (= vodorovnou a
svislou osu) s pocatkem ve stfedu kruznice, lze rozsitit definici goniometrickych funkei
sinz, cosx (a tim i tg x, cotg x) pro jakékoli redlné x nasledovné — viz obrazek 22 :

“ SR o

Obrazek 22: Rozsiteni definice funkei sin x a cosx pro libovolné realné x.

Souradnice obrazu bodu x po namotani na jednotkovou kruznici jsou
v kartézské soustavé boda v roviné, ve které se kruznice nachazi, rovny
[cos x, sin z].

Je dulezité pamatovat si hodnoty goniometrickych funkei pro nékteré dulezité uhly x,
minimalné hodnoty v tabulce:

z (°) 0° 30° | 45° | 60° 90° 180° 270°
x (rad) 0 A 5 T o

sin x 0 % ‘/Ti \/75 1 0 —1

coS T 1 ‘/75 */75 % 0 —1 0

tg x 0 \/Tg 1 | V3 | nenf def. 0 neni def.
cotg x | nenf def. | V3 | 1 \/T?: 0 neni def. 0

Zapamatovani udaju z predchozi tabulky pravé usnadnuje geometricky vyznam téchto
hodnot jako soutradnic [cos x, sin ] obrazu bodu x pii namoténi redlné osy na jednotkovou
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kruznici*?.

e Vyznacné hodnoty funkei sin z, cos x pro ndsobky uhlu 7 jsou uvedeny na obrazku 23:

a) Wy p 48T Asiax

>
Lozl -

&

Obrazek 23: Jednotkova kruznice nam usnadnuje zapamatovat si hodnoty sinz a cos x pro
nasobky thlu 7.

e Vyznacné hodnoty funkei sin z, cos z pro nésobky tihlu  jsou uvedeny na obréazku 24:

Podivejme se nyni na grafy funkei sinz, cosz, tg z, cotg x s definitnim oborem
rozsitenym pro vSechna = € R a z grafu se pokusime vyc¢ist jejich vlastnosti.

e Vlastnosti funkce sin z vyétené z jejiho grafu:

a) Graf funkce sinz vidime na obrazku 25.

b) D(f) =R

c) H(f)={-11).

d) Funkce sinx je rostouci na kazdém z intervalt (5" + 2km, T + 2km) a klesajici
na kazdém z interval (3 + 2km, 3% + 2km) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, ze

lokalni minimum nastava v bodech 5* 4 2k7 (pro k € Z), lokalni maximum v
bodech § + 2k7 (pro k € Z).

42Pozor, zélezi na pofadi, prvni soufadnice bodl na jednotkové kruznici je rovna hodnoté cos z, druha
soutfadnice hodnoté sin x.
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Obrazek 24: Jednotkova kruznice nam usnadnuje zapamatovat si hodnoty sin z a cos x pro

nasobky thlu .
/\ atd.
atd.

1.0

0.5
|

0.0

-0.5
|

-1.0

Obrazek 25: Graf funkce f(z) = sinz.

e) Funkce sinz je lichd, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku sou-
stavy soufadnic, tj. plati sin(—z) = —sinx pro libovolné x € R.

f) Funkce sinz je ohrani¢end zdola (napi. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

g) Funkce sinz je periodickd s délkou nejmensi periody p = 2.
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h)

Obrézek 26: f(r) = sinx (modie) proz € (5;
arcsin .

Funkce f(x) = sinz neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekone¢né mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné fec¢eno
k funkci sinx funkce inverzni neexistuje. Ovsem pokud bychom se omezili na
f(x) = sinz pro x € (5 73), tato funkce prosta je a inverzni funkce k ni
existuje, oznacujeme ji f~!(z) = arcsin x. Grafy této funkce sinz na zizeném
definicnim oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 26:

1.0 15

0.5
|

0.0

sin(x)

-1.0
|

arcsin(x)

I T T T T T I
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

%) a funkce k ni inverzni (Cervene) f~!(z) =

e Vlastnosti funkce cosz vyctené z jejiho grafu:

a)
b)
)
d)

f)

g)
h)

Graf funkce cos z vidime na obrazku 27.

D(f) = R.
H(f) = (—1;1).
Funkce cosz je rostouci na kazdém z intervalu (7 + 2k7, 2w + 2km) a klesajici

na kazdém z intervalu (0 + 2km, 7w + 2k7) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, ze
lokaln{ minimum nastava v bodech m 4 2k7 (pro k € Z), lokalni maximum v
bodech 0 + 2k7 (pro k € Z).

Funkce cosz je sudd, protoze jeji graf je osové soumérny podle svislé osy y, tj.
plati cos(—x) = cosx pro libovolné = € R.

Funkce cosx je ohrani¢end zdola (napf. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

Funkce cosx je periodicka s délkou nejmensi periody p = 27.

Funkce f(x) = cosz neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekonecné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
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1.0

0.5

0.0

-0.5
|

Obrazek 27: Graf funkce f(x) = cosz.

k funkei cosx funkce inverzni neexistuje. OvSsem pokud bychom se omezili na
f(x) = cosx pro x € (0; ), tato funkce prosta je a inverzni funkce k ni existuje,
oznacujeme ji f~!(x) = arccos z. Grafy funkce cosz na zizeném definicnim
oboru a funkce k nf inverzni vidite na obrazku 28:

argcos(x)

Obrazek 28: Graf f(z) = cosx (modie) pro z € (0;7) a funkce k ni inverzni (¢ervené)
f~Y(z) = arccos .

e Vlastnosti funkce tg x vyctené z jejitho grafu:

a) Graf funkce tg « vidime na obrazku 29.
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15

10
|

-10
|

Obrazek 29: Graf funkce f(x) = tg x.

b) D(f)=R—{5 +kr}.

c) H(f)=R.
d) Funkce tg x je rostouci na kazdém z intervalu (—% +km, 5+ kw) a nema lokalni
extrémy.

e) Funkce tg z je lichd® protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku
soustavy soutadnic, tj. plati tg (—x) = —tg x pro libovolné = € D(f).

f) Funkce tg x nenf ohranic¢end shora ani zdola.

g) Funkce tg x je periodickd s délkou nejmensi periody p = 7.

h) Funkce f(x) = tg z neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekone¢né mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci tg x funkce inverzni neexistuje. OvSem pokud bychom se omezili na
f(z) =tgz pro x € (’7”, g), tato funkce prosta je a inverzni funkce k ni exis-
tuje, oznacujeme ji f~1(x) = arctg x. Grafy funkce tg z na ztizeném definicnim
oboru a funkce k nf inverzni vidite na obrazku 30:

e Vlastnosti funkce cotg x vyctené z jejitho grafu:

a) Graf funkce cotg x vidime na obrazku 31.

b) D(f) =R — {0+ kn}.

c) H(f)=R.
d) Funkce cotg z je klesajici na kazdém z intervalu (0 + k7, 7 + k7) a nemé lokaln{
extrémy.

433oucin nebo podil dvou funkef, z nichZ jedna je lichd a druhd sud4, je lichd funkce ... diky této
vlastnosti vime, ze funkce tg = i cotg x jsou liché.
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10
|

Obréazek 30: Graf fukce f(z) = tg x (modie) pro = € (%ﬂ,
(cervend) f~!(z) = arctg z.

g) a Tunkce k ni inverzni

15
|

10

-15
|

Obrézek 31: Graf funkce f(z) = cotg .

e) Funkce cotg = je lichd, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku
soustavy soufadnic, tj. plati cotg (—z) = —cotg x pro libovolné x € D(f).

f) Funkce cotg z neni ohrani¢ena shora ani zdola.
g) Funkce cotg x je periodickd s délkou nejmensi periody p = .

h) Funkce f(x) = cotg x neni prosté (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekonecné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
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k funkci cotg x funkce inverzni neexistuje. OvSem pokud bychom se omezili
na f(z) = cotg x pro z € (0;7), tato funkce prosta je a inverzni funkce k nf
existuje, oznacujeme ji f~!(x) = arccotg x. Grafy funkce cotg x na ziZeném
definicnim oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 32:

10
|

:

-10

Obréazek 32: Graf fukce f(zr) = cotg x (modie) pro x € (0;7) a funkce k ni inverzni
(cervené) f~!(x) = arccotg .

Zapamatovat si prubéh grafu zuzenych goniometrickych funkci a funkci k nim in-
verznich 1ze pomoci nésledujicich dvou faktu: a) inverzni funkce k rostouci funkei je opét
rostouci (jak je to u funkei zizeny sinz a zizeny tg x); inverzni funkce ke klesajici funkci
je opét klesajici (jak je to u funkei zuZeny cosz a ztizeny cotg x); b) D(f) = H(f™') a
H(f) = D(F~') ... plat{ pro vSechny ¢tyii ziZené goniometrické funkce.

13.2 Cviceni
Projdéme si dilezité pertie cviceni ke goniometrickym funkeim podle ucebnice [10] (dané
ucebnice se tykaji i ndsledujici odkazy na strany a ¢&isla pifklada)**:

Cviceni 13.1. Velikost uhlu ve stupnové a obloukové mite

1. Str. 21-23, feSeny pf. 1.

2. Ptrevodni vztahy mezi stupni a radiany ziskame z troj¢lenky podle toho, zda se nam
libi vice vzorec se 180° nebo 360°:

1 rad T stupni = 2 stupiit
rad ... — stupnu = —— stupnu;

180 "1 360 > P
xrad ... « stupnu.

447 3kladni uvedeni do stupiiové a obloukové miry ihli a do funkef sin z, arcsin x, cosz, arccos z, tg ,
arctg x, cotg x, arccotg x viz prednéaska v této kapitole.
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Odtud ziskame vzorec pro prevod stupnu na radiany

_x-180_x-360
T 27

«

nebo radidny na stupné
a-T -2
rT = — =

180 360

3. Str. 24, priklady 5 a 6 ... konkrétni prevod miry thlu z radiani na stupné nebo
naopak. Dalsi priklady str. 25, pf. 2.10.a), 2.11.a).

Cviceni 13.2. Orientovany thel a jeho vlastnosti

1. Str. 27-28 ... zakladni velikost orientovaného uhlu: 0 < a < 27 v obloukové mife,
respektive 0° < a < 360° v tthlové mife;

2. orientovany uhel, ktery nemé zakladni velikost, lze pfevést na thel se zakladni
velikosti odec¢tenim ¢i prictenim vhodného nasobku 27, respektive v tihlové mite
vhodného nasobku 360°;

3. pr. 1-str. 29, dalsi priklady: 2.19-str.32, 2.20-str.33, 2.21, 2.22.

Cviceni 13.3. Vlastnosti funkei sinx, cosz

1. Resené pifklady 6-str.37 a 1-str.38-39;

2. dalsi priklady: str.40-41, priklady 2.24 az 2.33.

Cviceni 13.4. Grafy funkei sin x, cosz

1. Str. 42 ... grafy; str. 43 — pt. 1, str. 44 — pt. 2, str. 46 — pt. 3, str. 48 — pi. 2.39;
2. dalsi priklady: str. 49 — pi. 2.40.

Cviceni 13.5. Grafy funkci tg z, cotg x

1. Str. 57-58 ... grafy; str. 55 — piiklad 1;

2. str. 60 — pt. 2.43 az 2.49.

Cviceni 13.6. Grafy a vlastnosti cyklometrickych funkei:

1. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = arcsin (%) -5

2. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(z) = arccos (3z — 2);

3. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = % - arccotg (2z — 5) + 7.
Cviceni 13.7. Goniometrické rovnice

1. Str. 61 — ptiklad 1 ... vyuziti jednotkové kruznice;

2. dalsi priklady: str.68 — pi. 2.52, str. 69 — pt. 2.57.
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Cviceni 13.8. [jlohy k opakovani — str. 69-70, priklady 2.60 az 2.68.

Pokud uz jste prosli vSechna predchozi cviceni, tak jako opakovéani, nebo jako alterna-
tivni procvic¢eni misto predchoziho muze slouzit nasledujici sada cvic¢eni z online materialu
[18]:

Cviceni 13.9. Hodnoty orientovanych ihlu. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4206 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.10. Zavedeni funkce sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online material
[18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4207 pro studenty — vysledky
viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.11. Zavedeni funkce sinus a cosinus 2. Viz realisticky.cz (online material
[18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4208 pro studenty — vysledky
viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.12. Vlastnosti funkeci sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online materiél
[18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4209 pro studenty — vysledky
viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.13. Grafy funkci sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4210 pro studenty — vysledky viz
tatdz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.14. Grafy funkel sinus a cosinus 2. Viz realisticky.cz (online materidl
[18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4211 pro studenty — vysledky
viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.15. Rychlé urcovani hodnot funkei sinus a cosinus. Viz realisticky.cz
(online materiél [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4212 pro
studenty — vysledky viz tatdaz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.16. Hledani dhlu ke zndmym hodnotam funkei sinus a cosinus = jedno-
duché goniometrické rovnice. Viz realisticky.cz (online material [18]), matematika pro SS,
oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4213 pro studenty — vysledky viz tataz hodina, pdf pro
ucitele.

Cviceni 13.17. Funkce tangens. Viz realisticky.cz (online material [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4214 pro studenty — vysledky viz tataz hodina,
pdf pro ucitele.

Cviceni 13.18. Funkce cotangens. Viz realisticky.cz (online materidl [18]), matema-
tika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4215 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.19. Funkce arcus sinus. Viz realisticky.cz (online material [18]), matema-
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tika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4216 pro studenty — vysledky viz tatdz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.20. Ostatni cyklometrické funkce. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4217 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.21. Goniometrické rovnice. Viz realisticky.cz (online materidl [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4301 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 13.22. Goniometrické nerovnice. Viz realisticky.cz (online materidl [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 4303 pro studenty — vysledky viz

tataz hodina, pdf pro ucitele.

Vysledky nékterych prikladu a cvicéeni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.13.
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14 Vlastnosti funkce — shrnuti

14.1 Prednaska

V této kapitole se uz nejednd o klasicky vyklad, ale spise o shrnuti definic vlastnosti
funkce probiranych v predchozich ctyfech kapitolach. Vzhledem k tomu, Ze studenti se
uci presnému vyjadirovani a matematickému symbolickému zapisu, definice a tkoly z této
kapitoly budou soucésti zavérecné zkousky predmétu.

V dalsim se zamétime na ptesnéjsi vyjadreni vlastnosti redlnych funkei. Studenti budou
muset znat definice nasledujicich vlastnosti, a také védét, jak se dand vlastnost pozna z

grafu funkce f(z). Rikdme, ze ([definice 58 )

1. funkce f je rostouci na intevalu I, kdyz

Ve,yel: z<y = f(z) < f(y);

2. funkce f je klesajici na intevalu I, kdyz®®

Ve,yel: z<y = f(z)> f(y);

3. xo z D(f) je lokdlni minimum funkce f, kdyz existuje otevieny interval I obsahujici
xo a plati

f(@) > flwo) Vo € I;

4. xo z D(f) je lokadlni maximum funkce f, kdyz existuje otevieny interval I obsahujici
xo a plati
f(@) < flxo) Vo €I

5. funkce f je sudd na svém definicnim oboru, kdyz

Ve e D(f): (—=x) € D(f) A f(=2) = f(=);
6. funkce f je lichd na svém defini¢nim oboru, kdyz

Ve e D(f): (—z) € D(f) A f(—x) = —f(x);

7. funkce f neni ani sudd, ani licha na svém definicnim oboru, kdyz pro ni neplati
predchozi dvé definice.

8. funkce f je zdola ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz

dK e R:Vx e D(f): K < f(x);

45Pozor na tzv. obracece, kteff bez premysleni obrati obé nerovnosti v definici rostouci fukce — timto
zpusobem totiz nedostanou definici funkce klesajici, ale zase jen funkce rostouci, s tim rozdilem, Ze se na

funkce rostouci prevracen jen jeden symbol nerovnosti!! Cést x < y je stale stejnd — stdle chceme popisovat
tu situaci, ze prvni dosazovana hodnota je mensi nez ta druhd, tj. obraz ¢isla x na realné ose je stale nalevo
od obrazu ¢isla y.
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9. funkce f je shora ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz
dLe R:Vx e D(f): f(x) <L;
10. funkce f je ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz je ohrani¢end shora i zdola,
tj. kdyz
dK, L e R:VYx e D(f): K< f(z) <L;
11. funkce f je periodickd, kdyz

peR:p>0 ANV eD(f): (x+kpeD(f)VkeZ N f(x)= f(z+ kp)).

Budeme se udit poznévat uvedené vlastnosti (véetné téch, které byly definoviny v
kapitole 9, jako je D(f), H(f), rozeznéni, zda je funkce prostd = injektivni, a nésledné
sestaveni inverzni funkce) na zékladé grafu funkce.

1.

Defini¢ni obor pozname z grafu funkce takto: kolmice z bodu grafu na vodorovnou
osu soustavy soufadnic ji protinaji pravé v bodech z D(f).

Obor funkénich hodnot: kolmice z bodu grafu na svislou osu soustavy soutadnic ji
protinaji pravé v bodech z H(f).

Lokalni minimum v bodé zq z D(f) (na vodorovné ose) nastava tehdy, kdyz existuji

body a,b € D(f) tak, ze

xo € (a,b) N f je klesajici na (a;xzo) A f je rostouci na (xg;b);

Lokéalni maximum v bodé z¢ z D(f) (na vodorovné ose) nastéava tehdy, kdyz existuji
body a,b € D(f) tak, ze

zo € (a,b) A f jerostouci na (a;xg) A f je klesajici na (zo;b);

Sudou funkci pozname tak, ze jeji graf je osové soumérny vzhledem ke svislé ose
soustavy soufadnic (osa y je osa soumérnosti).

Lichou funkci pozname tak, ze jeji graf je sttedové soumérny vzhledem k pruseciku
souradnych os (bod [0;0] je stfed soumeérnosti).

. Funkci, ktera neni ani sudd, ani lichd, pozname tak, ze jeji graf neni ani osové

soumérny vzhledem ke svislé ose, ani sttedové soumérny vzhledem k pocatku sou-
stavy souiadnic®.

46 Aby to funkci ani sudé, ani liché nebylo lito, tak pokud je jeji definiéni obor stiedové symetricky
vzhledem k pocatku a funkce je dostateéné slusna, tedy napiiklad spojitd, lze ji vyjadiit jako soucet
dvou (spojitych!) funkei, z nichz jedna je sudd a druhd lichd — tedy z kazdé spojité funkce na vhodném
definiénim oboru lze separovat dvé hodnoty, z nichz jedna prispiva do sudosti a druha do lichosti. Tato
separace funkce na sudou a lichou ¢ast ovSem nepatii do zdkladnich dovednosti, jimiz se budeme zabyvat.
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8. Funkci ohranicenou zdola pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = K rov-
nobéznd s osou z tak, ze graf funkce f(z) je cely nad piimkou y = K.

9. Funkci ohrani¢enou shora pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = L rov-
nobéznd s osou z tak, ze graf funkce f(z) je cely pod piimkou y = L.

10. Funkci ohranicenou zdola i shora pozname tak, ze existuji konstantni funkce y = K
a y = L rovnobézné s osou z tak, ze graf funkce f(x) je cely nad piimkou y = K a
pod piimkou y = L.

11. To, ze funkce f je prosta (injektivni), pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s
osou x jeji graf protnou vzdy nejvyse v jednom bodé.

12. To, ze funkce f je surjektivni, pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s osou x
vzdy protnou jeji graf v néjakém bodé (aspon jednom).

13. To, ze funkce f je bijekce R na R, pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s osou
x jeji graf protnou vzdy praveé v jednom bodé.

14. Pokud je nasfm tkolem nakreslit funkeci inverzni f~! k funkci f, tak mtzeme vyuzit
faktu, Ze grafy funkei f a f~! jsou osové soumérné vzhledem ke grafu linedrni funkce
y = a7,

15. To, ze funkce je periodickd, pozname z jejiho grafu tak, ze ¢ast grafu odpovidajici

délce nejmensi periody na vodorovné ose se opakuje v tom smyslu, ze rovnobézky s
osou x protinaji graf funkce v nekoneé¢né mnoha bodech, jejichz vzajemna vzdéalenost
je rovna nasobku této nejmensi periody.

h)

Urcete D(f).
Urcete H(f).

Urcete intervaly, na kterych je funkce rostouci (klesajici), naleznéte jeji lokéalni
extrémy.

Urcete, zda je funkce sudd, licha, nebo neni ani sud4, ani licha.

Urcete zda je funkce ohranic¢end (zdola nebo shora).

Urcete, zda je funkce prostd — pokud ano, tak vyjadiete funkei k ni inverzni.
Urcete, zda je funkce periodickd — pokud ano, najdéte délku jeji nejmensi periody.

Nakreslete graf funkce f.

4"To plyne mimo jiné z toho faktu, Ze pii hledani inverzni funkce zaménujeme x za y ve funkénim
predpisu y = f(x) a vyjadfujeme proménnou z jako funkci proménné y, a tedy oba grafy jsou ,zaménitelné“
= osové symetrické vzhledem k této ,,ose zaménitelnosti“ y = z.
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14.2 Vlastnosti funkce — shrnujici cvic¢eni

V tomto cviceni se setkate s nékterymi vlastnostmi funkci, jakymsi souhrnnym pohledem
na funkce a opakovanim nékterych véci z predchozich ¢tyt kapitol.

Cviceni 14.1. Rostouci a klesajici funkce. Viz realisticky.cz (online materidl [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2113 pro studenty — vysledky viz
tatdz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.2. Rostouci a klesajici funkce 2. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2114 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.3. Sudd a lichd funkce. Viz realisticky.cz (online materidl [18]), matema-
tika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2406 pro studenty — vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.4. Omezenost = ohranicenost funkce, maximum, minimum. Viz realis-
ticky.cz (online materidl [18]), matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina
2407 pro studenty — vysledky viz tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.5. Kresleni grafu obecné funkce. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2412 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.6. Kresleni grafu obecné funkce 2. Viz realisticky.cz (online material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2413 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 14.7. Dokoncete definice nebo jejich negace bez jediného ¢eského slova, jen
pomoci matematickych symbolu (u negaci nejprve vytvorte piislusnou pozitivni definici,
a teprve pak symbolicky zapis negujte):

a) Relace f je zobrazeni z X do Y, kdyz ...

b) Relace f neni zobrazeni z X do Y, kdyz ...

c) Funkce f je rostouci na intervalu I, kdyz ...

d) Funkce f neni rostouci na intervalu I, kdyz ...

e) Funkce f je klesajici na intervalu I, kdyz ...

f) Funkce f neni klesajici na intervalu I, kdyz ...

g) Redlné cislo xg je lokdlni minimum funkce f, kdyz ...
h) Redlné éislo zp neni lokalni minimum funkce f, kdyz ...

i) Redlné cislo zg je lokdlni maximum funkce f, kdyz ...
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j) Redlné éislo zg nenf lokalni maximum funkce f, kdyz ...
k) Funkce f je suda, kdyz ...

1) Funkce f neni sudd, kdyz ...

m) Funkce f je lichd, kdyz ...

n) Funkce f neni lichd, kdyz ...

o) Funkce f je shora ohranicend, kdyz ...

p) Funkce f neni shora ohranicena, kdyz ...
Cviceni 14.8. Uvedte priklad vzorce (nikoli jen obrdzku) realné funkce, ktera je suda.
Cviceni 14.9. Uved'te ptiklad vzorce (nikoli jen obrdzku) realné funkce, ktera je lich.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 15.14.
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15 Vysledky nékterych priklada

15.1 Vysledky ke kapitole 1.2 — logické spojky, univerzalni
vyroky, dikaz vyctem pravdivostnich hodnot

Ad cviceni 1.1. Studenti sami — kazdy tadek obou vyrokovych forem ma stejnou prav-
divostni hodnotu pii vSech kombinacich pravdivostnich hodnot jeho dil¢ich vyrokovych
promeénnych.

Ad cviceni 1.2. Viz teseni na konci knihy [2].
Ad cviceni 1.3. V knize se zadanim najdete i odpovédi na konci textu.

Ad cviceni 1.4. Negace vyroku:

4a) Existuje pfirozené ¢islo, které neni rovno souctu vsech svych délitela. Mimochodem,
¢islum, ktera jsou rovna souctu vsech svych délitelu mimo &islo samotné, se fika
dokonala ¢isla — patfi mezi né napt. 6 nebo 28, protoze

6=14+2+3, 28=1+2+44+7+14.

4b) Dnes nebude prset nebo nebudeme psét pisemku z matematiky. Tim pddem ten den
nebude tak hrozny.

4c) Aspon jeden uéeny z nebe spadl.

4d) Existuji nejvyse dné prirozena ¢isla, kterd jsou rovna souctu vsech svych délitelu.

4e) Existuje aspon pét prvocisel.

4f) Dnes vecer nepujdu do kina ani si nepfe¢tu zajimavou knihu. Rozhodl jsem se trucovat.

4g) Existuje nanejvys jedno nebo existuji aspon tii celd ¢isla, kterd se rovnaji své druhé
mocniné. Puvodni véta je skutecné pravdiva — danymi pravé dvéma celymi ¢isly
jsou 0 a 1.

Ad cviceni 1.5. Symbolicky zapis je:

5a) Yn€ N 3k € N : k> 2n+ 1. Jednd se o pravdivy vyrok.

5b) V€ Z 3k e Z:k—1< 23 Krasné rozlisujeme prvky mnoziny malymi pismeny,
samotné mnoziny oznacujeme velkymi pismeny. Matematicky zapis ma pravidla,

ktera by méla byt pomoci ¢tenadii i autorovi textu. Vyrok je mimochodem také
pravdivy.

Ad cviceni 1.6. Vysledky jsou uvedeny na konci knihy [17], v piipadé nejasnosti
konzultujte se cvicicim.
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15.2 Vysledky ke kapitole 2.2 — dukaz implikace (pfimy a
nepiimy), dikaz ekvivalence

Ad cviceni 2.1. . Postup dukazu viz [2], str. 92, piiklad 4.2 — feSen{ je uvedeno na konci
knihy [2].

Ad cviceni 2.2. . Postup dikazu viz [2], str. 100-101, pf. 1. Jen misto pojmu ,,obména
implikace“ uziva kniha [2] pojmu ,kontrapozice implikace*.

Ad cviceni 2.3. . Nepiimy dikaz ([2], str.103, pt. 4.14) — postup dukazu viz [2], str.
153.

Ad cviceni 2.4. U dukazu pomoci reprezentanta x mnoziny na kazdé ze stran
rovnosti 1ze casto obé implikace dokazovat najednou. Dokazme napiiklad prvni rovnost
mnozinovych vyrazu X U(Y NZ) = (XUY)N(XUZ).

Dukaz:

reXUYNZ) & (reXVeeYNZ) e (zeX V(xeY NxeZ)) &
=3 (reX VzeY)N@eX Vel & (xeXUY)AN(zeXUZ) &
& re(XUY)n(XUZ).
Misto abychom dokazovali implikaci ,=“ fetézcem implikaci (piimy dukaz typu 2)
zleva doprava a implikaci <% fetézcem implikaci zprava doleva, provedli jsme Tetézec
ekvivalenci a dokazali obé implikace soucasné.

Nutno tici, ze dokazovat ekvivalenci fetézcem dil¢ich ekvivalenci je zpusob dosti
neobvykly a uzivany snad jen pii dikazu rovnosti mnozin. V jinych situacich je lepsi si
ekvivalenci rozdélit na dvé implikace platici souc¢asné a dokazovat zvlast kazdou z nich.
Neékteré dukazy ekvivalenci studenti uvidi v predmétu Algebra 1.

Diukaz téhoz vztahu XU(YNZ) = (XUY)N(XUZ) pomoci Vennovych diagramu: Na-
kreslime ti mnoziny v obecné poloze pro kazdou stranu mnozinové rovnosti a vysrafujeme
¢ast roviny (ndkresny), ktera odpovidd bodum daného mnozinového vyrazu — zjistujeme,
ze obéma mnozinovym vyrazum odpovidaji tytéz Srafované césti, tj. mnozinové vyrazy
jsou si rovny:
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Podobné 1ze dokazat obéma zpusoby i druhou rovnost ze zadani tohoto cviceni.

Ad cviceni 2.5. Dokazme opét obéma zpusoby jako v predchozim cvi¢eni mnozinovou
rovnost AN B = AU B, druhou rovnost prenechdvam na starost studentum.

Dukaz pomoci fetézce ekvivalenci:

re€ANB & zelU N ¢ ANB & 2€U AN (¢ AV ae¢gB) <
& (zeUANx¢A VvV (2eUANx¢B) & (xeU-A) V (relU—-B) & xz€ AUB.

Dukaz pomoci Vennovych diagrama:

Ad cviceni 2.6. Negace jsou:

6a) Pujdu na ten veéirek, ale Ondra tam nepujde, nebo se také muze stat, ze Ondra pujde
na vecirek a ja tam nepujdu.

6b) Prijde Honza a ja mu o tom nefeknu. Nebo: Ptijde Honza, ale nefeknu mu o tom.

Cviceni 2.7. Negace vyroku podle ekvivalentnich tprav:

7a)
~((A= B)AC) Y (A= B) Vv (=C) ®&" (An -B) vV —C.
7b)
~(A= (BVO) ®B% AN ~(BV )& AN ~BA —C.
7c)

~((AVB)AC) Y ~(AV B)V -C ¥ (=AAN -B)V —C.

Ad cviéeni 2.8. Obména: Pokud n? neni sudé ¢&islo, pak n neni sudé éislo. Jednd se
o pravdivé tvrzeni.
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15.3 Vysledky ke kapitole 3.2 — dikaz sporem, indukci, kon-
strukci a protiprikladem

Ad Cviéeni 3.1. Dikaz sporem: Piedpoklddejme, ze v/3 JE raciondlni &slo, tj. lze je
vyjadrit ve tvaru zlomku. Predpokladejme bez ijmy na obecnosti, ze v tomto zlomku uz
nelze kratit, tj. pokud je kraceni mozné, provadime je tak dlouho, az dospéjeme do vztahu

m
V3=—,
n
kde m € Z, n € N a ¢isla m, n jsou nesoudélna (= nemaji spolecného délitele vétsiho nez
¢islo 1). Umocnénim obou stran na druhou dostaneme

a tedy
2

3n* = m?.
7Z posledni rovnosti plyne, Ze ¢islo m? je délitelné tiemi, a tedy i ¢fslo m musi byt délitelné
tfemi, tj. m = 3k pro k € N. Dosazenim do nasi rovnosti méame

3n? = 9k%, po vydélen{ tiemi n? = 3k°.

Z posledni rovnosti plyne, Ze &fslo n? je délitelné tiemi, a tedy i éislo n musi byt délitelné
tfemi, tj. n = 3l pro néjaké [ € N — ale to je spor s konstrukci ¢isel m, n, protoze jsme
je sestavili tak, aby neméli zadného jiného pfirozeného délitele nez ¢islo 1. Dospéli jsme
fetézcem presnych uvah ke sporu — nespravny je tedy puvodni predpoklad, tj. plati jeho
opak, v/3 neni ¢&slo racionalni, nelze ji vyjadiit ve tvaru zlomku.

Ad Cviceni 3.2. Ad 2a indukci) Prvni ¢ast: dokazme pro prvnich nékolik hodnot: 4
ké lze vyplatit pomoci dvou dvoukorun, 5 ké pomoci jedné pétikoruny, 6 ké pomoci tii
dvoukorun.

Druhd ¢éast: Vyrok V(n) ma tvar: Obnos n ké lze sestavit pouze ze dvoukorun a
pétikorun. Dokazme indukéni implikaci

V(n) = Vin+1)

pro libovolné ptirozené n pocinaje hodnotou 7. Predpokladejme, ze plati V' (n). Popisme,
jak pomoci této hromady vycislime hromadu o sumé (n + 1):

1. Pokud n je liché pocinaje sedmickou, tak tuto hodnotu lze odmérit pomoci jedné
pétikoruny a zbytek dosypat pouze ze dvoukorun. Pak hodnotu (n+1) odméiime tak,
ze vezmem 7z hromady pétikorunu a misto ni vratime tii dvoukoruny, tj. dotaneme
¢islo o jednu korunu vétsi.

2. Pokud n je sudé pocinaje osmickou, tak tuto hodnotu lze odmérit pomoci samych
dvoukorun. Pak hodnotu (n + 1) odméfime tak, ze dvé dvoukoruny odebereme a
vratime jednu pétikorunu.
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Ad 2b: dokazeme indukci:

i) n =1 dosadime do obou stran rovnosti: 1 = % ... plati;
n = 2 dosadime do obou stran: 1 + 2 = % ... plati.

ii) Predpokladdme platnost indukéniho predpokladu: Vzorec plati pro n, tj.

n-(n+1)‘

I+2+-+n—-1)+n= 5

A odtud nyni dokézeme platnost vztahu (= chceme dokézat) pro (n + 1):

1424 +n+n+1)= (n+1)é(n+2).

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s vyuzitim pravé strany indukéniho
predpokladu (a poté prevedeme na spole¢ného jmenovatele a vytkneme ¢len (n + 1)

v Citateli):

n-(n+1)+2-(n+1) (n+1)-(n+2)

1) = = .
+(n+1) 5 5

1424t (n) e D)

_n(n+1)
2

A to jsme chtéli dokéazat, dukaz je hotov. S vyuzitim platnosti vztahu pro n jsme jej
dokazali pro (n + 1).

Ad 2c: dokazeme indukci:

i) n =1 dosadime do obou stran rovnosti: 1 = 12 ... platf;
n = 2 dosadime do obou stran: 1 + 3 = 22 ... plati.

ii) Predpokladdme platnost indukéniho predpokladu: Vzorec plati pro n, tj.
1+3+5---+2n—3)+(2n—1) =n’

Odtud nyni dokdZeme (chceme dokézat) platnost vztahu pro (n + 1)%:

1+2+-+2Mn+1)=3)+2Mn+1)—1)=(n+1)?
coz lze upravit na vztah
142+ +@2n—1)+2n+1) = (n+1)%

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s vyuzitim pravé strany indukéniho
piedpokladu (a poté pouzijeme vzorec (a + b)? = a® + 2ab + b?, ale z druhé strany,
tj. zprava doleva):

ind.p.

I+2+-+2n-D+2n+1) "= n?+2n+1=(n+1)>2

=n2

A to jsme chtéli dokézat, dukaz je hotov. S vyuzitim platnosti vztahu pro n jsme
dokazali, ze plati i pro (n + 1).

48Napiseme tedy piesné stejny vztah, ale misto n piseme vsude (n + 1).
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Ad Cviceni 3.3. Ve vsech tifech ptipadech 1ze splnit ptislusny tkol, tj. existencni
dukaz vykoname konstrukei daného tkolu:

a) Ze dvandacti zépalek lze snadno sestavit ¢tyfi samostnatné trojihelniky.

b) Z deviti zépalek uz potfebujeme Settit — pokud sestavime jeden vétsi rovnostranny
trojihelnik o délce strany ze dvou zapalek, zbydou nam jesté tii zapalky na spojeni
stfedt jejich stran — tim je velky trojihelnik rozdélen na ¢tyti mensi.

c) Zadéni je zde nejednoznacné. Pokud by zaddvajici trval na tom, aby vysledkem byly
¢tyti stejné velké trojuhelniky v roviné, feseni neexistuje. OvSem bez omezeni na
rovinu muzeme jeden trojuhelnik ze tii zapalek postavit jako zakladnu ¢tyfsténu,
zbylé tii zapalky tvoii hrany ctyfsténu v prostoru — a ¢tytstén, jak znamo, ma ¢tyti
shodné trojuhelniky ze svych stén.

Ad cviceni 3.4. Symbolicky zapis vyroku:
4a) In€ N: n+5> 10.
4b) Vne N : 6ln < (2|n A 3|n).

4c) Yd e N: (dlp = d=1 V d = p). Lze prepsat i v jiné varianté, kterd se mozna
¢tenari bude zdat prirozenéjsi:

AdeN: (dp Nd#1 A d#p).

Ad cviceni 3.5. Negace vyroku ze cviceni 3.4:

5a) Vn € N : n+5 < 10 (vyrok je nepravdivy). Znak 3 jsme tedy nahradili v negaci
znakem V, a soucasné jsme znegovali i podminku za dvojteckou.

5b) Ine N: [6ln A (2 fn V 3 fn)] vV (2]n A 3ln A 6 [n).

5¢) 3d e N: (dlp AN d# 1 N d # p). Negaci druhé varianty lze provést velmi jednoduse:
pokud puvodni tvrzeni tika, ze neexistuje ¢islo jisté vlastnosti, negaci je tvrzeni, ze
existuje aspon jedno ¢islo této vlastnosti — tj. pouze znak A zménime na 3, a dand
vlastnost zustane stejna:

ddeN: (dp ANd#1 AN d#p).

Ad cviceni 3.6. Dukaz Thaletovy véty viz cvic¢eni. Pozor, tento dukaz bude zkousen
na proveérce (a) ve 4. tydnu semestru.

Ad cviceni 3.7. Vétu 2|n? = 2|n dokdZeme nepiimo, tj. budeme dokazov piimo jeji

obmeénu:
2 fn = 2 fn’

Usudek 01: Pokud 2} n, tak n je liché, tj. n = 2k + 1 pro néjaké k € N.
Usudek 02: Pokud n = 2k + 1, tak n? = 4k2 + 4k + 1, tedy &islo liché.

Zaver: n? je liché, tj. 2 fn?. Dukaz je hotov.
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15.4 Vysledky ke kapitole 4.2 — Operace s mnozinami, dikaz
uzitim Vennovych diagramii, kartézsky soucin

Ad cviéeni 4.1. Viz cviceni 2.5.

Ad cviceni 4.2. Teorie mnozin je vystavéna na dvouhodnotové logice, protoze
nas pifstup je ten, Ze kazdy objekt do mnoziny bud patii, nebo ne. Tj. mnoZinovému
vyrazu odpovida vyrok o tom, jaké prvky patii do vysledné mnoziny. Operace sjednoceni
odpovida vysvétleni pomoci disjunkce, operace pruniku logickému vysvétleni pomoci
konjunkce. Kromé vét 1,2 a 9,10 existuji dalsi vztahy mezi logikou a teorii mnozin,
napiiklad zdkonu negace negace vyroku (—(—A) < A) odpovidd rovnost pro doplnék
dopliku mnoziny A = A, protoze operaci doplitku odpovida logické vysvétleni pomoci
negace.

Ad cviceni 4.3. a) Napiiklad (BN C)\ A; b) napiiklad (B\ (AUC))U(ANBNC);
c¢) napiiklad (BN D)\ C; d) napiiklad B\ (AU C).

Ad cviceni 4.4. Dukazy viz Vennovy diagramy.

Ad cviceni 4.5. Symbolické definice pojmu:
5a) A={reU: x¢ A}
5b) A\B={r€ A: x ¢ B}.
5¢) Ax B=A{[x,y]: € A, y € B}.
5d) AUB={z: x€ AV z € B}.
5¢) ANB={x:2€ ANz € B}.
5f) A+ B={z: (xr€ANaz¢B)V (xeB ANzx¢A}

Ad cviceni 4.6. véta 9: Doplnék pruniku je sjednocenim doplnku.
véta 10: Doplnék sjednoceni je prunikem doplnk.

Ad cviceni 4.7. (AU B)NC = {17,18,19}.

Ad cviceni 4.8.
a) Mnozina je soubor navzajem rozlisitelnych prvku.
b) Napiiklad S = (C —A)U(ANBNC).
Ad cviéeni 4.9. Oznacme
K7 = mnozina vSech soucastek, které prosly prvni kontrolou;
K> = mnozina vSech soucastek, které prosli druhou kontrolou;

K3 = mnozina vSech soucastek, které prosly treti kontrolou;
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U = univerzaln{ mnozina vsech 500 soucistek.

Déle nakresleme mnoziny K, Ky, K3 v obecné poloze uvnitf univerzalni mnoziny U. A
muzeme vypliovat pocty prvku v jednotlivych ¢dstech roviny, které reprezentuji pocty
prvku v dané ¢asti mnoziny. Dalsi informace vypliujeme v nésledujicim poradi (viz téz
obréazek):

3 soucastky neprosly zadno z kontrol ... napiSeme ¢islo 3 mimo dané tfi mnoziny, ale
uvnitt mnoziny U.

7 soucastek nelezi v Ky ani K5 ... do K3 napiSeme ¢tyrku mimo vSechny pruniky,
protoze jsme od sedmi odecetli jesté tii prvky, které neprosly zadno z kontrol.

5 soucastek nelezi v Ky ani K3 ... do K; napiSseme mimo pruniky dvojku, protoze
jsme od péti odecetli tii prvky, které jsou zcela mimo.

8 soucastek nelezi v K7 ani K3 ... do K5 napiSseme mimo pruniky pétku, protoze jsme
od osmi odecetli tfi prvky, které jsou zcela mimo.

38 soucastek nelezi v K ... jestlize od 38 odecteme pét prvku, které lezi vylucné v
Ky, ctyti prvky, které lezi vyluéné v K3, a jesté tfi prvky, které jsou zcela mimo,
piseme pocet 26 do mnoziny Ky N K3 — K.

29 soucastek nelezi v K5 ... jestlize od 29 odecteme dva prvky, které lezi vyluéné v
Ky, ctyti prvky, které lezi vyluéné v K3, a jesté tfi prvky, které jsou zcela mimo,
piseme pocet 20 do mnoziny K; N K3 — K.

30 soucastek nelezi v K3 ... jestlize od 30 odecteme pét prvku, které lezi vyluéné
v Ky, dva prvky, které lezi vylucné v Ky, a jesté tii prvky, které jsou zcela mimo,
piseme pocet 20 do mnoziny K; N Ky — K.

Vylucovaci metodou v mnoziné KN Ky N K3 musi lezet pét set minus vSechna dosud
napsana cisla, coz je rovno 420.

Nyni uz bude hracka odpovédét na otazky ze zadéani:

a) 420 soucastek proslo vsemi kontrolami bez vady, tj. Zddna z kontrol je neshledala ne-

vyhovujicimi.
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b) 20 + 20 + 26 = 66 soucastek neproslo pravé jednou z kontrol K, Ky, K3 (nékterou z
nich), tj. dvéma kontrolami proslo a tou tteti ne.

Ad cviceni 4.10. Oznacme B mnozinu letadel, ktera byla na letisti z predchoziho
dne, S mnozinu letadel, ktera dany den startovala, P mnozinu letadel, ktera v dany den
pristala. Tyto tfi mnoziny nakreslime v obecné poloze, kterda man rozdéli ,izemi téchto
tF1 mnozin“ na sedm casti. Do nich budeme vpisovat jednotlivé informace ze zadani — viz
obrazek:

A nyni zbyvd odpovédét na otdzku ze zadani: Na letisti toho dne vecer zustalo
2+ 3+ 16 = 21 letadel (Dvé letadla toho dne vubec nevzlétla, tii letadla vzlétla, ale
vrétila se, a Sestndct novych letadel pristdlo v ten den na letisti). Vysledné ¢islo 21 je
dano souctem poctu prvku t¥i disjuktnich casti roviny.

Ad cviceni 4.11. Ozna¢me Z; mnozinu studentu, ktefi slozili zkousku prvni, Zj
mnozinu téch, co slozili zkousku druhou, Z3 mnozinu téch, co slozili zkousku treti. Na-
kreslime-li si tyto mnoziny v obecné poloze, muzeme pomalu vypliovat pocty prvkua v
jednotlivych oblastech roviny — poc¢inaje témi, které vime naprosto jiste.

/\1

Postupné dostaneme:

e Deset procent studentu neslozilo zadnou zkousku ... mimo kruhy piSeme ¢islo 12.
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e Nebyl nikdo, kdo by slozil zkousku pouze z druhého predmétu ... do Zy — Z; U Z3
piseme cislo 0.

e Dvacet studentu neobstédlo ani u jednoho z nich — je minéno ,ani u druhého, ani u
tretiho predmétu®, o nichz byla fe¢ v prvni ¢asti souvéti (i cesti
hraje roli) ... do Z; — Zy U Z3 piSeme ¢&islo 8, protoze jsme od 20 odecetli jestée 12

studentu, kteti jsou iplné mimo.

e 9 studentu slozilo druhou zkousku, ale ne zkousku prvni ... to je krasna informace o
poctu studentu v mnoziné Zs N Zs — Z; (zkouska: 0 + 9 = 9 studentu se nachdzi v
mnoziné Zs — 7).

e 56 studentt slozilo tspésné zkousku ze druhého i tietiho predmétu ... toto je infor-
mace o poctu prvku mnoziny Zs N Zs ... odtud lze urcit pocet studentu v pruniku
vSech tif mnozin: 56 — 9 = 47.

e 33 studentu nevyhovélo ze tretiho predmétu ... mimo mnozinu Z3 je 33 studentu a
tyto oblasti roviny mimo jediné mame uz proSetieny, tj. do zbyvajictho pole Z; N
Zy — Z3 pisSeme 33 — 12 -0 — 8 = 13.

e 47 studentu slozilo ze ti1 zkousek dveé ... tato informace se tyka souc¢tu poctu studentu
ze t1i ruznych oblasti — jednd se o studentu nachazejici se v pruniku vzdy dvou
mnozin, ale mimo prunik v8ech tii mnozin. Dvé z téchto tii ¢asti mame uz popsany,
tj. tu tfeti uréime odectenim poétu prvku zbylych dvou od 47, dostaneme

|Zy N Zy — Zy| = 4T — 13 — 9 = 25.

Nyni mame ve Vennové diagramu informace o vSech ¢astech roviny kromé té, na kterou
se pta zadani ulohy: Kolik studentu slozilo vyluéné predmét tieti? Tuto informaci ziskdme,
kdyz odecteme vSech sedm poctu navzajem disjunktnich mnozin od ¢isla 120:

1200-12-0-8—-13—-47-25-9=120 — 114 = 6.
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15.5 Vysledky ke kapitole 5.2 — Délitelnost celych ¢isel, dikaz
uzitim Dirichletova principu, operace s komplexnimi ¢isly

ad a) 25:3 =38, zbytek je 1; tedy 25 =3-8+1,tj. ¢ =8, r = 1.

ad b) (—25) : 3 = —8, zbytek je —1; tedy —25 = 3 - (—=8) + (—1) ... to jesté nespliuje
podminku véty, odecteme tedy délitele 3 od pravé strany a soucasné jej pricteme:

—25=3-(-8)—-343-1=3-(-9+2 = ¢=-9, r=+42.

Ad cviceni 5.1.
1a) Zl+22:3, 2122:2—21+4Z+4:6+2Z

2 1+20 1420 2420 2420+4—-4 2460 -1+ —1+3.
Zy 2—21 2—20 242 444 8 4 4 4

(1+20)2=1+4i—4=—3+4i; (2—2i)2 =4 — 8 — 4 = —8i.
1b) Muzeme pouzit klasicky vzorec

—1++/1—-14 —1i, V3
- 7 —.
2 2 2

T12 =

Resenim rovnic s vys$si mocninou proménné x se budou studenti zabyvat v predmétu

Algebra 3.

Cviceni 5.2. Pieved'te dand komplexni &fsla v algebraickém tvaru na goniometricky
tvar:
2a) z; = 2(cos0+-sin0), zo = 2(cosm + i - sin ).

2b) z3 =cosZ +i-sinZ, 2z, = cos2E +q-sin 2F.
3 6 6 ~4 6 6

2¢) 25:cosg+i-sing,26:(30337“4—@‘-811137”:008_7“4—1‘-8111

-

2

Cviéeni 5.3. Pievedte dand komplexni ¢isla v goniometrické tvaru na algebraicky
tvar:

3a) 2 = -2 +1i-2.
3b) 2, = —3i.
3c) 23 = 2V/3 — 2i.

Ad cviceni 5.4. Ad 13a) Vyjdeme z predpokladu alb, a|c a uzitim definice 28 tento
predpoklad prepiseme:

b=a-q, c=a-q pronéjaka ¢isla q,q € Z.
Pak lze cislo (b + ¢) vyjadrit jako

b+c=aq +ag=a-(q+q),



155 VYSLEDKY KE KAPITOLE ?? - DELITELNOST CELYCH CISEL, DUKAZ
UZITIM DIRICHLETOVA PRINCIPU, OPERACE S KOMPLEXNIMI CISLY 107

tedy podle definice 28 je (b + ¢) néjaky nésobek cisla a, tj. a|(b+ ¢).
Ad 13b) Dukaz je podobny dukazu véty 13a).

Ad cviéeni 5.5. Provedme Euklidiv algoritmus pro hleddni nejvétsiho spoleéného
delitele:

364 : 208 = 1, zbytek rqo = 156;
208 : 156 = 1, zbytek ry = 52;
156 : 52 = 3, zbytek ro = 0.

Tj. NSD je poslednim nenulovym zbytkem, tj. jedna se o ¢islo 52.

Tentyz N.SD jsou schopni studenti najit i rozkladem na prvocinitele:

364 = 22.91=22.7-13;
208 = 23.26=2%.13.

Tedy NSD = 2%.13 = 52 ... brali jsme souéin viech mocnin prvoéisel, které jsou déliteli
obou z danych cisel.

Ad cviceni 5.6. Prevedeme jednotliva tvrzeni do symbolického matematického zapisu:
6a) 8|(2k+1)2—1) pro k € {0,1,2,3,...}. Upravme délence:
(2k+1)> =1 =4k> + 4k +1 — 1 = 4k(k + 1).

Souc¢in k(k 4+ 1) je jako soucin po sobé jdoucich ¢isel ¢islo sudé nebo nula, tj. ¢islo
délitelné dvéma. Odtud jeho ¢tyindsobek je délitelny osmi.

6b) 8|[(2k + 1) — (21 + 1)?], kde k,1 € {0,1,2,3,...}. Upravme délence:
(2k +1)> — (20 + 1) =4k + 4k + 1 — 41* — 4l — 1 = 4k(k + 1) — 41(I + 1).

Podle tlohy 4(a) se jedné o rozdil ¢isel délitelnych osmi, tj. vysledek je ¢islo délitelné
osmi.

6¢) 6|(2k —1+2k+2k+1). Odtud upravou délence dostaneme: 2k — 1+ 2k + 2k +1 = 6k,
a to je cislo evidentné délitelné Sesti (kazdy nédsobek Sesti je délitelny Sesti).
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15.6 Vysledky ke kapitole 6.2 — Binarni relace a jeji vlastnosti
‘Ad Pifklad 6.1.

e reflexivni relace je reprezentovéana smyckami u vSech prvku (jednickami na celé hlavni
diagonale),

e antireflexivni relace neptitomnosti smycek (neptitomnosti jednicek na hlavni dia-
gondle),

e symetrickd relace ma pro kazdou Sipku téz Sipku v opa¢ném sméru,
e antisymetrickd relace nemuze mit oboustranné sipky mezi dvéma ruznymi prvky,

e tranzitivni relace musi pro napi. Sipku od a do b a od b do ¢ obsahovat i Sipku od a
do ¢,

e Uplna relace jednak obsahuje vsechny smycky, a pak pro kazdé dva ruzné prvky z, y
vede Sipka bud z z do y (tedy x je v relaci s y), nebo sipka z y do z, nebo oboji.

PR Studentim by mélo byt jasné, ze napf. antireflexivni (anti — 12)
relace neni negaci relace reflexivni (11), ale iplnym protipélem reflexivni relace — tj. ze
existuji relace s néjakou smyckou, které nejsou ani reflexivni, ani antireflexivni. Podobné
u tranzitivni relace nemusi byt vSechny mozné tranzitivni spoje prvky relace, ale jen ty,
které jsou vynuceny Sipkami v posloupnosti tif prvku (tj. zpy a ypz vynucuji Sipku zpz).
Mozna teSeni viz obrazek:
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BP0 - jc reflexivni (11) a tranzitivni (13). Je dulezité si vSimnout,
ze relace R neni antisymetrickd, protoze napiiklad 3|(—3) a (—3)|3, ale odtud neplyne
3 = —3. Nenf ani symetrickd, protoze pokud 3|6, neplyne odtud, ze 6|3.

PRGN < o) mize, ale jen relace, kterd je podmnozinou reflexivni relace,
bez Sipek mezi ruznymi prvky; tedy jedna se o relaci, jejiz jediné prvky jsou néjaké
smycky (ne nutné vsechny).

RO - o) R je reflexivni (11), antisymetrickd (anti — 12) a tranzitivni
(13).
ad b) R je reflexivni (11), symetricka (12) a tranzitivni (13).
ad ¢) R je reflexivni (11), antisymetricka (anti — 12) a tranzitivn{ (13).
ad d) R je pouze reflexivni (11), jinak nic rozumného nelze Fici.

Ad cviéeni 6.3.

Ad a) Relace na jednoprvkové mnoziné jsou dvé: prazdnd relace a relace obsahujici jednu
smycku jediného prvku do sebe sama.

Ad b) Relaci navzdjem ruznych na dvouprvkové mnoziné je Sestnict — viz obrazek:

o G° 2 G9
e o G’O C‘ZJ
. o Co
o s G Cﬂn
0 GS T Go
§ 4 § ;
N G

0 =0 o Go
£} il 7 1
[2] o Gﬁ @O

Rozbor obrazku: na dvouprvkové mnoziné existuji ¢tyti kombinace rozdéleni smycek,
tj. ctyrikrat se musi néasobit jakdkoli verze rozdéleni Sipek mezi ruznymi prvky.
Rozdéleni sipek mezi ruznymi prvky jsou ctyti, tj. celkovy pocet je dan souc¢inem
4 -4 =16 variant.

Ad c) Relaci navzdjem ruznych na tiiprvkové mnoziné je 512:
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Rozbor obrazku: existuje osm rozdéleni smycek, tj. pocet ruznych rozdéleni sipek
mezi navzajem ruznymi prvky se musi nasobit osmi. Pro ruzné rozdéleni variant
Sipek mezi ruznymi prvky existuje

e jedna varianta bez Sipek mezi ruznymi prvky;
e Sest variant jedné Sipky mezi ruznymi prvky;

e 7 Sesti variant jedné Sipky vybirdme dvé Sipky, tj. variant se dvéma Sipkama
mezi ruznymi prvky je (g) = 15 variant;

e variant se tfemi Sipkami existuje (g);
e variant se Ctyimi Sipkami existuje (2);
e variant s péti Sipkami existuje (g);

e variant se Sesti Sipkami existuje (g).
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Tedy celkem dostavame

g ((g) " (f) " (g) - (g)) _ 2990 = 512 variant.

ad d) Muzeme se pokusit o hypotézu, kolik ruznych relaci existuje na n-prvkové mnoziné:

Pocet rozmisténi smycek ... 2".

Daéle pocet rozmisténi Sipek mezi ruznymi prvky ... 2 na pocet variant umisténi
jedné Sipky mezi ruznymi prvky.

Jednu sipku umistime kolika zpusoby? Vybereme dva ruzné prvky <g) zpusoby,
a vynasobime dvéma. Jednu sipku mezi ruzné prvky tedy umistime

<Z> -2=mn(n—1) zpusoby.

Celkem tedy mame: Pocet relaci na n-prvkové mmoziné ... 27 . 2n(=1 —
2n+n2—n — 2n2_

Ad cviceni 6.4. Napiiklad p = {[1;2],[2;1],[2; 3], [3; 2]}

Ad cviceni 6.5. Napiiklad p; = {[1;2]}, p2{[2;3]} jsou obé tranzitivni (protoze
neporusuji podminku tranzitivity), ale jejich sjednoceni tranzitivni neni.

Ad cviceni 6.6. Napiiklad p = {[3;4], [4;3],[1;2]} — porusuje podminku symetrie i
podminku antisymetrie.

Ad cviceni 6.7. a) Relace | je antisymetrickd na mnoziné N. b) Relace | neni
antisymetrickd na mnoziné Z, protoze z faktu, ze 3|/(—3) A (—3)|3 neplyne 3 = —3.

Ad cviceni 6.8. Relace nenf reflexivni, protoze napt. [2; 2] #np; neni ani antireflexivni,
protoze [1;1] € p. Nen{ symetrickd, protoze napi. [2;4] € p, ale [4;2] ¢ p. Antisymetrickd
je, protoze neporusuje podminku antisymetrie — jedind dvojice navzajem symetrickych
prvku je totiz [1;1], a v ni se o navzajem ruzné prvky nejednd. Neni tranzitivni, protoze
napi. [2;4] € p, [4;16] € p, ale [2;16] ¢ p. Neni iplnd, protoze napt. [2;3] ¢ p a soucasné
ani [3;2] ¢ p.

Ad cviceni 6.9. Vlastnost symetrie (12) relace p na mnoziné M:
a) (12) symbolicky: Vz,y € M : xzpy = —(ypx);
b) Negace (12): dx,y € M : zpy N —(ypzx).

Ad cviceni 6.10 Vlastnost anti-(12) relace pna mnoziné M:
a) anti-(12) symbolicky: Vz,y € M : xpy N ypr = = =1y;

b) Negace anti-(12): Jz,y € M : zpy N ypr N = #y.
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Ad cviceni 6.11. Negujte vlastnost (13) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez
jen stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) (13) symbolicky: Va,y,z € M : xpy N ypz = xpz.
b) Negace (13): dx,y,z € M : xpy A ypz N —(xpz).

Ad cviceni 6.12. Reflexivita (11): neplati, protoze napt. {1;2} neni v relaci se sebou
samotnou.
Antireflexivita anti-(11): neplati, protoze celd mnozina A je v relaci se sebou samotnou.
Symetrie (12): plati, pfi sjednoceni v podmince relace nezélezi na poradi mnozin.
Anti-(12): neplati, napt. {1;2} a {3;4;5} jsou v relaci, a pfitom se jednd o ruzné
podmnoziny.
Tranzitivita (13): Neplati, napt. {1}p{2;3;4;5} a soucasné {2;3;4;5}p{1;2}, ale
~({L}p{1:2)).
Uplnost (14): Neplati, napt. =({1}p{1;2}) a soucasné =({1;2}p{1}).

Ad cviceni 6.13. Jakakoli dvé licha ¢isla jsou navzajem v relaci p;. Liché ¢islo nent
v relaci se zadnym sudym ¢islem, ani dvé suda ¢isla nejsou nikdi v relaci. A proto tedy:
Reflexivita (11): Neplati, protoze napt. [2;2] & p;.
Antireflexivita anti-(12): Neplati, protoze napt. [3;3] € p;. Symetrie (12): Plati, protoze
u soucinu nezalezi na potadi ¢isel.
Anti-(12): Neplati, protoze napt. [1;3] € p; a [3;1] € p; a ¢isla 1 a 3 jsou navzdjem ruzna.
Tranzitivita (13): Plati, vlastnost lichého vysledku se pfendsi na souc¢in jakychkoli dvou
lichych cisel.
Uplnost (14): Neplati, napi. [2;4] & py ani [4;2] & py.

Ad cviceni 6.14. Vlastnosti relace u tymu, které hraji proti soupefi na domécim
hristi:
Reflexivita (11): Neplati, tymy nehraji se sebou samotnym v soutéznim zépase (i kdyz na
tréninku ano, ale to se nepocita).
Antireflexivita anti-(11): Plati.
Symetrie (12): Plati, oba tymy hraji spoletné na domécim hfisti i na h¥isti soupefe.
Anti-(12): Neplati, ze symetrického vztahu neplyne, ze tym hraje sdm se sebou.
Tranzitivita (13): Ano, protoze hraje kazdy s kazdym, tj. v relaci jsou obsazeny vsechny
usporadané dvojice se dvéma ruznymi tymy.
Uplnost (14): Podle definice pojmu vlastnosti (14) tato relace neni tplnd, protoze tplnost,
jak jsme ji definovali, zahrnuje i reflexivitu. Kdyby nékdo definoval pojem tplné relace
jen pro navzajem ruzné prvky, relace by uplna byla.

Ad cviceni 6.15. Viz odpovédi na otazky a vysledky na konci sbirky [17].
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15.7 Vysledky ke kapitole 7.2 — ekvivalence a rozklady

_ Relace jsou reprezentovany Sipkovymi grafy v obrazku mnozin:

_ a) Moznych rozkladu ¢tyiprvkové mnoziny na podmnoziny je
patnact. b) Relace ekvivalence je v kazdém mnozinovém rozkladu vyznacena soustavou
sipek (sipkovym grafem). U ekvivalence ur¢ené rozkladem plati, Ze v relaci jsou vSechny
mozné prvky v kazdé podmnoziné rozkladu:

Ad cviceni 7.1. Faktormnozina ma ¢tyfi prvky — jsou jimi podmnoziny My, My, Ms,
My, viz obréazek:
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Ad cviceni 7.2. Relace ekvivalence je reprezentovéana Sipkovym grafem. V relaci jsou
vSechny mozné prvky v kazdé mnoziné rozkladu:

ﬁ/: N

Ty - —A7Z e v
N VR Y

My Mo

Odpovida relace ekvivalence na mnoziné realnych ¢isel definovana
p=A{lz;yl: (<0 Ay<0)V (z>0Ay>0)}

Ad cviceni 7.4. Ekvivalenci lze ptirozené definovat mezi témi zlomky, které lze rozsitit

¢i zkratit jeden na druhy. Faktormnozina podle této ekvivalence ma Sest prvku — mnoziny
My, M, ..., Mg. Viz obrazek:
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Ad cviéeni 7.5. Chceme rozdeélit rozkladem realnd cisla na dvé podmnoziny —
napiiklad na ¢isla zapornd a ¢isla nezaporna. V kazdé podmnoziné musi byt v relaci
ekvivalence kazdy prvek s kazdym prvkem. Tedy muzeme tieba i vyuzit zkraceny zapis:

p={lmyleR* : (z<0 Ay<0)V (>0 A y>0)}

Uvedené teseni je jedno z moznych feSeni — rozdélit mnozinu do dvou podmnozin lze
provést mnoha zpusoby (nekoneéné mnoha zpusoby).

Ad cviceni 7.6. Vysledky viz sbirka [17], ke konci textu.
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15.8 Vysledky ke kapitole 8.3 — Usporadané mnoziny, maximalni
prvek, nejvétsi prvek a supremum

PRI Rclace je reflexivni, antisymetricks a tranzitivni — takze je to podle
definice, ktera bude nasledovat, usporadani!!

PR Dony Hassetv diagram je na obrazku 16 (b).

PR N cizomorfnich posetit na tifprvkové mnoziné je pét — viz obrazek 33:

A

) o 0

o0—o
Q
o

e——o—0

Obrazek 33: Vsechny navzajem ruzné (az na preznaceni prvku) tiiprvkové posety.

_: Vsech prirozenych délitelt ¢isla 60 je dvanact, jejich usporadani do

posetu vytvari néco jako ,,dva kvadry nad sebou®, pokud je spojime tihledné — viz obréazek:

IR . o) sup{a,d} = c, supfe, f} =e.
ad b) sup M neexistuje, protoze mnozina hornich zévor {b, ¢, d} nema nejmensi prvek.
Ad cviceni 8.1: 1)
<o =A{[1,1],12,2], 3,3, [4,4], [1,2], [2, 3], [1, 3], [1, 4], [4, 3], [1, 3] };
<p = {[1,1],2,2],[3,3], [4,4], [3,4], [4,1], [3, 1], 4, 2], [3, 2]}
i)
g = {[17 2]7 [27 3]7 [17 3]7 [174]7 [47 3]7 [17 3]}7
< = {[374]’ [4’ 1]7 [37 1]7 [47 2]7 [37 2]}
i)
<a= {[17 2]’ [27 3]7 [1> 4]7 [4’ 3]};
<o={[3,4], [4,1], 4, 2]}.



158 VYSLEDKY KE KAPITOLE ?? - USPORADANE MNOZINY, MAXIMALNI
PRVEK, NEJVETSI PRVEK A SUPREMUM 117

Ad cviceni 8.2: Jednd se o poset zobrazeny na titulni strané textu [14]: obrézek 34.

Obrazek 34: Poset (27, C) pro P = {1,2,3,4}.

Ad cviceni 8.3.

Ad cviceni 8.4. Navzdjem ruznych posetu (aZ na preznaceni prvku) na ctyiprvkové
mnoziné je Sestnact — viz obrazek:
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L T
{; 0
T o
0 G
a2 0 A

Ad cviceni 8.5. Vzajemné souvislosti mezi minimalnim prvkem, nejmensim prvkem
a infimem jsou vymezeny na obrazku:

2w

ANEM A INF 3NN JNEIM

FNEm Iriyg,

3 INF, dle. o M FInF, WM 3 MN

My

3INF

7 osmi variant kombinace prvku ,MIN“  NEJM®“ |INF“ kdy dané prvky existuji ¢i
neexistuji, tfi varianty vubec nemohou nastat:

a) nenastane A MIN, 3 NEJM, 3 INF;
b) nenastane 3 MIN, 3 NEJM, A INF;

c) nenastane A MIN, 3 NEJM, A INF.
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Dalsich pét kombinaci by s trochou fantazie (viz obrazek) mohlo obsahovat posety daného
typu.

Ad cviceni 8.6. Viz obrdzek — dva mozné piiklady. Poset (b) mé skutecné tii mi-
nimalni a dva maximalni prvky, protoze nesrovnatelny prvek je jak prvkem maximalnim,

tak prvkem minimalnim.
h 13 5
=
Z \/\ i
4 2 3

2 3

Ad cviéeni 8.7. Viz obrazek:

% oo z‘v{z’s‘»ﬁ

el

Ad cviceni 8.8. Naptiklad oba posety ve cviceni 8.6 — tfeba prvky 1, 2, 3 jsou
navzajem nesrovnatelné, tj. zadny neni mensi nebo roven nez ty druhé dva.

Ad cviceni 8.9. Oba posety na obrazku — prvky a, d, e jsou navzajem nesrovnatelné,
zadny neni mensi nebo roven nez ty dalsi dva:

Ad cviceni 8.10.
a) ..VeeM: x<ux,.

b) ...3zeM: (x>xy V o £ x).
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Ad cviéeni 8.11.

ad a) Hasseuv diagram je schéma, které zachycuje relaci usporadéni. Vztah [x,y] re-
lace je v ném zachycen tak, Ze existuje posloupnost bezprostiednich predchudcu a
nasledovniku, ze
T <2 <2y < <Y.

Pritom uspotradanost dvojice je zachycena tim, ze prvni prvek ve dvojici je nakreslen
nize nez druhy prvek ... diky této imluvé se Sipky nekresli, protoze vSechny by
smétfovaly smérem nahoru.

Zachyceni vlastnosti usporadéani: (11) ... smycky se nekresli a rozumi se, ze vsechny
prvky jsou v relaci se sebou automaticky;

anti-(12): nemohou byt spojeny hranou dva prvky v diagramu vedle sebe — to by
znamenalo, ze jsou navzajem v relaci, a pritom jsou ruzné, tj. byla by porusena
podminka anti-(12);

(13): Pokud a<gb A b<c tak se ma za to, Ze automaticky plati a<lc, ovSem hrana a — ¢
se nesmi kreslit. Jakmile jsou nékteré dva prvky spojeny retézcem bezprostiednich
predchudcu a nésledovniki, jsou (v daném poradi: nizsi prvek s vyssim prvkem) v
relaci, i kdyz diagram je nespojuje hranou.

ad b) Tento diagram je témér stejny jako ten ze cviceni 8.3, ovSem neni v ném zakreslena
horni fada prvku z 8.3, tj. ¢isla 16, 48, 144.

Ad cviceni 8.12. Ano, jedna se o poset, viz obrazek:

Ad cvicéeni 8.13.

a) Na posetu (P, <) uvazujme neprazdnou podmnozinu M. Cislo m je infimum mnoziny
M v tomto posetu, kdyz je nejvétsi dolni zavorou mnoziny M.

b) Nejveétsi dolni zédvorou je nejvétsi spolecny délitel danych ¢isel z mnoziny M, nejmensi
horni zavorou je nejmensi splecny nasobek téchto ¢isel. Tedy inf{8,12,30} = 2 a
sup{8, 12,30} = 120.

Ad cviceni 8.14. Viz vysledky na konci textu [17].
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15.9 Vysledky ke kapitole 9.2 — Zobrazeni, funkce, posloupnost,
operace

Ad cviceni 9.4. Viz obrazek v definici 52e).
Ad cviceni 9.5. Viz obrazek v definice 52d).
Ad cviceni 9.6. ad a) Viz definice 53; ad b) go f(x) = V/sinz.

Ad cviceni 9.7. ad a) viz definice 52; ad b) ho go f(z) = ﬁ

Ad cviceni 9.8. Porovnejte své odpovédi s definicemi jednotlivych typu zobrazeni.
Zaméite se také na to, zda kazdy priklad zobrazeni je nebo neni zobrazenim vice typu
soucasneé. Zduvodnete proc¢ se jedna o dany typ.

Ad cviceni 9.9. Definujeme piiklad zobrazeni f : Z — N, které je injektivni, ale ne
surjektivni. Reseni zde existuje celd fada, popisme jen jedno z nich (je vyhodou si celou
situaci kreslit):

e Nemad se jednat o surjekci, tak nechejme tieba ¢isla 1 a 2 neobsazend zadnym vzorem.
e Nulu v Z zobrazime napiiklad na trojku v N: f(0) = 3.

e 7da se, ze zobrazit dvé nekonetné mmnoziny (mnozinu kladnych celych cisel a
mnozinu zapornych celych ¢éisel) na jednu nekoneénou mnozinu neni mozné, ale
zobrazeni je mozné zkonstruovat diky paradoxum, které plati u nekonecnych mnozin:
mnozinu {4,5,6, ...} lze totiz rozdélit na dvé nekoneéné podmnoziny, napiiklad na
podmnozinu jejich sudych ¢isel a podmnozinu jejich lichych cisel:

{4,5,6,7,8,9,...} = {4,6,8,...} U {5,7,9,...}.

To nam uz napovida, jakym zpusobem definujeme hledané zobrazeni f:

— Kladna celd ¢isla zobrazime injektivné na mnozinu {4,6,8,...}: f(1) = 4,

£(2) =6, f(3) =8, f(4) =10, atd.

— Zaporna celd ¢isla zobrazime injektivné na mnozinu {5,7,9,...}: f(—=1) = 5,
f(=2)=7, f(—=3) =9, f(—4) =11, atd.

Zobrazeni f jsme tedy zkonstruovali tak, ze zadné dva obrazy nejsou stejné (tj. jednd se
o injekci), a pfitom ¢isla 1, 2 v mnoziné N nejsou obsazena zadnym vzorem (NEjednd se
o surjekei).

Ad cviéeni 9.10. Definujme priklad zobrazeni f : R — Z, které je surjektivni, ale ne
injektivni. ReSeni existuje celd fada, popiseme jedno z nich (je vyhodné si celou situaci
kreslit):

e Ma3 se jednat o surjekci, tak pokryjme nejprve celou mnozinu Z obrazy bodt z R —
muzeme vzit tieba velmi jednoduchy predpis f(k) = k pro vSechna k € Z. Uz nyni
vime, ze f bude surjekce.
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e Nyni zbyva dodefinovat zobrazeni f pro ta redlna cisla, ktera nejsou celd. Musime
to ovSsem udélat takovym zpusobem, aby vSechny obrazy byly celo¢iselné. Vezméme
napiiklad f(x) = k pro kazdé x z intervalu (k; k + 1).

Zobrazeni f je definovéno tak, ze pro kazdé celociselné k se cely interval (k;k + 1) zobrazi
na celé ¢islo k. Jinymi slovy, f neni injekce, protoze ruznd x z intervalu (k;k + 1 se
zobrazuji na stejné celé ¢islo.

Ad cviceni 9.11. Definujme pifklad zobrazeni f : N — Z, které je bijektivni.Regen{
existuje celd fada, popiSeme jedno z nich (je vyhodné si celou situaci kreslit):

e Nejprve pokryjeme nulu, napiiklad jednickou: f(1) = 0.

e Déle pokryjme zapornd cisla, kterych je nekoneéné mmnoho: pokryjeme je sudymi
prirozenymi ¢isly, kterych je také nekonecné mnoho!!! f(2) = —1, f(4) = =2, f(6) =
—3, f(8) = —4, atd. obecné f(k) = —£ pro suda k.

e A zbyva pokryt kladna celd cisla, kterych je také nekoneé¢né mnoho. Nam ovSem
jesté nekoneéné mnoho neobsazenych vzoru zbyva, tj. f(3) =1, f(5) =2, f(7) = 3,
f(9) = 4, atd. obecné f(I) = 5! pro licha [ > 3.

Takto definované zobrazeni je konstruovano tak, aby pokrylo vsechna celd cisla (tj. je
surjekce), a soucasné Df = N a f nenabyva dvou stejnych hodnot (tj. je injekce).
Dohromady je tedy bijekci.

Ad cviceni 9.12. Vysledky na konci uéebnic [8], [17]. V piipadé nejasného vysvétlent
kontaktujte svého cviciciho.
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15.10 Vysledky ke kapitole 10.2 — Linearni a kvadratické funkce

Ad cviéeni 10.9. Pii tpravé predpisu kvadratické funkce y = —222 4 3z + 1 nejprve
vytkneme —2, aby u ¢lene x? v zévorce byl koeficient 1, a pak vnitiek zdvorky doplnime
na uplny ¢tverec (ptricteme a odecteme ¢islo %, aby se vysledek nezménil, ale mohli jsme
pro prvni tfi €leny v zévorce pouZit vzorec (a — b)? = a? — 2ab + b?):

3 1 3 9
2243z +1 = —2-(x2—2x—2):—2-<[x2—2-x-4+16}——>:

_ [ 3]2 7\ _ ( 3)2 L
N YTl T16) T Ty T’
7 upraveného tvaru je vidét: —2 znamend, ze funkce bude nabyvat neohranicené

zapornych funkénich hodnot (tj. jeji graf parabola bude otocend smérem k minus ne-
koneénu na svislé ose), z dalsich hodnot vycteme, ze vrchol paraboly nastdavd v bodé

3. 17
48"

& | w
4

Z grafu funkce vidime, ze Df = R, Hf = (—oc; %7)

Ad cviceni 10.10. Z vymezujicich mnozin Df = R, H f = (2; 00) vidime, ze parabola
bude tentokrat otocena k plus nekoneénu na svislé ose. Vrchol nastava pro z = 3, ma tedy
soufadnice [3;2].

\is
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Muzeme psat predpis ve tvaru
f(2) = (x = 3)° +2

Tento vzorec neni uréen jednoznacné, protoze v zadani tlohy neni uvedeno, jak moc méa
byt parabola seviena-rozeviend kolem své osy. Koeficient pred zavorkou nemusi byt roven
jedné, ale jakékoli nenulové kladné realné hodnoté. Predpisy f(z) = 0,5« (z — 3) + 2,
f(x) =5 (x —3)2+2, atd. jsou viechny odpovédi na zadani dlohy. Mozna bychom mohli
psat f(x) =a-(x —3)*+2, kde a € R".
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15.11 Vysledky ke kapitole 11.2 — Linearné lomené funkce,
funkce mocninné a odmocninné

Ad cviceni 11.4. Vysledky prikladu na linearné lomenou funkeci:

_ 3z+2
T or—17

4a) Abychom ziskali zékladni tvar vyjadieni funkce f(x) provedeme déleni poly-

nomu:
5

(31‘+2):(m—1):3+x_1.

Odtud uz je vidét, ze svisla osa je posunuta do primky x = 1 a vodorovna do primky
y = 3, a tedy muzeme kreslit posunuty graf:

Déle Df = R— {1}, Hf = R — {3}.

4b) Z Df = R\ {3} plyne, Ze svisla osa je posunuta do piimky v =3. Z Hf = R\ {—1}
plyne, ze vodorovna osa je posunuta do piimky y = —1. Dale protoze funkce je
pro x > 3 rostouci, jeji graf lezi v posunutém druhém a ¢tvrtém kvadrantu, coz lze
zaridit znaménkem MINUS v ¢itateli zlomku ze zdkladniho tvaru. Tomu odpovida
napi. funkce f(z) = —1 — - nebo f(z) = —1 — -%;, zkrtka kazd4 funkce typu

z—3" z—3"

flz) =—1—- -2 kdea € R":
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4c) Deéldme podobné jako 4a): Provedeme déleni polynomu

1 2
-1 2x+2)==-— ——.
(e 1) Qet2) =5 =5
Odtud uz je videét, ze svisla osa je posunutd do piimky = = —1 (je to ta hodnota

proménné x, pro kterou 2z 42 je rovno nule) a vodorovna osa je posunuta do piimky
y = % Graf kreslime do druhého a ¢tvrtého posunutého kvadrantu, coz plyne ze
znaménka MINUS pted zlomkem zékladniho tvaru (to vlastné znamend, ze —2 se
nachézi v ¢itateli zlomku):

Dile Df = R—{-1}, Hf = R— {1}.

Ad cviceni 11.10. Jedna se o podobnou funkci jako je y = J}% = 272 na ziZeném
definicnim oboru, jenze graf zadané funkce je oproti této funkci posunuty o dvé jednotky

doprava a tii jednotky nahoru.

ad 10a) Graf funkce f(z) = ﬁ + 3 pro x € (2;00): viz obrazek nize.
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ad 10b) Nejprve zaménime x a y ve vzorci: © = ﬁ + 3, a pak z néj vyjadiime y:

£l
y_\/x—?)

Zustava otazkou, jaké znaménko zvolit na misté +. Pomuze nam, ze defini¢ni obor
funkce f(z) obsahoval pouze kladnd ¢isla (vétsi nez 2) — tj. obor hodnot H f~!
bude také obsahovat pouze kladnd ¢isla (vétsi nez 2). Tj. v ¢itateli zlomku volime

+ 2.

znaménko PLUS a hledand funkee je tvaru f~'(z) = 2= + 2.

Grafy obou funkci viz obrazek:

Cviceni 11.11.
11la) Df=R—{-1}, Hf = R — {—3}, graf funkce viz obrazek:

11b) Nejprve zaménime z a y ve vzorci: © = ﬁ — 3, a pak z néj vyjadiime y:

!
v= vVor+3

— 1.
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Zustava otazkou, jaké znaménko zvolit na misté +. Pomuze nam, ze definiéni obor
funkce f(x) obsahoval pouze kladnd ¢isla — tj. obor hodnot H f~' bude také obsa-
hovat pouze kladnd c¢isla. Tj. v citateli zlomku volime znaménko PLUS a hledana

funkce je tvaru f~!(x) = \/ﬁ — 1. Graf obou funkci viz obrazek:

Ad cvigeni 11.12. Grafy funkci a) f(z) = —2°+1,b) f(z) = (z—5)3, ¢) f(x) = =L +2
jsou na obrazku:

1
() = - %o / : >
03 = x4 ) 1= -5)

=241

ad a) D(f) = R, H(f) = (—o0;1) a prislusnd inverzn{ funkce f~' neexistuje, protoze
funkce f neni prosta. Eventudlné bychom se mohli se zadanim funkce omezit na
nezaporna x, na tomto zuzeném intervalu uz funkce f prosta je a inverzi najdeme
vcéetné grafu:
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£00= - K% | | D§= Lo <) O iy @NQ;'
M= (= oh) =

o . \
¢ ’ <

AN AN

Z (‘ 2 -1 4 Z-

41 ot
11 ~Z o

Nebo se muzeme omezit na nekladna z — pro takto zizeny definiéni obor také inverzni
funkce existuje, viz grafy:

5 Cg=-x
colz=x34 D= =0y o > <7
};ﬁ:@w(w\) HE=(-eo0)

/ > PB
i - —F { + p—t
—-L £ -1 /

ad b) D(f) =R, H(f) = R a inverze existuje, protoze f je funkce prostd — viz obrazek
nize.

ad c¢) D(f)=R—-{0}, H(f) = R— {2} a inverze existuje, protoze f je funkce prostd —
viz obréazek:

-
ed by §ex)=H+ 5

-1
ad o £ R)= —

B

r
{
—

Ad cviceni 11.13. Grafy funkci a) f(z) = 2272, b) f(x) = 7% — 1 jsou na obrazku:
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)= 2=
a) g-\f\ F

ad a) D(f)= R—{0}, H(f) = (0; 00) a prislusnd inverzni funkce f~! neexistuje, protoze
funkce f mneni prosta. Eventualné bychom se mohli se zadanim funkce omezit na
kladné z, na tomto zuzeném intervalu uz funkce f prostd je a inverzi najdeme véetné

grafu:

- 5= (0( %)

¢ = 2=
1(}‘3 ;(-‘-""

Hff(og"é-’?)

ot

IS

Nebo se muzeme omezit na zdporna x — pro takto ztizeny defini¢ni obor také inverzni
funkce existuje, viz grafy:

-

=

i
X

LK)

(D= (=02, 0) ‘,ui!g:(o,\a&\

b
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ad b) D(f)=R-{0}, H(f) = R— {—1} a inverze existuje, protoze f je funkce prostd
— viz obrazek:

1‘
I
— :
\ A 2. 5
? \-._"’A
|
|
!
A

Ad cviceni 11.14. Grafy funkcf a) r73,b) y = 2~ jsou na obrdzku:
=4 4
ST x? \ oy |
e —t —T
-1 -1

ad a) Na intervalu (—o0;0) funkce f nemd minimum, protoze neni zdola ohrani¢ena.
Plati totiz .

lim — = —o0
z—0_ ;E?’

(¢teme: limita z funkce 5 pro « blizicf se k nule zleva se rovnd minus nekoneénu).
Na intervalu (0; 00) oviem minimum také neexistuje — funkéni hodnoty pro z jdouct
k nekonecnu se sice limitné blizi k nule, t;j.

ovsem funkce f této funkéni hodnoty nenabyva v zadném koneé¢ném bodé. Pouzitim
terminologie z kapitoly 8 fikdme, ze mnozina funkcénich hodnot funkce f ma pro z z
intervalu (0; co) infimum (rovné nule), nikoli minimum.

ad b) Funkce f(z) = - nemd v zédném bodé svého definiéniho oboru minimum —
pouze je mnozina H (f) ohrani¢end a ma infimum, ale minimum funkce f neexistuje
v zadném bodé definiéniho oboru.
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15.12 Vysledky ke kapitole 12.2 — Funkce exponencialni a loga-
ritmické
Ad cviceni 12.1.

a) Df = R, Hf = R+, graf viz obrazek:

b) Nejprve zaménime x a y, dostaneme z = 0,5Y. Nyni z tohoto vztahu vyjddifme y,
pritom mame na pameéti, ze inverzni funkce k mocninné funkce je funkce logaritmicka,
jejiz zakladem je cislo, které bylo v exponencialni funkci umocnéno na mocninu z,
dostaneme tedy: y = log 5 .

Ad cviéeni 12.2.

a) Nehezkou zdpornou mocninu upravime: f(z) = 0,37% +2 = (%>_z +2= (1—30>m + 2.

Vidime, ze Df = R a Hf = (2;00) a funkce je rostouci, protoze zéklad exponentu
je 13—0, coz je ¢islo vétsi nez 1:

b) Nejprve zaménime y a z, dostaneme x = (%)y + 2. Odtud vyjadiime y:

F7 (@) =y = logu(a — 2)
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Ad cviéeni 12.3.

a) Df = (1;00) ... kdo si nenf jisty, Fesi nerovnici z — 1 > 0, tj. argument funkce logarit-
mické musi byt kladny. Dale H f = R. Graf funkce je posunuty o hodnotu 1 doprava
vzhledem k zakladnimu grafu y = logsx:

b) Rovnici Iny = 2% + 2 Ize prevést na ekvivalentni rovnici

2
elny = e +2‘

Na levé strané této rovnice jsou funkce navzajem inverzni, tj. obé se vyrusi a dosta-

2
neme y = e% 2,

Ad cvicéeni 12.4.

a) Vyjdeme z grafu funkce af funkce y = logy,(x — 1), ktery je vysledkem cviceni
12.3.(a). Nejprve k funkci ze cviceni 12.3.(a) pfiddme znaménko MINUS — tim
dojde k preklopeni celého grafu vzhledem k vodorovné souradné ose x. A nakonec k
vysledku pricteme hodnotu 2, coz odpovida posunu celého grafu v kladném sméru

osy y:

Posun grafu o hodnotu 2 nezménil ani Dy, ani Hy funkce z ptedchoziho kroku,
pouze se bod [2;0] (prusecik grafu s osou x) posunul do bodu [2;2]. Celkem vidime
u vysledné funkce, ze Df = (1;00), Hf = R.

b) Nejprve zaménime z, y a dostaneme x = — log,(y—1)+2. Odtud vyjadiime proménnou
y: pred umisténim obou stran rovnice do mocniny ¢isla 2, které je zadkladem logaritmu
v nasem piikladu, rovnici upravime do takového tvaru, ze logaritmus je na jedné
strané s koeficientem 1, vSe ostatni je na druhé strané rovnice:

logy(y — 1) =2 — .
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Nyni obé strany rovnice napiseme do exponentu zakladu 2 — diky ,,zameteni smeti“
pred logaritmem na levé strané se exponencialni funkce a logaritmus o stejném
zakladu vyrusi, tj. dostaneme

2loml=l) = 2277 o 1 =2""=22.27"=4.05" = y=4-05"+1.

Muzeme vesele kreslit graf exponencialni funkce:

Ad cviéeni 12.5. K funkci f(z) = 2771 + 3 existuje funkce inverzni, jejiz pfedpis m4
tvar f1(z) = logy(w — 3) + 1. D(f) = R, H(f) = (3i00), D(f ) = (3;00), H(f 1) = R.
Oba grafy vidite na obrazku osové soumérné vzhldem k ptimce y = x, ktera predstavuje
zaménu proménnych pii vyjadieni zavislosti v inverznim smeéru:

=4

X
)= "
.J(x)~/,

+3

/

Ad cviceni 12.6. Grafy funkei a) y = 0,3%; b) y = —0,3%; ¢) y = 2 — 0,3* vidite na
obrazku:
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f=(-002)

Ad cviceni 12.7. K funkci f(z) = 2-log, z — 1 m4 inverzni funkce piedpis f~!(x) =
4*3 . Pokud si jeste vyjadifme 4 jako 22, 1ze vzorec upravit na tvar

f—1($) — 92(5+3) — gutl

Ad cviceni 12.8. K funkeci f(x) = logs(x + 2) — 1 existuje funkce inverzni zadand
piredpisem f~!(z) = 5°t! — 2. Oba grafy vidite na obrazku:
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- X4
i ciy=5" -2
4 / =%

Dy =R Y M
i R

f‘%‘:x“c.‘f@)
| g /
| 1 Ve
’ /

J

Je patrné, ze D(f) = (=2;00), H(f) =R, D(f™") =R, H(f™') = (—2; 00).
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15.13 Vysledky ke kapitole 13.2 — Funkce goniometrické a cyk-
lometrické

Ad cviceni 13.1. az 13.5. Vysledky piikladu najdete v ucebnici [10].

Cviceni 13.6. Grafy a vlastnosti cyklometrickych funkef:

1. Graf funkce f(z) = arcsin (%) -5

e Vyjdeme z D(arcsin x) = (—1;1), H(arcsin z) = (5*; 5): Argument funkce
arcsin musi lezet v tomtéz intervalu (—1;1):

1< <

—_

g = —2<2<2 = D(f)=(-2;2).

e H(f) dostaneme tak, ze H(arcsin x) = (5;5) posuneme o hodnotu 7 do
wzaporného sméru“: H(f) = (—m;0).

|

e Jesteé si muzeme uvédomit, ze funkce arcus sinus je rostouct (pokud v argumentu
neni minus pred z, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmeény);

e Vyznacime do grafu funkéni hodnoty v krajnich bodech definiécniho oboru:
f(=2) = —m, f(2) = 0 a muzeme kreslit graf:

{(%): ang; ,ﬂ;m(a&l\' _ T_\‘E

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je rostouci na celém D( f), lokalni i globalni minumum
nastava v bodé x = —2, lokalni a globalni maximum nastava v bodé x = 2.

2. Graf funkce f(x) = arccos (3z — 2):

e Vyjdeme z D(arccos =) = (—1;1), H(arccos ) = (0;7): Argument funkce
arccos musi lezet v tomtéz intervalu (—1;1):

1 1
—1<3z-2<1 = 1<3r<3 = ggxgl = (f):<§;1>,
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e H(f) se nemeéni, protoze po vypocteni arkus kosinu argumentu uz déle k této
hodoté nic nepfic¢itdme, ani ji ni¢cim nendsobime, tj. H(f) = (0; ).

e Jesté si muzeme uvédomit, ze funkce arcus cosinus je klesajici (pokud v argu-
mentu neni minus pred x, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmeény);

e Vyznacime do grafu funkéni hodnoty v krajnich bodech definiéniho oboru:
f(3) =m, f(1) = 0 a muzeme kreslit graf:

LY =0 (_’»KZ)

»)at

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je klesajici na celém D(f), lokdlni i globalni minu-
mum nastava v bodé x = 1, lokalni a globalni maximum nastava v bodé x = %
3. Graf funkce f(z) = 3 - arccotg (2z — 5) + 7

e Vyjdeme z D(arccotg ) = R, H(arccos x) = (0;7): Argument funkce arccotg
muze byt libovolny, tj. D(f) = R. Maximélné bychom si mohli fici, kam se
posune zakladni bod [0; 7] pruseciku grafu funkce arccotg x se svislou osou:
tento jakysi stted soumeérnosti grafu se posune do takového bodu, ve kterém

platf 22 —5 =0, tj. v = 3.

e H(f) se zméni dvéma zdsahy: nejprve se ndsobenim jednou polovinou interval
H(arccotg x) = (0;7) zmensi na (0; ), a pak se po piicteni ¢isla 7 posune na
H(f) = (m;35). Odtud lze urcit, ze stied souumérnosti grafu bude mit y-ovou
soutadnici ve stfedu intervalu H(f), tj. pro

1 3T 5%

yzg(WJF?):Z

e Jesté si muzeme uvédomit, ze funkce arcus cotangens je klesajici (pokud v
argumentu neni minus pied x, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmény);

e Vyznacéime do grafu stied soumérnosti grafu [2; 27, a také asymptoty v krajnich

2071
bodech intervalu H(f) — jednd se o konstantni funkce y = m a y = 37” —a

muzeme kreslit graf:
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4 _!:-\‘i“ r‘@;

P
L}

§w)= 3; el (?.x~§) T

IR

Vlastnosti funkce f(x): Funkee je klesajici v R a nemd lokéln{ ani globaln{ extrémy
— muzeme maximalné Fici, Ze je ohrani¢end shora i zdola.

Ad cviceni 13.7. a 13.8. Vysledky piikladu najdete v ucebnici [10].
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15.14 Vysledky ke kapitole 14.2 — Vlastnosti funkce — shrnuti

Ad cviceni 14.7. Definice v téchto odpovédich nemusi byt zcela totozné s definicemi v
textu.

ad a) Relace f je zobrazeni z X do Y, kdyz ...

Ve € X 3 nejvyse jednoy € Y : [x;y] € f.

ad b) Relace f neni zobrazeni z X do Y, kdyz ...

Jre Xy zeY :[mylef ANlezlef Ny#z.

ad c) Funkce f je rostouci na intervalu I, kdyz ...

Ve, xo €1 0 2y <ag = fxy) < f22).

ad d) Funkce f neni rostouci na intervalu I, kdyz ...

dry, 20 €1 1y <9 AN fx1) > f(22).

ad e) Funkce f je klesajici na intervalu I, kdyz ...

Ve, xe €1 0 2y <x9 = f(a1) > f(22).

ad f) Funkce f neni klesajici na intervalu 7, kdyz ...

dry, a0 €1 1y <x A fay) < fa2).

ad g) Redlné cislo xq je lokdlni minimum funkce f, kdyz ...

A(a;b) € D(f) :xo € (a;0) N f(zo) < f(x)Va € (a;b).

ad h) Redlné ¢islo xg neni lokdlni minimum funkce f, kdyz ...
V((a;0) € D(f) : zo € (a;b))3zy € (a;b) = f(xo) > f(z1)

(slovné: xy neni lokdlnim minimem funkce f, kdyz pro jakykoli interval (a;b), ktery
obsahuje bod xzg, lezi v tomto intervalu néjaky bod x; s nizsi funkéni hodnotou

f(x1) < f(x0)).

ad i) Redlné ¢islo zg je lokdlni maximum funkece f, kdyz ...

3(a;b) € D(f) s a0 € (a:b) A flwo) = flw)Va € (aD).

ad j) Redlné ¢islo 29 neni lokdlni maximum funkce f, kdyz ...
V((a;b) € D(f) : wo € (a;0))31 € (a;0) = f(x0) < f(21)

(slovné: xy neni lokdlnim maximem funkce f, kdyz pro jakykoli interval (a;b), ktery
obsahuje bod =z, lezi v tomto intervalu néjaky bod z; s vyssi funkéni hodnotou

f(x1) > f(20)).



15.14 VYSLEDKY KE KAPITOLE ?? - VLASTNOSTI FUNKCE — SHRNUTI 141

ad k) Funkce f je sudd, kdyz ...
Ve € D(f) : (=2) € D(f) A f(=x) = f(x).
ad 1) Funkce f nenf sud4, kdyz ...
Jw € D(f) : (=2) ¢ D(f) Vv (=) € D(f) A f(=z) # f(x).
ad m) Funkce f je lichd, kdyz ...
Vz € D(f) : (-z) € D(f) A f(—z) = —f(2).
ad n) Funkce f nenf lichd, kdyz ...
Jz € D(f) : (=x) ¢ D(f) Vv ((=x) € D(f) A f(—x) # —[f(2).
ad o) Funkce f je shora ohranicend, kdy# ...

dLeR :VYreD(f): f(z) < L.

ad p) Funkce f neni shora ohranicena, kdyz ...
VLe RIz e D(f) : f(z)>L

(slovné: funkce f piesdhne v nékterém bodé jakoukoli konstantu L, af je jakkoli
velkd).

Cviceni 14.8. Pifklady sudé funkece: f(z) = cosz, f(x) = 2%

Cviceni 14.9. Priklady liché funkce: f(x) = sinz, f(z) = tg z, f(x) = cotg =,
f(z) = 3.
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