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5.2 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Úvod

Tato skripta jsou vytvářena jako podpora přednášek i cvičeńı do předmět̊u Základy
matematiky (MA-0001) na PdF MU Brno. Studenti se v nich seznámı́ či připomenou si
základńı matematické pojmy a základńı matematické principy.

Prvńı základńı věćı zde prob́ıranou jsou principy logického usuzováńı a metody
prokazováńı platnosti matematických tvrzeńı – v textu čtenář najde tuto proble-
matiku v prvńıch třech kapitolách a v dev́ıti typech d̊ukaz̊u. Tyto d̊ukazy pak hraj́ı roli
při potvrzeńı platnosti asi sedmnácti matematických vět v textu uvedených (č́ıslováńı
vět je podbarveno červeně ) a jsou př́ıkladem práce s matematickou preciznost́ı, kdy
uživatel matematiky nejen zj́ıst́ı, že plat́ı určité vzorce a zákonitosti, ale také by měl
možnost se přesvědčit, proč plat́ı, a to na základě známých pojmů a matematických
tvrzeńı dokázaných již dř́ıve.

Druhou základńı věćı tohoto předmětu některé zmı́nky o množině celých č́ısel a
množině komplexńıch č́ısel. Těm budou věnovány týdny 4 a 5. Zat́ımco celá č́ısla
jsou d̊uležitou množinou č́ısel, které se žáci věnuj́ı na ZŠ (např. v tématech kladná a
záporná č́ısla, dělitelnost, atd.), několik zmı́nek bude učiněno také o komplexńıch č́ıslech,
která obvykle na SŠ jsou přeskakována. Studenti je také přeskoč́ı a vrát́ı se k nim ještě
v předmětu Algebra 3, ale nyńı se alespoň seznámı́ s reprezentaćı komplexńıch č́ısel v
Gaussově rovině a s operacemi sč́ıtáńı, násobeńı a děleńı těchto č́ısel.

Třet́ım tématem a nejd̊uležitěǰśım pojmem tohoto předmětu je po dvouhodnotové
logice a pojmech množiny a kartézského součinu množin pojem relace – tento pojem je
základńım pojmem předmětu. Studenti prozkoumaj́ı některé vlastnosti známých relaćı ≤,
⊆, relace dělitelnosti |, a pak se seznámı́ s faktem, že při matematicky přesném popisu jsou
na pojmu binárńı relace založeny pojmy ekvivalence, uspořádáńı, zobrazeńı, posloupnost,
funkce a binárńı operace. Výstavbě těchto pojmů a jejich vlastnostem budou věnovány
týdny 6 až 9. Definice těchto i daľśıch pojmů v textu jsou podbarveny zeleně .

Čtvrtým tématem tohoto předmětu budou základńı reálné funkce jedné proměnné
a jejich vlastnosti – prob́ıráno v týdnech 10 až 13. S určiváńım vlastnost́ı funkćı souviśı
dovednost i nakreslit jejich graf, která bude u těchto základńıch funkćı procvičována s
největš́ım d̊urazem, protože poskytuje jakýsi

”
geometrický“ či grafický obraz o předpisech

funkćı, které matematika dodává daľśım obor̊um lidského bádáńı a podnikáńı. Tuto
dovednost budou studenti dále rozv́ıjet v předmětu Matematická analýza 1 (MA-0004),
ale už v předmětu Základy matematiky by si měli zopakovat na úrovni SŠ či se naučit
pracovat s vlastnostmi a grafy některých elementárńıch funkćı.

Pátou základńı věćı, která prostupuje celým textem, je úkol naučit se rozumět
matematickému zkrácenému (symbolickému) zápisu – jedná se vlastně o jakýsi
symbolický jazyk matematiky, který je hojně využ́ıván v jakýchkoli matematických
metodách a popisech. Většina takto opakovaných či definovaných značek a symbol̊u v
tomto textu je označena žlutě . Dovednost spoč́ıvaj́ıćı ve čteńı a psańı (použ́ıváńı) tohoto
stručného matematického zápisu bude také v předmětu zkoušena, a rozv́ıjena dále v
předmětech Algebra 1 a Algebra 2.
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And last but not least, tento předmět je specifický v tom, že je vyučován na pedagigické
fakultě student̊um, kteř́ı aspiruj́ı na povoláńı učitele matematiky 6. až 9. ročńıku ZŠ.
Proto bude jeho součást́ı představeńı některých učebnic matematiky na ZŠ. Přehled osnov
výuky v 6. až 9. ročńıku uvád́ı např. nově vznikaj́ıćı série učebnic (Jedličková, Krupka,
Nechvátalová 2012 – 2019, posledńı tři učebnice série vycházej́ı v pr̊uběhu orku 2019 a
zat́ım jsou doplněny analogickými tituly ze série Herman, Chrápavá, Jančovičová, Šimša):

NŠ01 Krupka a kol.: Desetinná č́ısla.

NŠ02 Krupka a kol.: Kladná a záporná č́ısla.

NŠ03 Krupka a kol.: Dělitelnost.

NŠ04 Krupka a kol.: Základy geometrie.

NŠ05 Krupka a kol.: Shodnost geometrických útvar̊u, souměrnosti.

NŠ06 Krupka a kol.: Zlomky, poměr.

NŠ07 Krupka a kol.: Procenta, trojčlenka.

NŠ08 Krupka a kol.: Rovinné útvary.

NŠ09 Krupka a kol.: Výrazy a rovnice 1.

NŠ10 Krupka a kol.: Hranoly a válce.

NŠ11 Krupka a kol.: Konstrukčńı úlohy.

NŠ12 Krupka a kol.: Výrazy a rovnice 2.

NŠ13 Krupka a kol.: Práce s daty, úměrnosti a funkce.

14HER15 Herman a kol.: Podobnost a funkce úhlu.

15HER16 Herman a kol.: Jehlany a kužely.

16ODV Odvárko: Finančńı matematika.

Tento text vznikl v roce 2017, v roce 2018 byl doplněn o cvičeńı, v roce 2019 byl
přepracován a doplněn o výsledky př́ıklad̊u ze cvičeńı. Děkuji svému kolegovi Jǐŕımu Jan-
dovi za připomı́nky k některým kapitolám. Budu vděčný, když mne upozorńıte na př́ıpadné
chyby. Text neńı v určitých částech

”
samonosný“, zejména v kapitolách 9 až 14 (vlastnosti

reálných funkćı), ale oṕırá se o daľśı materiály, které najdete online nebo v knihovně.

Břetislav Fajmon, Brno, květen 2019
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1 Logické spojky, univerzálńı výroky, d̊ukaz výčtem

pravdivostńıch hodnot

Warm-up: Prověrka: funkce a jejich vlastnosti (prověrka se nepoč́ıtá do závěrečného hod-
noceńı předmětu). Těm, kdo na prověrce źıskáte skóre méně než 40 procent, doporučuji
se rychle zapsat do volitelného předmětu Repetitorium matematiky 1, kde právě budou
prob́ırány funkce, jejich vlastnosti a rovnice. Daľśı možnost́ı je proj́ıt si už předem velmi
podrobně vše v tomto textu od definice 56 na straně 65 až do jeho konce (určitě totiž
tématu reálné funkce nebudeme na hodinách moci věnovat tolik času, kolik potřebujete
– pokud byste si tomuto tématu vyhradili jeden večer týdně v pr̊uběhu celého semestru,
věř́ım, že nedostatky v tématu dobře doženete).

1.1 Přednáška

Zaměřmě se nyńı na následuj́ıćı odpověd’ na otázku o významu a roli matematiky: pod-
statou matematiky je přesné a logické odvozováńı.

Řecké slovo mathéma = nauka (věda) či poučka, platné či pravdivé tvrzeńı – tj.
matematika je vědou založenou na přesném vyjadřováńı, vědou o pravdách, jejichž
platnost byla prokázána. Zaj́ımaj́ı ji výroky s pravdivostńı hodnotou

”
pravdivý“ – ty

nazývá matematickými větami (teorémami)1

Definice 01: Výrok je ṕısemně zaznamenatelné tvrzeńı, kterému lze v daných sou-
vislostech jednoznačně přǐradit pravdivostńı hodnotu – výroky jsou tedy taková tvrzeńı,
která lze označit bud’ za pravdivá (= s pravdivostńı hodnotou 1), nebo za nepravdivá (=
s pravdivostńı hodnotou 0).

A) Zákony logiky a filosofie.

Podstatou přesného či správného vyjadřováńı jsou tři zákony, na kterých stoj́ı nejen
matematika, ale i filosofie:

• Zákon: Nemůže současně platit výrok i jeho negace2. Jinými slovy, pokud při
logickém usuzováńı dospějeme k tomu, že plat́ı současně výrok i jeho negace, ř́ıkáme,
že nastal spor = kontradikce (protǐrečeńı, protimluv), a to znamená, že některý z
předpoklad̊u našeho usuzováńı má nesprávnou pravdivostńı hodnotu.

• Zákon vyloučeńı třet́ıho (= princip pravdivostńı dvouhodnotovosti): Bud’

plat́ı výrok, nebo jeho negace, ale je vyloučena třet́ı možnost. Znáte nějakou
situaci, kde nastanou v́ıce než uvedené dvě možnosti? V životě někdy máme v́ıce než
dvě řešeńı, jak se zachovat, a při výběru jedné varianty jednáńı t́ım pádem všechny
ostatńı vylučujeme – ovšem tento výběr z v́ıce než dvou možnost́ı je něco jiného než
fakt, že při popisu reality použ́ıváme dvouhodnotovou logiku pravda/nepravda; pro
každou z v́ıce než dvou možnost́ı se totiž rozhodujeme

”
dvouhodnotově“: bud’ si ji

zvoĺıme, nebo ne.

1Slovo theóró (= vid́ım, zř́ım) je též z řečtiny, tj. teoréma = něco, co se nahlédlo a přijalo jako pravda
... ovšem nikoli subjektivńı pravda, ale objektivńı, která nezáviśı na nahĺıžiteli.

2Negaci výroku definujeme jako výrok, který poṕırá platnost p̊uvodńıho výroku.
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1 LOGICKÉ SPOJKY, UNIVERZÁLNÍ VÝROKY, DŮKAZ VÝČTEM

PRAVDIVOSTNÍCH HODNOT

• Zákon negace negace: Negaćı negace dostáváme zase p̊uvodńı výrok3.

Př́ıklad 1.1. Všechny tři zákony přesného vyjadřováńı plat́ı u následuj́ıćıch dvou
výrok̊u:

výrok A : 2+2 = 4; jeho negace je ¬A: 2+2 6= 4. Negaćı negace dostaneme zase p̊uvodńı
výrok A. Taktéž nemůže platit současně A i ¬A. A plat́ı bud’ A, nebo ¬A a je
vyloučena třet́ı možnost.

výrok B : Berĺın lež́ı v Evropě; jeho negace ¬B: Berĺın nelež́ı v Evropě. Negaćı negace
dostaneme zase p̊uvodńı výrok B. Taktéž nemůže platit současně B i ¬B. Plat́ı bud’

B, nebo ¬B a je vyloučena třet́ı možnost. ?

V daľśım budeme pod výroky a matematickými tvrzeńımi vždy rozumět ta, která
splňuj́ı uvedené tři zákonitosti.

Definice 02: Velká ṕısmena např. A, B budeme nazývat výrokové proměnné, protože
jimi lze označovat r̊uzné výroky.

B) Logické spojky

Výroky, nebo i jejich schematické znázorněńı pomoćı výrokových proměnných, lze spo-
jovat do složených struktur pomoćı tzv. ( definice 03 ) logických spojek – tyto logické
spojky lze vyjádřit slovně, nebo i symboly: Uved’me nyńı základńı přehled těchto logických
spojek:

• výrok ¬A nazveme negaćı4 ( definice 04 ) výroku A, jestliže pro d́ılč́ı pravdivostńı
hodnoty výroku A a jeho negace ¬A plat́ı:

p(A) p(¬A)
1 0
0 1

.

Symbol ¬ tedy představuje negaci ve zkráceném symbolickém zápisu, slovně lze
tuto negaci vyjádřit např́ıklad změnou slovesa v jednoduchém výroku (rovná se ...
nerovná se, lež́ı ... nelež́ı – viz předchoźı př́ıklad), nebo uvedeńım slovńıho spojeńı

”
neńı pravda, že“ před výrok, který negujeme.

• výrok A ∧B nazveme ( definice 05 ) konjunkćı (spojeńım) výrok̊u A, B, jestliže pro
d́ılč́ı pravdivostńı hodnoty výrok̊u A, B plat́ı tabulka pravdivostńıch hodnot jejich
konjunkce vzhledem k pravdivostńım hodnotám jednotlivých výrok̊u

p(A) p(B) p(A ∧B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

Symbol ∧ tedy představuje konjunkci ve zkráceném symbolickém zápisu, slovně lze
konjunkci vyjádřit spojkou

”
a“,

”
a současně“,

”
a přitom“, atd.

3Respektive: Negaćı negace dostaneme výrok ekvivalentńı p̊uvodńımu výroku.
4V některých učebnićıch je negace výroku A označována i symbolem A nebo A′.
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• výrok A ∨ B nazveme ( definice 06 ) disjunkćı výrok̊u A, B, jestliže pro d́ılč́ı prav-
divostńı hodnoty výrok̊u A, B plat́ı tabulka pravdivostńıch hodnot jejich disjunkce
vzhledem k pravdivostńım hodnotám jednotlivých výrok̊u

p(A) p(B) p(A ∨B)
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

.

Symbol ∨ tedy představuje disjunkci ve zkráceném symbolickém zápisu, slovně lze
disjunkci vyjádřit spojkou

”
nebo“ – tato spojka je ovšem uvedena ve významu

nevylučovaćım (disjunkce je pravdivá, pokud je pravdivý aspoň jeden z d́ılč́ıch
výrok̊u, tedy mohou být pravdivé současně oba d́ılč́ı výroky):

Př́ıklad 1.2. Pozor na rozd́ıl u spojky
”
nebo“ mezi běžným významem v češtině a

významem matematickým5: Uvažujme následuj́ıćı tři výroky:

(a) Źıtra pojedu do Prahy, nebo nepojedu.

(b) Dnes večer možná p̊ujdu do kina nebo do divadla.

(c) Za deště nebo mlhy z̊ustanu doma.

Výrok (a) vyjadřuje, že nastane právě jedna ze dvou možnost́ı (a je vyloučena třet́ı
možnost – princip vyloučeńı třet́ıho). Výrok (b) chce vyjádřit, že nastane nejvýše
jedna ze dvou možnost́ı (kino nebo divadlo), v žádném př́ıpadě obě, ale nemuśı nastat
žádná. Výrok (c) znamená, že při výskytu aspoň jedné z možnost́ı (déšt’ nebo mlha)
z̊ustanu doma, ale z̊ustanu doma také při výskytu obou možnost́ı současně – v tomto
třet́ım významu je spojka nebo využ́ıvána v matematice a formálńı logice6.

• výrok A ⇒ B nazveme ( definice 07 ) implikaćı utvořenou z výrok̊u A, B, jestliže
pro d́ılč́ı pravdivostńı hodnoty výrok̊u A, B plat́ı tabulka pravdivostńıch hodnot z
nich vytvořené implikace vzhledem k pravdivostńım hodnotám jednotlivých výrok̊u

p(A) p(B) p(A⇒ B)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

.

Symbol ⇒ tedy představuje implikaci ve zkráceném symbolickém zápisu, slovně lze
implikaci vyjádřit:

”
Pokud plat́ı A, tak z toho plyne, že B“;

”
když A, tak B“; apod.

V př́ıpadě platnosti implikace A ⇒ B se výrok A ( definice 08 ) nazývá
dostatečná podmı́nka pro platnost výroku B (protože platnost výroku A dostačuje,
postačuje, aby bylo zaručeno, že plat́ı výrok B – implikaci lze tedy slovně formulovat

”
Platnost podmı́nky A je dostatečná pro to, aby platilo B“) a výrok B se nazývá

5[2], str.31-32.
6Tedy češtinářské užit́ı spojky

”
nebo“ má jen někdy význam disjunkce.
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( definice 09 ) nutná podmı́nka, která nutně vyplývá z platnosti výroku A (slovńı
formulace:

”
pokud plat́ı A, z toho nutně plyne, že plat́ı i B“).

Př́ıklad 1.3. Př́ıklady implikace: a) Když p̊ujde Ondra na ten več́ırek, p̊ujdu i já;
b) Když bude pršet, vezmu si deštńık; c) Když je přirozené č́ıslo dělitené šesti, tak
je toto č́ıslo dělitelné i třemi.

• výrok A ⇔ B nazveme ( definice 10 ) ekvivalenćı utvořenou z výrok̊u A, B, jestliže
pro d́ılč́ı pravdivostńı hodnoty výrok̊u A, B je tabulka ekvivalence vzhledem k prav-
divostńım hodnotám jednotlivých výrok̊u

p(A) p(B) p(A⇔ B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Symbol ⇔ tedy představuje ekvivalenci ve zkráceném symbolickém zápisu, slovně
lze spojku ekvivalence vyjádřit:

”
A plat́ı právě tehdy, když plat́ı B“;

”
A tehdy a jen

tehdy, když B“; a podobně.

Př́ıklad 1.4. Př́ıklad ekvivalence: Přirozené č́ıslo je dělitelné šesti právě tehdy, když
je dělitelné dvěma i třemi současně.

C) Stručný matematický zápis.

Budeme postupně (opakovat a) učit se řadě symbol̊u stručného matematického zápisu –
výstižně a přesně se vyjadřovat je jedńım z ćıl̊u matematiky

”
na úrovni B2“, pokud bychom

si vyp̊ujčili na popis vysokoškolské úrovně matematiky označeńı zažité z evropského refe-
renčńıho rámce výuky ciźıch jazyk̊u.

• označeńı 00 : N = {1, 2, 3, . . .} ... množina přirozených č́ısel; někdy také N0 =
{0, 1, 2, 3, . . .} ... množina přirozených č́ısel včetně nuly;

• označeńı 01 : Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} ... množina celých č́ısel;

• označeńı 02 : množina racionálńıch č́ısel

Q =
{
m

n
: m ∈ Z, n ∈ N

}
.

• označeńı 03 : I ... množina iracionálńıch č́ısel, tj. R = Q ∪ I;

• označeńı 04 : R ... množina reálných č́ısel;

• označeńı 05 : C ... množina komplexńıch č́ısel;

• označeńı 06 : ¬A ... negace výroku A;

• označeńı 07 : A ∧B ... konjunkce výrok̊u A, B;
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• označeńı 08 : A ∨B ... disjunkce výrok̊u A, B;

• označeńı 09 : A ⇒ B ... implikace utvořená z výrok̊u A, B – s významem
”
Když

plat́ı A, tak plat́ı i B“;

• označeńı 10 : A⇔ B ... ekvivalence utvořená z výrok̊u A, B – s významem
”
A plat́ı

právě tehdy, když plat́ı B“;

D) Základńı kategorie při výstavbě matematiky

Matematika je věda o přesném vyjadřováńı, a my se nyńı tento jazyk budeme učit –
jinými slovy, budeme se učit a) přesně formulovat pojmy, b) přesně formulovat, ze kterých
jednoduchých a platných fakt̊u vycháźıme, c) dokazovat platnost nových fakt̊u na základě
fakt̊u samozřených nebo dokázaných už dř́ıve.

Definice 11: (matematická) definice je přesné vymezeńı pojmu, z něhož je patrno,
které objekty toto vymezeńı splňuj́ı a které ne (např. bod, úsečka, př́ımka, kružnice, úhel,
rovnoběžka ... to vše jsou pojmy, které muśıme jednoznačně definovat v tzv. Euklidovské
geometrii).

Definice 12: (matematický) axiom je tvrzeńı o vlastnostech pojmů či o vztaźıch
mezi pojmy, které se nedokazuje, nýbrž všeobecně přij́ımá jako pravdivé (např. axiomy
Euklidovské geometrie).

Definice 13: (matematická) věta je tvrzeńı o vlastnostech pojmů či vztaźıch mezi

pojmy, které muśıme dokázat pomoćı axiomů, definic a vět dokázaných již dř́ıve7.

E) Důkaz výčtem pravdivostńıch hodnot.

Definice 14: Výroková forma je výraz složený z výrokových proměnných a logických
spojek vyjádřených symboly. Např́ıklad implikace A ⇒ B nebo ekvivalence A ⇔ B jsou
výrokové formy.

Pokud nyńı budeme mluvit o pravdivosti výrokových forem, uč́ıme se takto principy
správného logického usuzováńı, aniž bychom znali konkrétńı výroky dosazené za výrokové
proměnné A a B.

Typ d̊ukazu č́ıslo 1: Důkaz ekvivalence výrokových forem.

Sestav́ıme tabulku výsledných pravdivostńıch hodnot obou výrokových
forem. Pokud na každém řádku tabulky (jeden řádek = jedna kombi-
nace d́ılč́ıch pravdivostńıch hodnot) maj́ı obě formy stejné pravdivostńı
hodnoty, jsou ekvivalentńı.

7Např.: střed kružnice trojúhelńıku vepsané lež́ı na pr̊useč́ıku os jeho úhl̊u ... platnost tohoto tvrzeńı
plyne ze vztahu mezi definićı kružnice (= množina bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od svého středu)
a definićı osy úhlu (= množina bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od obou ramen úhlu). Z těchto dvou
definic plyne, že osy úhl̊u trojúhelńıka se prot́ınaj́ı v jednom bodě, a nav́ıc v tomto bodě muśı ležet i střed
hledané kružnice. Podrobněji dokazovat nebudeme, daná skutečnost slouž́ı jen jako př́ıklad matematické
věty, která nemuśı být každému zcela zřejmá a jej́ıž platnost je dobré podrobněji zd̊uvodnit na základě
definic a axiomů.
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Zaj́ımavá pravidla logického usuzováńı dostáváme při kombinaci několika logických
spojek, jak je vidět ze dvou následuj́ıćıch matematických vět:

(věta 01) Výroková forma ¬(A∧B) je ekvivalentńı s výrokovou formou (¬A)∨ (¬B).

Důkaz: pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot (d̊ukaz typu 1): sestav́ıme pravdivostńı
hodnoty složených výrokových forem pro všechny možnosti pravdivosti d́ılč́ıch výrok̊u a
porovnáme je:

¬(A∧B):

p(A) p(B) p(¬(A ∧B))
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 1

; dále ¬A∨¬B):

p(A) p(B) p(¬A ∨ ¬B)
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 1

.

Vid́ıme, že pravdivostńı hodnoty výrokových forem jsou stejné na každém řádku (=
pro tytéž hodnoty d́ılč́ıch výrok̊u), tj. obě výrokové formy jsou logicky ekvivalentńı. Jednu
formu lze ekvivalentně zaměnit tou druhou a naopak. 2

Př́ıklad 1.5. Výrok A ∧B zńı: Vezmu si klobouk a vezmu si i boty.

Jeho negaci lze provést velmi pragmaticky uvedeńım záporky
”
Neńı pravda, že“, tj.

dostaneme výrok typu ¬(A ∧B): Neńı pravda, že si vezmu klobouk i boty.
Matematik ovšem chce pracovat precizně a vyzkoušet i daľśı možnosti – mimo jiné

proto, že často je v jeho zájmu odstranit závorky ve složených výrokových formách
(podobně jako někdy pomůže odstranit závorky při početńıch úpravách s proměnnými
výrazy). Využije věty 1 a vyslov́ı negaci ve tvaru ¬A ∨ ¬B): Nevezmu si klobouk nebo si
nevezmu boty (v matematickém smyslu většinou neṕı̌seme čárku, abychom vyjádřili, že
se jedná o základńı matematické

”
nebo“, které je nevylučovaćı – může tedy nastat, že si

nevezmu an i klobouk, ani boty).

(věta 02) Výroková forma ¬(A∨B) je ekvivalentńı s výrokovou formou (¬A)∧ (¬B).

Důkaz: provedeme pomoci tabulky pravdivostńıch hodnot (d̊ukaz typu 1). Velmi
podobný větě 1, vhodný pro cvičeńı. 2

Př́ıklad 1.6. Výrok A ∨ B zńı: Č́ıslo 20 je dělitelné dvěma nebo třemi. Je to mimo-
chodem výrok pravdivý.

Jeho negaci bychom mohli provést pomoćı záporky
”
neńı pravda, že“ – ovšem tuto

možnost budeme mı́t na prověrce nejsṕı̌s zakázanou, aby vyučuj́ıćı zjistil, zda dokážeme
odstranit závorky ve výrokové formě. Pokuśıme se sestavit výrok typu ¬A∧¬B: Č́ıslo 20
neńı dělitelné dvěma, a současně toto č́ıslo neńı dělitelné třemi. To je výrok nepravdivý
(což se dalo čekat, protože negace pravidého výroku je nepravdivá), ale jedná se o správně
vytvořenou negaci p̊uvodńıho výroku.

F) Univerzálńı výroky.

Matematika se snaž́ı o vytvářeńı tzv. univerzálńıch výrok̊u, které plat́ı pro v́ıce hodnot
z jisté množiny, např́ıklad pro všechna přirozená č́ısla, apod. Jsou to tedy jakési výroky
typu

”
v́ıce v jednom“ nebo

”
nekonečno v jednom“, jinými slovy pomoćı proměnných
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vyjádř́ıme výrok, který plat́ı pro v́ıce hodnot nebo nekonečně mnoho hodnot.

(definice 15) Výroková funkce je výraz, který sám neńı výrokem, protože neńı speci-
fikováno, jaké hodnoty nabývá proměnná x, kterou obsahuje, takže neńı možné stanovit
pravdivostńı hodnotu.

Až právě kvantifikátor (definice 16) je ta část výroku, která vymezuje, jakých hodnot
může proměnná ve výrokové funkci nabývat.

Př́ıklad 1.7. Zde je př́ıklad na výrokovou funkci a kvantifikátor: a) Výraz

x > 0

neńı výrok, protože neńı stanoveno, čemu se rovná proměnná x – je to ovšem výroková
funkce.

b) Výraz
∀x ∈ N : x > 0

je pravdivý výrok, protože podmı́nku x > 0 splňuj́ı všechna přirozená č́ısla. Část ∀x ∈ N
je právě kvantifikátor – ř́ıká se mu obecný kvantifikátor, protože upřesňuje, že výroková
funkce bude platit pro každý prvek uvedené množiny (= plat́ı obecně pro všechny prvky
dané množiny).

c) Výraz
∀x ∈ R : x > 0

je nepravdivý výrok, protože existuj́ı reálná č́ısla, pro která daná nerovnost neplat́ı. Mohli
bychom jej pozměnit do tvaru

∃x ∈ R : x > 0,

který už plat́ı. Část ∃x ∈ R je opět kvantifikátor – ř́ıká se mu existenčńı kvantifikátor, a
dosazeńım před výrokovou funkci tvrd́ı, že existuj́ı nějaká reálná č́ısla, ne nutně všechna,
ale může jich být i nekonečně mnoho, pro která plat́ı x > 0.

G) Daľśı symboly stručného matematického zápisu

• označeńı 11 : V (x) ... výroková funkce s proměnnou x;

• označeńı 12 : ∀ ... pro každé, pro každou;

• označeńı 13 : ∃ ... existuje; ∃! ... existuje právě jedno, právě jeden; 6 ∃ ... neexistuje,
neexistuj́ı;

• označeńı 14 : : (dvojtečka) ... tak, že; plat́ı

• označeńı 15 : ∈ ... patř́ı do, je prvkem;

• označeńı 16 : ∩ ... pr̊unik množin;

• označeńı 17 : ∪ ... sjednoceńı množin;

Kapitola byla vypracována na základě zdroj̊u [1] (str. 2-3 a str. 5) a [2] (str. 22-50).
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1.2 Cvičeńı

Cvičeńı 1.1. Dokažte větu 2 z přednášky 1, ale také věty 3,4,5 z následuj́ıćı přednášky 2.

Cvičeńı 1.2. [2] str. 26: jedná se o výroky? (nebo jiné cvičeńı na téma, zda daná
tvrzeńı jsou výroky nebo ne)

Cvičeńı 1.3. Cvičeńı na základńı negace výrok̊u: Učebnice Matematika pro gymnázia
(nakl. Prometheus), svazek Základńı poznatky z matematiky (Bušek, Boček, Calda), str.
136-146. Velmi dobré by bylo procvičeńı matematického symbolického zápisu výrok̊u a
jejich negaćı.

Cvičeńı 1.4. Negujte výroky lépe než jen dodáńım záporky
”
neńı pravda, že“:

4a) Každé přirozené č́ıslo n je rovno součtu svých dělitel̊u.

4b) Dnes bude pršet a budeme psát ṕısemku z matematiky.

4c) Žádný učený z nebe nespadl.

4d) Existuj́ı aspoň tři přirozená č́ısla, která jsou rovna součtu všech svých dělitel̊u.

4e) Existuj́ı nejvýše čtyři prvoč́ısla.

4f) Možná, že dnes večer p̊ujdu do kina nebo si přečtu nějakou zaj́ımavou knihu.

4g) Existuj́ı právě dvě celá č́ısla, která se rovnaj́ı své druhé mocnině.

Cvičeńı 1.5. Zapǐste následuj́ıćı výroky symbolickým matematickým zápisem, ve
kterém nepoužijete ani jedno slovo z běžné češtiny:

5a) Pro každé přirozené č́ıslo existuje jiné přirozené č́ıslo, které je větš́ı než dvojnásobek
toho prvńıho č́ısla zvětšený o jedničku.

5b) Pro každé celé č́ıslo existuje jiné celé č́ıslo, které když zmenš́ıme o jedničku, stále je
výsledek menš́ı než třet́ı mocnina toho prvńıho č́ısla.

Cvičeńı 1.6. [17], str. 40-41, př́ıklady B.1, B.4, B.6 a),c), B.8, B.9, B.10.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.1.
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2 Důkaz implikace (př́ımý a nepř́ımý), d̊ukaz ekviva-

lence

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika pro ZŠ – Nová škola 01: desetinná č́ısla – část
(a). Viz přednes vyučuj́ıćıho.

Poznámka: Pokud některá přednáška odpadne z d̊uvodu státńıho svátku nebo rozhod-
nut́ım děkana, vzhledem k návaznosti na cvičeńı neńı možné ji vypustit a student̊um se
ukládá si přednášku prostudovat samostatně, aby se připravili na výuku cvičeńı. Nav́ıc
semestr má 13 týdn̊u a kapitol v tomto textu je 14 – kapitola 14 je jakési shrnut́ı kapitol 9
až 13 (téma: vlastnosti reálné funkce jedné proměnné) a studenti udělaj́ı dobře, když si ka-
pitolu projdou v rámci př́ıpravy na závěrečnou část zkoušky. U zkoušky bude samozřejmě
prověřena i znalost předchoźıch kapitol 1 až 8.

2.1 Přednáška

Typ d̊ukazu č́ıslo 2: Př́ımý d̊ukaz implikace A⇒ B.

Při př́ımém d̊ukazu implikace A ⇒ B vyjdeme z toho, že plat́ı výrok A;
na základě A a dř́ıve dokázaných matematických vět provedeme logicky
korektńı úsudek U1; na základě A, U1 a dř́ıve dokázaných vět provedeme lo-
gicky korektńı úsudek U2; atd. až po k kroćıch logicky korektně usoud́ıme,
že plat́ı B, a to na základě platnosti A, U1, . . ., Uk.

Př́ıklad 2.1. Dokažte:
a, b ∈ R⇒ a2 + b2 ≥ 2ab.

Důkaz: Výrokem A budeme rozumět část a, b ∈ R – tedy a, b jsou reálná č́ısla. Co o
nich lze ř́ıci?

Úsudek U1: plat́ı vždy, že (a−b)2 ≥ 0 (druhá mocnina reálného č́ısla je vždy nezáporná);

Úsudek U2: z U1 plyne rozepsáńım podle vzorce: a2 − 2ab+ b2 ≥ 0;

Výrok B plat́ı, protože vztah U2 lze upravit do tvaru a2 + b2 ≥ 2aB. Důkaz je hotov.
Každý d̊ukaz má obvykle nějaké kĺıčové mı́sto či myšlenku – kĺıčové v tomto d̊ukazu byl
přechod od U1 k U2 ... všimneme si, že po umocněńı (a − b)2 dostaneme všechny členy v
naš́ı dokazované nerovnosti. 2

(věta 03) Výrokové formy A⇒ B a ¬B ⇒ ¬A jsou ekvivalentńı.

Důkaz: pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot d́ılč́ıch výrok̊u, lze provést v rámci
cvičeńı.2

Na větě 03 je založen typ d̊ukazu 03:
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Typ d̊ukazu č́ıslo 3: NEpř́ımý d̊ukaz implikace A⇒ B.

Při NEpř́ımém d̊ukazu implikace A ⇒ B vlastně dokazujeme platnost
logicky s ńı ekvivalentńı formy ¬B ⇒ ¬A.

Definice 17: Forma ¬B ⇒ ¬A se nazývá obměna implikace A⇒ B8.

Př́ıklad 2.2. Dokažte matematickou větu:

x ∈ R⇒ sinx+ cosx 6= 3

2
.

Důkaz: Máme dokázat implikaci typu A⇒ B neboli výrok

x ∈ R ⇒ sinx+ cosx 6= 3

2
.

Budeme postupovat podle typu d̊ukazu č́ıslo 3, tj. budeme dokazovat obměnu ¬B ⇒ ¬A
neboli výrok

sinx+ cosx =
3

2
⇒ x /∈ R.

Vycháźıme nyńı z výroku ¬B: sin x+ cosx = 3
2
;

úsudek U1: po umocněńı obou stran rovnice ¬B na druhou dostaneme

sin2 x+ 2 sinx cosx+ cos2 x =
9

4
;

úsudek U2: z rovnosti U1 a známého faktu F1 (∀x ∈ R : sin2 x+cos2 x = 1) dostaneme

1 + 2 sinx cosx =
9

4
;

úsudek U3: z rovnosti U2 a daľśıho známého faktu F2 (∀x ∈ R : 2 sinx cosx = sin(2x))
dostaneme

sin(2x) =
5

4
,

což je zvláštńı, protože z grafu funkce sinus v́ıme, že pro reálné vstupy nabývá výstupu
pouze z intervalu 〈−1; 1〉;

úsudek U4: argument 2x funkce sinus neńı reálné č́ıslo, tj. plat́ı ¬A: x neńı reálné č́ıslo.
Dokázali jsme tedy platnost obměny, plat́ı tedy i p̊uvodńı implikace, která je s obměnou
logicky ekvivalentńı. 2

(věta 04) Výrokové formy A⇔ B a (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A) jsou ekvivalentńı.

Důkaz: pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot obou výrokových forem pro všechny
možné kombinace pravdivostńıch hodnot d́ılč́ıch výrok̊u A, B. 2

8Obměna implikace je tedy výrok s touto implikaćı logicky ekvivalentńı, tj. nepř́ımý d̊ukaz implikace
= př́ımý d̊ukaz jej́ı obměny.
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Na větě 04 je založen typ d̊ukazu 04:

Typ d̊ukazu č́ıslo 4: d̊ukaz ekvivalence A⇔ B.

Při d̊ukazu ekvivalence A ⇔ B vlastně muśıme dokázat, že plat́ı obě z
implikaćı A⇒ B a B ⇒ A.

Definice 18: Forma B ⇒ A se nazývá obráceńı implikace A⇒ B.9.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme nějaké podmnožiny A, B, C množiny přirozených č́ısel. At’ jsou
tyto podmnožiny libovolné, plat́ı pro ně rovnost

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Důkaz. Rovnost množin lze dokázat pomoćı ekvivalence

x ∈ A \ (B ∩ C) ⇔ x ∈ (A \B) ∪ (A \ C).

Podle typu d̊ukazu č́ıslo 4 bude d̊ukaz hotov, pokud dokážeme obě implikace:

a) Dokažme implikaci zleva doprava, tj. implikaci

x ∈ A \ (B ∩ C)︸ ︷︷ ︸
U

⇒ x ∈ (A \B) ∪ (A \ C)︸ ︷︷ ︸
V

.

Tuto implikaci dokážeme př́ımo (d̊ukaz typu 2): Předpokládáme platnost
předpokladu x ∈ A \ (B ∩ C) a provedeme řetězec úsudk̊u:

x ∈ A \ (B ∩ C) ⇒ x ∈ A ∧ (x /∈ B ∩ C) ⇒
⇒ x ∈ A ∧ (x /∈ B ∨ x /∈ C ⇒
⇒ x ∈ (A \B) ∨ x ∈ (A \ C) ⇒ x ∈ (A \B) ∪ (A \ C).

b) Dokažme implikaci zprava doleva, tj. implikaci

x ∈ (A \B) ∪ (A \ C)︸ ︷︷ ︸
V

⇒ x ∈ A \ (B ∩ C)︸ ︷︷ ︸
U

.

Tuto implikaci dokážeme př́ımo (d̊ukaz typu 2): Předpokládáme platnost
předpokladu x ∈ (A \B) ∪ (A \ C) a provedeme řetězec úsudk̊u:

x ∈ (A \B) ∪ (A \ C) ⇒ x ∈ A \B ∨ x ∈ A \ C ⇒
⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ C) ⇒
⇒ x ∈ A ∧ x /∈ B ∩ C ⇒ x ∈ A \ (B ∩ C).

závěr: Z platnosti implikaćı U ⇒ V a V ⇒ U plyne platnost ekvivalence U ⇔ V . Důkaz
je t́ım hotov. 2

9Tedy při d̊ukazu ekvivalence muśıme dokázat, že současně plat́ı př́ıslušná implikace i jej́ı obráceńı.
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O principu vyloučeńı třet́ıho (bud’ plat́ı výrok, nebo jeho negace, a je vyloučena třet́ı
možnost) už byla řeč. Nyńı ve větě 5 uvedeme jeho d̊ukaz!!!

(věta 05) (princip vyloučeńı třet́ıho zapsaný jako výroková forma) Pro každý výrok
A plat́ı

A ∨ ¬A.
Důkaz: Pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot lze ukázat, že daná výroková forma má

vždy pravdivostńı hodnotu 1, tedy plat́ı vždy, at’ je výrok A jakýkoli. 2

V rámci cvičeńı lze dokázat ekvivalence některých výrokových forem, které nám
pomohou při sestavováńı negace implikace a negace ekvivalence – podrobněǰśı negace
těchto dvou výrokových forem totiž právě využ́ıvá formy jim ekvivalentńı.

(věta 06) Forma A⇒ B je ekvivalentńı s formou (¬A) ∨B.

Důkaz: Důkaz typu 1 provedeme pomoćı tabulky logických hodnot. 2

(věta 06 - d̊usledek) Forma ¬(A⇒ B) je ekvivalentńı s formou A ∧ (¬B).

Důkaz: Mohli bychom d̊ukaz provést pomoćı tabulky logických pravdivostńıch hodnot,
ale lze také už́ıt větu 06 a větu 0210: podle věty 06 je implikace ekvivalentńı s formou
(¬A)∨B, takže negace implikace muśı být ekvivalentńı s formou, kterou źıskáme z (¬A)∨B
využit́ım věty 02 (která ř́ıká, že negaćı disjunkce d́ılč́ıch výrok̊u je konjunkce jejich d́ılč́ıch
negaćı):

¬(A⇒ B)
v.06⇔ ¬(¬A ∨B)

v.02⇔ A ∧ ¬B. 2

Př́ıklad 2.4: negace implikace. Uvažujme implikaci
”
Když bude pršet, vezmu si

deštńık.“ Jej́ı negace je: Bude pršet a nevezmu si deštńık.

(věta 07) Forma ¬(A⇔ B) je ekvivalentńı s formou

(A ∧ ¬B) ∨ (B ∧ ¬A).

Důkaz: Mohli bychom provést pomoćı tabulky pravdivostńıch hodnot, ale mı́sto toho
provedeme jen př́ımý d̊ukaz úpravy výrazu na základě vět 01, 04 a 06-d̊usledek:

¬(A⇔ B)
v.04⇔ ¬((A⇒ B)∧(B ⇒ A))

v.01⇔ ¬(A⇒ B)∨¬(B ⇒ A)
v.06−d̊usl.⇔ (A∧¬B)∨(B∧¬A). 2

Př́ıklad 2.5: negace ekvivalence. Uvažujme ekvivalenci
”
Č́ıslo n je dělitelné šesti tehdy

a jen tehdy, když je dělitelné dvěma i třemi.“ Negace tohoto výroku (mimochodem ne-
pravdivá, protože p̊uvodńı výrok je pravdivý) je podle věty 07 celá dlouhá věta:

(Č́ıslo n je dělitelné šesti a současně neńı dělitelné dvěma i třemi) nebo (č́ıslo
n je dělitelné dvěma i třemi a současně neńı dělitelné šesti).

Tato kapitola byla zpracována na základě [1]. str. 4,6,10 (ale d̊ukazy rovnosti množin
ze str. 10, věty 2.1 dokazovat pomoćı typu 4: d̊ukaz ekvivalence. Ve čtvrté kapitole se
nauč́ıme (připomeneme si) sch̊udněǰśı metodu d̊ukazu rovnosti množin pomoćı tzv. Ven-
nových diagramů). Daľśı materiál viz [2], str. 88-91, str. 100-103.

10Vlastně se jedná o př́ımý d̊ukaz (typ 2) pomoćı úpravy výrazu na základě vět 02 a 06.
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2.2 Cvičeńı

Cvičeńı 2.1. Př́ımý d̊ukaz využ́ıvaj́ıćı př́ıklad 2.1 ([2], str. 92, př́ıklad 4.2, řešeńı na konci
knihy [2]): pro všechna kladná reálná č́ısla a, b plat́ı:

1

a
+

1

b
≥ 4

a+ b
.

Cvičeńı 2.2. . Nepř́ımý d̊ukaz ([2], str. 100, př. 1): Pro všechna přirozená č́ısla a, b
plat́ı: když se nedá zkrátit zlomek a−b

a+b
, pak se nedá zkrátit ani a

b
.

Cvičeńı 2.3. . Nepř́ımý d̊ukaz ([2], str.103, př. 4.14): Když n neńı druhá mocnina
přirozeného č́ısla, tak

√
n neńı racionálńı č́ıslo.

Cvičeńı 2.4. Dokažte distributivńı zákony pro sjednoceńı a pr̊unik množin a) pomoćı
d̊ukazu ekvivalence, b) pomoćı Vennových diagramů (také viz přednáška 4, typ d̊ukazu
č́ıslo 8):

X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z), X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z).

Cvičeńı 2.5. Dokažte de Morganova pravidla (viz přednáška 4, věty 09, 10) pro
operace doplňku množiny, sjednoceńı a pr̊uniku množin a) pomoćı d̊ukazu ekvivalence, b)
pomoćı Vennových diagramů.

Cvičeńı 2.6. Negujte následuj́ıćı výroky:

6a) Půjdu na ten več́ırek právě tehdy, když tam p̊ujde Ondra.

6b) Pokud přijde Honza, řeknu mu o tom.

Cvičeńı 2.7. Zjednodušte symbolický zápis, aby ve výsledku nebyl symbol negace před
žádnou závorkou, pouze u d́ılč́ıch výrokových proměnných:

7a) ¬((A⇒ B) ∧ C) ⇔

7b) ¬(A⇒ (B ∨ C)) ⇔

7c) ¬((A ∨B) ∧ C) ⇔

Cvičeńı 2.8. Napǐste obměnu výroku: Pokud n je sudé č́ıslo, pak jeho druhá mocnina
n2 je sudé č́ıslo.

A ještě d̊uležité procvičeńı grafu kvadratické funkce:

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.2.
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3 Důkaz sporem, indukćı, konstrukćı a protipř́ıkladem

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika pro ZŠ – Nová škola 01: desetinná č́ısla – část
(b). Viz prezentace vyučuj́ıćıho.

3.1 Přednáška

Na základě věty 05 lze provádět d̊ukazy následuj́ıćıho typu:

Typ d̊ukazu č́ıslo 5: Důkaz sporem.

Předpokládáme platnost negace daného tvrzeńı a logicky správně z této
negace odvozujeme daľśı úsudky, dokud nedojdeme k nesmyslu, který ne-
plat́ı. Protože jsme pracovali logicky naprosto správně, tak kořen rozporu
je ve startovaćım předpokladu – nyńı v́ıme, že předpoklad ¬A neplat́ı, a
tedy plat́ı výrok A.

Př́ıklad 3.1. Dokažte, že log2 3 neńı racionálńı č́ıslo.

Důkaz: budeme předpokládat negaci zadaného výroku, tj. že log2 3 je racionálńı č́ıslo,
tj. lze tuto hodnotu vyjádřit zlomkem:

log2 3 =
m

n

pro m ∈ Z a n ∈ N . Nyńı budeme vyvozovat nějaké d̊usledky a úsudky a využijeme
přitom definice logaritmu, tj. faktu F1: Pro log2 x = y plat́ı 2y = x.

Úsudek U1: Z rovnosti, jej́ıž platnost předpokládáme, a faktu F1 plyne

2
m
n = 3.

Umocněme tento vztah na n-tou, abychom se zbavili zlomku v mocnině:

2m = 3n,

a na obou stranách této rovnosti se přitom vyskytuj́ı přirozená č́ısla.

Úsudek U2: Protože č́ıslo 2 je dělitelem č́ısla 2m a plat́ı 2m = 3n, muśı být č́ıslo 2 také
dělitelem č́ısla 3n – ale to je spor se známým faktem, že č́ıslo 2 neńı dělitelem žádného
lichého č́ısla (a č́ıslo 3n jako násobek n lichých č́ısel je liché).

Naprosto korektńımi úvahami jsme přǐsli k nesmyslu, tj. nesprávný byl náš výchoźı
předpoklad – a tedy plat́ı jeho negace, neboli to, co jsme chtěli dokázat. Důkaz je hotov. 2
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Typ d̊ukazu č́ıslo 6: Důkaz matematickou indukćı.

Při matematické indukci dokazujeme tzv. univerzálńı výrok, který plat́ı
většinou pro všechna přirozená č́ısla, která jsou větš́ı nebo rovna
přirozenému č́ıslu n0, tj. výroky typu

∀n ≥ n0 : V (n).

Platnost tohoto univerzálńıho výroku dokazujeme ve dvou kroćıch:

a) Dokážeme platnost výroku V (n0).

b) Dokážeme platnost implikace V (n)⇒ V (n+ 1).

Pokud plat́ı obě tyto věci,
”
dosáhne“ platnost V (n) na jakékoli přirozené

č́ıslo n.

Definice 19: Indukčńı předpoklad se nazývá předpoklad V (n) v implikaci

V (n)⇒ V (n+ 1)

v podmı́nce (b), kterou dokazujeme při indukci.

Poznámka: d̊ukaz indukćı vyplývá ze struktury množiny N :

ad a) jednička je nejmenš́ı přirozené č́ıslo;

ad b) každé daľśı přirozené č́ıslo r̊uzné od jedničky źıskáme zvýšeńım předchoźıho
přirozeného č́ısla o jedničku.

Tedy nekonečným opakováńım kromu (b) projdeme všechna přirozená č́ısla – viz [2], str.
121:

”
pravdivost tohoto výroku se děd́ı od č́ısla k č́ıslu“. My ovšem při d̊ukazu tohoto tzv.

indukčńıho kroku = části (b) projdeme tento proces jen jednou – dokážeme, že jakékoli
přirozené č́ıslo větš́ı než n0 danou vlastnost

”
děd́ı“ od č́ısla o jedničku menš́ıho.

Označeńı 18: | ... děĺı beze zbytku = je dělitelem. Např́ıklad 2|6 (dvojka děĺı šestku),
2|8 (dvojka děĺı osmičku), 3|21 (č́ıslo 3 je dělitelem č́ısla 21).

Př́ıklad 3.2. Dokažte, že

∀n ∈ N : 9|(n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3)

(slovně: dokažte, že č́ıslo 9 je dělitelem výrazu v závorce, kde n je libovolné přirozené
č́ıslo)

Důkaz: Pokud máme tvrzeńı dokázat pro všechna přirozená n, takový úkol se typicky
dokazuje indukćı = d̊ukazem typu 6.

a) Ukažme, že rovnost plat́ı pro n0 = 1:

9|(1 + 23 + 33) = 27 . . . to plat́ı.
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b) Dokažmě platnost implikace V (n)⇒ V (n+ 1), která má v našem př́ıpadě tvar

9|(n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3)︸ ︷︷ ︸
V (n)

⇒ 9|((n+ 1)3 + (n+ 1 + 1)3 + (n+ 1 + 2)3)︸ ︷︷ ︸
V (n+1)

.

Předpokládejme, že plat́ı indukčńı předpoklad V (n), tedy č́ıslo (n3+(n+1)3+(n+2)3)
je dělitelné dev́ıti.

Úsudek U1: Vyjádřeme si náš předpoklad pomoćı definice dělitelnosti11: existuje
nějaké přirozené č́ıslo k, že

(n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3) = 9k.

Úsudek U2: Upravujme č́ıslo ((n+ 1)3 + (n+ 1 + 1)3 + (n+ 1 + 2)3) a snažme se jej
vyjádřit jako násobek č́ısla 9 – pokud se nám to podař́ı, budeme vědět, že je dělitelné
dev́ıti a d̊ukaz bude u konce. Tak tedy:

((n+1)3+(n+2)3+(n+3)3) = (n+ 1)3 + (n+ 2)3 + n3︸ ︷︷ ︸
k

+3n2·3+3n·9+27 = 9·(k+n2+3n+3).

Použili jsme pouze vzorec (a+b)3 = a3+3a2b+3ab2+b3 a označeńı č́ısla k z rovnosti
předpokladu. Jsme hotovi – skutečně se dala dev́ıtka vytknout z celého výrazu, tj.
(n+1)-ńı člen posloupnosti zadané naš́ım vzorcem

”
zděd́ı“ dělitelnost dev́ıti od členu

předchoźıho. Protože jsme v předpokladu vyšli od libovolného přirozeného n, plat́ı
tato vlastnost pro všechna přirozená č́ısla. 2

Typ d̊ukazu č́ıslo 7: Důkaz existence (typ 7A) nebo protipř́ıklad (typ 7B)

7A: Důkaz existence uvedeńım př́ıkladu či konstrukćı ... Uvedeme
d̊ukaz toho, že jistá struktura existuje, prostě tak, že ji sestroj́ıme
(poṕı̌seme jej́ı konstrukci).

7B: Vyvráceńı univerzálńı platnosti pomoćı protipř́ıkladu ... tvrzeńı,
že něco existuje či plat́ı v každém př́ıpadě (např. pro všechna
přirozená č́ısla) jednoduše vyvrát́ıme t́ım, že sestav́ıme aspoň je-
den protipř́ıklad, kdy daná skutečnost neplat́ı (např. najdeme jedno
přirozené č́ıslo, které zadanou vlastnost nesplňuje).

Oba typy d̊ukazu označeny č́ıslem 7 maj́ı společné to, že jakmile sestav́ıme př́ıklad
či protipř́ıklad splňuj́ıćı zadané předpoklady, d̊ukaz je hotov. Ad 7B: d̊ukaz typu 7B je
založen na skutečnosti, že negaćı výroku

∀x ∈M : V (x)

je výrok
∃x0 ∈M : neplat́ı V (x0).

11Kterou jsme sice ještě neprobrali, ale řekněme si ji za čtrnáct dńı a intuitivně ze středńı školy chápeme,
o co se jedná
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Př́ıklad 3.3. (studenti samostatně) Vyvrat’te následuj́ıćı tvrzeńı pomoćı protipř́ıkladu:
Každé přirozené č́ıslo n > 1 lze

”
zaplatit“ sumou pouze dvoukorunových a pětikorunových

minćı předaných v jisté obálce nebo kontejneru.

Řešeńı je jednoduché – kromě jedničky existuje ještě jedno přirozené č́ıslo, které nelze
vyč́ıslit seč́ıtáńım kladných násobk̊u dvojky a pětky – najdete ho?

Důkaz konstrukćı lze procvičit ve cvičeńı 3.3 (ovšem při větách formulovaných pozi-
tivně), nebo se tento typ 7A užije při d̊ukazu věty 12 v kapitole 5.

Tato kapitola byla zpracována podle [1], str. 6-7, př́ıklady byly vzaty z knihy [2].

3.2 Cvičeńı

Cvičeńı 3.1. Důkaz sporem: dokažte, že
√

3 neńı racionálńı č́ıslo.

Cvičeńı 3.2. Důkaz indukćı:

2a) Dokažte ([2], str.124, př.4), že všechny celoč́ıselné peněžńı obnosy, které jsou větš́ı
nebo rovny 4 kč, je možné vyplatit na hromadu pouze z dvojkorun a pětikorun.

2b) Dokažte ([17],str.42, př. B11a)):

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n · (n+ 1)

2
.

2c) Dokažte ([17],str.42, př. B11b)):

1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2.

Cvičeńı 3.3. Pomoćı d̊ukazu typu 7 (existence nebo protipř́ıklad) vyřešte následuj́ıćı
úlohy:

3a) Dokažte nebo vyvrat’te: Čtyři rovnostranné trojúhelńıky nelze sestavit pomoćı 12
zápalek stejné délky.

3b) Dokažte nebo vyvrat’te: Čtyři rovnostranné trojúhelńıky nelze sestavit pomoćı 9
zápalek stejné délky.

3c) Dokažte nebo vyvrat’te: Čtyři rovnostranné trojúhelńıky nelze sestavit pomoćı 6
zápalek stejné délky.

Cvičeńı 3.4. Zapǐste následuj́ıćı výroky symbolickým matematickým zápisem, ve
kterém nepoužijete ani jedno slovo z běžné češtiny:

4a) Existuje přirozené č́ıslo, které když zvětš́ıme o 5, výsledek bude větš́ı než 10.

4b) Přirozené č́ıslo je dělitelné šesti právě tehdy, když je současně dělitelné dvěma i třemi.

4c) Č́ıslo p je prvoč́ıslo.
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Cvičeńı 3.5. Negujte výroky ze cvičeńı 3.4 (symbolicky zapsané) pouze pomoćı
symbolického zápisu (bez českých slov).

Cvičeńı 3.6. Dokažte Thaletovu větu, která ř́ıká: Pokud strana AB troj̊uhelńıka je
pr̊uměrem kružnice k (tj. procháźı jej́ım středem) a vrchol C troj̊uhelńıka lež́ı na kružnici
k libovolně mimo body A a B, tak úhel v troj̊uhelńıku ABC lež́ıćı u vrcholu C je pravý.

Cvičeńı 3.7. Dokažte nepř́ımo následuj́ıćı matematickou větu: 3|n2 ⇒ 3|n.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.3.
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4 Operace s množinami, d̊ukaz užit́ım Vennových di-

agramů, kartézský součin

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika pro ZŠ – Nová škola 01: desetinná č́ısla – část
(c). Viz přednes vyučuj́ıćıho.

4.1 Přednáška

Po tématu logiky se nyńı budeme krátce zabývat druhým základńım piĺı̌rem matematiky,
a to je pojem množiny a množinové operace, tj. operace sjednoceńı (∪) a pr̊uniku (∩). To
jsou pojmy čtenáři známé ze středńı školy, nyńı jen zopakujme a mı́rně rozšǐrme celou
problematiku.

Množinou M ( definice 20 ) rozumı́me soubor navzájem rozlǐsitelných12 prvk̊u, o
kterých lze jednoznačně rozhodnout, že do něj patř́ı.

Prvky množiny budeme vypisovat do složených závorek:

• označeńı 19 : Levá závorka { a pravá závorka } označuj́ı množinu.

Např́ıklad N = {1, 2, 3, . . .} označuje množinu přirozených č́ısel, č́ısla 1, 2, 3 jsou prvky
množiny N .

A) Zadáváńı množiny.

Množiny lze zadávat bud’ výčtem prvk̊u jako v předchoźım př́ıkladě, nebo charakte-
ristickou vlastnost́ı, jež splňuj́ı jej́ı prvky.

Př́ıklad 4.1. Zadáńı množiny charakteristickou vlastnost́ı:

A = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 2}

(čteme: A je množina všech reálných č́ısel x takových, že 0 ≤ x ≤ 2)13 – charakteristická
vlastnost množiny následuje v tomto zápisu za dvojtečkou. ?

B) Základńı množinová označeńı a definice

Označeńı operaćı pr̊uniku a sjednoceńı čtenář zná – v následuj́ıćı definici připomeneme
definici disjunktńıch množin, univerzálńı množiny a doplňku množiny:

Množiny A, B se nazývaj́ı disjunktńı ( definice 21 ), když jejich pr̊unikem je prázdná
množina (A ∩B = ∅).

Univerzálńı množina14 ( definice 22a ) je taková množina, která obsahuje všechny
prvky, které má smysl uvažovat. Doplňkem množiny A vzhledem k univerzálńı množině

12Tj. jeden objekt nemůže být dvakrát prvkem téže množiny: {6, 6} = {6}.
13Všimněte si, že dvojtečku nyńı čteme

”
takových, že“ nebo

”
tak, že“.

14Česky: všeobecná, všeobsahuj́ıćı.
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( definice 22b ) jsou ty prvky univerzálńı množiny, které nelež́ı v množině A.

Př́ıklad 4.2. Pokud U = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} je univerzálńı množina a

A = {. . . ,−2,−1− 0, 1, 2},

tak doplňkem množiny A vzhledem k univerzálńı množině U je množina

A = {3, 4, 5, . . .}.

Označeńı, která čtenář muśı zvládnout, jsou tedy tato:

• označeńı 20 : A ... doplněk množiny A (vzhledem k univerzálńı množině U);

• označeńı 21 :
”
:=“ ... definičńı, přǐrazovaćı rovńıtko, které znamená

”
se definuje jako

...“; např́ıklad lze definovat doplněk množiny A takto:

A := {x ∈ U : x /∈ A}

(čteme: doplněk množiny A se definuje jako množina (či označuje množinu) těch
prvk̊u x z množiny U , které nepatř́ı do A)

• označeńı 22 : ∅ ... prázdná množina;

• označeńı 23 : ⊆ ... je podmnožinou;

• označeńı 24 : ⊂ ... je vlastńı podmnožinou, tj. je podmnožinou, ale nerovná se dané
množině; v matematických symbolech A ⊂ B tehdy, když

A ⊆ B ∧ A 6= B.

• ( označeńı 25 ) rozd́ıl množin A a B budeme označovat sešikmeným znaménkem
minus, aby bylo patrno, že se jedná o jinou operaci než odč́ıtáńı reálných č́ısel:

A \B := {x ∈ A : x /∈ B};

Doporuči psát raději obyčejné MINUS, protože při použit́ı lomı́tka zálež́ı na tom,
zda je otočeno ve tvaru děleńı nebo neńı: množinové \ je něco naprosto jiného než
množinové děleńı /, které bude představeno v kapitole 7. Pǐsme proto raději A−B :=
{x ∈ A : x /∈ B}.

C) Vennovy diagramy.

Vennovy diagramy ( definice 23 ) jsou diagramy, které schematicky reprezentuj́ı
množiny pomoćı části roviny – část roviny označená jako M reprezentuje všechny prvky
množiny M .

Př́ıklad 4.3. Nakreslete Vennovy diagramy následuj́ıćıch množin15: a) A∪B, b) A∩B,
c) A ∩B, d) A ∪B, e) A ∪B, f) A ∩B. Řešeńı najdete na obrázku 1, kde daný obdélńık
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Obrázek 1: Výsledky př́ıkladu 4.3 (Vennovy diagramy).

reprezentuje univerzálńı množinu U , která je nadmnožinou množin A, B.

Typ d̊ukazu č́ıslo 8: Rovnost množin Vennovými diagramy.

Rovnost, ve které na obou stranách vystupuj́ı množiny a operace mezi
nimi, lze dokázat pomoćı Vennových diagramů – sestav́ıme Venn̊uv dia-
gram pro každou stranu rovnosti a vyšrafujeme v něm části odpov́ıdaj́ıćı
výsledk̊um daných operaćı; pokud pak v obou Vennových diagramech
jsou vyšrafovány stejné části roviny, tvrzeńı o rovnosti je t́ım dokázáno.

(Věta 08) Pro libovolné tři množiny plat́ı tzv. asociativńı zákony vzhledem k operaćım
pr̊uniku a sjednoceńı:

a) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), b) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

Důkaz (typ 8) nakresĺıme Venn̊uv diagram pro každou ze stran rovnosti a porovnáme
šrafované oblasti – zjist́ıme, že se rovnaj́ı, tj. schematický (či grafický) d̊ukaz je hotov
(vyučuj́ıćı na tabuli). 2

Dále plat́ı velmi zaj́ımavé rovnosti množin, které souviśı také s operaćı doplňku
množiny vzhledem k univerzálńı množině (= s definićı 22):

(věta 09) De Morganovo pravidlo (a): Pro každé dvě množiny A, B, které jsou
podmnožinou univerzálńı množiny U , plat́ı:

A ∩B = A ∪B.

Důkaz lze provést pomoćı Vennových diagramů – viz cvičeńı. 2

15Tento př́ıklad viz [4], str. 795. Většina této kapitoly je zpracována podle [4], str. 791-800.
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(věta 10) De Morganovo pravidlo (b): Pro každé dvě množiny A, B, které jsou
podmnožinou univerzálńı množiny U , plat́ı:

A ∪B = A ∩B.

Důkaz lze provést pomoćı Vennových diagramů – viz cvičeńı. 2

D) Symetrický rozd́ıl množin.

Někdy se v úvodu do teorie množin uvád́ı kromě operaćı doplňku, sjednoceńı a pr̊uniku
ještě operace ( definice 24 ) symetrický rozd́ıl množin A, B, definovaný pomoćı rovnosti

A÷B := (A \B) ∪ (B \ A)

(z obrázku Vennova diagramu 2 je patrný výsledek této operace použité na množiny A,
B).

Obrázek 2: Výsledek operace symetrického rozd́ılu množin A, B.

• ( označeńı 26 ) Symetrický rozd́ıl množin A a B budeme označovat jako A÷B, tj.

A÷B := {x : x ∈ (A \B) ∨ x ∈ (B \ A)}.

E) Kartézský součin množin

Pojem kartézského součinu je v jistém smyslu odlǐsný od dosud uvažované unárńı
operace doplňku množiny (unárńı operace = taková operace, do které vstupuje jedna
množina A) a binárńıch množinových operaćı pr̊uniku, sjednoceńı, rozd́ılu nebo symet-
rického rozd́ılu (binárńı operace je taková operace, do které vstupuj́ı dvě množiny A, B)
– zat́ımco výsledkem všech předchoźıch operaćı je zase nějaká podmnožina univerzálńı
množiny, výsledkem kartézského součinu je množina jiné kategorie: množina uspořádaných
dvojic.

( definice 25 ) Kartézský součin množin A, B je množina všech uspořádaných dvojic
[a, b], kde a ∈ A a současně b ∈ B. Speciálně pokud A = B, kartézský součin A × A
nazveme kartézskou mocninou neboli kartézským čtvercem. Prvky kartézského součinu se
nazývaj́ı uspořádané dvojice.
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• ( označeńı 27 ) kartézský součin množin A a B budeme označovat jako A × B, tj.
zkrácené symbolické vymezeńı kartézského součinu je dáno vztahem

A×B := {[a; b] : a ∈ A ∧ b ∈ B}

(na procvičeńı předchoźı symbolické vyjádřeńı přečteme: Kartézský součin množin
A a B je množina (všech možných) uspořádaných dvojic typu [a; b], kde a je prvkem
množiny A a b je prvkem množiny B).

Př́ıklad 4.4. Pro A = {a, b} a B = {1, 2, 3} lze sestavit jejich kartézský součin, který
má šest prvk̊u (= šest uspořádaných dvojic):

A×B = {[a, 1], [a, 2], [a, 3], [b, 1], [b, 2], [b, 3]}

(tedy vid́ıme, že u konečných množin je dán počet prvk̊u jejich kartézského součinu
součinem počt̊u prvk̊u jednotlivých množin). Pozor, zálež́ı na pořad́ı, protože A × B 6=
B × A. Speciálně

B × A = {[1, a], [1, b], [2, a], [2, b], [3, a], [3, b]}.

V uspořádaných dvojićıch v hranatých závorkách tedy zálež́ı na pořad́ı jednotlivých prvk̊u.

Př́ıklad 4.5. RxR označuje množinu, jej́ıž obrazy (modely) lze znázornit v rovině s
kartézskou soustavou souřadnic (tj. takovou soustavou, jej́ıž dvě osy jsou na sebe kolmé
a jednotka na obou osách je stejně velká). Přitom např. bod [1; 2] lež́ı v takto popsané
rovině jinde než bod [2; 1] – zálež́ı na pořad́ı prvk̊u v dané uspořádané dvojici.

Tedy pojem kartézského součinu nám umožňuje popsat množiny bod̊u v rovině pomoćı
jejich souřadnic – jedná se proto o základńı pojem analytické geometrie, kdy geometrické
útvary popisujeme pomoćı č́ısel, funkćı a rovnic.

4.2 Cvičeńı

Cvičeńı 4.1. Pomoćı Vennových diagramů dokažte de Morganova pravidla – věty 9 a 10.

Cvičeńı 4.2. Vid́ıte souvislost mezi větami 1 a 2 a větami 9 a 10? Z jakého d̊uvodu
tato souvislost existuje?

Cvičeńı 4.3. Napǐste množinové výrazy, jejichž výsledkem je vyšrafovaná plocha Ven-
nova diagramu na obrázku:
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Cvičeńı 4.4. Prozkoumejte16 operaci symetrického rozd́ılu a pomoćı Vennových dia-
gramů dokažte, že plat́ı

4a) A÷B = (A ∪B) \ (A ∩B),

4b) A÷B = B ÷ A,

4c) A ∪B = A÷ (B ÷ (A ∩B)),

4d) A \B = A÷ (A ∩B),

4e) A ∩ (B ÷ C) = (A ∩B)÷ (A ∩ C).

Cvičeńı 4.5. Vyjádřete matematickým zápisem bez jakékohokoli českého slova definice
všech operaćı, které jsme v této kapitole prošli:

5a) A = . . .

5b) A \B = . . .

5c) A×B = . . .

5d) A ∪B = . . .

5e) A ∩B = . . .

5f) A÷B = . . .

Cvičeńı 4.6. Uved’te de Morganova pravidla (věty 9 a 10) pouze slovně, bez jakéhokoli
matematického symbolu.

Cvičeńı 4.7. Na univerzálńı množině U všech přirozených č́ısel jsou zadány množiny
A = {2, 3, 4, 5, 8, 10}, B = {3, 5, 10, 12, 15}, C = {3, 10, 17, 18, 19}. Udejte výčtem prvk̊u

16Viz [17], str.44, př 1.2.B6.
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množinu (A ∪B) ∩ C.

Cvičeńı 4.8.

a) Uved’te definici množiny: Množina je ...

b) Vyjádřete šrafovanou část S Vennova diagramu na obrázku ?? pomoćı množin na
obrázku a známých množinových operaćı: S = . . .

Cvičeńı 4.9. Na konci jistého výrobńıho procesu procháźı 500 součástek třemi kon-
trolami K1, K2, K3. Zjistilo se, že 38 součástek neprošlo kontrolou K1 (= bylo shledáno
nevyhovuj́ıćı); 29 neprošlo K2; 30 neprošlo K3; 7 součástek neprošlo K1 ani K2; 5 neprošlo
K2 ani K3; 8 neprošlo K1 ani K3; 3 součástky neprošly žádnou z kontrol. Určete, kolik
součástek

a) prošlo všemi kontrolami bez vady, tj. žádná z kontrol je neshledala nevyhovuj́ıćımi.

b) neprošlo právě jednou z kontrol K1, K2, K3 (některou z nich).

Cvičeńı 4.10. Pomoćı Vennových diagramů vyřešte tuto úlohu17: Ráno bylo na
letǐsti 17 letadel, z nichž během dne odletělo 15 letadel, ale tři z nich se zase na letǐstě
vrátila. Toho dne přiletělo celkem 32 letadel a odletělo jich celkem 28. Každé letadlo bylo
toho dne na dráze letǐstě nejvýš dvakrát. Kolik letadel bylo na letǐsti večer? (Nápověda
... nakreslete si tři množiny v obecné poloze: množinu letadel, které byly na letǐsti ze
včereǰska; množinu letadel, které vzlétly dnes; množinu letadel, které se vrátily dnes –
vyplňujte počty prvk̊u do jednotlivých oblast́ı roviny).

Cvičeńı 4.11. Pomoćı Vennových diagramů vyřešte: 120 student̊u skládalo tři
zkoušky. Přitom deset procent student̊u nesložilo ani jednu z nich. Nebyl nikdo, kdo by
složil zkoušku jen z druhého předmětu. Devět student̊u z něj složilo úspěšně zkoušku,
leč pro změnu neprospělo z prvńıho předmětu. 47 student̊u složilo ze tř́ı zkoušek dvě. 33
student̊u nevyhovělo z třet́ıho předmětu. 56 student̊u složilo úspěšně zkoušku ze druhého
i třet́ıho předmětu, zato však 20 student̊u neobstálo ani u jednoho z nich. Kolik student̊u
složilo pouze třet́ı zkoušku?

Cvičeńı 4.12. Cvičeńı k pojmu kartézský součin: Viz realisticky.cz (materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2101 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.4.

17Úlohy 4.10 a 4.11 byly převzaty z Hr̊uša (kniha [6]).
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5 Dělitelnost celých č́ısel, d̊ukaz užit́ım Dirichletova

principu, operace s komplexńımi č́ısly

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika – Hejného metoda, sešit A – poprvé. Viz
přednes vyučuj́ıćıho.

5.1 Přednáška

Př́ıklad 5.1. (nebo sṕı̌se otázka) Řekněte sousedovi v lavici odpovědi na následuj́ıćıch pět
otázek:

1. Proč existuje N?

2. Proč existuje Z, nestačilo by N?

3. Proč existuje Q, nestačilo by Z?

4. Proč existuje R, nestačilo by Q?

5. Proč existuje C, nestačilo by R?

A)převod racionálńıho č́ısla na desetinné č́ıslo

Označeńı daných č́ıselných obor̊u N , Z, Q, R := Q∪I, C už bylo zmı́něno v přednášce
prvńı, na tomto mı́stě se chv́ıli věnujme rozd́ılu mezi množinami Q a I: uvedeme nyńı
velmi jednoduchý princip, který souviśı s d̊ukazem typu 9, a pak pomoćı tohoto principu
dokážeme větu 11, která ukazuje na hlavńı rozd́ıl mezi racionálńımi č́ısly (= č́ısly, která
lze vyjádřit ve tvaru zlomku) a iracionálńımi č́ısly (která nelze vyjádřit ve tvaru zlomku).

Typ d̊ukazu č́ıslo 9: Dirichlet̊uv princip.

Pokud rozdělujeme n + 1 předmět̊u do n přihrádek, aspoň v jedné
přihrádce najdeme po rozděleńı aspoň dva předměty.

Platnost Dirichletova principu18 je vidět
”
přirozeně“ = celkem s ńı každý souhlaśı.

V tom nejhorš́ım př́ıpadě se může totiž stát, že po rozděleńı n předmět̊u je v každé z n
přihrádek jeden – ale ten posledńı

”
n plus prvńı“ předmět, už muśıme tedy přidat do

nějaké přihrádky, kde nějaký jeden předmět je ... tedy v aspoň jedné přihrádce budou po
rozděleńı aspoň dva předměty. Samozřejmě se může stát, že pokud předměty rozdělujeme
libovolně, nikoli rovnoměrně, po rozděleńı budou dva nebo tř́ı předměty v pěti přihrádkách
a řada daľśıch přihrádek bude prázdná – to je možné. Nás ale jen zaj́ımá, že určitě existuje
jedna přihrádka (šupĺık) obsahuj́ıćı aspoň dva předměty – tento fakt je zaručen t́ım, že
předmět̊u je v́ıce než přihrádek.

Tento velmi jednoduchý typ d̊ukazu lze kupodivu použ́ıt při d̊ukazu celkem d̊uležité
následuj́ıćı věty, která vystihuje rozd́ıl mezi č́ıslem racionálńım a č́ıslem iracionálńım.

(věta 11) Každé racionálńı č́ıslo má desetinný rozvoj bud’ konečný, nebo periodický.

18Též: přihrádkový princip, anglicky – pigeonhole principle.
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Důkaz: Uvažujme nejprve konkrétńı zlomek 1
7

jako vyjádřeńı jednoho racionálńıho č́ısla
a nalezněme jeho desetinný rozvoj, tj. vyjádřeńı ve tvaru s desetinnou čárkou – všechny
úvahy pak lze vztáhnout na obecné racionálńı č́ıslo m

n
pro m ∈ Z, n ∈ N .

Při děleńı 1 : 7 postupujeme následovně:

• 1 : 7 = 0, zbytek 1, naṕı̌seme desetinnou čárku do výsledku a přiṕı̌seme nulu;

• 10 : 7 = 1, zbytek 3, ke zbytku přiṕı̌seme nulu;

• 30 : 7 = 4, zbytek 2, ke zbytku přiṕı̌seme nulu;

• 20 : 7 = 2, zbytek 6, let us put down another zero to the remainder;

• 60 : 7 = 8, the remainder is 4, let us put down another zero to the remainder;

• 40 : 7 = 5, the remainder is 5, let us put down another zero digit to the remainder;

• 50 : 7 = 7, the remainder is 1, let us put down another zero digit to the remainder;

• Od této chv́ıle děĺıme 10 : 7 = 1, zbytek 3 ... ale to už tady jednou bylo, zbytky i
výsledky po děleńı se zač́ınaj́ı periodicky opakovat. Proč tomu tak je?

Rozeberme si tuto situaci: Při děleńı sedmi se po určité době dělenec
”
vyčerpá“ v tom

smyslu, že neobsahuje žádné daľśı cifry a přidáváme ke zbytku v nižš́ıch řádech pouze
nuly19. Jediný vliv na každý daľśı řádek ṕısemného děleńı maj́ı tedy jen zbytky zbytky po
děleńı sedmi, ke kterým připisujeme stále jen nulu.

Vı́me, že zbytk̊u po děleńı sedmi je sedm r̊uzných – jsou to č́ısla (a současně cifry) 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6. A nyńı využijeme Dirichlet̊uv (přihrádkový) princip: Stač́ı provést osm krok̊u
částečného děleńı po

”
vyčerpáńı“ dělence a protože možných zbytk̊u po děleńı sedmi je

pouze sedm, jeden zbytek se po daných osmi kroćıch zopakuje dvakrát – a po zopakováńı
daného zbytku se už periodicky opakuj́ı všechny daľśı zbytky ve stejném pořad́ı, takže
desetinný rozvoj našeho č́ısla je nekonečný, ale periodický.

Přesněji řečeno, pokud některý z d́ılč́ıch zbytk̊u je roven nule, v děleńı už nepo-
kračujeme a desetinný rozvoj takového zlomku je konečný. Tedy obecně lze ř́ıci, že při
děleńı m : n po

”
vyčerpáńı“ dělence m (který má konečně mnoho cifer, a tak se vyčerpat

někdy muśı) stač́ı provést daľśıch maximálně n+1 krok̊u a dostaneme d́ılč́ı zbytek nula (tj.
desetinný rozvoj daného racionálńıho č́ısla je konečný, ukončený), nebo se některý z nenu-
lových zbytk̊u zopakuje (a tedy desetinný rozvoj daného č́ısla je nekonečný periodický). 2

19Nám se dělenec v našem př́ıkladu děleńı vyčerpal už po prvńım kroku, protože byl jednociferný.
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B) Komplexńı č́ısla

Ke komplexńım č́ısl̊um20 nyńı velmi stručně, snad podle materiálu [1], str. 15,16,18:

Důvodem existence komplexńıch č́ısel je snaha naj́ıt řešeńı např́ıklad rovnice

x2 + 1 = 0,

která má záporný diskriminant. Z tohoto d̊uvodu se v matematice zavád́ı tzv.
( označeńı 28 ) imaginárńı jednotka i taková, že i2 = −1, a také (−i)2 = −1. Pak
můžeme ř́ıci, že řešeńım rovnice x2 + 1 = 0 jsou i a −i.

Definice 26a: Každé komplexńı č́ıslo z lze vyjádřit v algebraickém tvaru z = a + bi,
kde a a b jsou reálná č́ısla a i je imaginárńı jednotka. Reálné č́ıslo a se nazývá
reálná část komplexńıho č́ısla z, reálné č́ıslo b nazýváme imaginárńı část́ı komplexńıho č́ısla
z.

Dı́ky tomu, že každé komplexńı č́ıslo je jednoznačně určeno uspořádanou dvo-
jićı reálných č́ısel [a, b], lze každé komplexńı č́ıslo znázornit v tzv. Gaussově rovině
( definice 26b ), kde na vodorovnou osu vyneseme reálné č́ıslo a, na svislou osu reálné
č́ıslo b a obraz komplexńıho č́ısla z = a + bi je pak na pr̊useč́ık̊u kolmice k vodorovné ose
v bodě a s kolmićı ke svislé ose v bodě b – viz obr. 3.

Obrázek 3: Obraz komplexńıho č́ısla z := a+ ib v Gaussově rovině.

Na základě modelu komplexńıch č́ısel v Gaussově rovině lze definovat pro každé
komplexńı č́ıslo kromě nuly ( definice 27a ) pro z 6= 0 tzv. argument komplexńıho č́ısla z
jako úhel ϕ = argz, který sv́ırá pr̊uvodič obrazu tohoto č́ısla v Gaussově rovině s kladným
směrem vodorovné osy, a ( definice 27b ) absolutńı hodnotu neboli velikost komplexńıho
č́ısla |z| jako vzdálenost jeho obrazu v Gaussově rovině od počátku (= jako délku tohoto
pr̊uvodiče) – viz obrázek 4.

Výpočet velikosti |z| komplexńıho č́ısla je patrný z Pythagovory věty: |z| =
√
a2 + b2,

Výpočet argumentu ϕ plyne z téhož pravoúhlého trojúhelńıku a pro ϕ ∈ (−π
2

; π
2
) plat́ı ϕ =

20Detailněǰśıho poč́ıtáńı s komplexńımi č́ısly se dotkneme v předmětu Algebra 3.
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Obrázek 4: Význam argumentu a velikosti komplexńıho č́ısla.

arctg b
a
, ale pro všechny možné hodnoty a, b potřebujeme pro přesné vyjádřeńı pečlivěǰśı

př́ıstup, protože se jedná o orientovaný úhel (může být kladný i záporný) z intervalu
〈−π; π〉:

ϕ = argz =



0 . . . a = 0, b = 0
π
2

. . . a = 0, b > 0
−π
2

. . . a = 0, b < 0
arctg b

a
. . . 1. a 4. kvadrant

π + arctg b
a

. . . 2. kvadrant
−π + arctg b

a
. . . 3. kvadrant

,

Pomoćı velikosti a argumentu komplexńıho č́ısla lze zavést tzv. ( definice 27c )
goniometrický tvar komplexńıho č́ısla z:

z = |z| · (cosϕ+ i · sinϕ).

Př́ıklad 5.2. Poč́ıtáńı s komplexńımi č́ısly:

2a) Vypočtěte součet a součin č́ısel z1 = 2− i a z2 = 1 + 3i.

2b) Vypočtěte pod́ıl č́ısel z1 = 2− i a z2 = 1 + 3i.

2c) Vypočtěte i2, i3, i4, i5, i6, i7, i8, atd.

Řešeńı př́ıkladu: ad 2a) Uvid́ıme, že součtem i součinem dvou komplexńıch č́ısel je zase
komplexńı č́ıslo:

z1 + z2 = 2− i+ 1 + 3i = (2 + 1) + i(−1 + 3) = 3 + 2i;

dále protože i2 = −1, dostaneme při násobeńı komplexńıch č́ısel

z1 · z2 = (2− i) · (1 + 3i) = 2 + 6i− i− 3i2 = 2 + 5i− 3(−1) = 5 + 5i;

ad 2b) Aby pod́ılem dvou komplexńıch č́ısel bylo komplexńı č́ıslo, nesmı́me dělit nulou,
ale jinak pro nenulové z2 dostaneme výsledek

”
vynásobeńım zlomku vhodnou jedničkou“:

z1
z2

=
2− i
1 + 3i

=
2− i
1 + 3i

· 1− 3i

1− 3i
=

2 + 6i− i− 3i2

1− 9i2
=

5 + 5i

1 + 9
=

1

2
+

1

2
· i;



34
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Ve jmenovateli součinu zlomk̊u jsme užili vzorec x2 − y2 = (x − y) · (x + y) – t́ımto
zp̊usobem vždy lze odstranit imaginárńı jednotku i ze jmenovatele daného pod́ılu – tj.
výsledkem děleńı komplexńıho č́ısla nenulovým komplexńım č́ıslem je zase komplexńı č́ıslo.

ad 2c) Vı́me, že i2 = −1; proto lze daľśı mocniny imaginárńı jednotky poč́ıtat

i3 = i2 · i = (−1) · i = −i;
i4 = i3 · i = (−i) · i = −i2 = 1

i5 = i4 · i = 1 · i = i;

i6 = i5 · i = i · i = −1;

i7 = i6 · i = (−1) · i = −i;
i8 = i7 · i = (−i) · i = 1;

atd.

Z toho je vidět, že vyšš́ı mocniny imaginárńı jednotky i můžeme vždy redukovat na reálné
č́ıslo nebo na ±i, a tedy i umocněńım komplexńıho č́ısla dostaneme opět komplexńı č́ıslo.

O komplexńıch č́ıslech bychom mohli dále mluvit – snad na ně zbyde mı́sto ještě v
předmětu Algebra 3. Doporučuji skvělou středoškolskou učebnici [16], která dostatečně
seznamuje s komplexńımi č́ısly stručně a výstižně na 56 stranách. Ani v této učebnici neńı
moc naznačeno, že d́ıky zobrazeńı komplexńıch č́ısel v Gaussově rovině lze mnohé věci
z analytické geometrie v rovině popsat též pomoćı komplexńıch č́ısel – toho se využ́ıvá
např́ıklad v elektrotechnice.

C) Děleńı celých č́ısel beze zbytku a se zbytkem

Definice 28: Celé č́ıslo a beze zbytku děĺı neboli je dělitelem celého č́ısla b, když
existuje celé č́ıslo q tak, že plat́ı b = a · q. Pokud č́ıslo qinZ s touto vlastnost́ı neexistuje,
ř́ıkáme, že a neděĺı (neńı dělitelem č́ısla) b.

Studenti pozor, dělitelnost známou ze středńı školy jsme trochu rozš́ı̌rili i na záporné
dělitele, a t́ım se počet dělitel̊u každého celého č́ısla zdvojnásobil – kromě kladného
znaménka existuj́ı i dělitelé se stejnou absolutńı hodnotou, jen se jedná o záporná č́ısla.

Definice 29: Každé celé č́ıslo b má vždy následuj́ıćı čtyři dělitele: 1, −1, b, −b ... tito
dělitelé se nazývaj́ı nevlastńı dělitelé č́ısla b. Všichni ostatńı dělitelé (pokud nějaćı existuj́ı)
se nazývaj́ı vlastńı dělitelé č́ısla b. S t́ım souviśı daľśı pojem – definice 30 – celé č́ıslo p se
nazývá prvoč́ıslo, pokud má pouze nevlastńı dělitele; pokud má i vlastńı dělitele, nazývá
se složené č́ıslo.

• ( označeńı 29 ) Největš́ı společný dělitel celých č́ısel a, b se označuje jako NSD(a, b).
Např́ıklad NSD(24, 30) = 6.

• Násobek dvou přirozených č́ısel a, b je takové přirozené č́ıslo c, že a|c a současně
b|c. ( označeńı 30 ) Nejmenš́ı společný násobek přirozených č́ısel a, b se označuje
nsn(a, b) a definuje se jako nejmenš́ı přirozené č́ıslo, které je násobkem obou z č́ısel
a, b. Např́ıklad nsn(24, 30) = 120.
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V následuj́ıćı větě rozš́ı̌ŕıme představu o děleńı dvou kladných č́ısel, kde výsledkem je
neúplný pod́ıl a zbytek, na poněkud bizarńı kombinaci děleńı dvou celých č́ısel, kdy pod́ıl
může být záporný. Za této situace vylučujeme děleńı nulou (rozděleńı jakékoli hodnoty
na nula část́ı nemá smysl) a př́ıpadné záporné znaménko převedeme do čitatele, tj. stač́ı
se omezit na děleńı celého č́ısla b přirozeným č́ıslem a:

(Věta 12) - věta o zbytku vždy kladném

Pro č́ısla a ∈ N , b ∈ Z existuje dvojice celých č́ısel q, r takových, že 0 ≤ r < a, a plat́ı

b = a · q + r.

Důkaz typu 7A (konstrukčńı):

(a) Pro a > 0, b ≥ 0 : Seč́ıtáme č́ıslo a nulakrát, jedenkrát, dvakrát, atd. ... až q-krát,
abychom dostali takové č́ıslo, že daľśım přičteńım kladného č́ısla a už dostaneme
č́ıslo větš́ı než b (protože č́ıslo b je konečné, po konečném počtu sečteńı č́ısla a se
nám to muśı podařit). Č́ıslo q je pak pod́ılem po děleńı b : a a č́ıslo r := b − aq je
zbytkem po tomto děleńı. Z konstrukce plyne, že zbytek r je kladný.

(b) Pro a > 0, b < 0 : Odeč́ıtáme č́ıslo a od nuly jedenkrát, dvakrát, atd. ... až g-krát,
abychom dostali největš́ı možné č́ıslo, které je menš́ı nebo rovno č́ıslu b (protože č́ıslo
b je konečné, po konečném počtu odečteńı kldného č́ısla a se nám to muśı podařit).
Č́ıslo q := −g je pak pod́ılem po děleńı b : a a č́ıslo r := b − aq je zbytkem po
tomto děleńı. Z konstrukce plyne, že č́ıslo aq je č́ıslem totožným s b, nebo nejbližš́ım
záporným násobkem č́ısla a, jehož obraz na č́ıselné ose lež́ı nalevo od obrazu č́ısla b.
Z této konstrukce plyne, že zbytek r je kladný.

Př́ıklad 5.3. (studenti sami, vyučuj́ıci provede kontrolu) Nalezněte č́ısla q, r z věty 12
při

a) děleńı č́ısla b = 25 č́ıslem a = 3;

b) děleńı č́ısla b = (−25) č́ıslem a = 3;

Důvod hledáńı vždy kladného zbytku r jsou zbytkové tř́ıdy – viz 7 – pro ně budeme
potřebovat rozděleńı všech celých č́ısel na podmnožiny podle kladného zbytku při děleńı
přirozeným č́ıslem. Je tedy pro nás d̊uležitý fakt, že tento kladný zbytek vždy existuje.
Při děleńı záporného č́ısla b přirozeným č́ıslem a při tomto př́ıstupu tedy nehledáme č́ıslo
nejbĺıže menš́ı než absolutńı hodnota |b|, které je dělitelné č́ıslem a, ale č́ıslo nejbĺıže větš́ı
než |b|, které je dělitelné č́ıslem a – tj. hledáme č́ıslo nejbĺıže vlevo od obrazu č́ısla b na
reálné ose, které je dělitelné č́ıslem a, a pak jeho (nezáporná) vzdálenost od č́ısla b je
rovna zbytku r. Vı́ce viz kapitola 7.
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D) Věty o dělitelnosti celých č́ısel

Euklid̊uv algoritmus (= tvrzeńı věty 14) už studenti znaj́ı z předmětu MA0002
(minimálně pro hledáńı největš́ıho společného dělitele dvou polynomů). Stejný algoritmus
plat́ı i pro hledáńı největš́ıho společného dělitele dvou celých č́ısel. Zde je uveden jen
z hlediska d̊ukazu, který spoč́ıvá na tvrzeńı věty 13 (ta je dokázána d̊ukazem př́ımým
z definice dělitelnosti) a je použitý při d̊ukazu věty 15 (Bezoutovy rovnosti). Jedná se
o ukázku d̊ukazových metod typu 2 (d̊ukazu př́ımého na základě definice nebo fakt̊u
dokázaných již dř́ıve).

Věta 13. Pro celá č́ısla a, b, c plat́ı:

a) a|b ∧ a|c⇒ a|(b+ c);

b) a|b ∧ a|c⇒ a|(b− c)

(tedy pokud a děĺı dvě celá č́ısla, děĺı i jejich součet, a děĺı také jejich rozd́ıl).

Důkaz: viz cvičeńı.

Protože21 NSD(0; 0) neexistuje, NSD(0; b) = |b| pro nenulové b ∈ Z a NSD(a; b) =
NSD(|a|; |b|) pro a 6= 0 6= b, stač́ı hledat největš́ıho společného dělitele dvou přirozených
č́ısel a, b. Z toho d̊uvodu je následuj́ıćı věta vyslovena a dokázána pouze pro přirozená č́ısla.

Věta 14. (Euklid̊uv algoritmus pro nalezeńı největš́ıho společného dělitele přirozených
č́ısel a, b)22: Přeznačme si č́ısla a, b tak, aby b ≥ a. Proved’me nyńı následuj́ıćı posloupnost
děleńı se zbytkem (podle věty 12):

b : a = q0, zbytek je r0, tedy máme vztah (v) b = a · q0 + r0;

a : r0 = q1, zbytek je r1, tedy máme vztah (iv) a = r0 · q1 + r1;

r0 : r1 = q2, zbytek je r2, tedy máme vztah (iii) r0 = r1 · q2 + r2;
...

rn−2 : rn−1 = qn, zbytek je rn, tedy máme vztah (ii) rn−2 = rn−1 · qn + rn;

rn−1 : rn = qn+1, zbytek je 0, tedy máme vztah (i) rn−1 = rn · qn+1;

Pak posledńı nenulový zbytek rn v této posloupnosti děleńı je roven největš́ımu
společnému děliteli č́ısel a, b.

Důkaz: Protože a > r0 > r1 > . . ., tak po konečném počtu krok̊u muśı nastat rn+1 = 0.
Daľśı d̊ukaz provedeme ve dvou kroćıch: a) dokážeme, že rn|a, rn|b; b) dokážeme, že každý
jiný dělitel j, který děĺı a i b, děĺı i rn.

21Viz [15], str. 13.
22viz [15], str. 13-14.
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ad a) Uvažujme vztahy (i), (ii), . . . , (v) z tvrzeńı věty (postupujeme nyńı od spodńıho
vztahu (i) k horńımu vztahu (v)):

(i)
v.13a⇒ rn|rn−1

(ii)
v.13a⇒ rn|(rn−1 · qn + rn), tj. rn|rn−2

...

(iii)
v.13a⇒ rn|r0

(iv)
v.13a⇒ rn|(r0 · q1 + r1), tj. rn|a

(v)
v.13a⇒ rn|(a · q0 + r0), tj. rn|b

Z posledńıch dvou řádk̊u plyne, že rn je společným dělitelem č́ısel a i b.

ad b) Uvažujme nyńı jiného dělitele j č́ısel a i b a postupujme nyńı od horńıho vztahu
(v) ke spodńımu vztahu (i):

(v)
v.13b⇒ j|b ∧ j|a ⇒ j|r0

(iv)
v.13b⇒ j|a ∧ j|r0 ⇒ j|r1

(iii)
v.13b⇒ j|r0 ∧ j|r1 ⇒ j|r2

...

(ii)
v.13b⇒ j|rn−2 ∧ j|rn−1 ⇒ j|rn

Každý jiný dělitel j č́ısel a, b je i dělitelem č́ısla rn (viz posledńı řádek), tj. rn je ze
všech dělitel̊u č́ısel a, b ten největš́ı. 2

Věta 15. (Bezoutova23 rovnost) Pro libovolná celá č́ısla a, b existuj́ı celá č́ısla u, v
taková, že plat́ı:

a · u+ b · v = NSD(a, b),

kde NSD(a, b) je největš́ı společný dělitel č́ısel a, b.

Důkaz: Podobně jako v d̊ukazu věty 14, projdeme systém rovnost́ı věty 14 zdola nahoru:

rn
(ii)
= rn−2−rn−1·qn

(...)
= rn−2−(rn−3−rn−2·qn−1)·qn = rn−3·(−qn)+rn−2·(1+qn−1·qn) = . . .

(v)
= a·u+b·v.

5.2 Cvičeńı

Cvičeńı 5.1. Procvičte si výpočty s komplexńımi č́ısly:

1a) Pro č́ısla z1 = 1 + 2i, z2 = 2 − 2i vypočtěte jejich součet, součin, pod́ıl a druhé
mocniny;

1b) V oboru komplexńıch č́ısel řešte rovnici x2 + x+ 1 = 0.

23Čti: [bezutova]. Viz [15], str. 15.
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OPERACE S KOMPLEXNÍMI ČÍSLY

Cvičeńı 5.2. Převed’te daná komplexńı č́ısla v algebraickém tvaru na goniometrický
tvar:

2a) z1 = 2, z2 = −2.

2b) z3 =
√
3
2

+ i · 1
2
, z4 =

√
−3
2

+ i · 1
2
.

2c) z5 = i, z6 = −i.

Cvičeńı 5.3. Převed’te daná komplexńı č́ısla v goniometrické tvaru na algebraický
tvar:

3a) z1 = 2 · (cos 3π
4

+ i · sin 3π
4

).

3b) z2 = 3 · (cos 3π
2

+ i · sin 3π
2

).

3c) z3 = 4 · (cos −π
6

+ i · sin −π
6

).

Cvičeńı 5.4. Dokažte věty 13a a 13b d̊ukazem př́ımým (typ 2) z definice č́ıslo 28.

Cvičeńı 5.5. Procvičte si praktické užit́ı věty 14: podle procesu popsaného ve větě
14 nalezněte největš́ıho společného dělitele č́ısel 208 a 364. Nalezněte tohoto dělitele také
druhým zp̊usobem, a sice rozkladem č́ısel na součin prvoč́ısel.

Cvičeńı 5.6. Pokuste se dokázat následuj́ıćı jednoduché skutečnosti, které plat́ı pro
celá č́ısla. Jako prvńı krok si ovšem všechny tři úkoly muśıte přepsat pomoćı symbolického
matematického zápisu bez českých slov:

6a) Druhá mocnina každého lichého č́ısla zmenšená o jedničku je dělitelná osmi;

6b) rozd́ıl druhých mocnin dvou libovolných lichých č́ısel je dělitelný osmi;

6c) součet tř́ı po sobě následuj́ıćıch celých č́ısel, z nichž prvńı a třet́ı jsou lichá, je dělitelný
šesti.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.5.
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6 Binárńı relace a jej́ı vlastnosti

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika – Hejného metoda, sešit A – podruhé. Viz
přednes vyučuj́ıćıho.

6.1 Přednáška

Třet́ı odpověd́ı na otázku o podstatě matematiky je pojem binárńı relace na množině.
Tento pojem je kĺıčovým pojmem tohoto předmětu, protože všechny kĺıčové definice
následuj́ıćıch kapitol (uspořádáńı, ekvivalence, zobrazeńı, posloupnost funkce) jsou
speciálńım př́ıkladem relace.

a) Pojem relace

V běžném životě už́ıváme řadu relaćı mezi prvky dvou r̊uzných množin, např.

•
”
mám v rozvrhu“ je relace mezi množinou dn̊u v týdnu a množinou předmět̊u ve

škole;

•
”
má občas k sńıdani“ je relace mezi množinou lid́ı a množinou potravin (poživatin);

Př́ıkladem relaćı mezi prvky jedné množiny jsou

•
”
je biologickým d́ıtětem“ ... relace na množině lid́ı; zvláštńı vlastnost́ı této relace je

to, že každé d́ıtě je v relaci se dvěma rodiči;

•
”
jeho matka je“ ... relace na množině lid́ı; zvláštńı vlastnost́ı této relace je to, že

jedno d́ıtě je v relaci s jedinou matkou, tj. tato relace splňuje podmı́nku zobrazeńı
(viz kapitola 10): každé d́ıtě jednoznačně odkazuje na svou matku.

• ≤, ≥ na množině celých č́ısel;

• | (děĺı = je dělitelem) na množině přirozených č́ısel;

• ⊆, ⊇ na množině všech podmnožin dané množiny;

• atd.

Lidově řečeno, relace je množina nějakých vztah̊u, přičemž každý vztah spojuje dva
objekty (dva prvky) bud’ ze dvou r̊uzných množin, nebo z jedné množiny. Plat́ı ovšem
ještě jedna věc, kterou splňuj́ı všechny výše uvedené př́ıklady: v tomto vztahu mezi dvěma
objekty zálež́ı na pořad́ı, ve kterém je uvád́ıme – to se rozumı́ samo sebou, ale zejména
v relaci mezi prvky téže množiny si muśıme dát pozor, který prvek uvád́ıme jako prvńı a
který jako druhý, aby bylo patrno, např. kdo je matka a kdo dcera; které č́ıslo je menš́ı
než to druhé č́ıslo, apod.

Nicméně kromě lidové definice muśı všichni studenti umět i přesnou, matematickou
definici:
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Definice 31a: relace mezi množinami M1 a M2 je nějaká podmnožina kartézského

součinu M1×M2. Definice 31b: relace na množině M je nějaká podmnožina kartézského
součinu M ×M .

Prvky relace jsou tedy uspořádané dvojice [x, y], ve kterých zálež́ı na pořad́ı. Pozor
na rozd́ıl mezi pojmem kartézský součin a relace – kartézský součin je množina všech
možných uspořádaných dvojic, které můžeme z daných d́ılč́ıch množin sestavit; kdežto
relaćı rozumı́me každou podmnožinu kartézského součinu. Např. pro M = {1, 2, 3} je

N ×N = {[1; 1], [2; 2], [3; 3], [1; 2], [2; 1], [1; 3], [3; 1], [2; 3], [3; 2]},

ovšem např. relace
”
je ostře menš́ı než“ obsahuje jen některé uspořádané dvojice

přirozených č́ısel z kartézského součinu M ×M :

je ostře menš́ı než = {[1; 2], [1; 3], [2; 3]}.

Poznámka: Rozd́ıl mezi relacemi a operacemi

Kromě řady relaćı se v matematice použ́ıvá řada operaćı. O operaćıch (např. sč́ıtáńı,
odč́ıtáńı, pr̊unik, sjednoceńı) bude ještě řeč – nyńı jen zmı́ńıme hlavńı rozd́ıl mezi relacemi
a operacemi: výsledkem operace ∗ (za hvězdičku si dosad’te např. sč́ıtáńı, násobeńı,
pr̊unik, apod) mezi dvěma prvky a, b je obecně nějaký třet́ı prvek a ∗ b (např. 2 + 3 = 5),
kdežto relace jen uvád́ı do vztahu dané dva prvky a, b (např. 2 ≤ 3).

Poznámka: Zadáváńı relace

Relaci lze zadávat

• výčtem uspořádaných dvojic: např́ıklad

ρ = {[a, b], [b, a], [b, c], [b, b]};

ve shodě s učebńım textem [14], str.17, budeme též relaci vypisovat takovým stylem,
že označeńı relace bude umı́stěno v zápise mezi danými prvky (podobně jako znak

”
≤“ je napsán mezi č́ısly 2 a 3, tj. v našem př́ıkladu tatáž relace bude zapsaná pomoćı

vztah̊u
aρb, bρa, bρc, bρb.

• grafem, kde prvek [a, b] znázorńıme šipkou vycházej́ıćı z a a směřuj́ıćı do b, prvek
[b, b] znázorńıme smyčkou z b do b, atd. Tedy v našem př́ıkaldu relace se čtyřmi prvky
(= čtyřmi vztahy = čtyřmi dvojicemi)

• matićı, tedy pro tentýž př́ıklad:

a b c d
a
b
c
d


0 1 0 0
1 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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Obrázek 5: Grafová reprezentace relace ρ – př́ıklad.

(na pr̊useč́ıku prvńıho řádku (= řádku prvku a) a druhého sloupce (= sloupce prvku
b) matice je hodnota 1, protože uspořádaná dvojice [a, b] je prvkem relace ρ; dále
na pr̊useč́ıku druhého řádku a druhého sloupce matice je 1, protože smyčka [b, b] je
prvkem relace ρ; na třet́ım a čtvrtém řádku matice jsou samé nuly, protože c ani d
neńı prvńı souřadnićı žádné uspořádané dvojice z ρ, atd). Čtyřem šipkám v grafové
reprezentaci odpov́ıdaj́ı čtyři hodnoty 1 v matici relace.

B) Základńı vlastnosti relace

U pojmu relace budeme studovat určité daľśı definované vlastnosti a rysy, to zejména
u relace typu 31b, tj. relace na množině M .

Př́ıklad 6.1 (vyučuj́ıćı – studenti) V následuj́ıćıch definićıch řekněte,

(i) jak lze danou vlastnost poznat z grafové reprezentace relace (a z reprezentace matićı);

(ii) uved’te př́ıklad této relace ze života nebo z matematiky.

Relace ρ na množině M se nazývá (kromě č́ısla identifikuj́ıćıho danou vlastnost si
prośım pamatujte i jej́ı název)

reflexivńı, když ∀x ∈M : xρx (vlastnost (11) )

(Slovně: Každý prvek zadané množiny je v relaci se sebou samotným);

antireflexivńı, když ∀x ∈M : ¬(xρx); (vlastnost (anti-11) )

(Slovně: Žádný prvek zadané množiny neńı v relaci se sebou samotným);

symetrická, když ∀x, y ∈M : xρy ⇒ yρx; (vlastnost (12) )
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(Lidově: každý vztah, který existuje, je oboustranný! Přesně matematicky: Relace může
obsahovat uspořádané dvojice stejných prvk̊u a muśı s každou dvojićı r̊uzných prvk̊u ob-
sahovat i dvojici těchto prvk̊u v opačném pořad́ı);

antisymetrická, když ∀x, y ∈M : (xρy ∧ yρx⇒ x = y); (vlastnost (anti-12) )

(Lidově: žádný vztah (kromě vztahu k sobě samému) neńı oboustranný. Přesně matema-
ticky: Relace může obsahovat uspořádané dvojice stejných prvk̊u a nesmı́ s žádnou dvojićı
r̊uzných prvk̊u obsahovat také dvojici prvk̊u v opačném pořad́ı);

tranzitivńı, když ∀x, y, z ∈M : xρy ∧ yρz ⇒ xρz; (vlastnost (13) )

(Lidově řečeno: Relace dědičnosti, neboli prvek z automaticky zděd́ı od prvku y i jeho
vztah k prvku x. Přesně matematicky: Pokud prvek x je v relaci s prvkem y a prvek y je
v relaci s prvkem z, tak muśı být i prvek x v relaci s prvkem z);

úplná, když ∀x, y ∈M : xρy ∨ yρx; (vlastnost (14) )

(Pro každou dvojici prvk̊u (nebo i stejné prvky) muśı platit, že prvek x je v relaci s
prvkem y nebo prvek y je v relaci s prvkem x).

Poznámky k úplné relaci. Z definice úplné relace je vidět, že úplná relace je automa-
ticky reflexivńı (tj. pro x = y plyne, že xρx. Někdy se úplná relace definuje na základě
podmı́nky, která plat́ı jen pro navzájem r̊uzné prvky, tj. zhruba jako

∀x, y ∈M : x 6= y ⇒ xρy ∨ yρx;

my se ovšem budeme držet té definice úplné relace, která zahrnuje i reflexivitu. Tato
rozd́ılnost v definici zpravidla nehraje roli, protože většina relaćı, které jsou zaj́ımavé pro
naše studium a použ́ıvané v praxi, jsou úplné a současně reflexivńı.

A ještě jedna poznámka k úplné relaci: úplná relace stále ještě nemuśı být rovna
kartézskému součinu daných množin (nebo kartézské mocnině dané množiny): Např́ıklad
relace

”
≤“ na množině přirozených č́ısel je úplná, ale neobsahuje všechny možné

uspořádané dvojice z kartézského čtverce (= kartézské druhé mocniny) N × N , protože
např́ıklad [2; 1] neńı prvkem relace

”
≤“.

Př́ıklad 6.2 (v trojićıch, jen studenti) Vezměte si stránku A4 a rozdělte na osm část́ı. V
každé části nakreslete pět bod̊u znázorňuj́ıćıch pětiprvkovou množinu, označte je a, b, c, d, e.
Do množiny šipkami znázorněte relaci, která

1. je reflexivńı,

2. je antireflexivńı,

3. neńı ani reflexivńı, ani antireflexivńı24,

24Takové relace existuj́ı, protože vlastnosti reflexivity a antireflexivity nejsou si navzájem negacemi.
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4. je symetrická,

5. je antisymetrická,

6. neńı ani symetrická, ani antisymetrická25,

7. je tranzitivńı,

8. neńı tranzitivńı.

Př́ıklad 6.3 (v trojićıch, jen studenti) Jaké vlastnosti splňuje relace | (děĺı, je dělitelem)
na množině(Z, ·)? Relaci | definujeme normálně, jak bychom u dělitelnosti čekali:

∀x, y ∈ Z : x|y ⇔ (∃p ∈ Z : y = x · p)

Př́ıklad 6.4 (vyučuj́ıćı – studenti) Jen dvě otázky, než pokroč́ıme k vážněǰśım
př́ıklad̊um:

• Může být některá relace symetrická a antisymetrická současně? ?

A nyńı už zaj́ımavěǰśı př́ıklady:

Př́ıklad 6.5 (v trojićıch, jen studenti) U následuj́ıćıch př́ıklad̊u rozhodněte, jaké vlast-
nosti splňuj́ı zadané relace:

a) Relace ≤ na množině N = {1, 2, 3, . . .};

b) relace ‖ (být rovnoběžný) na množině př́ımek v rovině;

c) Relace je zadána grafovou reprezentaćı26 na obrázku 6:

Obrázek 6: Př́ıklad 6.5.c.

d) Zadáńı opět grafem27, obrázek 7:

25Takové relace existuj́ı, protože vlastnosti symetrie a antisymetrie nejsou si navzájem negacemi.
26[14], str.20, obr. 2a.
27[14], str.20, obr. 2b.
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Obrázek 7: Př́ıklad 6.5.d.

C) Pojem inverzńı relace

Definice 32: Inverzńı relace ρ−1 k relaci ρ je taková relace, která obsahuje právě ty
uspořádané dvojice, které byly utvořeny z prvk̊u relace ρ přehozeńım pořad́ı prvk̊u.

Tedy plat́ı

ρ−1 = {[y, x] ∈M ×M : [x, y] ∈ ρ}.

Inverzńı relaci k zadané relaci sestroj́ıme velmi jednoduše v grafové reprezentaci – v
inverzńı relaci se všechny šipky grafové reprezentace otoč́ı opačným směrem (a smyčky
z̊ustanou, protože na orientaci smyčky v grafové reprezentaci prvku [x;x] nezálež́ı). V
maticové reprezentaci se matice transponuje podle hlavńı diagonály, tj. pro ty, kdo ještě
nerozumı́, o čem je řeč: řádky maticové reprezentace relace ρ se naṕı̌śı do sloupc̊u maticové
reprezentace relace ρ−1.

Z definice pojmu inverzńı relace k relaci na množině je vidět, že pro jakoukoli relaci ρ
jej́ı inverzńı relace ρ−1 vždy existuje.

6.2 Cvičeńı

Cvičeńı 6.1. Úvodńı cvičeńı k pojmu relace: Viz realisticky.cz (materiál [18]), matema-
tika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2102 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 6.2. Úvodńı cvičeńı k pojmu zobrazeńı: Viz realisticky.cz (materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2103 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 6.3. Nakreslete všechny relace (v grafové reprezentaci) na a) jednoprvkové
možině, b) na dvouprvkové množině, c) na tř́ıprvkové množině; d) pokuste se vyslovit
větu o počtu všech relaćı na n−prvkové množině.
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Cvičeńı 6.4. Uved’te př́ıklad relace ρ na množině {1, 2, 3, 4}, která je symetrická a
současně neńı tranzitivńı.

Cvičeńı 6.5. Pokud dvě relace ρ1, ρ2 jsou obě tranzitivńı, pak jejich sjednoceńı ρ1∪ρ2
je také tranzitivńı. Dokažte nebo vyvrat’te tvrzeńı v předchoźı větě28.

Cvičeńı 6.6. Uved’te př́ıklad relace ρ na množině {1, 2, 3, 4}, která neńı ani symet-
rická, ani antisymetrická a obsahuje mimo jiné také prvky [3; 4] a [4; 3].

Cvičeńı 6.7. a) Je relace dělitelosti | antisymetrická na množině N? b) Je relace
dělitelnosti | antisymetrická i na množině Z?

Cvičeńı 6.8. Na množině Z je dána relace ρ definovaná vztahem

xρy ⇔ x2 = y.

Určete jej́ı vlastnosti, zejména ověřte (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14).

Cvičeńı 6.9. Negujte vlastnost (12) relace ρna množině M , a to d̊ukladněji než jen
stylem

”
neńı pravda, že“. Postup:

a) Napǐste vlastnost (12) symbolickým matematickým zápisem;

b) Negujte část (a).

Cvičeńı 6.10. Negujte vlastnost anti-(12) relace ρna množině M , a to d̊ukladněji než
jen stylem

”
neńı pravda, že“. Postup:

a) Napǐste vlastnost anti-(12) symbolickým matematickým zápisem;

b) Negujte část (a).

Cvičeńı 6.11. Negujte vlastnost (13) relace ρna množině M , a to d̊ukladněji než jen
stylem

”
neńı pravda, že“. Postup:

a) Napǐste vlastnost (13) symbolickým matematickým zápisem;

b) Negujte část (a).

Cvičeńı 6.12. Podmnožiny X, Y množiny A = {1, 2, 3, 4, 5} jsou v relaci ρ, když
X ∪ Y = A. Zjistěte, které z vlastnost́ı (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14) plat́ı pro
tuto relaci.

Cvičeńı 6.13. Na množině přirozených č́ısel je dána relace ρ1 takto: xρ1y, když x · y
je liché č́ıslo. Zjistěte, jaké vlastnosti ((11), anti-(11), (12), anti-(12), atd.) má tato relace.

28Pokud si studenti nev́ı rady, doporučte nakresleńı tř́ı obrázk̊u: jeden obrázek pro relaci ρ1, druhý pro
relaci ρ2 a třet́ı pro relaci ρ1 ∪ ρ2. Dále doporučte student̊um tvrzeńı sṕı̌se vyvracet než dokazovat.
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Cvičeńı 6.14. Ve fotbalové lize hraje29 v každém ročńıku každý tým s každým jiným
týmem dva zápasy, z toho jeden zápas se hraje na hřǐsti jednoho týmu a druhý na hřǐsti
druhého týmu. Definujme relaci aρ2b tehdy, když tým A hraje proti týmu B na svém
hřǐsti v daném roce. Určete vlastnosti relace na množině všech týmů ligy v daném ligovém
ročńıku.

Cvičeńı 6.15. Co se ještě nedělalo z př́ıklad̊u B1 (tento př́ıklad obsahuje inverzńı
relaci), B2, B6, B8, B9, B10, B11 na stranách 48-49 sb́ırky [17].

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.6.

29Tento systém platil do roku 2018, Od té doby to v prvńı fotbalové lize bude podle všeho fungovat
jinak: kromě dvou zápas̊u každého s každým jsou v daném roce ještě daľśı ligové zápasy s některými
soupeři, jakási nadstavbová část. Tuto situaci v př́ıkladu neuvažujte.
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7 Ekvivalence a rozklady

Warm-up: Představeńı učebnice Matematika – Hejného metoda, sešit A – potřet́ı. Viz
přednes vyučuj́ıćıho.

7.1 Přednáška

Definice 33: Relace ρ na množině M se nazývá ekvivalence, pokud splňuje vlastnosti
(11), (12) a (13).

Př́ıklad 7.1. Relace rovnoběžnosti na množině př́ımek v rovině je ekvivalence (viz
př́ıklad 6.5.b). Ověřte, že plat́ı vlastnosti (11), (12), (13).

Př́ıklad 7.2. Na množině všech zlomk̊u existuje známá ekvivalence ρ mezi těmi zlomky,
které všechny lze zkrátit na jeden základńı tvar. Tuto relaci ekvivalence na množiněQ všech
zlomk̊u lze definovat takto:[

a

b
,
c

d

]
∈ ρ tehdy, když plat́ı ad = bc.

Např́ıklad 3
5

je č́ıslo ekvivalentńı s č́ıslem 15
25

, které lze převést na 3
5

vykráceńım čitatele i
jmenovatele pěti (plat́ı tedy definičńı podmı́nka 3 · 25 = 5 · 15).

Nebo č́ıslo −1
3

je v ekvivalenci s č́ıslem −3
9

, které lze převést na −1
3

vykráceńım třemi
(protože plat́ı (−1) · 9 = 3 · (−3)), atd.

S pojmem relace ekvivalence velmi úzce souviśı daľśı pojem, a to rozklad množiny.

Definice 34: Řekneme, že systém podmnožinMi množinyM tvoř́ı rozklad množiny M ,
když

a) Mi 6= ∅;

b)
⋃
i=1,...,nMi = M ;

c) Mi ∩Mj = ∅ pro i 6= j.

Tj. ad a) množiny Mijsou neprázdné, ad b) sjednoceńım množin Mi je celá množina M ,
a ad c) množiny Mi jsou po dvou disjunktńı, tj. každé dvě z nich maj́ı prázdný pr̊unik.

Př́ıklad 7.3. Vypǐste (a znázorněte graficky) všechny možné rozklady tř́ıprvkové
množiny M = {a, b, c}. Řešeńı: viz př́ıprava ... takových možných rozklad̊u existuje pět:
a) rozklad M na tři jednoprvkové podmožiny, b) rozklad M na M1 = {a, b}, M2 = {c};
c) rozklad M na M1 = {a, c} a M2 = {b}; d) rozklad M na M1 = {b, c} a M2 = {a}; e) a
konečně, rozklad M na jedinou tř́ıprvkovou podmnožinu M1 := M . 2

Pojem rozkladu je spojen s definićı ekvivalence následuj́ıćımi dvěma zp̊usoby:
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A) Konstrukce ekvivalence na základě rozkladu

Je zadán rozklad množiny M – definujeme-li relaci E vztahem

xEy ⇔ x, y ∈Mi pro nějaké i,

(prvky x, y jsou v relaci, když lež́ı ve stejné tř́ıdě rozkladu), pak tato relace je ekvivalence
a nazývá se relace určená (= indukovaná) rozkladem množiny M ( definice 35 ).

Př́ıklad 7.4. Napǐste relaci ekvivalence indukované (= určené) každým z rozklad̊u
tř́ıprvkové množiny M = {a, b, c} v předchoźım př́ıkladu.

Př́ıklad 7.5. (jen studenti) a) Nakreslete všechny možné rozklady čtyřprvkové
množiny M = {a, b, c, d}; b) jinou barvou do diagramů těchto rozklad̊u vyznačte (pomoćı
grafové reprezentace) relaci ekvivalence indukovanou vždy daným rozkladem. Na obě
části úkolu máte dohromady deset minut.

B) Konstrukce rozkladu na základě ekvivalence

Je zadána ekvivalence E na množině M – definujeme-li rozklad M zp̊usobem
”
v jedné

tř́ıdě rozkladu lež́ı právě ty prvky, které jsou navzájem všechny po dvojićıch ekvivalentńı“,
dostaneme také strukturu označenou stejně jako v předchoźı definici s t́ım rozd́ılem, že
prvńı nebylo vejce, ale slepice (promiňte – prvńı nebyl rozklad, ale ekvivalence), a množina
M/E se nazývá ( definice 36 ) faktorová množina množiny M podle ekvivalence E, nebo

krátce faktormnožina30, znač́ıme ( označeńı 31 )

M/E := {M1,M2, . . . ,Mn}.

Pro upřesněńı, které se nám bude hodit v předmětu Algebra 1, dodejme, že jednotlivé
tř́ıdy Mi považujeme za prvky této faktormnožiny M/E.

Ad př́ıklad 7.2. Pokud se vrát́ıme k relaci = (rovnost zlomk̊u), tak v jedné tř́ıdě
rozkladu Q/= jsou právě ty zlomky, které lze kráceńım či rozš́ı̌reńım převést navzájem
jeden na druhý. Řı́káme, že každá tř́ıda rozkladu označuje jedno racionálńı
č́ıslo – a toto č́ıslo lze reprezentovat libovolným zlomkem z dané tř́ıdy. Tedy
racionálńı č́ıslo je označeńı pro celou množinu zlomk̊u, z nichž všechny maj́ı tentýž jediný
obraz na reálné ose! To je d̊uležitý rozd́ıl mezi pojmem zlomku a pojmem racionálńıho
č́ısla, který lze vyjádřit právě pomoćı rozkladu množiny všech zlomk̊u podle uvažované
ekvivalence.

Než přikroč́ıme k d̊uležitému př́ıkladu 7.6, definujeme na množině Z relaci kongruence:

• Definice 37 : celá č́ısla a, b jsou kongruentńı podle modulu n, pokud n|(b− a);

• Označeńı 32 vztahu z definice 37: a ≡ b (mod n);

Př́ıklad 7.6. Podle relace kongruence podle modulu 5 lze množinu celých č́ısel rozdělit
do pěti podmnožin.

V této situaci lze nyńı ř́ıci:

30Česky: rozkladová množina (ale vžil se anglický název, FACTOR (jako sloveso) znamená ROZLOŽIT).
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Obrázek 8: Množina zbytkových tř́ıd Z5.

a) Označ́ıme-li znakem E danou relaci kongruence, můžeme psát xEy, když x, y nálež́ı
do stejné podmnožiny rozkladu ... tato relace je relaćı ekvivalence na Z (je to relace
reflexivńı (např. 5 ≡ 5), symetrická (např. 5 ≡ 10 implikuje31, že 10 ≡ 5), tranzitivńı
(5 ≡ 10, 10 ≡ 30 ⇒ 5 ≡ 30).

b) Označ́ıme-li tyto podmnožiny M0 := [0], M1 := [1], M2 := [2], M3 := [3], M4 :=
[4], tak systém podmnožin {M0,M1,M2,M3,M4} tvoř́ı rozklad množiny Z podle
ekvivalence E.

c) Když se na Mi přestaneme d́ıvat jako na množiny a začneme se na ně d́ıvat jako na
prvky, dostaneme pětiprvkovou množinu

Z/E := {M1,M2,M3,M4,M5},

kde všechna č́ısla v každé množině Mi jsme ztotožnili v jedno a označili za jediný
prvek. Je to faktorová množina (= rozkladová množina) množiny Z podle ekvivalence
E, nebo krátce faktormnožina. 2

Relace E kongruence podle modulu 5 a k ńı př́ıslušná faktormnožina jsou d̊uležitým
př́ıkladem

”
ze života“ = ze situaćı matematiky na SŠ i ZŠ: v jedné tř́ıdě ekvivalence E

jsou právě ta celá č́ısla, které maj́ı po vydělěńı pěti tentýž KLADNÝ zbytek VE SMYSLU
VĚTY 12, neboli jejich obrazy na č́ıselné ose jsou stejně vzdáleny směrem doprava od
obrazu nejbližš́ıho celoč́ıselného násobku č́ısla 5.

7.2 Cvičeńı

Cvičeńı 7.1. V relaci ekvivalence E jsou navzájem ty prvky z množiny M = {1, 2, . . . , 20},
které dávaj́ı po vyděleńı č́ıslem 4 stejný zbytek. Popǐste (nebo nakreslete) faktormnožinu
M/E množiny M podle relace E.

31Česky: z toho plyne, že ...



50 7 EKVIVALENCE A ROZKLADY

Cvičeńı 7.2. Je zadán rozklad množiny M na podmnožiny M1 = {1, 3, 5},
M2 = {2, 4, 10}, M3 = {6, 7, 8},
M4 = {9}. Popǐste (nebo nakreslete) relaci ekvivalence indukovanou (určenou) t́ımto
rozkladem.

Cvičeńı 7.3. Na množině reálných č́ısel je definován rozklad na dvě podmnožiny:
M1 tvoř́ı všechna kladná reálná č́ısla a nula; M2 tvoř́ı všechna záporná č́ısla. Definujte
symbolickým zápisem (charakteristickou vlastnost́ı množiny) relaci ekvivalence určenou
(indukovanou) t́ımto rozkladem.

Cvičeńı 7.4. Na množině {1
2
, 1
1
, 1
3
, 2
4
, 3
6
, 2
1
, 8
4
, 3
1
, 1
4
, 2
6
} definujte nějakou užitečnou (tu

nejznáměǰśı či nejpřirozeněǰśı) relaci ekvivalence E (řekněte, kdy jsou dva prvky ve vztahu
relačńım) a nakreslete obrázek faktormnožiny podle této ekvivalence.

Cvičeńı 7.5. Uved’te př́ıklad ekvivalence ρ na množině reálných č́ısel, aby rozklad
R/ρ této množiny určený ekvivalenćı ρ měl dvě tř́ıdy.

Cvičeńı 7.6. Daľśı cvičeńı: př́ıklady ze sb́ırky [17], str. 58-59, př́ıklady 1.7.A3, 1.7.A4,
1.7.B1, 1.7.B4, 1.7.B5, vsunout jeden př́ıklad na relaci kongruence modulo 4, B6, B7
(geometrické ekvivalence v rovině), B8, B9 (př́ıklad B9 je d̊ukazový, ale dobrý).

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.7.

7.3 Přehled kĺıčových definic v předmětu Základy matematiky

Vzhledem k ćıli tohoto předmětu seznámit s budováńım matematického
aparátu a přesného vymezeńı pojmů maj́ı studenti povinnost u těchto
kĺıčových definic si pamatovat nejen jejich představeńı na ZŠ, ale i vy-
sokoškolskou definici.

Znalost definic bude prověřena v prověrce na přednášce předmětu v 8.
týdnu semestru – viz pokyny přednášej́ıćıho.
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8 Uspořádané množiny, maximálńı prvek, největš́ı

prvek, supremum

8.1 Prověrka a

Prověrka probraných definic – viz pokyny přednášej́ıćıho.

8.2 Přednáška

V této přednášce se budeme zaob́ırat teoretickým zázemı́m pro dvě d̊uležité struktury,
které se objevuj́ı dokonce i na základńı škole: struktura všech podmnožin dané množiny
(s relaćı

”
být podmnožinou“) a množina přirozených č́ısel s relaćı dělitelnosti.

a) Pojem uspořádané množiny

Př́ıklad 8.1. (ve trojićıch, jen studenti) Jaké vlastnosti splňuje relace na obrázku32

č́ıslo 9?

Obrázek 9:

Relace podobného typu, jako je ta na obrázku, jsou v matematice natolik d̊uležité, že
maj́ı své jméno a budeme se jim věnovat téměř dva týdny naš́ı exkurze po základńıch
pojmech matematiky. Kupodivu si lze položit otázku: co maj́ı společného relace ≤ na
množině racionálńıch č́ısel, relace ⊆ (být podmnožinou) na množině všech podmnožin
jisté množiny a relace dělitelnosti | na množině všech přirozených č́ısel. Jedná se o tři
r̊uzné vztahy mezi prvky r̊uzného charakteru, a přesto maj́ı tyto tři základńı relace v
matematických př́ıstupech na základńı a středńı škole něco společného, co je charak-
terizuje. A tak dř́ıve než v navazuj́ıćıch semestrech se budeme věnovat tomu, co a jak
učit na základńı (a středńı) škole v matematice, nyńı v tomto vysokoškolském úvodu do
studia matematiky, se chv́ıli pod́ıvejme na otázku, kterou by si položili studenti v kursu

”
matematika pro dospělé“: co maj́ı relace

”
menš́ı nebo rovno“,

”
je podmnožinou“ a

”
je

dělitelem“ společného? Ukazuje se, že tyto celkem r̊uznorodé relace maj́ı společné celkem
tři vlastnosti: (11), anti-(12) a (13). Matematicky hloubavý člověk v této situaci zbystř́ı,

32[14], str.24.
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8 USPOŘÁDANÉ MNOŽINY, MAXIMÁLNÍ PRVEK, NEJVĚTŠÍ PRVEK,

SUPREMUM

odstouṕı od konkrétńıch středoškolských operaćı a studuje právě jen i obecné struktury,
které splňuj́ı uvedené tři vlastnosti – tyto struktury se nazývaj́ı uspořádané množiny.

Definice 38: Binárńı relace na množině P , která je reflexivńı (11), antisymetrická
(anti-12) a tranzitivńı (13), se nazývá uspořádáńı. Množina P , na které je definovaná
relace uspořádáńı, se nazývá částečně uspořádaná množina – v textu [14]33 je označována
poněkud nezvyklým termı́nem poset (z anglického Partially Ordered SET)34.

Poznámka: obecné označeńı relace uspořádáńı.

Ikdyž relace uspořádáńı je bĺızká relaci ≤ (respektive ≤ je čtenáři známým př́ıkladem
uspořádáńı), budeme ji označovat (v souladu s textem [14]) obecněǰśım symbolem �,
který zaručuje, že se ne vždy bude jednat o relaci zcela totožnou s klasickou relaćı ≤ na
množině celých či reálných č́ısel. Obecnou uspořádanou množinu budeme tedy zapisovat
zápisem (P,�).

Poznámka: Hasse̊uv diagram

Definice 39: Pro relaci uspořádáńı zavád́ıme kromě grafové reprezentace přehledněǰśı
strukturu, a sice tzv. Hasse̊uv diagram, ve kterém

1. reflexivitu (= smyčky) nevyznačujeme, protože ji automaticky předpokládáme u
všech prvk̊u uspořádané množiny;

2. šipky odstrańıme tak, že Hasse̊uv diagram jednoznačně orientujeme zdola nahoru, a
pak mı́sto šipek spojujeme prvky neorientovanou úsečkou – jestliže prvek je spojen
s jiným prvkem umı́stěným výše v diagramu, tak je s ńım v relaci;

3. hranami vyznač́ıme jen bezprostředně následuj́ıćı prvky – ostatńı šipky vyplývaj́ıćı z
tranzitivity nevykreslujeme; pak pokud x� y, tak je mezi prvky x a y řetězec spoj̊u
mezi bezprostředńımi předch̊udci a následovńıky;

4. antisymetrie bude z nákres̊u patrna též – ta ovšem spoč́ıvá sṕı̌se v neexistenci obou-
stranných šipek mezi r̊uznými prvky (a právě d́ıky neexistenci oboustranných šipek
na stejné úrovni můžeme orientaci šipek z částečně uspořádané množiny odstranit –
hrany v Hasseově diagramu tedy vždy směřuj́ı zdola nahoru, tj. dolńı prvek hrany je
prvńım prvkem dané uspořádané dvojice).

Př́ıklad 8.2 – Hasse̊uv diagram. Pro ilustraci je na obrázku 10 nakreslen Hasse̊uv di-
agram pro pětiprvkovou množinu P = {a, b, c, d, e} a relaci ρ na P definovanou výčtem
uspořádaných dvojic:

ρ = {[a, a], [b, b], [c, c], [d, d], [e, e], [a, d], [d, e], [a, e], [b, d], [d, e], [b, e]}.

33Str.23, definice 1.6.
34Je to skutečně neobvyklý termı́n pro češtinu, až extrémńı – ale navrhuji jej autorovi, panu Kopkovi,

odpustit, určitě jej použil s dobrým záměrem, aby studenti a vyučuj́ıćı nemuseli stále vypisovat dlouhý
termı́n částečně uspořádaná množina.
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Obrázek 10: Hasse̊uv diagram relace uspořádáńı.

Př́ıklad 8.3 ilustračńı – Hasse̊uv diagram: Překreslete relaci uspořádáńı z úvodńıho
př́ıkladu této kapitoly (obr. 9) do Hasseova diagramu (zde neńı provedeno).

Př́ıklad 8.4. (úkol pro studenty) Nakreslete Hasseovy diagramy všech r̊uzných (až na
přeznačeńı prvk̊u) tř́ıprvkových poset̊u35.

Označeńı 33: Pokud (P,�) je poset, označme symbolem � relaci uspořádáńı (re-
flexivńı, antisymetrická, tranzitivńı) a symbolem � relaci ostré uspořádáńı na množině
P , pokud � je antireflexivńı (anti-11), antisymetrická (anti-12) a tranzitivńı (13) (ostré
uspořádáńı je tedy uspořádáńı zbavené reflexivity, nemůže nastat x�x pro žádný prvek x).

Označeńı 34: Symbolem ≺ budeme označovat relaci bezprostřed́ıho předch̊udce v
množině P , když ∀x, y ∈ P :

x ≺ y ⇔ (x� y ∧ 6 ∃ a ∈ P : x� a� y)

(jinými slovy, mezi x, y už nelze vložit daľśı prvek a r̊uzný od y). Ř́ıkáme, že prvek x
bezprostředně předcháźı prvku y (nebo že prvek y bezprostředně následuje za prvkem x)36.

Označeńı 35: Symbolem � označujeme relaci inverzńı k relaci �, symbolem � relaci
inverzńı k �.

B) Význačné prvky posetu:

Pokud (P,�) je poset, M 6= ∅ je podmnožina množiny P , tak prvek a ∈M nazveme

a) ( definice 40 ) nejmenš́ı prvek množiny M , když

∀x ∈M : a� x;

35Jedno prvkový poset je až na přeznačeńı jeden, dvouprvkové posety jsou dva.
36Pomoćı ostrého uspořádáńı � a relace bezprostředńıho předch̊udce ≺ lze lépe popsat konstrukci

Hasseových diagramů: vyznačujeme v nich hranami pouze relaci bezprostředńıho předch̊udce ([14], str.30,
lemma 4). Pro konečný poset (P,�) a jeho prvky a, b ∈ P tedy plat́ı: a� b (ostře menš́ı než) znamená, že
v množině P existuje řetězec bezprostředńıch následovńık̊u a = x0 ≺ x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xn = b.
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b) ( definice 41 ) minimálńı prvek množiny M , když

6 ∃ x ∈M : x� a;

c) ( definice 42 ) největš́ı prvek množiny M , když

∀x ∈M : a� x;

d) ( definice 43 ) maximálńı prvek množiny M , když

6 ∃ x ∈M : x� a.

Př́ıklad 8.5 ilustračńı. Ad obrázek 11: V tř́ıprvkové množině M s uspořádáńım za-
daným v Hasseově diagramu je 1 prvek minimálńı a nejmenš́ı současně, a dále 3 je prvek
maximálńı a největš́ı současně. V množině N s klasickým uspořádáńım ≤ je nejmenš́ı
prvek 1 a č́ıslo 1 je též minimálńı prvek. Největš́ı prvek množiny N neexistuje.

Obrázek 11: Dva př́ıklady posetu.

Dále na obrázku 12 je množina M , ve které a je minimálńı i nejmenš́ı prvek současně.
Na druhé straně, největš́ı prvek tato množina nemá – má pouze dva maximálńı prvky c,
d.

Obrázek 12: Rozd́ıl mezi maximálńım a největš́ım prvkem.

Tj. maximálńı prvek množiny M je takový,
”
nad kterým“ už neńı v této množině

žádný prvek. Na druhé straně největš́ı prvek muśı být srovnatelný (= v relaci) se všemi
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prvky množiny M a muśı být větš́ı nebo roven než libovolný z nich. ?

Označeńı 36: Symbol 2A označuje množinu všech podmnožin množiny A. Např́ıklad
množina A = {1, 2, 3} má osm podmnožin: prázdnou množinu, tři jednoprvkové
podmnožiny, tři dvouprvkové podmnožiny a osmou podmnožinou je množina A samotná.
Označeńı má svou logiku: pokud A má n prvk̊u, jej́ıch všech možných podmnožin je 2n.

Př́ıklad 8.6. Dva d̊uležité př́ıklady poset̊u.

a) Relace ⊆ na množině 2P všech možných podmnožin množiny P = {1, 2, 3} je poset,
jeho Hasse̊uv diagram je na obrázku 13:

Obrázek 13: Poset (2P ,⊆) pro P = {1, 2, 3}.

b) Na množině N definujme uspořádáńı pomoćı dělitelnosti, tj. a� b⇔ a|b. Pak (N,�)
je poset, který má nekonečně mnoho prvk̊u. Na obrázku 14 je nakreslena jen jeho
dolńı část:

Ze struktury dělitel̊u vid́ıme, že např. č́ıslo 24 má dělitele 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 a 24).

Př́ıklad 8.7 – úkol pro studenty. Nakreslete Hasseovský diagram posetu všech
kladných dělitel̊u č́ısla 60 vzhledem k relaci |.

Pod́ıvejme se nyńı na daľśı význačné prvky v posetech:

Když (P,�) je poset a M je nějaká neprázdná podmnožina množiny P , nazýváme
prvek a ∈ P (pokud takový prvek existuje):

• ( definice 44 ) dolńı závora množiny M , pokud a� x ∀x ∈M ;

• ( definice 45 ) infimum množiny M (označujeme inf M), pokud je největš́ım prvkem
na množině všech dolńıch závor množiny M ; tj. a je infimum, pokud pro všechny
daľśı dolńı závory d plat́ı

d� x ∀x ∈M ⇒ d� a;

• ( definice 46 ) horńı závora množiny M , pokud a� x ∀x ∈M ;



56
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Obrázek 14: Poset (N, |).

• ( definice 47 ) supremum množiny M (označujeme supM), pokud je nejmenš́ım prv-
kem na množině všech horńıch závor množiny M . Tj. a je supremum, pokud pro
všechny daľśı holńı závory h plat́ı

h� x ∀x ∈M ⇒ h� a;

Nejd̊uležitěǰśım postřehem k předchoźım definićım je asi to, že závory nebo infima-
suprema množiny M nemuśı samy být prvky množiny M !! Obecně závora, infimum či
supremum je prvek množiny P , který může a nemuśı ležet v dané množině M .

Př́ıklad 8.8 ilustračńı.

a) Např́ıklad v posetu přirozených č́ısel s uspořádáńım zadaným dělitelnost́ı těchto č́ısel
(obr. 14) uvažujme množinu M = {12, 8, 20}. Dolńı závorou množiny M jsou č́ısla
1, 2, 4 (společńı dělitelé prvk̊u v množině M), a tedy infimem je č́ıslo 4 jako největš́ı
z těchto prvk̊u (tj. infimem v (N, |) je největš́ı společný dělitel prvk̊u v množině M .

Analogicky horńı závorou množiny M jsou společné násobky č́ısel 12, 8, 20, tj. č́ısla
120, 240, 360, atd., a tedy supremem je nejmenš́ı horńı závora, tedy č́ıslo 120.

b) V posetu podmnožin tř́ıprvkové množiny (obr. 13) např́ıklad plat́ı

inf{{1, 2}, {1, 3}} = {1, 2} ∩ {1, 3} = {1},

inf{{1, 2}, {2}, {2, 3}} = {2},
tedy infimem několika prvk̊u je jejich vzájemný pr̊unik,

sup{{1, 2}, {1}} = {1, 2} ∪ {1} = {1, 2}

(supremem několika množin v dané struktuře je jejich sjednoceńı).
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Př́ıklad 8.9. úkol pro studenty Najděte suprema množin na obrázku 15, pokud exis-
tuj́ı (studenti sami).

Obrázek 15: Př́ıklad suprem dvouprvkových podmnožin posetu.

Pokud už zhruba známe pojmy infima a suprema podmnožiny M posetu P , budiž
řečeno, že definice 48 ) svaz je takový poset, v němž pro každou dvouprvkovou podmnožinu
{x, y} existuje jej́ı supremum i infimum.

Označeńı
”
svaz“ je trefné: každé dva prvky x, y svazu jsou v př́ıslušném Hasseově

diagramu
”
svázány“ zdola infimem a shora supremem. Ve smyslu tohoto pojmu jsou oba

významné posety z př́ıkladu 8.8 svazy – konstrukce infim a suprem je popsána v př́ıkladu
8.8.
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8.3 Cvičeńı

Cvičeńı 8.1.

• i) Vypǐste podle Hasseova diagramu relaci � výčtem uspořádaných dvojic na obrázku
16: a) poset (a); b) poset (b)37;

• ii) Vypǐste podle Hasseova diagramu obou poset̊u relaci � ostrého uspořádáńı;

• iii) Vypǐste podle Hasseova diagramu obou poset̊u relaci ≺ bezprostředńıho
předch̊udce.

Obrázek 16: Uspořádané množiny (a) a (b).

Cvičeńı 8.2. Nakreslete Hasse̊uv diagram posetu 2P pro P = {1, 2, 3, 4} – pro
zjednodušeńı k uzl̊um diagramu nevpisujte závorky a čárky, tj. množiny budou označeny
jen znaky prvk̊u: např ∅, 12, 124 jsou označeńı r̊uzných množin. ?

Cvičeńı 8.3. Nakreslete Hasse̊uv diagram posetu všech kladných dělitel̊u č́ısla 144
vzhledem k relaci dělitelnosti beze zbytku.

Cvičeńı 8.4. Nakreslete Hasseovy diagramy všech r̊uzných (až na přeznačeńı prvk̊u)
čtyřprvkových poset̊u.

Cvičeńı 8.5. Jaký je rozd́ıl mezi minimálńım prvkem, nejmenš́ım prvkem a infimem
množiny M?

Cvičeńı 8.6. Uved’te př́ıklad pětiprvkového posetu, který má právě dva prvky
maximálńı a právě tři prvky minimálńı.

Cvičeńı 8.7. Nalezněte poset, který má právě jeden maximálńı prvek, ale nemá
největš́ı prvek.

Cvičeńı 8.8. Uved’te př́ıklad posetu, který obsahuje nějaké dva nesrovnatelné prvky
– uved’te, které to jsou.

37[14], str.28, obrázky 5a,5b.
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Cvičeńı 8.9. Uved’te př́ıklad pětiprvkového posetu, ve kterém současně plat́ı všechny
následuj́ıćı podmı́nky:

a) v Hasseově diagramu jsou znázorněny minimálně čtyři hrany.

b) Plat́ı a ≤ b a současně b ≤ c.

c) Každý prvek je srovnatelný aspoň s jedńım daľśım prvkem.

d) Existuj́ı v něm tři prvky, které jsou navzájem mezi sebou nesrovnatelné.

Cvičeńı 8.10.

a) uved’te definici největš́ıho prvku: x0 z posetu (P,≤) je největš́ı prvek množiny M ⊆ P ,
když . . .
(pokračujte zkráceným matematický zápisem);

b) negujte předchoźı definici, tj.: x0 z posetu (P,≤) neńı největš́ı prvek množiny M ⊆ P ,
když . . .
(pokračujte zkráceným matematický zápisem – nestač́ı přitom položit znak negace
před část a), proved’te tuto negaci podrobněji);

Cvičeńı 8.11.

a) Vysvětlete, co je to Hasse̊uv diagram (jak je v něm zachycen vztah [x, y] relace? jaké
relace pomoćı Hasseova diagramu popisujeme?) a jak jsou v něm zachyceny vlastnosti
(11), anti-(12) a (13).

b) Nakreslete Hasse̊uv diagram množiny všech kladných dělitel̊u č́ısla 72 uspořádané
vzhledem k relaci | (= je dělitelem).

Cvičeńı 8.12. Relace je zadána grafovou reprezentaćı (viz obrázek 17). Zjistěte, zda
se jedná o uspořádáńı, a pokud ano, překreslete tuto relaci do Hasseova diagramu. Pokud
ne, uved’te, která vlastnost uspořádáńı neńı splněna.

Obrázek 17: Ke cvičeńı 8.12: Relace zadaná grafovou reprezentaćı.

Cvičeńı 8.13.

a) Na posetu (P,�) uvažujme neprázdnou podmnožinu M . Č́ıslo m je infimum množiny
M v tomto posetu, když ... dokončete definici:

b) Na posetu (N, |) přirozených č́ısel uspořádaných podle relace
”
děĺı běze zbytku“,

máme podmnožinu M = {8, 12, 30}. Nalezněte infM a supM .
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Cvičeńı 8.14. Dále to, co se ještě nedělalo ze sb́ırky [17] z př́ıklad̊u 1.6.A4-str.55,
1.6.B1, 1.6.B2, 1.6.B6, 1.6.B7, 1.6.B8, 1.6.B9, 1.6.B11, pokud se ještě nedělaly.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.8.
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9 Zobrazeńı, posloupnost, funkce, operace

Warm-up: Prověrka (a) – základńı termı́n. Prověrku (a) studenti naṕı̌śı na začátku
přednášky. Bližš́ı informace podá vyučuj́ıćı v předchoźım týdnu.

9.1 Přednáška

Už čtvrtou přednášku se zabýváme pojmem relace, a tento odd́ıl tomu bude nejinak –
pod́ıváme se na definici jedné z relaćı, která je v matematice kĺıčová, a to je zobrazeńı38,
a budeme studovat některé vlastnosti tohoto pojmu.

Definice 49: Relace f na kartézském součinu X × Y se nazývá zobrazeńı z množiny
X do množiny Y , jestliže pro ni plat́ı podmı́nka

[x, y] ∈ f ∧ [x, z] ∈ f ⇒ y = z

(tj. v grafové reprezentaci zobrazeńı nemohou z prvku x vycházet orientované hrany do
dvou r̊uzných prvk̊u y, z množiny Y ). Na obrázku 18 je znázorněn př́ıklad relace, která
neńı zobrazeńım.

Obrázek 18: Př́ıklad relace f , která neńı zobrazeńım.

Dále definujeme ( definice 50 ) definičńı obor zobrazeńı f jako množinu D(f) těch
prvk̊u z X, které jsou v relaci f s některým z prvk̊u množiny Y , neboli ve stručném
matematickém zápisu

D(f) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y : [x, y] ∈ f}

a ( definice 51 ) obor hodnot zobrazeńı f jako množinu Im(f) těch prvk̊u z Y , se kterými
je v relaci f aspoň jeden prvek množiny X, neboli

H(f) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : [x, y] ∈ f}.

Poznámka: ekvivalentńı zápis zobrazeńı prvk̊u.

Pokud je f zobrazeńı z X do Y , tak pro [x, y] ∈ f můžeme vzhledem k jednoznačnosti
prvku y psát y = f(x) (a č́ıst: prvek y ∈ Y je obrazem prvku x ∈ X vzhledem k zobrazeńı

38V této kapitole bude využit výklad z knihy [8], kapitola 6.
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f) a v této symbolice zapisovat veškeré vlastnosti týkaj́ıćı se zobrazeńı f , tj. také i pojmy
definičńıho oboru a oboru hodnot zobrazeńı f :

D(f) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y : y = f(x)}
H(f) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : y = f(x)}.

Definice 52: Podle toho, jakou část množiny X zab́ırá D(f), jakou část množiny Y
zab́ırá H(f)a zda je zobrazeńı f prosté nebo ne (tato vlastnost bude hned vysvětlena),
rozeznáváme šest typ̊u zobrazeńı:

a) zobrazeńı z X do Y , pokud D(f) je vlastńı podmnožina množiny X, H(f) je vlastńı
podmnožina množiny Y ; př́ıklad viz obrázek (přitom D(f) = {a, b, c} a H(f) =
{x, z}):

b) zobrazeńı X do Y , pokud D(f) = X, H(f) je vlastńı podmnožina množiny Y ; př́ıklad
viz obrázek (toto zobrazeńı typu b), tj. zobrazeńı X do Y , má speciálńı označeńı –
( označeńı 37 ) f : X → Y )

c) zobrazeńı z X na Y , pokud D(f) je vlastńı podmnožina množiny X, H(f) = Y ; př́ıklad
viz obrázek:

d) surjekce neboli zobrazeńı X na Y , pokud D(f) = X, H(f) = Y ; př́ıklad viz obrázek:
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e) injekce neboli prosté zobrazeńı X do Y , pokud D(f) = X, H(f) je vlastńı podmnožina
množiny Y a plat́ı podmı́nka prostého zobrazeńı (= podmı́nka injektivity):

∀x, y ∈ X : x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y);

př́ıklad viz obrázek – z př́ıkladu je vidět, že zobrazeńı typu (e) vzniká spojeńım
vlastnosti typu (b) a podmı́nky injektivity:

f) bijekce neboli prosté zobrazeńı X na Y , pokud D(f) = X, H(f) = Y a plat́ı podmı́nka
injektivity. Př́ıklad viz obrázek:

O zobrazeńı bijektivńım lze na základě grafického názoru minimálně pro konečné
množiny ř́ıci, že existuje mezi množinami, které maj́ı stejný počet prvk̊u. Z př́ıkladu
je vidět, že zobrazeńı typu (f) vzniká spojeńım vlastnosti typu (d) a vlastnost́ı typu
(e) – respektive vlastnosti (b), vlastnosti (d) a podmı́nky injektivity.

Věta 16.

Podmı́nce prostého zobrazeńı(= podmı́nce injektivity) je logicky ekvivalentńı podmı́nka

∀x, y ∈ X : f(x) = f(y) ⇒ x = y

(neboli pokud se dva obrazy rovnaj́ı, tj. f(x) = f(y), tak se muśı jednat o tentýž vzor, tj.
x = y).

Důkaz: Plyne z platnosti věty 03: dokazovaná vlastnost je logicky ekvivalentńı obměně
implikace z vlastnosti prostého zobrazeńı (52e). 2

Kromě jednoho zobrazováńı či zobrazeńı lze studovat (a budeme jim věnovat čas) ty
situace, kdy skládáme dvě r̊uzná zobrazeńı, tj. nejprve zobrazujeme prvky z X do Y , a
pak z Y do Z:
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Definice 53: Pokud f : X → Y je zobrazeńı a g : Y → Z je zobrazeńı, definujeme
složené zobrazeńı g ◦ f ( označeńı 38 ) množiny X do množiny Z takto:

(g ◦ f)(x) := g(f(x))

(čti
”
g po f“ – toto čteńı také umožňuje zapamatovat si pořad́ı, v jakém zobrazováńı

provád́ıme: nejprve na prvek x použijeme zobrazeńı f , a pak teprve zobrazeńı g)

Obrázek 19: Př́ıklad složeného zobrazeńı g ◦ f .

Př́ıklad 9.1. Vezměme X = Y = Z množinu reálných č́ısel a zobrazeńı f : R → R
definované předpisem f(x) = 2x, podobně g : R→ R definované g(x) = x+5. Pak složené
zobrazeńı g ◦ f je definované vztahem

g(f(x)) = g(2x) = 2x+ 5,

jedná se tedy opět o zobrazeńı R→ R.

Pozor ovšem, zálež́ı na pořad́ı skládáńı – při opačném pořad́ı skládaných funkćı dosta-
neme

f(g(x)) = f(x+ 5) = 2(x+ 5) = 2x+ 10.

Poznámka: Iverzńı relace f−1 někdy neńı zobrazeńım.

Inverzńı relaci f−1 netřeba zvlášt’ definovat, protože je to relace, v jej́ıž grafové repre-
zentaci všechny šipky změńı směr na opačný vzhledem k f (a v množinové reprezentaci
všechny uspořádané dvojice změńı pořad́ı svých souřadnic). Problém je ten, že inverzńı
relace f−1 neńı vždy zobrazeńım: Uvažujme zobrazeńı f : R → R dané vztahem pro
druhou mocninu f(x) = x2. Pak např. f(2) = 4 a f(−2) = 4, tj plat́ı [4; 2] ∈ f−1 a
[4;−2] ∈ f−1, tj. f−1 neńı zobrazeńı.

Věta 17. Inverzńı relace f−1 z Y do X je zobrazeńım z Y do X právě tehdy, když
zobrazeńı f : X → Y je injekce.

Důkaz: Dokažme (typ 4) obě implikace této ekvivalence.

• Dk. implikace
”
⇒“:dokažme

f−1 je zobrazeńı ⇒ f : X → Y je injekce.

Sporem (typ 5): předpokládáme platnost negace, tj. plat́ı A ∧ ¬B:

f−1 je zobrazeńı ∧ f : X → Y neńı injekce.
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Pak existuj́ı prvky x, y ∈ X, x 6= y tak, že f(x) = z = f(y) pro nějaké z ∈ Y . To by
ale znamenalo, že [z, x] ∈ f−1, [z, y] ∈ f−1, a to je spor s t́ım, že f−1 je zobrazeńı.
Tedy neplat́ı výchoźı předpoklad a plat́ı daná implikace.

• Dk. implikace
”
⇐“:dokažme

f : X → Y je injekce ⇒ f−1 je zobrazeńı .

Sporem (typ 5): předpokládáme platnost negace, tj. plat́ı A ∧ ¬B:

f : X → Y je injekce ∧ f−1 neńı zobrazeńı .

Pak existuj́ı prvky x1, x2 ∈ X a z ∈ Y , x1 6= x2 tak, že [z, x1] ∈ f−1 a [z, x2] ∈ f−1.
To by ale znamenalo, že f(x1) = z, f(x2) = z, a to je spor s t́ım, že f je injekce.
Tedy neplat́ı výchoźı předpoklad a plat́ı daná implikace. 2

Př́ıklad 9.2. Např́ıklad zobrazeńı f : R → R zadané vztahem f(x) = 2x je prosté
(injektivńı), a tedy k němu existuje zobrazeńı inverzńı f−1(x) = x

2
(tedy předpis zobrazeńı

představuj́ıćıho násobeńı dvěma je inverzńı k předpisu zobrazeńı představuj́ıćıho děleńı
dvěma).

And last but not least, nyńı jsme schopni si ř́ıci vysokoškolskou definici operace:
( definice 54 ): Binárńı operace ♥ na množině M je zobrazeńı M ×M →M , tj. zobrazeńı,
které přǐrad́ı uspořádané dvojici [a; b] z kartézského součinu M×M výsledek této operace,
prvek a♥b.

Př́ıkladem operaćı, které lze dosadit za symbol ♥, je celá řada: +, −, ·, :, ∩, ∪, u, t,
atd. Jejich podrobněǰśımu studiu se budeme věnovat ve druhém semestru studia.

Definice 55: Zobrazeńı f : N → R (tedy D(f) je množina přirozených č́ısel, H(f) je
množina reálných č́ısel) se nazývá posloupnost reálných č́ısel.

Např́ıklad posloupnost někdy zapisujeme ve tvaru

(a1, a2, a3, . . .)

a to znamená, že přirozené č́ıslo 1 se zobrazilo na reálné č́ıslo označené a1, přirozené č́ıslo
2 se zobrazilo na reálné č́ıslo označené a2, atd.

Definice 56: Zobrazeńı f z množiny reálných č́ısel R do množiny reálných č́ısel R se
nazývá (reálná) funkce (jedné) reálné proměnné.

9.2 Cvičeńı

Cvičeńı 9.1. Úvodńı cvičeńı k pojmu zobrazeńı už bylo v kapitole 6, cvičeńı 6.2. Nyńı
se věnujme už pojmu funkce a jej́ı graf: Viz realisticky.cz (materiál [18]), matematika
pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2105 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.
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Cvičeńı 9.2. Funkce a jej́ı graf 2: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matematika
pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2106 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina,
pdf pro učitele.

Cvičeńı 9.3. Prostá funkce: Spojeńı definice (52e) a (56) této kapitoly: Prostá
funkce je prosté zobrazeńı R→ R. Př́ıklady viz realisticky.cz (materiál [18]), matematika
pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2107 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina,
pdf pro učitele. Tato úvodńı tři cvičeńı 9.1, 9.2, 9.3 dobře prezentuj́ı pojem funkce,
kresleńı grafu funkce a určováńı D(f), H(f).

Cvičeńı 9.4. Nakreslete př́ıklad zobrazeńı f : X → Y , které je injekce, ale neńı
surjekce.

Cvičeńı 9.5. Nakreslete př́ıklad zobrazeńı f : X → Y , které je surjekce, ale neńı
injekce.

Cvičeńı 9.6.

a) Uved’te definici složeńı dvou zobrazeńı f , g.

b) f(x) = sinx, a dále g(x) =
√
x jsou reálné funkce; zadejte vzorcem zobrazeńı g ◦ f .

Cvičeńı 9.7.

a) Co je to zobrazeńı? Uved’te definici.

b) Jsou zadány reálné funkce f(x) = 2x, g(x) = (x + 1)2, h(x) = 1
x
. Sestavte složenou

funkci h ◦ g ◦ f proměnné x.

Cvičeńı 9.8.

a) Nakreslete tři př́ıklady zobrazeńı (pokud možno tvořivě, zobrazeńı r̊uzných typ̊u) a u
každého př́ıkladu si bokem vypǐste, jakého z šesti typ̊u zobrazeńı z definice 52 se
týká (jedno zobrazeńı může být někdy současně zobrazeńım v́ıce typ̊u).

b) Vyměňte si sešity ve dvojićıch či trojićıch a napǐste tužkou ke každému zobrazeńı v
sešitě svého souseda jeho typ či typy. Pak si své výsledky zkontrolujte společně.

Cvičeńı 9.9. Nakreslete př́ıklad zobrazeńı f : Z → N , které je injektivńı, ale ne
surjektivńı.

Cvičeńı 9.10. Nakreslete př́ıklad zobrazeńı f : R → Z, které je surjektivńı, ale ne
injektivńı.

Cvičeńı 9.11. Nakreslete př́ıklad zobrazeńı f : N → Z, které je bijektivńı.

Cvičeńı 9.12. Dostatečné cvičeńı je př́ıstupné v knize [8], str.62-65. Daľśı cvičeńı lze
naj́ıt v knize [17], str. 52-54, př́ıklady 1.5.B2, 1.5.B3, B5, B6, B7, B13.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.9.
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10 Lineárńı a kvadratické funkce

Warm-up: Prověrka (a) – náhradńı a opravný termı́n. Opravu prověrky studenti naṕı̌śı
v prvńı p̊ulhodině přednášky – ostatńı studenti, kteř́ı prověrku úspěšně napsali, mohou
přij́ıt na přednášku o p̊ulhodinu později.

10.1 Přednáška

Reálná funkce jedné reálné proměnné byla definována v definici 56. Ale jedná se o pojem
natolik d̊uležitý, že ve zbylých čtyřech týdnech si zopakujeme nejd̊uležitěǰśı př́ıklady
funkćı, které se použ́ıvaj́ı v mnoha oborech. Na zopakované znalosti těchto základńıch
= elementárńıch funkćı bude pak navazovat výuka předmětu Matematická analýza 1 –
objektem této analýzy bude právě pojem funkce.

Většinou je reálná funkce jedné reálné proměnné zadána vzorcem čili předpisem, na
základě kterého reálnému č́ıslu x ∈ D(f) přǐrad́ıme reálné č́ıslo y ∈ H(f). Při analýze
funkćı se často nezabýváme pouze daným vzorcem – pro představu o vlastnostech dané
funkce nám pomáhá jej́ı grafické znázorněńı pomoćı pojmu graf funkce.

Definice 57: Když f je reálná funkce, tak graf je množina všech bod̊u [x, f(x)] ve
zvolené rovinné soustavě souřadnic (zadané počátkem a dvěma kolmými osami reálných
č́ısel, které se prot́ınaj́ı v počátku), pro které x ∈ D(f)39.

A) Lineárńı funkce f(x) = a · x+ b

Tento typ funkce je součást́ı výuky na ZŠ, budeme mu tedy věnovat speciálńı po-
zornost. Tato pozornost ovšem bude na elementárńı úrovni, a tak se omlouvám dobrým
student̊um, pro které opakováńı v tomto směru nepřinese nic moc nového.

Při našem opakováńı pojmu lineárńı funkce využijeme online materiál [18], matematika
pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, některé pdf hodiny, které snad neńı nutné přepisovat do
tohoto textu:

• Lineárńı funkce I. pdf hodina 2108 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina, pdf pro
učitele. Model plněńı vody přehrady při povodńıch roku 2002. K modelováńı téte
reálné situece kupodivu je dosatečný i nejjednodušš́ı typ funkce, a to právě funkce
lineárńı.

• Lineárńı funkce II. pdf hodina 2109 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina, pdf
pro učitele. Ještě k modelu plněńı přehrady vodou. Ve druhé části cvičeńı se studenti
uč́ı kreslit grafy lineárńıch funkćı na základě předpisu (vzorce). Tato dovednost bude
dále procvičena na cvičeńı.

B) Funkce s absolutńımi hodnotami

39Bod [x, f(x)] modeluje prvek relace f a v rovině jej znázorňujeme na pr̊useč́ıku kolmice k vodorovné
ose v bodě x s kolmićı ke svislé ose v bodě f(x).
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Muśıme též zopakovat pojem absolutńı hodnoty, aspoň na středoškolské úrovni. Po-
slouž́ı nám k tomu opět středoškolské materiály [18] – matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce, některé pdf hodiny, které snad neńı nutné přepisovat do tohoto textu:

• Funkce absolutńı hodnota pdf hodina 2401 pro studenty – definice absolutńı hodnoty;
geometrický význam absolutńı hodnoty rozd́ılu reálných č́ısel; graf funkce absolutńı
hodnota.

• Kresleńı grafu funkce metodou napodobeńı výpočtu. pdf hodina 2402 pro studenty
– kresleńı graf̊u funkćı, které vzniknou modifikaćı nebo složeńım lineárńıch funkćı a
funkce absolutńı hodnoty. Tato dovednost bude dále procvičena na cvičeńı.

C) Kvadratická funkce

Tento typ funkce nelze z časových možnost́ı na této předášce stihnout, studenti si muśı
proj́ıt následuj́ıćı opakováńı tohoto typu funkce v doporučeném materiálu sami.

Kvadratická funkce je reálná funkce typu f(x) = ax2 + bx + c, kde a, b, c jsou reálné
konstanty a x je reálná proměnná. Podrobněǰśı probráńı kvadratických funkćı viz [9], str.
56-71. Určitě si projděte následuj́ıćı věci (odkazy se týkaj́ı učebnice [9], některé př́ıklady
jsou řešené v jej́ım textu, u většiny neřešených př́ıklad̊u je uveden výsledek na konci knihy
[9]):

• grafy kvadratických funkćı (paraboly):

– str. 61 ... graf funkce y = a · x2 pro r̊uzné hodnoty konstanty a;

– str. 64 ... graf funkce y = 3
4
(x+ 1)2 − 3;

– př́ıklad 4.9 na str. 67;

• řešeńı kvadratických nerovnic:

– str. 69, př. 1: řešte v R:

2x2 + 5 ≤ 3x2 + x− 1;

– př́ıklad 4.23 na str. 71.

10.2 Cvičeńı

Cvičeńı 10.1. Lineárńı funkce III. pdf hodina 2110 pro studenty – online materiál
[18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.2. Lineárńı funkce IV. pdf hodina 2111 pro studenty – online materiál
[18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.3. Kresleńı graf̊u funkćı metodou napodobeńı výpočtu II. pdf
hodina 2403 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.
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Cvičeńı 10.4. Kresleńı graf̊u funkćı metodou děleńı definičńıho oboru I.
pdf hodina 2404 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.5. Kresleńı graf̊u funkćı metodou děleńı definičńıho oboru II.
pdf hodina 2405 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.5. Kresleńı graf̊u kvadratické funkce. pdf hodina 2501 pro studenty
– online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.6. Kresleńı graf̊u kvadratické funkce – doplněńı na čtverec I.
pdf hodina 2502 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.7. Kresleńı graf̊u kvadratické funkce – doplněńı na čtverec II.
pdf hodina 2503 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a
funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.8. Řešeńı kvadratických nerovnic – s využit́ım grafu kvadratické
funkce. pdf hodina 2511 pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl
rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 10.9. Nakreslete graf funkce y = −2x2 + 3x+ 1 a určete Dy a Hy.

Cvičeńı 10.10. Napǐste vzorec kvadratické funkce, pro kterou plat́ı: Df = R,
Hf = (−∞, 2〉, vrchol nastává pro x = 3. Můžete nakreslit i jej́ı graf, ale vzorec je kĺıčový.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.10.
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11 Lineárně lomené funkce, mocninné a odmocninné

funkce

Warm-up: Představeńı internetové učebnice matematiky pro ZŠ – realisticky.cz: poprvé.
Viz přednes vyučuj́ıćıho.

11.1 Přednáška

V této kapitole pokračujem v přehledu základńıch typ̊u funkćı využ́ıvaných v mnoha
oborech zkoumáńı a praxe.

D) Lineárně lomená funkce

Jedná se o funkci typu

f(x) =
ax+ b

cx+ d
,

tj. funkci, kterou vytvář́ıme pomoćı pod́ılu dvou lineárńıch funkćı (proto tedy název

”
lineárně lomená“ funkce). Podrobněǰśı výklad viz [9], str. 72-84. Určitě si projděte

následuj́ıćı věci (odkazy se týkaj́ı učebnice [9]):

• str. 77 ... graf funkce y = k
x

pro r̊uzné hodnoty konstanty k;

• str. 78-80 ... obecněǰśı grafy lineárně lomených funkćı – př́ıklady 1 a 2;

• str. 82, př́ıklad 5.9 ... grafy daľśıch typ̊u, je d̊uležité všechny nakreslit;

E) Mocninné funkce f(x) = xn a funkce k nim inverzńı

Podrobněji viz [9], str. 85-116. Určitě si projděte následuj́ıćı věci (odkazy se týkaj́ı
učebnice [9]):

• Kresleńı graf̊u mocninné funkce:

– str. 87 ... grafy funkce y = xn pro n ∈ N ;

– str. 90 ... grafy funkce y = xn pro n ∈ Z−;

– str. 91, př́ıklad 6.7;

• Hledáńı inverzńı funkce:

– str. 95, př. 1: Nalezněte funkci inverzńı k funkci y = 3x−2 pro D(f) = 〈−1; 2〉.
Nakreslete grafy obou funkćı f a f−1 v jedné soustavě souřadnic.

– nalezněte inverzńı funkci k funkci y = (x− 2)2 + 3 a) pro D(f) = (−∞, 2〉.

Řešeńı: Graf kvadratické funkce pro Df = R neńı funkce prostá (nabývá dvou
stejných hodnot pro r̊uzná x, což poznáme podle toho, že rovnoběžky s osou
x prot́ınaj́ı jej́ı graf ve dvou r̊uzných bodech), proto k ńı inverzńı relace neńı
funkćı. Když se omeźıme na interval Df = (−∞; 2〉, funkce už prostá je (jej́ım
grafem je přesně polovina paraboly):
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Funkci inverzńı najdeme záměnou x za y v předpisu (x = (y − 2)2 + 3) a
následným vyjádřeńım proměnné y z této rovnice:

y = 2±
√
x− 3.

Tento vzorec ovšem neńı jednoznačným vyjádřeńım funkce d́ıky operátoru ±.
Muśıme rozhodnout, které z obou znamének vybrat. Pomoćı je, že p̊uvodńı
funkce f byla definovaná pro záporná x – to znamená, že (f a f−1 si navzájem
zaměňuj́ı definičńı obor a obor hodnot) funkce f−1 bude nabývat záporných
hodnot, tj. správná volba znaménka je MINUS a hledaná funkce má tvar
f−1(x) = 2−

√
x− 3:

– nalezněte inverzńı funkci k funkci y = x3 pro D(f) = R.

Řešeńı: Funkce f(x) = x3 je prostá pro všechna reálná x (= rovnoběžky s osou
x prot́ınaj́ı jej́ı graf vždy jen v jednom bodě), tj. k ńı existuje funkce inverzńı:
Najdeme ji ze vztahu y = x3 záměnou proměnných x a y a vyjádřeńım proměnné
y:

x = y3 ⇒ y = 3
√
x ⇒ f−1(x) = 3

√
x.
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Všimněte si z graf̊u f a f−1 jednoho d̊uležitého faktu: pokud f je rostoućı
funkce, tak f−1 je také rostoućı – tato skutečnost nám může vždy pomoci jako
kontrola, zda jsme graf funkce inverzńı nakreslili správně.

11.2 Cvičeńı

Cvičeńı 11.1. Lineárně lomená funkce – zavedeńı pojmu. pdf hodina 2601 pro
studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.2. Grafy lineárně lomené funkce 1. pdf hodina 2602 pro studenty
– online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.3. Grafy lineárně lomené funkce 2. pdf hodina 2603 pro studenty
– online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.4.

4a) Nakreslete graf funkce f(x) = 3x+2
x−1 a určete Df a Hf .

4b) Uved’te vzorec lineárně lomené funkce, tj. funkce typu f(x) = ax+b
cx+d

, pro kterou plat́ı,
že Df = R \ {3}, Hf = R \ {−1} a f je rostoućı pro x > 5 (možná je f rostoućı i
na jiných intervalech, ale hlavně at’ je rostoućı pro x > 5).

4c) Lineárně lomená funkce je zadaná vztahem f(x) = x−1
2x+2

. Určete jej́ı Df , Hf a na-
kreslete graf.

Cvičeńı 11.5. Mocninné funkce – přirozený mocnitel. pdf hodina 2701 pro
studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.6. Mocninné funkce – záporný mocnitel. pdf hodina 2702 pro
studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.5. Nerovnosti – použit́ı graf̊u mocninných funkćı. pdf hodina 2703
pro studenty – online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky
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viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.6. Inverzńı funkce – prvńı pohled na tento pojem, poté co byl
představen v kapitole 9 ve formě inverzńıho zobrazeńı (inverzńı funkce =
inverzńı zobrazeńı mezi množinami reálných č́ısel). pdf hodina 2708 pro studenty
– online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.7. Druhá odmocnina. pdf hodina 2709 pro studenty – online materiál
[18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.8. Druhá odmocnina – graf. pdf hodina 2710 pro studenty – online
materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž hodina, pdf
pro učitele.

Cvičeńı 11.9. n-tá odmocnina. Pouze prvńı př́ıklad pdf hodiny 2711 pro studenty

– online materiál [18], matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce. Výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 11.10.

10a) Nakreslete graf funkce f(x) = 1
(x−2)2 + 3 pro x ∈ (2;∞).

10b) Najděte vzorec funkce f−1(x) inverzńı k funkci f(x) z části (a) a nakreslete jej́ı graf
do téhož obrázku jako graf z části (a).

Cvičeńı 11.11.

11a) Pro funkci f(x) = (x+ 1)−2 − 3 určete Df , Hf a nakreslete graf.

11b) Vypočtěte inverzńı funkci k té funkci z části (a), jej́ıž definičńı obor je zúžen pouze
na kladná x, a nakreslete grafy obou funkćı do jednoho obrázku.

Cvičeńı 11.12. Pro následuj́ıćı funkce nakreslete jejich graf, určete D(f), H(f) a
najděte př́ıslušnou funkci inverzńı: a) f(x) = −x2+1, b) f(x) = (x−5)3, c) f(x) = −1

x
+2.

Cvičeńı 11.13. Pro následuj́ıćı funkce nakreslete jejich graf, určete D(f), H(f) a
najděte př́ıslušnou funkci inverzńı: a) f(x) = 2x−2, b) f(x) = x−3 − 1.

Cvičeńı 11.14. Nakreslete grafy funkćı y = x−3 a y = x−4. Existuje nějaký bod z
definičného oboru těchto funkćı, ve kterém tyto funkce nabývaj́ı lokálńıho minima? Pokud
ano, který? Pokud ne, proč?

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.11.
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12 F) = Funkce exponenciálńı a logaritmické

Warm-up: Představeńı internetové učebnice matematiky pro ZŠ – realisticky.cz: podruhé.
Viz přednes vyučuj́ıćıho.

12.1 Přednáška

Podrobněji viz [9], str. 117-150. Určitě si projděte následuj́ıćı věci (odkazy se týkaj́ı
učebnice [9]):

• Str. 129, obr. 7.7: Nakreslete graf funkce y = ax a funkce k ńı inverzńı y = loga x,
pokud konstanta a ∈ (0; 1).

• Str. 129, obr. 7.6: Nakreslete graf funkce y = ax a funkce k ńı inverzńı y = loga x,
pokud konstanta a ∈ (1;∞). Pro zapamatováńı si správného spárováńı graf̊u sou-
visej́ıćıch v této a minulé odrážce plat́ı princip, který lze snadno dokázat, že totiž
inverzńı funkce k rostoućı funkci je zase rostoućı – a analogicky inverzńı
funkce ke klesaj́ıćı funkci je zase klesaj́ıćı.

• str. 122, př. 1, př. 2 ... porovnáváńı hodnot, které využ́ıvá znalost́ı o grafech funkce
exponenciálńı;

• str. 124, př. 7.8.a) ... kresleńı grafu funkce exponenciálńı;

Nyńı se pod́ıvejme ještě v́ıce na logaritmické funkce a jejich vlastnosti:

• definice logaritmu uvád́ı do souvislosti pojem logaritmické funkce jako inverzńı
funkce k funkci exponenciálńı (kde neznámá x se nacháźı v exponentu funkce):

loga z = x ⇔ ax = z.

Pak následuj́ıćı př́ıklady:

– str. 132, př́ıklad 1: log2 8 = . . .

– str. 133, př́ıklad 2: log10 0,01 = . . .

– str. 134, př́ıklad 4: log8 t = 3 ⇒ t = . . .

– str. 134, př́ıklad 5: loga 100 = 2 ⇒ a = . . .

• str. 131, př́ıklad 7.16 ... př́ıklad na porovnáváńı hodnot;

• str. 131, př́ıklad 7.18 ... logaritmické nerovnice.

• str. 134, př́ıklady 7.23, 7.26 ... výpočet hodnot, jednoduché logaritmické rovnice.

• str. 135-136 ... věty o logaritmech: protože logaritmy jsou vlastně mocniny, tak z
pravidel pro mocniny vyplývaj́ı i pravidla pro logaritmy:

loga(r · s) = loga r + loga s

loga

(
r

s

)
= loga r − loga s

loga (rs) = s · loga r
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• Str. 136, př́ıklad 1 ... úprava výrazu s logaritmy (pomoćı výše uvedených vzorc̊u);

• str. 138, př. 7.30 ... daľśı poč́ıtáńı s logaritmy podle vzorc̊u;

• Mezi logaritmy r̊uzných základ̊u existuje vztah, který převád́ı logaritmus jistého
základu na logaritmus jiného základu. Z těchto vzorc̊u se nám bude hodit speciálně
převod všech základ̊u na logaritmus o tzv. přirozeném základu ( označeńı 39 )

lnx := loge x,

kde e = 2,718281828459 . . . je tzv. Eulerovo č́ıslo, v matematice velmi d̊uležité.
Převodńı vzorec je tvaru

loga x =
lnx

ln a

(vzorec lze zapamatovat t́ım zp̊usobem, že ve funkci loga x ṕı̌seme v jistém smyslu
x nad hodnotu a, respektive a je napsáno v dolńım indexu – podobně ve zlomku na
pravé straně se vyskytuje pod́ıl funkćı ln a opět argument x se vyskytuje graficky
nad argumentem a)40.

• A ještě posledńı označeńı ( označeńı 40 ): pokud u funkce log x neńı uveden žádný
základ, zpravidla se jedná o

log x := log10 x

(neńı to vždy pravidlem, v některých učebnićıch se výrazem log x označuje přirozený
logaritmus – v tom př́ıpadě by to ovšem učebnice měla dát čtenáři vědět; v tomto
textu log x znamená logaritmus o základu 10 a pro přirozený logaritmus budeme
už́ıvat jeho klasickou značku ln x).

12.2 Cvičeńı

Cvičeńı 12.1.

a) Nakreslete graf funkce f(x) = 0,5x a určete Df a Hf .

b) Napǐste vzorec funkce f−1(x) inverzńı k funkci f(x) z části (a).

Cvičeńı 12.2.

a) Nakreslete graf funkce f(x) = 0,3−x + 2, určete Df a Hf .

b) Najděte vzorec inverzńı funkce f−1 k funkci z části (a).

Cvičeńı 12.3.

a) Nakreslete graf funkce f(x) = log2(x− 1) a určete Df a Hf .

40Tento převodńı vzorec budou studenti potřebovat v předmětu matematická analýza – při derivaci či
integraci logaritmů r̊uzných základ̊u obvykle převád́ıme na základ přirozený, Eulerovo č́ıslo, a pak teprve
provád́ıme integraci či derivaci. Hod́ı se nám přitom vědět, že ln a je konstanta, protože základ a se
neměńı, tak proto s ln a zacháźıme při integraci či derivaci stejně jako s jakoukoli jinou konstantou. Také
d́ıky vzorci je možné si pamatovat (nebo mı́t tabulky) pouze logaritmy o přirozeném základu a všechny
logaritmy o ostatńıch základech pomoćı toho přirozeného základu spoč́ıtat.
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b) Vyjádřete neznámou y z rovnice ln y = x2 + 2.

Cvičeńı 12.4.

a) Nakreslete graf funkce f(x) = − log2(x− 1) + 2 a určete Df a Hf .

b) Nalezněte vzorec funkce inverzńı k funkci (a) a nakreslete jej́ı graf.

Cvičeńı 12.5. Je dána funkce f(x) = 2x−1 + 3. Najděte vzorec funkce inverzńı f−1 a
nakreslete oba grafy do jednoho obrázku, určete D(f), H(f), D(f−1), H(f−1).

Cvičeńı 12.6. Nakreslete grafy funkćı (do tř́ı r̊uzných obrázk̊u) a) y = 0,3x; b)
y = −0,3x; c) y = 2 − 0,3x; k posledńı uvedené funkci najděte vzorec pro funkci inverzńı
a nakreslete ji do obrázku c).

Cvičeńı 12.7. Pro funkci y = 2 · log4 x− 1 nalezněte vzorec funkce inverzńı.

Cvičeńı 12.8. Je dána funkce f(x) = log5(x + 2) − 1. Najděte vzorec funkce in-
verzńı f−1 a nakreslete oba grafy do jednoho obrázku, určete D(f), H(f), D(f−1), H(f−1).

Pokud zbyde čas nebo v rámci opakováńı a prohloubeńı učiva lze proj́ıt následuj́ıćı
témata procvičuj́ıćı exponenciálńı a logaritmické funkce v online materiálu [18]:

Cvičeńı 12.9. Exponenciálńı funkce: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), mate-
matika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2901 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.10. Exponenciálńı funkce 2: Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2902 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.11. Exponenciálńı funkce 3: Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2903 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.12. Logaritmická funkce: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), mate-
matika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2911 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.13. Logaritmická funkce 2: Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2912 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.14. Věty o logaritmech: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matema-
tika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2913 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.15. Věty o logaritmech 2: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), mate-
matika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2914 pro studenty – výsledky viz tatáž
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hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.16. Věto o logaritmech 2: Viz realisticky.cz (online materiál [18]), mate-
matika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2915 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.17. Exponenciálńı a logaritmické rovnice: Viz realisticky.cz (online
materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2918 pro studenty
– výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.18. Exponenciálńı a logaritmické rovnice 2: Viz realisticky.cz (online
materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2919 pro studenty
– výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.19. Exponenciálńı a logaritmické rovnice 3: Viz realisticky.cz (online
materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2920 pro studenty
– výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 12.20. Exponenciálńı a logaritmické nerovnice: Viz realisticky.cz (online
materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2924 pro studenty
– výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.12.
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13 G) = Goniometrické funkce

Warm-up: Představeńı internetové učebnice matematiky pro ZŠ – realisticky.cz: potřet́ı.
Viz přednes vyučuj́ıćıho.

13.1 Přednáška

Odkud se vzaly goniometrické funkce? Označeńı pocháźı z řečtiny: hé gé ... země, odtud

”
geometrie“ = měřeńı země, zeměměřičstv́ı; dále hé gónia ... úhel, roh, úhelný kámen, tj.

odtud
”
goniometrie“ = měřeńı úhl̊u, úhloměřičstv́ı.

A. Označeńı goniometrických funkćı

Pokud přeskoč́ıme definici úhlu ze základńı školy a pod́ıváme se na středoškolskou
definici goniometrických funkćı, mohla by se odehrávat následovně: Když se pod́ıváme na
pravoúhlé trojúhelńıky ABC, AB′C ′, AB′′C ′′, které jsou podobné d́ıky všem třem úhl̊um
navzájem shodným (viz obrázek 20, trojúhelńıky ABC, AB′C ′, AB′′C ′′),

Obrázek 20: Pravoúhlé trojúhelńıky, které jsou podobné.

vid́ıme, že např́ıklad poměr délky odvěsny protilehlé vrcholu A ku délce přepony se
neměńı a z̊ustává ve všech třech pravoúhlých trojúhelńıćıch stejný – a je tedy sṕı̌se vlast-
nost́ı úhlu α sklonu přepony v̊uči vodorovné odvěsně, než vlastnost́ı délek; označme tento
poměr sinα:

sinα :=
|BC|
|AC|

=
|B′C ′|
|AC ′|

=
|B′′C ′′|
|AC ′′|

.

V praxi pak např́ıklad lze určit z těchto vztah̊u |BC| = |AC| · sinα, tj. délku jedné strany
pravoúhlého troj̊uhelńıka lze vypoč́ıtat pomoćı délky jiné strany a hodnoty sinα.

Podobně v obrázku vid́ıme daľśı poměry stran, které se neměńı, pokud zachováváme
všechny úhly trojúhelńıka stejné, přičemž jeden z nich je pravý, a sice

cosα :=
|AB|
|AC|

=
|AB′|
|AC ′|

=
|AB′′|
|AC ′′|

,

tg α :=
|BC|
|AB|

=
|B′C ′|
|AB′|

=
|B′′C ′′|
|AB′′|

=
sinα

cosα
,

cotg α :=
|AB|
|BC|

=
|AB′|
|B′C ′|

=
|AB′′|
|B′′C ′′|

=
cosα

sinα
=

1

tg α
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(v daných rovnostech jsou uvedeny jak definičńı vztahy :=, tak z nich vyplývaj́ıćı
vztahy mezi jednotlivými definicemi, které plynou z toho, že u funkćı tg α, cotg α
dáváme funkce sinα, cosα do vzájemného poměru). T́ım zp̊usobem jsme definovali funkce
popisuj́ıćı jistou vlastnost ostrých úhl̊u, tj. úhl̊u, které mohou vzniknout jako vnitřńı úhly
při vrcholu A v pravoúhlém troj̊uhelńıku ABC.

B. Dvě metody měřeńı úhl̊u

Při měřeńı a popisu úhl̊u existuj́ı dvě základńı metody neboli mı́ry:

a) Stupňová mı́ra ... plnému úhlu se přisoud́ı velikost 360◦, pravému úhlu velikost 90◦,
př́ımému úhlu velikost 180◦, atd.

b) Oblouková mı́ra = délka oblouku:

Obrázek 21: Namotáńı reálné osy na kružnici o poloměru 1.

Když reálnou č́ıselnou osu
”
namotáme“41 na jednotkovou kružnici se středem v

počátku a poloměrem 1, na této kružnici dostáváme obrazy reálných č́ısel – nyńı
dostáváme úhly určené na jedné straně polopř́ımkou určenou kladným směrem vo-
dorovné osy, na druhé straně polopř́ımkou vycházej́ıćı z počátku, která procháźı
obrazem reálného č́ısla

”
namotaného“ na jednotkové kružnici. Obloukové mı́̌re se

někdy ř́ıká i radiánová mı́ra, kde jednotka jeden radián odpov́ıdá úhlu s vrcholem
v počátku a rameny procházej́ıćımi obrazy bod̊u 0 a 1 na jednotkové kružnici (úhel
o velikosti jednoho radiánu tedy vyt́ıná na jednotkové kružnici popsané v předchoźı
konstrukci oblouk délky 1).

V těchto dvou mı́rách potom

41Na obě strany donekonečna, tj. to namotáváńı by nám zabralo hodně času – nicméně toto přibližné
vyjadřováńı je formálńı, ne že bychom to nekonečné namotáváńı museli prakticky provést.
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hodnotě 45◦ odpov́ıdá oblouková délka π
4

rad,
hodnotě 90◦ odpov́ıdá oblouková délka π

2
rad,

hodnotě 180◦ odpov́ıdá oblouková délka π rad,
atd.

C. Rozš́ı̌rená definice goniometrických funkćı

T́ımto
”
namotáńım“ reálné č́ıselné osy na jednotkovou kružnici, která se dále nacháźı

také v rovině, ve které jsme umı́stili kartézskou soustavu souřadnic (= vodorovnou a
svislou osu) s počátkem ve středu kružnice, lze rozš́ı̌rit definici goniometrických funkćı
sinx, cos x (a t́ım i tg x, cotg x) pro jakékoli reálné x následovně – viz obrázek 22 :

Obrázek 22: Rozš́ı̌reńı definice funkćı sinx a cos x pro libovolné reálné x.

Souřadnice obrazu bodu x po namotáńı na jednotkovou kružnici jsou
v kartézské soustavě bod̊u v rovině, ve které se kružnice nacháźı, rovny
[cosx, sinx].

D. Význačné hodnoty goniometrických funkćı

Je d̊uležité pamatovat si hodnoty goniometrických funkćı pro některé d̊uležité úhly x,
minimálně hodnoty v tabulce:

x (◦) 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦

x (rad) 0 π
6

π
4

π
3

π
2

π 3π
2

sinx 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1 0 −1

cosx 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1 0

tg x 0
√
3
3

1
√

3 neńı def. 0 neńı def.

cotg x neńı def.
√

3 1
√
3
3

0 neńı def. 0

Zapamatováńı údaj̊u z předchoźı tabulky právě usnadňuje geometrický význam těchto
hodnot jako souřadnic [cosx, sinx] obrazu bodu x při namotáńı reálné osy na jednotkovou



13.1 PŘEDNÁŠKA 81

kružnici42.

• Význačné hodnoty funkćı sinx, cosx pro násobky úhlu π
4

jsou uvedeny na obrázku 23:

Obrázek 23: Jednotková kružnice nám usnadňuje zapamatovat si hodnoty sinx a cos x pro
násobky úhlu π

4
.

• Význačné hodnoty funkćı sinx, cosx pro násobky úhlu π
6

jsou uvedeny na obrázku 24:

E. Graf a vlastnosti goniometrických funkćı

Pod́ıvejme se nyńı na grafy funkćı sinx, cosx, tg x, cotg x s definičńım oborem
rozš́ı̌reným pro všechna x ∈ R a z graf̊u se pokuśıme vyč́ıst jejich vlastnosti.

• Vlastnosti funkce sin x vyčtené z jej́ıho grafu:

a) Graf funkce sin x vid́ıme na obrázku 25.

b) D(f) = R.

c) H(f) = 〈−1; 1〉.
d) Funkce sinx je rostoućı na každém z interval̊u 〈−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ〉 a klesaj́ıćı

na každém z interval̊u 〈π
2

+ 2kπ, 3π
2

+ 2kπ〉 (pro k ∈ Z). Odtud lze odvodit, že
lokálńı minimum nastává v bodech −π

2
+ 2kπ (pro k ∈ Z), lokálńı maximum v

bodech π
2

+ 2kπ (pro k ∈ Z).

42Pozor, zálež́ı na pořad́ı, prvńı souřadnice bod̊u na jednotkové kružnici je rovna hodnotě cosx, druhá
souřadnice hodnotě sinx.
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Obrázek 24: Jednotková kružnice nám usnadňuje zapamatovat si hodnoty sinx a cos x pro
násobky úhlu π
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Obrázek 25: Graf funkce f(x) = sinx.

e) Funkce sinx je lichá, protože jej́ı graf je středově souměrný podle počátku sou-
stavy souřadnic, tj. plat́ı sin(−x) = − sinx pro libovolné x ∈ R.

f) Funkce sinx je ohraničená zdola (např. konstantou K = −1) i shora (např.
konstantou L = 1).

g) Funkce sin x je periodická s délkou nejmenš́ı periody p = 2π.
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h) Funkce f(x) = sinx neńı prostá (= injektivńı), protože např́ıklad hodnoty nula
nabývá v nekonečně mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f−1 s nekonečně mnoha
body, a tak je porušena podmı́nka z definice zobrazeńı. Tedy obecně řečeno
k funkci sinx funkce inverzńı neexistuje. Ovšem pokud bychom se omezili na
f(x) = sinx pro x ∈ 〈−π

2
; π
2
〉, tato funkce prostá je a inverzńı funkce k ńı

existuje, označujeme ji f−1(x) = arcsin x. Grafy této funkce sinx na zúženém
definičńım oboru a funkce k ńı inverzńı vid́ıte na obrázku 26:

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

−
1.

5
−

1.
0

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0
1.

5

sin(x)

arcsin(x)

Obrázek 26: f(x) = sin x (modře) pro x ∈ 〈−π
2

; π
2
〉 a funkce k ńı inverzńı (červeně) f−1(x) =

arcsin x.

• Vlastnosti funkce cos x vyčtené z jej́ıho grafu:

a) Graf funkce cos x vid́ıme na obrázku 27.

b) D(f) = R.

c) H(f) = 〈−1; 1〉.
d) Funkce cos x je rostoućı na každém z interval̊u 〈π + 2kπ, 2π + 2kπ〉 a klesaj́ıćı

na každém z interval̊u 〈0 + 2kπ, π + 2kπ〉 (pro k ∈ Z). Odtud lze odvodit, že
lokálńı minimum nastává v bodech π + 2kπ (pro k ∈ Z), lokálńı maximum v
bodech 0 + 2kπ (pro k ∈ Z).

e) Funkce cosx je sudá, protože jej́ı graf je osově souměrný podle svislé osy y, tj.
plat́ı cos(−x) = cos x pro libovolné x ∈ R.

f) Funkce cosx je ohraničená zdola (např. konstantou K = −1) i shora (např.
konstantou L = 1).

g) Funkce cos x je periodická s délkou nejmenš́ı periody p = 2π.

h) Funkce f(x) = cos x neńı prostá (= injektivńı), protože např́ıklad hodnoty nula
nabývá v nekonečně mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f−1 s nekonečně mnoha
body, a tak je porušena podmı́nka z definice zobrazeńı. Tedy obecně řečeno
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Obrázek 27: Graf funkce f(x) = cos x.

k funkci cosx funkce inverzńı neexistuje. Ovšem pokud bychom se omezili na
f(x) = cos x pro x ∈ 〈0;π〉, tato funkce prostá je a inverzńı funkce k ńı existuje,
označujeme ji f−1(x) = arccos x. Grafy funkce cos x na zúženém definičńım
oboru a funkce k ńı inverzńı vid́ıte na obrázku 28:

−1 0 1 2 3

−
1

0
1

2
3
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Obrázek 28: Graf f(x) = cosx (modře) pro x ∈ 〈0; π〉 a funkce k ńı inverzńı (červeně)
f−1(x) = arccos x.

• Vlastnosti funkce tg x vyčtené z jej́ıho grafu:

a) Graf funkce tg x vid́ıme na obrázku 29.
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Obrázek 29: Graf funkce f(x) = tg x.

b) D(f) = R− {π
2

+ kπ}.
c) H(f) = R.

d) Funkce tg x je rostoućı na každém z interval̊u
(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

)
a nemá lokálńı

extrémy.

e) Funkce tg x je lichá43, protože jej́ı graf je středově souměrný podle počátku
soustavy souřadnic, tj. plat́ı tg (−x) = −tg x pro libovolné x ∈ D(f).

f) Funkce tg x neńı ohraničená shora ani zdola.

g) Funkce tg x je periodická s délkou nejmenš́ı periody p = π.

h) Funkce f(x) = tg x neńı prostá (= injektivńı), protože např́ıklad hodnoty nula
nabývá v nekonečně mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f−1 s nekonečně mnoha
body, a tak je porušena podmı́nka z definice zobrazeńı. Tedy obecně řečeno
k funkci tg x funkce inverzńı neexistuje. Ovšem pokud bychom se omezili na
f(x) = tg x pro x ∈

(
−π
2

; π
2

)
, tato funkce prostá je a inverzńı funkce k ńı exis-

tuje, označujeme ji f−1(x) = arctg x. Grafy funkce tg x na zúženém definičńım
oboru a funkce k ńı inverzńı vid́ıte na obrázku 30:

• Vlastnosti funkce cotg x vyčtené z jej́ıho grafu:

a) Graf funkce cotg x vid́ıme na obrázku 31.

b) D(f) = R− {0 + kπ}.
c) H(f) = R.

d) Funkce cotg x je klesaj́ıćı na každém z interval̊u (0 + kπ, π + kπ) a nemá lokálńı
extrémy.

43Součin nebo pod́ıl dvou funkćı, z nichž jedna je lichá a druhá sudá, je lichá funkce ... d́ıky této
vlastnosti v́ıme, že funkce tg x i cotg x jsou liché.
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Obrázek 30: Graf fukce f(x) = tg x (modře) pro x ∈
(
−π
2

; π
2

)
a funkce k ńı inverzńı

(červeně) f−1(x) = arctg x.
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Obrázek 31: Graf funkce f(x) = cotg x.

e) Funkce cotg x je lichá, protože jej́ı graf je středově souměrný podle počátku
soustavy souřadnic, tj. plat́ı cotg (−x) = −cotg x pro libovolné x ∈ D(f).

f) Funkce cotg x neńı ohraničená shora ani zdola.

g) Funkce cotg x je periodická s délkou nejmenš́ı periody p = π.

h) Funkce f(x) = cotg x neńı prostá (= injektivńı), protože např́ıklad hodnoty nula
nabývá v nekonečně mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f−1 s nekonečně mnoha
body, a tak je porušena podmı́nka z definice zobrazeńı. Tedy obecně řečeno
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k funkci cotg x funkce inverzńı neexistuje. Ovšem pokud bychom se omezili
na f(x) = cotg x pro x ∈ (0;π), tato funkce prostá je a inverzńı funkce k ńı
existuje, označujeme ji f−1(x) = arccotg x. Grafy funkce cotg x na zúženém
definičńım oboru a funkce k ńı inverzńı vid́ıte na obrázku 32:
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Obrázek 32: Graf fukce f(x) = cotg x (modře) pro x ∈ (0; π) a funkce k ńı inverzńı
(červeně) f−1(x) = arccotg x.

Zapamatovat si pr̊uběh graf̊u zúžených goniometrických funkćı a funkćı k nim in-
verzńıch lze pomoćı následuj́ıćıch dvou fakt̊u: a) inverzńı funkce k rostoućı funkci je opět
rostoućı (jak je to u funkćı zúžený sinx a zúžený tg x); inverzńı funkce ke klesaj́ıćı funkci
je opět klesaj́ıćı (jak je to u funkćı zúžený cosx a zúžený cotg x); b) D(f) = H(f−1) a
H(f) = D(F−1) ... plat́ı pro všechny čtyři zúžené goniometrické funkce.

13.2 Cvičeńı

Projděme si d̊uležité pertie cvičeńı ke goniometrickým funkćım podle učebnice [10] (dané
učebnice se týkaj́ı i následuj́ıćı odkazy na strany a č́ısla př́ıklad̊u)44:

Cvičeńı 13.1. Velikost úhlu ve stupňové a obloukové mı́̌re

1. Str. 21-23, řešený př. 1.

2. Převodńı vztahy mezi stupni a radiány źıskáme z trojčlenky podle toho, zda se nám
ĺıb́ı v́ıce vzorec se 180◦ nebo 360◦:

1 rad ...
π

180
stupn̊u =

2π

360
stupň̊u;

x rad ... α stupň̊u.

44Základńı uvedeńı do stupňové a obloukové mı́ry úhl̊u a do funkćı sinx, arcsin x, cosx, arccos x, tg x,
arctg x, cotg x, arccotg x viz přednáška v této kapitole.



88 13 G) = GONIOMETRICKÉ FUNKCE

Odtud źıskáme vzorec pro převod stupň̊u na radiány

α =
x · 180

π
=
x · 360

2π

nebo radiány na stupně

x =
α · π
180

=
α · 2π
360

.

3. Str. 24, př́ıklady 5 a 6 ... konkrétńı převod mı́ry úhlu z radián̊u na stupně nebo
naopak. Daľśı př́ıklady str. 25, př. 2.10.a), 2.11.a).

Cvičeńı 13.2. Orientovaný úhel a jeho vlastnosti

1. Str. 27-28 ... základńı velikost orientovaného úhlu: 0 ≤ α < 2π v obloukové mı́̌re,
respektive 0◦ ≤ α < 360◦ v úhlové mı́̌re;

2. orientovaný úhel, který nemá základńı velikost, lze převést na úhel se základńı
velikost́ı odečteńım či přičteńım vhodného násobku 2π, respektive v úhlové mı́̌re
vhodného násobku 360◦;

3. př. 1-str. 29, daľśı př́ıklady: 2.19-str.32, 2.20-str.33, 2.21, 2.22.

Cvičeńı 13.3. Vlastnosti funkćı sinx, cos x

1. Řešené př́ıklady 6-str.37 a 1-str.38-39;

2. daľśı př́ıklady: str.40-41, př́ıklady 2.24 až 2.33.

Cvičeńı 13.4. Grafy funkćı sinx, cos x

1. Str. 42 ... grafy; str. 43 – př. 1, str. 44 – př. 2, str. 46 – př. 3, str. 48 – př. 2.39;

2. daľśı př́ıklady: str. 49 – př. 2.40.

Cvičeńı 13.5. Grafy funkćı tg x, cotg x

1. Str. 57-58 ... grafy; str. 55 – př́ıklad 1;

2. str. 60 – př. 2.43 až 2.49.

Cvičeńı 13.6. Grafy a vlastnosti cyklometrických funkćı:

1. Nakreslete graf a určete vlastnosti funkce f(x) = arcsin
(
x
2

)
− π

2
;

2. Nakreslete graf a určete vlastnosti funkce f(x) = arccos (3x− 2);

3. Nakreslete graf a určete vlastnosti funkce f(x) = 1
2
· arccotg (2x− 5) + π.

Cvičeńı 13.7. Goniometrické rovnice

1. Str. 61 – př́ıklad 1 ... využit́ı jednotkové kružnice;

2. daľśı př́ıklady: str.68 – př. 2.52, str. 69 – př. 2.57.
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Cvičeńı 13.8. Úlohy k opakováńı – str. 69-70, př́ıklady 2.60 až 2.68.

Pokud už jste prošli všechna předchoźı cvičeńı, tak jako opakováńı, nebo jako alterna-
tivńı procvičeńı mı́sto předchoźıho může sloužit následuj́ıćı sada cvičeńı z online materiálu
[18]:

Cvičeńı 13.9. Hodnoty orientovaných úhl̊u. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4206 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.10. Zavedeńı funkce sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online materiál
[18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4207 pro studenty – výsledky
viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.11. Zavedeńı funkce sinus a cosinus 2. Viz realisticky.cz (online materiál
[18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4208 pro studenty – výsledky
viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.12. Vlastnosti funkćı sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online materiál
[18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4209 pro studenty – výsledky
viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.13. Grafy funkćı sinus a cosinus. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4210 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.14. Grafy funkćı sinus a cosinus 2. Viz realisticky.cz (online materiál
[18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4211 pro studenty – výsledky
viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.15. Rychlé určováńı hodnot funkćı sinus a cosinus. Viz realisticky.cz
(online materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4212 pro
studenty – výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.16. Hledáńı úhlu ke známým hodnotám funkćı sinus a cosinus = jedno-
duché goniometrické rovnice. Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matematika pro SŠ,
odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4213 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina, pdf pro
učitele.

Cvičeńı 13.17. Funkce tangens. Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matematika
pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4214 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina,
pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.18. Funkce cotangens. Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matema-
tika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4215 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.19. Funkce arcus sinus. Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matema-
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tika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4216 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.20. Ostatńı cyklometrické funkce. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4217 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.21. Goniometrické rovnice. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4301 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 13.22. Goniometrické nerovnice. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 4303 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.13.
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14 Vlastnosti funkce – shrnut́ı

14.1 Přednáška

V této kapitole se už nejedná o klasický výklad, ale sṕı̌se o shrnut́ı definic vlastnost́ı
funkce prob́ıraných v předchoźıch čtyřech kapitolách. Vzhledem k tomu, že studenti se
uč́ı přesnému vyjadřováńı a matematickému symbolickému zápisu, definice a úkoly z této
kapitoly budou součást́ı závěrečné zkoušky předmětu.

Definice vlastnost́ı funkce

V daľśım se zaměř́ıme na přesněǰśı vyjádřeńı vlastnost́ı reálných funkćı. Studenti budou
muset znát definice následuj́ıćıch vlastnost́ı, a také vědět, jak se daná vlastnost pozná z
grafu funkce f(x). Ř́ıkáme, že ( definice 58 )

1. funkce f je rostoućı na intevalu I, když

∀x, y ∈ I : x < y ⇒ f(x) < f(y);

2. funkce f je klesaj́ıćı na intevalu I, když45

∀x, y ∈ I : x < y ⇒ f(x) > f(y);

3. x0 z D(f) je lokálńı minimum funkce f , když existuje otevřený interval I obsahuj́ıćı
x0 a plat́ı

f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ I;

4. x0 z D(f) je lokálńı maximum funkce f , když existuje otevřený interval I obsahuj́ıćı
x0 a plat́ı

f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ I;

5. funkce f je sudá na svém definičńım oboru, když

∀x ∈ D(f) : (−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) = f(x);

6. funkce f je lichá na svém definičńım oboru, když

∀x ∈ D(f) : (−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) = −f(x);

7. funkce f neńı ani sudá, ani lichá na svém definičńım oboru, když pro ni neplat́ı
předchoźı dvě definice.

8. funkce f je zdola ohraničená na svém oboru hodnot H(f), když

∃K ∈ R : ∀x ∈ D(f) : K ≤ f(x);

45Pozor na tzv. obraceče, kteř́ı bez přemýšleńı obrát́ı obě nerovnosti v definici rostoućı fukce – t́ımto
zp̊usobem totiž nedostanou definici funkce klesaj́ıćı, ale zase jen funkce rostoućı, s t́ım rozd́ılem, že se na
graf funkce d́ıvaj́ı zprava, z druhé strany!!!!!! Ve správné definici klesaj́ıćı funkce je na rozd́ıl od definice
funkce rostoućı převrácen jen jeden symbol nerovnosti!! Část x < y je stále stejná – stále chceme popisovat
tu situaci, že prvńı dosazovaná hodnota je menš́ı než ta druhá, tj. obraz č́ısla x na reálné ose je stále nalevo
od obrazu č́ısla y.
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9. funkce f je shora ohraničená na svém oboru hodnot H(f), když

∃L ∈ R : ∀x ∈ D(f) : f(x) ≤ L;

10. funkce f je ohraničená na svém oboru hodnot H(f), když je ohraničená shora i zdola,
tj. když

∃K,L ∈ R : ∀x ∈ D(f) : K ≤ f(x) ≤ L;

11. funkce f je periodická, když

∃p ∈ R : p > 0 ∧ ∀x ∈ D(f) : (x+ kp ∈ D(f) ∀k ∈ Z ∧ f(x) = f(x+ kp)).

Budeme se učit poznávat uvedené vlastnosti (včetně těch, které byly definovány v
kapitole 9, jako je D(f), H(f), rozeznáńı, zda je funkce prostá = injektivńı, a následné
sestaveńı inverzńı funkce) na základě grafu funkce.

Určeńı některých vlastnost́ı z grafu funkce:

1. Definičńı obor poznáme z grafu funkce takto: kolmice z bod̊u grafu na vodorovnou
osu soustavy souřadnic ji prot́ınaj́ı právě v bodech z D(f).

2. Obor funkčńıch hodnot: kolmice z bod̊u grafu na svislou osu soustavy souřadnic ji
prot́ınaj́ı právě v bodech z H(f).

3. Lokálńı minimum v bodě x0 z D(f) (na vodorovné ose) nastává tehdy, když existuj́ı
body a, b ∈ D(f) tak, že

x0 ∈ (a, b) ∧ f je klesaj́ıćı na 〈a;x0〉 ∧ f je rostoućı na 〈x0; b〉;

4. Lokálńı maximum v bodě x0 z D(f) (na vodorovné ose) nastává tehdy, když existuj́ı
body a, b ∈ D(f) tak, že

x0 ∈ (a, b) ∧ f je rostoućı na (a;x0〉 ∧ f je klesaj́ıćı na 〈x0; b);

5. Sudou funkci poznáme tak, že jej́ı graf je osově souměrný vzhledem ke svislé ose
soustavy souřadnic (osa y je osa souměrnosti).

6. Lichou funkci poznáme tak, že jej́ı graf je středově souměrný vzhledem k pr̊useč́ıku
souřadných os (bod [0; 0] je střed souměrnosti).

7. Funkci, která neńı ani sudá, ani lichá, poznáme tak, že jej́ı graf neńı ani osově
souměrný vzhledem ke svislé ose, ani středově souměrný vzhledem k počátku sou-
stavy souřadnic46.

46Aby to funkci ani sudé, ani liché nebylo ĺıto, tak pokud je jej́ı definičńı obor středově symetrický
vzhledem k počátku a funkce je dostatečně slušná, tedy např́ıklad spojitá, lze ji vyjádřit jako součet
dvou (spojitých!) funkćı, z nichž jedna je sudá a druhá lichá – tedy z každé spojité funkce na vhodném
definičńım oboru lze separovat dvě hodnoty, z nichž jedna přisṕıvá do sudosti a druhá do lichosti. Tato
separace funkce na sudou a lichou část ovšem nepatř́ı do základńıch dovednost́ı, jimiž se budeme zabývat.
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8. Funkci ohraničenou zdola poznáme tak, že existuje konstantńı funkce y = K rov-
noběžná s osou x tak, že graf funkce f(x) je celý nad př́ımkou y = K.

9. Funkci ohraničenou shora poznáme tak, že existuje konstantńı funkce y = L rov-
noběžná s osou x tak, že graf funkce f(x) je celý pod př́ımkou y = L.

10. Funkci ohraničenou zdola i shora poznáme tak, že existuj́ı konstantńı funkce y = K
a y = L rovnoběžné s osou x tak, že graf funkce f(x) je celý nad př́ımkou y = K a
pod př́ımkou y = L.

11. To, že funkce f je prostá (injektivńı), poznáme z jej́ıho grafu tak, že rovnoběžky s
osou x jej́ı graf protnou vždy nejvýše v jednom bodě.

12. To, že funkce f je surjektivńı, poznáme z jej́ıho grafu tak, že rovnoběžky s osou x
vždy protnou jej́ı graf v nějakém bodě (aspoň jednom).

13. To, že funkce f je bijekce R na R, poznáme z jej́ıho grafu tak, že rovnoběžky s osou
x jej́ı graf protnou vždy právě v jednom bodě.

14. Pokud je naš́ım úkolem nakreslit funkci inverzńı f−1 k funkci f , tak můžeme využ́ıt
faktu, že grafy funkćı f a f−1 jsou osově souměrné vzhledem ke grafu lineárńı funkce
y = x47.

15. To, že funkce je periodická, poznáme z jej́ıho grafu tak, že část grafu odpov́ıdaj́ıćı
délce nejmenš́ı periody na vodorovné ose se opakuje v tom smyslu, že rovnoběžky s
osou x prot́ınaj́ı graf funkce v nekonečně mnoha bodech, jejichž vzájemná vzdálenost
je rovna násobku této nejmenš́ı periody.

přehled úkol̊u pro rozbor funkce f(x):

a) Určete D(f).

b) Určete H(f).

c) Určete intervaly, na kterých je funkce rostoućı (klesaj́ıćı), nalezněte jej́ı lokálńı
extrémy.

d) Určete, zda je funkce sudá, lichá, nebo neńı ani sudá, ani lichá.

e) Určete zda je funkce ohraničená (zdola nebo shora).

f) Určete, zda je funkce prostá – pokud ano, tak vyjádřete funkćı k ńı inverzńı.

g) Určete, zda je funkce periodická – pokud ano, najděte délku jej́ı nejmenš́ı periody.

h) Nakreslete graf funkce f .

47To plyne mimo jiné z toho faktu, že při hledáńı inverzńı funkce zaměňujeme x za y ve funkčńım
předpisu y = f(x) a vyjadřujeme proměnnou x jako funkci proměnné y, a tedy oba grafy jsou

”
zaměnitelné“

= osově symetrické vzhledem k této
”
ose zaměnitelnosti“ y = x.
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14.2 Vlastnosti funkce – shrnuj́ıćı cvičeńı

V tomto cvičeńı se setkáte s některými vlastnostmi funkćı, jakýmsi souhrnným pohledem
na funkce a opakováńım některých věćı z předchoźıch čtyř kapitol.

Cvičeńı 14.1. Rostoućı a klesaj́ıćı funkce. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2113 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.2. Rostoućı a klesaj́ıćı funkce 2. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2114 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.3. Sudá a lichá funkce. Viz realisticky.cz (online materiál [18]), matema-
tika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2406 pro studenty – výsledky viz tatáž
hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.4. Omezenost = ohraničenost funkce, maximum, minimum. Viz realis-
ticky.cz (online materiál [18]), matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina
2407 pro studenty – výsledky viz tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.5. Kresleńı graf̊u obecné funkce. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2412 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.6. Kresleńı graf̊u obecné funkce 2. Viz realisticky.cz (online materiál [18]),
matematika pro SŠ, odd́ıl rovnice a funkce, pdf hodina 2413 pro studenty – výsledky viz
tatáž hodina, pdf pro učitele.

Cvičeńı 14.7. Dokončete definice nebo jejich negace bez jediného českého slova, jen
pomoćı matematických symbol̊u (u negaćı nejprve vytvořte př́ıslušnou pozitivńı definici,
a teprve pak symbolický zápis negujte):

a) Relace f je zobrazeńı z X do Y , když ...

b) Relace f neńı zobrazeńı z X do Y , když ...

c) Funkce f je rostoućı na intervalu I, když ...

d) Funkce f neńı rostoućı na intervalu I, když ...

e) Funkce f je klesaj́ıćı na intervalu I, když ...

f) Funkce f neńı klesaj́ıćı na intervalu I, když ...

g) Reálné č́ıslo x0 je lokálńı minimum funkce f , když ...

h) Reálné č́ıslo x0 neńı lokálńı minimum funkce f , když ...

i) Reálné č́ıslo x0 je lokálńı maximum funkce f , když ...
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j) Reálné č́ıslo x0 neńı lokálńı maximum funkce f , když ...

k) Funkce f je sudá, když ...

l) Funkce f neńı sudá, když ...

m) Funkce f je lichá, když ...

n) Funkce f neńı lichá, když ...

o) Funkce f je shora ohraničená, když ...

p) Funkce f neńı shora ohraničená, když ...

Cvičeńı 14.8. Uved’te př́ıklad vzorce (nikoli jen obrázku) reálné funkce, která je sudá.

Cvičeńı 14.9. Uved’te př́ıklad vzorce (nikoli jen obrázku) reálné funkce, která je lichá.

Výsledky některých př́ıklad̊u a cvičeńı jsou uvedeny na konci textu v odd́ılu 15.14.
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15 Výsledky některých př́ıklad̊u

15.1 Výsledky ke kapitole 1.2 – logické spojky, univerzálńı
výroky, d̊ukaz výčtem pravdivostńıch hodnot

Ad cvičeńı 1.1. Studenti sami – každý řádek obou výrokových forem má stejnou prav-
divostńı hodnotu při všech kombinaćıch pravdivostńıch hodnot jeho d́ılč́ıch výrokových
proměnných.

Ad cvičeńı 1.2. Viz řešeńı na konci knihy [2].

Ad cvičeńı 1.3. V knize se zadáńım najdete i odpovědi na konci textu.

Ad cvičeńı 1.4. Negace výrok̊u:

4a) Existuje přirozené č́ıslo, které neńı rovno součtu všech svých dělitel̊u. Mimochodem,
č́ısl̊um, která jsou rovna součtu všech svých dělitel̊u mimo č́ıslo samotné, se ř́ıká
dokonalá č́ısla – patř́ı mezi ně např. 6 nebo 28, protože

6 = 1 + 2 + 3, 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.

4b) Dnes nebude pršet nebo nebudeme psát ṕısemku z matematiky. T́ım pádem ten den
nebude tak hrozný.

4c) Aspoň jeden učený z nebe spadl.

4d) Existuj́ı nejvýše dně přirozená č́ısla, která jsou rovna součtu všech svých dělitel̊u.

4e) Existuje aspoň pět prvoč́ısel.

4f) Dnes večer nep̊ujdu do kina ani si nepřečtu zaj́ımavou knihu. Rozhodl jsem se trucovat.

4g) Existuje nanejvýš jedno nebo existuj́ı aspoň tři celá č́ısla, která se rovnaj́ı své druhé
mocnině. Původńı věta je skutečně pravdivá – danými právě dvěma celými č́ısly
jsou 0 a 1.

Ad cvičeńı 1.5. Symbolický zápis je:

5a) ∀n ∈ N ∃ k ∈ N : k > 2n+ 1. Jedná se o pravdivý výrok.

5b) ∀z ∈ Z ∃ k ∈ Z : k − 1 < z3. Krásně rozlǐsujeme prvky množiny malými ṕısmeny,
samotné množiny označujeme velkými ṕısmeny. Matematický zápis má pravidla,
která by měla být pomoćı čtenáři i autorovi textu. Výrok je mimochodem také
pravdivý.

Ad cvičeńı 1.6. Výsledky jsou uvedeny na konci knihy [17], v př́ıpadě nejasnosti
konzultujte se cvič́ıćım.
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15.2 Výsledky ke kapitole 2.2 – d̊ukaz implikace (př́ımý a
nepř́ımý), d̊ukaz ekvivalence

Ad cvičeńı 2.1. . Postup d̊ukazu viz [2], str. 92, př́ıklad 4.2 – řešeńı je uvedeno na konci
knihy [2].

Ad cvičeńı 2.2. . Postup d̊ukazu viz [2], str. 100-101, př. 1. Jen mı́sto pojmu
”
obměna

implikace“ už́ıvá kniha [2] pojmu
”
kontrapozice implikace“.

Ad cvičeńı 2.3. . Nepř́ımý d̊ukaz ([2], str.103, př. 4.14) – postup d̊ukazu viz [2], str.
153.

Ad cvičeńı 2.4. U d̊ukaz̊u pomoćı reprezentanta x množiny na každé ze stran
rovnosti lze často obě implikace dokazovat najednou. Dokažme např́ıklad prvńı rovnost
množinových výraz̊u X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z).

Důkaz:

x ∈ X ∪ (Y ∩ Z) ⇔ (x ∈ X ∨ x ∈ Y ∩ Z) ⇔ (x ∈ X ∨ (x ∈ Y ∧ x ∈ Z)) ⇔
⇔ (x ∈ X ∨ x ∈ Y ) ∧ (x ∈ X ∨ x ∈ Z) ⇔ (x ∈ X ∪ Y ) ∧ (x ∈ X ∪ Z) ⇔
⇔ x ∈ (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z).

Mı́sto abychom dokazovali implikaci
”
⇒“ řetězcem implikaćı (př́ımý d̊ukaz typu 2)

zleva doprava a implikaci
”
⇐“ řetězcem implikaćı zprava doleva, provedli jsme řetězec

ekvivalenćı a dokázali obě implikace současně.

Nutno ř́ıci, že dokazovat ekvivalenci řetězcem d́ılč́ıch ekvivalenćı je zp̊usob dosti
neobvyklý a už́ıvaný snad jen při d̊ukazu rovnosti množin. V jiných situaćıch je lepš́ı si
ekvivalenci rozdělit na dvě implikace plat́ıćı současně a dokazovat zvlášt’ každou z nich.
Některé d̊ukazy ekvivalenćı studenti uvid́ı v předmětu Algebra 1.

Důkaz téhož vztahu X∪(Y ∩Z) = (X∪Y )∩(X∪Z) pomoćı Vennových diagramů: Na-
kresĺıme tři množiny v obecné poloze pro každou stranu množinové rovnosti a vyšrafujeme
část roviny (nákresny), která odpov́ıdá bod̊um daného množinového výrazu – zjǐst’ujeme,
že oběma množinovým výraz̊um odpov́ıdaj́ı tytéž šrafované části, tj. množinové výrazy
jsou si rovny:
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Podobně lze dokázat oběma zp̊usoby i druhou rovnost ze zadáńı tohoto cvičeńı.

Ad cvičeńı 2.5. Dokažme opět oběma zp̊usoby jako v předchoźım cvičeńı množinovou
rovnost A ∩B = A ∪B, druhou rovnost přenechávám na starost student̊um.

Důkaz pomoćı řetězce ekvivalenćı:

x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ U ∧ x /∈ A ∩B ⇔ x ∈ U ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ B) ⇔
⇔ (x ∈ U ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ U ∧ x /∈ B) ⇔ (x ∈ U − A) ∨ (x ∈ U −B) ⇔ x ∈ A ∪B.

Důkaz pomoćı Vennových diagramů:

Ad cvičeńı 2.6. Negace jsou:

6a) Půjdu na ten več́ırek, ale Ondra tam nep̊ujde, nebo se také může stát, že Ondra p̊ujde
na več́ırek a já tam nep̊ujdu.

6b) Přijde Honza a já mu o tom neřeknu. Nebo: Přijde Honza, ale neřeknu mu o tom.

Cvičeńı 2.7. Negace výrok̊u podle ekvivalentńıch úprav:

7a)

¬((A⇒ B) ∧ C)
v.01⇔ ¬(A⇒ B) ∨ (¬C)

dsl.v.06⇔ (A ∧ ¬B) ∨ ¬C.

7b)

¬(A⇒ (B ∨ C))
dsl.v.06⇔ A ∧ ¬(B ∨ C)

v.02⇔ A ∧ ¬B ∧ ¬C.

7c)

¬((A ∨B) ∧ C)
v.01⇔ ¬(A ∨ B) ∨ ¬C v.02⇔ (¬A ∧ ¬B) ∨ ¬C.

Ad cvičeńı 2.8. Obměna: Pokud n2 neńı sudé č́ıslo, pak n neńı sudé č́ıslo. Jedná se
o pravdivé tvrzeńı.
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15.3 Výsledky ke kapitole 3.2 – d̊ukaz sporem, indukćı, kon-
strukćı a protipř́ıkladem

Ad Cvičeńı 3.1. Důkaz sporem: Předpokládejme, že
√

3 JE racionálńı č́ıslo, tj. lze je
vyjádřit ve tvaru zlomku. Předpokládejme bez újmy na obecnosti, že v tomto zlomku už
nelze krátit, tj. pokud je kráceńı možné, provád́ıme je tak dlouho, až dospějeme do vztahu

√
3 =

m

n
,

kde m ∈ Z, n ∈ N a č́ısla m, n jsou nesoudělná (= nemaj́ı společného dělitele větš́ıho než
č́ıslo 1). Umocněńım obou stran na druhou dostaneme

3 =
m2

n2
,

a tedy
3n2 = m2.

Z posledńı rovnosti plyne, že č́ıslo m2 je dělitelné třemi, a tedy i č́ıslo m muśı být dělitelné
třemi, tj. m = 3k pro k ∈ N . Dosazeńım do naš́ı rovnosti máme

3n2 = 9k2, po vyděleńı třemi n2 = 3k2.

Z posledńı rovnosti plyne, že č́ıslo n2 je dělitelné třemi, a tedy i č́ıslo n muśı být dělitelné
třemi, tj. n = 3l pro nějaké l ∈ N – ale to je spor s konstrukćı č́ısel m, n, protože jsme
je sestavili tak, aby neměli žádného jiného přirozeného dělitele než č́ıslo 1. Dospěli jsme
řetězcem přesných úvah ke sporu – nesprávný je tedy p̊uvodńı předpoklad, tj. plat́ı jeho
opak,

√
3 neńı č́ıslo racionálńı, nelze ji vyjádřit ve tvaru zlomku.

Ad Cvičeńı 3.2. Ad 2a indukćı) Prvńı část: dokažme pro prvńıch několik hodnot: 4
kč lze vyplatit pomoćı dvou dvoukorun, 5 kč pomoćı jedné pětikoruny, 6 kč pomoćı tř́ı
dvoukorun.

Druhá část: Výrok V (n) má tvar: Obnos n kč lze sestavit pouze ze dvoukorun a
pětikorun. Dokažme indukčńı implikaci

V (n) ⇒ V (n+ 1)

pro libovolné přirozené n poč́ınaje hodnotou 7. Předpokládejme, že plat́ı V (n). Popǐsme,
jak pomoćı této hromady vyč́ısĺıme hromadu o sumě (n+ 1):

1. Pokud n je liché poč́ınaje sedmičkou, tak tuto hodnotu lze odměřit pomoćı jedné
pětikoruny a zbytek dosypat pouze ze dvoukorun. Pak hodnotu (n+1) odměř́ıme tak,
že vezmem z hromady pětikorunu a mı́sto ńı vrát́ıme tři dvoukoruny, tj. dotaneme
č́ıslo o jednu korunu větš́ı.

2. Pokud n je sudé poč́ınaje osmičkou, tak tuto hodnotu lze odměřit pomoćı samých
dvoukorun. Pak hodnotu (n + 1) odměř́ıme tak, že dvě dvoukoruny odebereme a
vrát́ıme jednu pětikorunu.
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Ad 2b: dokážeme indukćı:

i) n = 1 dosad́ıme do obou stran rovnosti: 1 = 1·2
2

... plat́ı;
n = 2 dosad́ıme do obou stran: 1 + 2 = 2·3

2
... plat́ı.

ii) Předpokládáme platnost indukčńıho předpokladu: Vzorec plat́ı pro n, tj.

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n =
n · (n+ 1)

2
.

A odtud nyńı dokážeme platnost vztahu (= chceme dokázat) pro (n+ 1):

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1) · (n+ 2)

2
.

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s využit́ım pravé strany indukčńıho
předpokladu (a poté převedeme na společného jmenovatele a vytkneme člen (n+ 1)
v čitateli):

1 + 2 + · · ·+ n︸ ︷︷ ︸
=

n(n+1)
2

+(n+1)
ind.p.
=

n · (n+ 1)

2
+(n+1) =

n · (n+ 1) + 2 · (n+ 1)

2
=

(n+ 1) · (n+ 2)

2
.

A to jsme chtěli dokázat, d̊ukaz je hotov. S využit́ım platnosti vztahu pro n jsme jej
dokázali pro (n+ 1).

Ad 2c: dokážeme indukćı:

i) n = 1 dosad́ıme do obou stran rovnosti: 1 = 12 ... plat́ı;
n = 2 dosad́ıme do obou stran: 1 + 3 = 22 ... plat́ı.

ii) Předpokládáme platnost indukčńıho předpokladu: Vzorec plat́ı pro n, tj.

1 + 3 + 5 · · ·+ (2n− 3) + (2n− 1) = n2.

Odtud nyńı dokážeme (chceme dokázat) platnost vztahu pro (n+ 1)48:

1 + 2 + · · ·+ (2(n+ 1)− 3) + (2(n+ 1)− 1) = (n+ 1)2,

což lze upravit na vztah

1 + 2 + · · ·+ (2n− 1) + (2n+ 1) = (n+ 1)2.

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s využit́ım pravé strany indukčńıho
předpokladu (a poté použijeme vzorec (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, ale z druhé strany,
tj. zprava doleva):

1 + 2 + · · ·+ (2n− 1)︸ ︷︷ ︸
=n2

+(2n+ 1)
ind.p.
= n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2.

A to jsme chtěli dokázat, d̊ukaz je hotov. S využit́ım platnosti vztahu pro n jsme
dokázali, že plat́ı i pro (n+ 1).

48Naṕı̌seme tedy přesně stejný vztah, ale mı́sto n ṕı̌seme všude (n+ 1).
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Ad Cvičeńı 3.3. Ve všech třech př́ıpadech lze splnit př́ıslušný úkol, tj. existenčńı
d̊ukaz vykonáme konstrukćı daného úkolu:

a) Ze dvanácti zápalek lze snadno sestavit čtyři samostnatné trojúhelńıky.

b) Z dev́ıti zápalek už potřebujeme šetřit – pokud sestav́ıme jeden větš́ı rovnostranný
trojúhelńık o délce strany ze dvou zápalek, zbydou nám ještě tři zápalky na spojeńı
střed̊u jejich stran – t́ım je velký trojúhelńık rozdělen na čtyři menš́ı.

c) Zadáńı je zde nejednoznačné. Pokud by zadávaj́ıćı trval na tom, aby výsledkem byly
čtyři stejně velké trojúhelńıky v rovině, řešeńı neexistuje. Ovšem bez omezeńı na
rovinu můžeme jeden troj̊uhelńık ze tř́ı zápalek postavit jako základnu čtyřstěnu,
zbylé tři zápalky tvoř́ı hrany čtyřstěnu v prostoru – a čtyřstěn, jak známo, má čtyři
shodné troj̊uhelńıky ze svých stěn.

Ad cvičeńı 3.4. Symbolický zápis výrok̊u:

4a) ∃n ∈ N : n+ 5 > 10.

4b) ∀n ∈ N : 6|n ⇔ (2|n ∧ 3|n).

4c) ∀d ∈ N : (d|p ⇒ d = 1 ∨ d = p). Lze přepsat i v jiné variantě, která se možná
čtenáři bude zdát přirozeněǰśı:

6 ∃ d ∈ N : (d|p ∧ d 6= 1 ∧ d 6= p).

Ad cvičeńı 3.5. Negace výrok̊u ze cvičeńı 3.4:

5a) ∀n ∈ N : n + 5 ≤ 10 (výrok je nepravdivý). Znak ∃ jsme tedy nahradili v negaci
znakem ∀, a současně jsme znegovali i podmı́nku za dvojtečkou.

5b) ∃n ∈ N : [6|n ∧ (2 6 | n ∨ 3 6 | n)] ∨ (2|n ∧ 3|n ∧ 6 6 | n).

5c) ∃d ∈ N : (d|p ∧ d 6= 1 ∧ d 6= p). Negaci druhé varianty lze provést velmi jednoduše:
pokud p̊uvodńı tvrzeńı ř́ıká, že neexistuje č́ıslo jisté vlastnosti, negaćı je tvrzeńı, že
existuje aspoň jedno č́ıslo této vlastnosti – tj. pouze znak 6 ∃ změńıme na ∃, a daná
vlastnost z̊ustane stejná:

∃ d ∈ N : (d|p ∧ d 6= 1 ∧ d 6= p).

Ad cvičeńı 3.6. Důkaz Thaletovy věty viz cvičeńı. Pozor, tento d̊ukaz bude zkoušen
na prověrce (a) ve 4. týdnu semestru.

Ad cvičeńı 3.7. Větu 2|n2 ⇒ 2|n dokážeme nepř́ımo, tj. budeme dokazov př́ımo jej́ı
obměnu:

2 6 | n ⇒ 2 6 | n2.

Úsudek 01: Pokud 2 6 | n, tak n je liché, tj. n = 2k + 1 pro nějaké k ∈ N .

Úsudek 02: Pokud n = 2k + 1, tak n2 = 4k2 + 4k + 1, tedy č́ıslo liché.

Závěr: n2 je liché, tj. 2 6 | n2. Důkaz je hotov.
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15.4 Výsledky ke kapitole 4.2 – Operace s množinami, d̊ukaz
užit́ım Vennových diagramů, kartézský součin

Ad cvičeńı 4.1. Viz cvičeńı 2.5.

Ad cvičeńı 4.2. Teorie množin je vystavěna na dvouhodnotové logice, protože
náš př́ıstup je ten, že každý objekt do množiny bud’ patř́ı, nebo ne. Tj. množinovému
výrazu odpov́ıdá výrok o tom, jaké prvky patř́ı do výsledné množiny. Operace sjednoceńı
odpov́ıdá vysvětleńı pomoćı disjunkce, operace pr̊uniku logickému vysvětleńı pomoćı
konjunkce. Kromě vět 1,2 a 9,10 existuj́ı daľśı vztahy mezi logikou a teoríı množin,
např́ıklad zákonu negace negace výroku (¬(¬A) ⇔ A) odpov́ıdá rovnost pro doplněk

doplňku množiny A = A, protože operaci doplňku odpov́ıdá logické vysvětleńı pomoćı
negace.

Ad cvičeńı 4.3. a) Např́ıklad (B ∩C) \A; b) např́ıklad (B \ (A∪C))∪ (A∩B ∩C);
c) např́ıklad (B ∩D) \ C; d) např́ıklad B \ (A ∪ C).

Ad cvičeńı 4.4. Důkazy viz Vennovy diagramy.

Ad cvičeńı 4.5. Symbolické definice pojmů:

5a) A = {x ∈ U : x /∈ A}.

5b) A \B = {x ∈ A : x /∈ B}.

5c) A×B = {[x, y] : x ∈ A, y ∈ B}.

5d) A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.

5e) A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}.

5f) A÷B = {x : (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A)}.

Ad cvičeńı 4.6. věta 9: Doplněk pr̊uniku je sjednoceńım doplňk̊u.
věta 10: Doplněk sjednoceńı je pr̊unikem doplňk̊u.

Ad cvičeńı 4.7. (A ∪B) ∩ C = {17, 18, 19}.

Ad cvičeńı 4.8.

a) Množina je soubor navzájem rozlǐsitelných prvk̊u.

b) Např́ıklad S = (C − A) ∪ (A ∩B ∩ C).

Ad cvičeńı 4.9. Označme

K1 = množina všech součástek, které prošly prvńı kontrolou;

K2 = množina všech součástek, které prošli druhou kontrolou;

K3 = množina všech součástek, které prošly třet́ı kontrolou;
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U = univerzálńı množina všech 500 součástek.

Dále nakresleme množiny K1, K2, K3 v obecné poloze uvnitř univerzálńı množiny U . A
můžeme vyplňovat počty prvk̊u v jednotlivých částech roviny, které reprezentuj́ı počty
prvk̊u v dané části množiny. Daľśı informace vyplňujeme v následuj́ıćım pořad́ı (viz též
obrázek):

• 3 součástky neprošly žádno z kontrol ... naṕı̌seme č́ıslo 3 mimo dané tři množiny, ale
uvnitř množiny U .

• 7 součástek nelež́ı v K1 ani K2 ... do K3 naṕı̌seme čtyřku mimo všechny pr̊uniky,
protože jsme od sedmi odečetli ještě tři prvky, které neprošly žádno z kontrol.

• 5 součástek nelež́ı v K2 ani K3 ... do K1 naṕı̌seme mimo pr̊uniky dvojku, protože
jsme od pěti odečetli tři prvky, které jsou zcela mimo.

• 8 součástek nelež́ı v K1 ani K3 ... do K2 naṕı̌seme mimo pr̊uniky pětku, protože jsme
od osmi odečetli tři prvky, které jsou zcela mimo.

• 38 součástek nelež́ı v K1 ... jestliže od 38 odečteme pět prvk̊u, které lež́ı výlučně v
K2, čtyři prvky, které lež́ı výlučně v K3, a ještě tři prvky, které jsou zcela mimo,
ṕı̌seme počet 26 do množiny K2 ∩K3 −K1.

• 29 součástek nelež́ı v K2 ... jestliže od 29 odečteme dva prvky, které lež́ı výlučně v
K1, čtyři prvky, které lež́ı výlučně v K3, a ještě tři prvky, které jsou zcela mimo,
ṕı̌seme počet 20 do množiny K1 ∩K3 −K2.

• 30 součástek nelež́ı v K3 ... jestliže od 30 odečteme pět prvk̊u, které lež́ı výlučně
v K2, dva prvky, které lež́ı výlučně v K1, a ještě tři prvky, které jsou zcela mimo,
ṕı̌seme počet 20 do množiny K1 ∩K2 −K3.

• Vylučovaćı metodou v množině K1∩K2∩K3 muśı ležet pět set minus všechna dosud
napsaná č́ısla, což je rovno 420.

Nyńı už bude hračka odpovědět na otázky ze zadáńı:

a) 420 součástek prošlo všemi kontrolami bez vady, tj. žádná z kontrol je neshledala ne-
vyhovuj́ıćımi.
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b) 20 + 20 + 26 = 66 součástek neprošlo právě jednou z kontrol K1, K2, K3 (některou z
nich), tj. dvěma kontrolami prošlo a tou třet́ı ne.

Ad cvičeńı 4.10. Označme B množinu letadel, která byla na letǐsti z předchoźıho
dne, S množinu letadel, která daný den startovala, P množinu letadel, která v daný den
přistála. Tyto tři množiny nakresĺıme v obecné poloze, která mán rozděĺı

”
územı́ těchto

tř́ı množin“ na sedm část́ı. Do nich budeme vpisovat jednotlivé informace ze zadáńı – viz
obrázek:

A nyńı zbývá odpovědět na otázku ze zadáńı: Na letǐsti toho dne večer z̊ustalo
2 + 3 + 16 = 21 letadel (Dvě letadla toho dne v̊ubec nevzlétla, tři letadla vzlétla, ale
vrátila se, a šestnáct nových letadel přistálo v ten den na letǐsti). Výsledné č́ıslo 21 je
dáno součtem počtu prvk̊u tř́ı disjuktńıch část́ı roviny.

Ad cvičeńı 4.11. Označme Z1 množinu student̊u, kteř́ı složili zkoušku prvńı, Z2

množinu těch, co složili zkoušku druhou, Z3 množinu těch, co složili zkoušku třet́ı. Na-
kresĺıme-li si tyto množiny v obecné poloze, můžeme pomalu vyplňovat počty prvk̊u v
jednotlivých oblastech roviny – poč́ınaje těmi, které v́ıme naprosto jistě.

Postupně dostaneme:

• Deset procent student̊u nesložilo žádnou zkoušku ... mimo kruhy ṕı̌seme č́ıslo 12.
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• Nebyl nikdo, kdo by složil zkoušku pouze z druhého předmětu ... do Z2 − Z1 ∪ Z3

ṕı̌seme č́ıslo 0.

• Dvacet student̊u neobstálo ani u jednoho z nich – je mı́něno
”
ani u druhého, ani u

třet́ıho předmětu“, o nichž byla řeč v prvńı části souvět́ı (i čeština správně pochopená
hraje roli) ... do Z1 − Z2 ∪ Z3 ṕı̌seme č́ıslo 8, protože jsme od 20 odečetli ještě 12
student̊u, kteř́ı jsou úplně mimo.

• 9 student̊u složilo druhou zkoušku, ale ne zkoušku prvńı ... to je krásná informace o
počtu student̊u v množině Z2 ∩ Z3 − Z1 (zkouška: 0 + 9 = 9 student̊u se nacháźı v
množině Z2 − Z1).

• 56 student̊u složilo úspěšně zkoušku ze druhého i třet́ıho předmětu ... toto je infor-
mace o počtu prvk̊u množiny Z2 ∩ Z3 ... odtud lze určit počet student̊u v pr̊uniku
všech tř́ı množin: 56− 9 = 47.

• 33 student̊u nevyhovělo ze třet́ıho předmětu ... mimo množinu Z3 je 33 student̊u a
tyto oblasti roviny mimo jediné máme už prošetřeny, tj. do zbývaj́ıćıho pole Z1 ∩
Z2 − Z3 ṕı̌seme 33− 12− 0− 8 = 13.

• 47 student̊u složilo ze tř́ı zkoušek dvě ... tato informace se týká součtu počtu student̊u
ze tř́ı r̊uzných oblast́ı – jedná se o studentu nacházej́ıćı se v pr̊uniku vždy dvou
množin, ale mimo pr̊unik všech tř́ı množin. Dvě z těchto tř́ı část́ı máme už popsány,
tj. tu třet́ı urč́ıme odečteńım počtu prvk̊u zbylých dvou od 47, dostaneme

|Z1 ∩ Z3 − Z2| = 47− 13− 9 = 25.

Nyńı máme ve Vennově diagramu informace o všech částech roviny kromě té, na kterou
se ptá zadáńı úlohy: Kolik student̊u složilo výlučně předmět třet́ı? Tuto informaci źıskáme,
když odečteme všech sedm počt̊u navzájem disjunktńıch množin od č́ısla 120:

120− 12− 0− 8− 13− 47− 25− 9 = 120− 114 = 6.
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15.5 Výsledky ke kapitole 5.2 – Dělitelnost celých č́ısel, d̊ukaz
užit́ım Dirichletova principu, operace s komplexńımi č́ısly

Ad Př́ıklad 5.3.

ad a) 25 : 3 = 8, zbytek je 1; tedy 25 = 3 · 8 + 1, tj. q = 8, r = 1.

ad b) (−25) : 3 = −8, zbytek je −1; tedy −25 = 3 · (−8) + (−1) ... to ještě nesplňuje
podmı́nku věty, odečteme tedy dělitele 3 od pravé strany a současně jej přičteme:

−25 = 3 · (−8)− 3 + 3− 1 = 3 · (−9) + 2 ⇒ q = −9, r = +2.

Ad cvičeńı 5.1.

1a) z1 + z2 = 3, z1 · z2 = 2− 2i+ 4i+ 4 = 6 + 2i.

z1
z2

=
1 + 2i

2− 2i
=

1 + 2i

2− 2i
· 2 + 2i

2 + 2i
=

2 + 2i+ 4i− 4

4 + 4
=
−2 + 6i

8
=
−1 + 3i

4
=
−1

4
+

3

4
i.

(1 + 2i)2 = 1 + 4i− 4 = −3 + 4i; (2− 2i)2 = 4− 8i− 4 = −8i.

1b) Můžeme použ́ıt klasický vzorec

x1,2 =
−1±

√
1− 4

2
=
−1

2
± i ·

√
3

2
.

Řešeńım rovnic s vyšš́ı mocninou proměnné x se budou studenti zabývat v předmětu
Algebra 3.

Cvičeńı 5.2. Převed’te daná komplexńı č́ısla v algebraickém tvaru na goniometrický
tvar:

2a) z1 = 2(cos 0 + i · sin 0), z2 = 2(cosπ + i · sin π).

2b) z3 = cos π
6

+ i · sin π
6
, z4 = cos 5π

6
+ i · sin 5π

6
.

2c) z5 = cos π
2

+ i · sin π
2
, z6 = cos 3π

2
+ i · sin 3π

2
= cos −π

2
+ i · sin −π

2
.

Cvičeńı 5.3. Převed’te daná komplexńı č́ısla v goniometrické tvaru na algebraický
tvar:

3a) z1 = −
√

2 + i ·
√

2.

3b) z2 = −3i.

3c) z3 = 2
√

3− 2i.

Ad cvičeńı 5.4. Ad 13a) Vyjdeme z předpokladu a|b, a|c a užit́ım definice 28 tento
předpoklad přeṕı̌seme:

b = a · q1, c = a · q2 pro nějaká č́ısla q1, q2 ∈ Z.

Pak lze č́ıslo (b+ c) vyjádřit jako

b+ c = aq1 + aq2 = a · (q1 + q2),
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UŽITÍM DIRICHLETOVA PRINCIPU, OPERACE S KOMPLEXNÍMI ČÍSLY 107

tedy podle definice 28 je (b+ c) nějaký násobek č́ısla a, tj. a|(b+ c).

Ad 13b) Důkaz je podobný d̊ukazu věty 13a).

Ad cvičeńı 5.5. Proved’me Euklid̊uv algoritmus pro hledáńı největš́ıho společného
dělitele:

364 : 208 = 1, zbytek r0 = 156;

208 : 156 = 1, zbytek r1 = 52;

156 : 52 = 3, zbytek r2 = 0.

Tj. NSD je posledńım nenulovým zbytkem, tj. jedná se o č́ıslo 52.

Tentýž NSD jsou schopni studenti naj́ıt i rozkladem na prvočinitele:

364 = 22 · 91 = 22 · 7 · 13;

208 = 23 · 26 = 24 · 13.

Tedy NSD = 22 · 13 = 52 ... brali jsme součin všech mocnin prvoč́ısel, které jsou děliteli
obou z daných č́ısel.

Ad cvičeńı 5.6. Převedeme jednotlivá tvrzeńı do symbolického matematického zápisu:

6a) 8|(2k + 1)2 − 1) pro k ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}. Upravme dělence:

(2k + 1)2 − 1 = 4k2 + 4k + 1− 1 = 4k(k + 1).

Součin k(k + 1) je jako součin po sobě jdoućıch č́ısel č́ıslo sudé nebo nula, tj. č́ıslo
dělitelné dvěma. Odtud jeho čtyřnásobek je dělitelný osmi.

6b) 8|[(2k + 1)2 − (2l + 1)2], kde k, l ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}. Upravme dělence:

(2k + 1)2 − (2l + 1)2 = 4k2 + 4k + 1− 4l2 − 4l − 1 = 4k(k + 1)− 4l(l + 1).

Podle úlohy 4(a) se jedná o rozd́ıl č́ısel dělitelných osmi, tj. výsledek je č́ıslo dělitelné
osmi.

6c) 6|(2k−1+2k+2k+1). Odtud úpravou dělence dostaneme: 2k−1+2k+2k+1 = 6k,
a to je č́ıslo evidentně dělitelné šesti (každý násobek šesti je dělitelný šesti).
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15.6 Výsledky ke kapitole 6.2 – Binárńı relace a jej́ı vlastnosti

Ad Př́ıklad 6.1. :

• reflexivńı relace je reprezentována smyčkami u všech prvk̊u (jedničkami na celé hlavńı
diagonále),

• antireflexivńı relace nepř́ıtomnost́ı smyček (nepř́ıtomnost́ı jedniček na hlavńı dia-
gonále),

• symetrická relace má pro každou šipku též šipku v opačném směru,

• antisymetrická relace nemůže mı́t oboustranné š́ıpky mezi dvěma r̊uznými prvky,

• tranzitivńı relace muśı pro např. šipku od a do b a od b do c obsahovat i šipku od a
do c,

• úplná relace jednak obsahuje všechny smyčky, a pak pro každé dva r̊uzné prvky x, y
vede šipka bud’ z x do y (tedy x je v relaci s y), nebo šipka z y do x, nebo oboj́ı.

Ad Př́ıklad 6.2. : Student̊um by mělo být jasné, že např. antireflexivńı (anti − 12)
relace neńı negaćı relace reflexivńı (11), ale úplným protipólem reflexivńı relace – tj. že
existuj́ı relace s nějakou smyčkou, které nejsou ani reflexivńı, ani antireflexivńı. Podobně
u tranzitivńı relace nemuśı být všechny možné tranzitivńı spoje prvky relace, ale jen ty,
které jsou vynuceny šipkami v posloupnosti tř́ı prvk̊u (tj. xρy a yρz vynucuj́ı šipku xρz).
Možná řešeńı viz obrázek:
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Ad Př́ıklad 6.3. : R je reflexivńı (11) a tranzitivńı (13). Je d̊uležité si všimnout,
že relace R neńı antisymetrická, protože např́ıklad 3|(−3) a (−3)|3, ale odtud neplyne
3 = −3. Neńı ani symetrická, protože pokud 3|6, neplyne odtud, že 6|3.

Ad Př́ıklad 6.4. : ad a) může, ale jen relace, která je podmnožinou reflexivńı relace,
bez šipek mezi r̊uznými prvky; tedy jedná se o relaci, jej́ıž jediné prvky jsou nějaké
smyčky (ne nutně všechny).

Ad Př́ıklad 6.5. : ad a) R je reflexivńı (11), antisymetrická (anti − 12) a tranzitivńı
(13).
ad b) R je reflexivńı (11), symetrická (12) a tranzitivńı (13).
ad c) R je reflexivńı (11), antisymetrická (anti− 12) a tranzitivńı (13).
ad d) R je pouze reflexivńı (11), jinak nic rozumného nelze ř́ıci.

Ad cvičeńı 6.3.

Ad a) Relace na jednoprvkové množině jsou dvě: prázdná relace a relace obsahuj́ıćı jednu
smyčku jediného prvku do sebe sama.

Ad b) Relaćı navzájem r̊uzných na dvouprvkové množině je šestnáct – viz obrázek:

Rozbor obrázku: na dvouprvkové množině existuj́ı čtyři kombinace rozděleńı smyček,
tj. čtyřikrát se muśı násobit jakákoli verze rozděleńı šipek mezi r̊uznými prvky.
Rozděleńı šipek mezi r̊uznými prvky jsou čtyři, tj. celkový počet je dán součinem
4 · 4 = 16 variant.

Ad c) Relaćı navzájem r̊uzných na tř́ıprvkové množině je 512:
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Rozbor obrázku: existuje osm rozděleńı smyček, tj. počet r̊uzných rozděleńı šipek
mezi navzájem r̊uznými prvky se muśı násobit osmi. Pro r̊uzná rozděleńı variant
šipek mezi r̊uznými prvky existuje

• jedna varianta bez šipek mezi r̊uznými prvky;

• šest variant jedné šipky mezi r̊uznými prvky;

• z šesti variant jedné šipky vyb́ıráme dvě šipky, tj. variant se dvěma šipkama
mezi r̊uznými prvky je

(
6
2

)
= 15 variant;

• variant se třemi šipkami existuje
(
6
3

)
;

• variant se čtyřmi šipkami existuje
(
6
4

)
;

• variant s pěti šipkami existuje
(
6
5

)
;

• variant se šesti šipkami existuje
(
6
6

)
.
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Tedy celkem dostáváme

8 ·
((

6

0

)
+

(
6

1

)
+

(
6

2

)
+ · · ·+

(
6

6

))
= 23 · 26 = 512 variant.

ad d) Můžeme se pokusit o hypotézu, kolik r̊uzných relaćı existuje na n-prvkové množině:

• Počet rozmı́stěńı smyček ... 2n.

• Dále počet rozmı́stěńı šipek mezi r̊uznými prvky ... 2 na počet variant umı́stěńı
jedné šipky mezi r̊uznými prvky.

• Jednu šipku umı́st́ıme kolika zp̊usoby? Vybereme dva r̊uzné prvky
(
n
2

)
zp̊usoby,

a vynásob́ıme dvěma. Jednu šipku mezi r̊uzné prvky tedy umı́st́ıme(
n

2

)
· 2 = n(n− 1) zp̊usoby.

• Celkem tedy máme: Počet relaćı na n-prvkové množině ... 2n · 2n(n−1) =
2n+n

2−n = 2n
2
.

Ad cvičeńı 6.4. Např́ıklad ρ = {[1; 2], [2; 1], [2; 3], [3; 2]}.

Ad cvičeńı 6.5. Např́ıklad ρ1 = {[1; 2]}, ρ2{[2; 3]} jsou obě tranzitivńı (protože
neporušuj́ı podmı́nku tranzitivity), ale jejich sjednoceńı tranzitivńı neńı.

Ad cvičeńı 6.6. Např́ıklad ρ = {[3; 4], [4; 3], [1; 2]} – porušuje podmı́nku symetrie i
podmı́nku antisymetrie.

Ad cvičeńı 6.7. a) Relace | je antisymetrická na množině N . b) Relace | neńı
antisymetrická na množině Z, protože z faktu, že 3|(−3) ∧ (−3)|3 neplyne 3 = −3.

Ad cvičeńı 6.8. Relace neńı reflexivńı, protože např. [2; 2] 6 inρ; neńı ani antireflexivńı,
protože [1; 1] ∈ ρ. Neńı symetrická, protože např. [2; 4] ∈ ρ, ale [4; 2] /∈ ρ. Antisymetrická
je, protože neporušuje podmı́nku antisymetrie – jediná dvojice navzájem symetrických
prvk̊u je totiž [1; 1], a v ńı se o navzájem r̊uzné prvky nejedná. Neńı tranzitivńı, protože
např. [2; 4] ∈ ρ, [4; 16] ∈ ρ, ale [2; 16] /∈ ρ. Neńı úplná, protože např. [2; 3] /∈ ρ a současně
ani [3; 2] /∈ ρ.

Ad cvičeńı 6.9. Vlastnost symetrie (12) relace ρ na množině M :

a) (12) symbolicky: ∀x, y ∈M : xρy ⇒ ¬(yρx);

b) Negace (12): ∃x, y ∈M : xρy ∧ ¬(yρx).

Ad cvičeńı 6.10 Vlastnost anti-(12) relace ρna množině M :

a) anti-(12) symbolicky: ∀x, y ∈M : xρy ∧ yρx ⇒ x = y;

b) Negace anti-(12): ∃x, y ∈M : xρy ∧ yρx ∧ x 6= y.
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Ad cvičeńı 6.11. Negujte vlastnost (13) relace ρna množině M , a to d̊ukladněji než
jen stylem

”
neńı pravda, že“. Postup:

a) (13) symbolicky: ∀x, y, z ∈M : xρy ∧ yρz ⇒ xρz.

b) Negace (13): ∃x, y, z ∈M : xρy ∧ yρz ∧ ¬(xρz).

Ad cvičeńı 6.12. Reflexivita (11): neplat́ı, protože např. {1; 2} neńı v relaci se sebou
samotnou.
Antireflexivita anti-(11): neplat́ı, protože celá množina A je v relaci se sebou samotnou.
Symetrie (12): plat́ı, při sjednoceńı v podmı́nce relace nezálež́ı na pořad́ı množin.
Anti-(12): neplat́ı, např. {1; 2} a {3; 4; 5} jsou v relaci, a přitom se jedná o r̊uzné
podmnožiny.
Tranzitivita (13): Neplat́ı, např. {1}ρ{2; 3; 4; 5} a současně {2; 3; 4; 5}ρ{1; 2}, ale
¬({1}ρ{1; 2}).
Úplnost (14): Neplat́ı, např. ¬({1}ρ{1; 2}) a současně ¬({1; 2}ρ{1}).

Ad cvičeńı 6.13. Jakákoli dvě lichá č́ısla jsou navzájem v relaci ρ1. Liché č́ıslo neńı
v relaci se žádným sudým č́ıslem, ani dvě sudá č́ısla nejsou nikdi v relaci. A proto tedy:
Reflexivita (11): Neplat́ı, protože např. [2; 2] /∈ ρ1.
Antireflexivita anti-(12): Neplat́ı, protože např. [3; 3] ∈ ρ1. Symetrie (12): Plat́ı, protože
u součinu nezálež́ı na pořad́ı č́ısel.
Anti-(12): Neplat́ı, protože např. [1; 3] ∈ ρ1 a [3; 1] ∈ ρ1 a č́ısla 1 a 3 jsou navzájem r̊uzná.
Tranzitivita (13): Plat́ı, vlastnost lichého výsledku se přenáš́ı na součin jakýchkoli dvou
lichých č́ısel.
Úplnost (14): Neplat́ı, např. [2; 4] /∈ ρ1 ani [4; 2] /∈ ρ1.

Ad cvičeńı 6.14. Vlastnosti relace u týmů, které hraj́ı proti soupeři na domáćım
hřǐsti:
Reflexivita (11): Neplat́ı, týmy nehraj́ı se sebou samotným v soutěžńım zápase (i když na
tréninku ano, ale to se nepoč́ıtá).
Antireflexivita anti-(11): Plat́ı.
Symetrie (12): Plat́ı, oba týmy hraj́ı společně na domáćım hřǐsti i na hřǐsti soupeře.
Anti-(12): Neplat́ı, ze symetrického vztahu neplyne, že tým hraje sám se sebou.
Tranzitivita (13): Ano, protože hraje každý s každým, tj. v relaci jsou obsaženy všechny
uspořádané dvojice se dvěma r̊uznými týmy.
Úplnost (14): Podle definice pojmu vlastnosti (14) tato relace neńı úplná, protože úplnost,
jak jsme ji definovali, zahrnuje i reflexivitu. Kdyby někdo definoval pojem úplné relace
jen pro navzájem r̊uzné prvky, relace by úplná byla.

Ad cvičeńı 6.15. Viz odpovědi na otázky a výsledky na konci sb́ırky [17].
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15.7 Výsledky ke kapitole 7.2 – ekvivalence a rozklady

Ad Př́ıklad 7.4. Relace jsou reprezentovány šipkovými grafy v obrázku množin:

Ad Př́ıklad 7.5. a) Možných rozklad̊u čtyřprvkové množiny na podmnožiny je
patnáct. b) Relace ekvivalence je v každém množinovém rozkladu vyznačena soustavou
šipek (šipkovým grafem). U ekvivalence určené rozkladem plat́ı, že v relaci jsou všechny
možné prvky v každé podmnožině rozkladu:

Ad cvičeńı 7.1. Faktormnožina má čtyři prvky – jsou jimi podmnožiny M1, M2, M3,
M4, viz obrázek:
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Ad cvičeńı 7.2. Relace ekvivalence je reprezentována šipkovým grafem. V relaci jsou
všechny možné prvky v každé množině rozkladu:

Ad cvičeńı 7.3. Rozkladu na dvě podmnožiny

Odpov́ıdá relace ekvivalence na množině reálných č́ısel definovaná

ρ = {[x; y] : (x < 0 ∧ y < 0) ∨ (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0)}.

Ad cvičeńı 7.4. Ekvivalenci lze přirozeně definovat mezi těmi zlomky, které lze rozš́ı̌rit
či zkrátit jeden na druhý. Faktormnožina podle této ekvivalence má šest prvk̊u – množiny
M1, M2, . . ., M6. Viz obrázek:
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Ad cvičeńı 7.5. Chceme rozdělit rozkladem reálná č́ısla na dvě podmnožiny –
např́ıklad na č́ısla záporná a č́ısla nezáporná. V každé podmnožině muśı být v relaci
ekvivalence každý prvek s každým prvkem. Tedy můžeme třeba i využ́ıt zkrácený zápis:

ρ = {[x; y] ∈ R2 : (x < 0 ∧ y < 0) ∨ (x ≥ 0 ∧ y ≥ 0)}.

Uvedené řešeńı je jedno z možných řešeńı – rozdělit množinu do dvou podmnožin lze
provést mnoha zp̊usoby (nekonečně mnoha zp̊usoby).

Ad cvičeńı 7.6. Výsledky viz sb́ırka [17], ke konci textu.
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15.8 Výsledky ke kapitole 8.3 – Uspořádané množiny, maximálńı
prvek, největš́ı prvek a supremum

Ad Př́ıklad 8.1 : Relace je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı – takže je to podle
definice, která bude následovat, uspořádáńı!!

Ad Př́ıklad 8.3 : Daný Hasseúv diagram je na obrázku 16 (b).

Ad Př́ıklad 8.4: Neizomorfńıch poset̊u na tř́ıprvkové množině je pět – viz obrázek 33:

Obrázek 33: Všechny navzájem r̊uzné (až na přeznačeńı prvk̊u) tř́ıprvkové posety.

Ad Př́ıklad 8.7 : Všech přirozených dělitel̊u č́ısla 60 je dvanáct, jejich uspořádáńı do
posetu vytvář́ı něco jako

”
dva kvádry nad sebou“, pokud je spoj́ıme úhledně – viz obrázek:

Ad Př́ıklad 8.9 : ad a) sup{a, d} = c, sup{e, f} = e.
ad b) supM neexistuje, protože množina horńıch závor {b, c, d} nemá nejmenš́ı prvek.

Ad cvičeńı 8.1: i)

�a = {[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], [1, 2], [2, 3], [1, 3], [1, 4], [4, 3], [1, 3]};

�b = {[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], [3, 4], [4, 1], [3, 1], [4, 2], [3, 2]}.

ii)
�a = {[1, 2], [2, 3], [1, 3], [1, 4], [4, 3], [1, 3]};

�b = {[3, 4], [4, 1], [3, 1], [4, 2], [3, 2]}.

iii)
≺a= {[1, 2], [2, 3], [1, 4], [4, 3]};

≺b= {[3, 4], [4, 1], [4, 2]}.
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Ad cvičeńı 8.2: Jedná se o poset zobrazený na titulńı straně textu [14]: obrázek 34.

Obrázek 34: Poset (2P ,⊆) pro P = {1, 2, 3, 4}.

Ad cvičeńı 8.3.

Ad cvičeńı 8.4. Navzájem r̊uzných poset̊u (až na přeznačeńı prvk̊u) na čtyřprvkové
množině je šestnáct – viz obrázek:
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Ad cvičeńı 8.5. Vzájemné souvislosti mezi minimálńım prvkem, nejmenš́ım prvkem
a infimem jsou vymezeny na obrázku:

Z osmi variant kombinace prvk̊u
”
MIN“,

”
NEJM“,

”
INF“, kdy dané prvky existuj́ı či

neexistuj́ı, tři varianty v̊ubec nemohou nastat:

a) nenastane 6 ∃ MIN, ∃ NEJM, ∃ INF;

b) nenastane ∃ MIN, ∃ NEJM, 6 ∃ INF;

c) nenastane 6 ∃ MIN, ∃ NEJM, 6 ∃ INF.
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Daľśıch pět kombinaćı by s trochou fantazie (viz obrázek) mohlo obsahovat posety daného
typu.

Ad cvičeńı 8.6. Viz obrázek – dva možné př́ıklady. Poset (b) má skutečně tři mi-
nimálńı a dva maximálńı prvky, protože nesrovnatelný prvek je jak prvkem maximálńım,
tak prvkem minimálńım.

Ad cvičeńı 8.7. Viz obrázek:

Ad cvičeńı 8.8. Např́ıklad oba posety ve cvičeńı 8.6 – třeba prvky 1, 2, 3 jsou
navzájem nesrovnatelné, tj. žádný neńı menš́ı nebo roven než ty druhé dva.

Ad cvičeńı 8.9. Oba posety na obrázku – prvky a, d, e jsou navzájem nesrovnatelné,
žádný neńı menš́ı nebo roven než ty daľśı dva:

Ad cvičeńı 8.10.

a) . . . ∀x ∈M : x ≤ x0.

b) . . . ∃x ∈M : (x > x0 ∨ x 6≤ x0).
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Ad cvičeńı 8.11.

ad a) Hasse̊uv diagram je schéma, které zachycuje relaci uspořádáńı. Vztah [x, y] re-
lace je v něm zachycen tak, že existuje posloupnost bezprostředńıch předch̊udc̊u a
následovńık̊u, že

x ≺ x1 ≺ x2 ≺ · · · ≺ y.

Přitom uspořádanost dvojice je zachycena t́ım, že prvńı prvek ve dvojici je nakreslen
ńıže než druhý prvek ... d́ıky této úmluvě se šipky nekresĺı, protože všechny by
směřovaly směrem nahoru.

Zachyceńı vlastnost́ı uspořádáńı: (11) ... smyčky se nekresĺı a rozumı́ se, že všechny
prvky jsou v relaci se sebou automaticky;
anti-(12): nemohou být spojeny hranou dva prvky v diagramu vedle sebe – to by
znamenalo, že jsou navzájem v relaci, a přitom jsou r̊uzné, tj. byla by porušena
podmı́nka anti-(12);
(13): Pokud a�b ∧ b�c tak se má za to, že automaticky plat́ı a�c, ovšem hrana a→ c
se nesmı́ kreslit. Jakmile jsou některé dva prvky spojeny řetězcem bezprostředńıch
předch̊udc̊u a následovńık̊u, jsou (v daném pořad́ı: nižš́ı prvek s vyšš́ım prvkem) v
relaci, i když diagram je nespojuje hranou.

ad b) Tento diagram je téměř stejný jako ten ze cvičeńı 8.3, ovšem neńı v něm zakreslena
horńı řada prvk̊u z 8.3, tj. č́ısla 16, 48, 144.

Ad cvičeńı 8.12. Ano, jedná se o poset, viz obrázek:

Ad cvičeńı 8.13.

a) Na posetu (P,�) uvažujme neprázdnou podmnožinu M . Č́ıslo m je infimum množiny
M v tomto posetu, když je největš́ı dolńı závorou množiny M .

b) Největš́ı dolńı závorou je největš́ı společný dělitel daných č́ısel z množiny M , nejmenš́ı
horńı závorou je nejmenš́ı splečný násobek těchto č́ısel. Tedy inf{8, 12, 30} = 2 a
sup{8, 12, 30} = 120.

Ad cvičeńı 8.14. Viz výsledky na konci textu [17].
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15.9 Výsledky ke kapitole 9.2 – Zobrazeńı, funkce, posloupnost,
operace

Ad cvičeńı 9.4. Viz obrázek v definici 52e).

Ad cvičeńı 9.5. Viz obrázek v definice 52d).

Ad cvičeńı 9.6. ad a) Viz definice 53; ad b) g ◦ f(x) =
√

sinx.

Ad cvičeńı 9.7. ad a) viz definice 52; ad b) h ◦ g ◦ f(x) = 1
(2x+1)2

.

Ad cvičeńı 9.8. Porovnejte své odpovědi s definicemi jednotlivých typ̊u zobrazeńı.
Zaměřte se také na to, zda každý př́ıklad zobrazeńı je nebo neńı zobrazeńım v́ıce typ̊u
současně. Zd̊uvodňete proč se jedná o daný typ.

Ad cvičeńı 9.9. Definujeme př́ıklad zobrazeńı f : Z → N , které je injektivńı, ale ne
surjektivńı. Řešeńı zde existuje celá řada, popǐsme jen jedno z nich (je výhodou si celou
situaci kreslit):

• Nemá se jednat o surjekci, tak nechejme třeba č́ısla 1 a 2 neobsazená žádným vzorem.

• Nulu v Z zobraźıme např́ıklad na trojku v N : f(0) = 3.

• Zdá se, že zobrazit dvě nekonečné množiny (množinu kladných celých č́ısel a
množinu záporných celých č́ısel) na jednu nekonečnou množinu neńı možné, ale
zobrazeńı je možné zkonstruovat d́ıky paradox̊um, které plat́ı u nekonečných množin:
množinu {4, 5, 6, . . .} lze totiž rozdělit na dvě nekonečné podmnožiny, např́ıklad na
podmnožinu jej́ıch sudých č́ısel a podmnožinu jej́ıch lichých č́ısel:

{4, 5, 6, 7, 8, 9, . . .} = {4, 6, 8, . . .} ∪ {5, 7, 9, . . .}.

To nám už napov́ıdá, jakým zp̊usobem definujeme hledané zobrazeńı f :

– Kladná celá č́ısla zobraźıme injektivně na množinu {4, 6, 8, . . .}: f(1) = 4,
f(2) = 6, f(3) = 8, f(4) = 10, atd.

– Záporná celá č́ısla zobraźıme injektivně na množinu {5, 7, 9, . . .}: f(−1) = 5,
f(−2) = 7, f(−3) = 9, f(−4) = 11, atd.

Zobrazeńı f jsme tedy zkonstruovali tak, že žádné dva obrazy nejsou stejné (tj. jedná se
o injekci), a přitom č́ısla 1, 2 v množině N nejsou obsazena žádným vzorem (NEjedná se
o surjekci).

Ad cvičeńı 9.10. Definujme př́ıklad zobrazeńı f : R→ Z, které je surjektivńı, ale ne
injektivńı. Řešeńı existuje celá řada, poṕı̌seme jedno z nich (je výhodné si celou situaci
kreslit):

• Má se jednat o surjekci, tak pokryjme nejprve celou množinu Z obrazy bod̊u z R –
můžeme vźıt třeba velmi jednoduchý předpis f(k) = k pro všechna k ∈ Z. Už nyńı
v́ıme, že f bude surjekce.
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• Nyńı zbývá dodefinovat zobrazeńı f pro ta reálná č́ısla, která nejsou celá. Muśıme
to ovšem udělat takovým zp̊usobem, aby všechny obrazy byly celoč́ıselné. Vezměme
např́ıklad f(x) = k pro každé x z intervalu (k; k + 1).

Zobrazeńı f je definováno tak, že pro každé celoč́ıselné k se celý interval 〈k; k+ 1) zobraźı
na celé č́ıslo k. Jinými slovy, f neńı injekce, protože r̊uzná x z intervalu 〈k; k + 1 se
zobrazuj́ı na stejné celé č́ıslo.

Ad cvičeńı 9.11. Definujme př́ıklad zobrazeńı f : N → Z, které je bijektivńı.Řešeńı
existuje celá řada, poṕı̌seme jedno z nich (je výhodné si celou situaci kreslit):

• Nejprve pokryjeme nulu, např́ıklad jedničkou: f(1) = 0.

• Dále pokryjme záporná č́ısla, kterých je nekonečně mnoho: pokryjeme je sudými
přirozenými č́ısly, kterých je také nekonečně mnoho!!! f(2) = −1, f(4) = −2, f(6) =
−3, f(8) = −4, atd. obecně f(k) = −k

2
pro sudá k.

• A zbývá pokrýt kladná celá č́ısla, kterých je také nekonečně mnoho. Nám ovšem
ještě nekonečně mnoho neobsazených vzor̊u zbývá, tj. f(3) = 1, f(5) = 2, f(7) = 3,
f(9) = 4, atd. obecně f(l) = l−1

2
pro lichá l ≥ 3.

Takto definované zobrazeńı je konstruováno tak, aby pokrylo všechna celá č́ısla (tj. je
surjekce), a současně Df = N a f nenabývá dvou stejných hodnot (tj. je injekce).
Dohromady je tedy bijekćı.

Ad cvičeńı 9.12. Výsledky na konci učebnic [8], [17]. V př́ıpadě nejasného vysvětleńı
kontaktujte svého cvič́ıćıho.
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15.10 Výsledky ke kapitole 10.2 – Lineárńı a kvadratické funkce

Ad cvičeńı 10.9. Při úpravě předpisu kvadratické funkce y = −2x2 + 3x + 1 nejprve
vytkneme −2, aby u člene x2 v závorce byl koeficient 1, a pak vnitřek závorky doplńıme
na úplný čtverec (přičteme a odečteme č́ıslo 9

16
, aby se výsledek nezměnil, ale mohli jsme

pro prvńı tři členy v závorce použ́ıt vzorec (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2):

−2x2 + 3x+ 1 = −2 · (x2 − 3

2
x− 1

2
) = −2 ·

([
x2 − 2 · x · 3

4
+

9

16

]
− 9

16
− 1

2

)
=

= −2 ·
([
x− 3

4

]2
− 17

16

)
= −2 ·

(
x− 3

4

)2

+
17

8
.

Z upraveného tvaru je vidět: −2 znamená, že funkce bude nabývat neohraničeně
záporných funkčńıch hodnot (tj. jej́ı graf parabola bude otočená směrem k minus ne-
konečnu na svislé ose), z daľśıch hodnot vyčteme, že vrchol paraboly nastává v bodě[
3
4
; 17

8

]
.

Z grafu funkce vid́ıme, že Df = R, Hf = (−∞; 17
8
〉.

Ad cvičeńı 10.10. Z vymezuj́ıćıch množin Df = R, Hf = 〈2;∞) vid́ıme, že parabola
bude tentokrát otočená k plus nekonečnu na svislé ose. Vrchol nastává pro x = 3, má tedy
souřadnice [3; 2].
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Můžeme psát předpis ve tvaru

f(x) = (x− 3)2 + 2.

Tento vzorec neńı určen jednoznačně, protože v zadáńı úlohy neńı uvedeno, jak moc má
být parabola sevřená-rozevřená kolem své osy. Koeficient před závorkou nemuśı být roven
jedné, ale jakékoli nenulové kladné reálné hodnotě. Předpisy f(x) = 0,5 · (x − 3)2 + 2,
f(x) = 5 · (x− 3)2 + 2, atd. jsou všechny odpověd́ı na zadáńı úlohy. Možná bychom mohli
psát f(x) = a · (x− 3)2 + 2, kde a ∈ R+.
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MOCNINNÉ A ODMOCNINNÉ 125

15.11 Výsledky ke kapitole 11.2 – Lineárně lomené funkce,
funkce mocninné a odmocninné

Ad cvičeńı 11.4. Výsledky př́ıklad̊u na lineárně lomenou funkci:

4a) Abychom źıskali základńı tvar vyjádřeńı funkce f(x) = 3x+2
x−1 , provedeme děleńı poly-

nomů:

(3x+ 2) : (x− 1) = 3 +
5

x− 1
.

Odtud už je vidět, že svislá osa je posunuta do př́ımky x = 1 a vodorovná do př́ımky
y = 3, a tedy můžeme kreslit posunutý graf:

Dále Df = R− {1}, Hf = R− {3}.

4b) Z Df = R \ {3} plyne, že svislá osa je posunutá do př́ımky x = 3. Z Hf = R \ {−1}
plyne, že vodorovná osa je posunuta do př́ımky y = −1. Dále protože funkce je
pro x > 3 rostoućı, jej́ı graf lež́ı v posunutém druhém a čtvrtém kvadrantu, což lze
zař́ıdit znaménkem MINUS v čitateli zlomku ze základńıho tvaru. Tomu odpov́ıdá
např. funkce f(x) = −1 − 1

x−3 , nebo f(x) = −1 − 2
x−3 , zkrátka každá funkce typu

f(x) = −1− a
x−3 , kde a ∈ R+:
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4c) Děláme podobně jako 4a): Provedeme děleńı polynomů

(x− 1) : (2x+ 2) =
1

2
− 2

2x+ 2
.

Odtud už je vidět, že svislá osa je posunutá do př́ımky x = −1 (je to ta hodnota
proměnné x, pro kterou 2x+2 je rovno nule) a vodorovná osa je posunuta do př́ımky
y = 1

2
. Graf kresĺıme do druhého a čtvrtého posunutého kvadrantu, což plyne ze

znaménka MINUS před zlomkem základńıho tvaru (to vlastně znamená, že −2 se
nacháźı v čitateli zlomku):

Dále Df = R− {−1}, Hf = R− {1
2
}.

Ad cvičeńı 11.10. Jedná se o podobnou funkci jako je y = 1
x2

= x−2 na zúženém
definičńım oboru, jenže graf zadané funkce je oproti této funkci posunutý o dvě jednotky
doprava a tři jednotky nahoru.

ad 10a) Graf funkce f(x) = 1
(x−2)2 + 3 pro x ∈ (2;∞): viz obrázek ńıže.
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ad 10b) Nejprve zaměńıme x a y ve vzorci: x = 1
(y−2)2 + 3, a pak z něj vyjádř́ıme y:

y =
±1√
x− 3

+ 2.

Z̊ustává otázkou, jaké znaménko zvolit na mı́stě ±. Pomůže nám, že definičńı obor
funkce f(x) obsahoval pouze kladná č́ısla (větš́ı než 2) – tj. obor hodnot Hf−1

bude také obsahovat pouze kladná č́ısla (větš́ı než 2). Tj. v čitateli zlomku voĺıme
znaménko PLUS a hledaná funkce je tvaru f−1(x) = 1√

x−3 + 2.

Grafy obou funkćı viz obrázek:

Cvičeńı 11.11.

11a) Df = R− {−1}, Hf = R− {−3}, graf funkce viz obrázek:

11b) Nejprve zaměńıme x a y ve vzorci: x = 1
(y+1)2

− 3, a pak z něj vyjádř́ıme y:

y =
±1√
x+ 3

− 1.
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Z̊ustává otázkou, jaké znaménko zvolit na mı́stě ±. Pomůže nám, že definičńı obor
funkce f(x) obsahoval pouze kladná č́ısla – tj. obor hodnot Hf−1 bude také obsa-
hovat pouze kladná č́ısla. Tj. v čitateli zlomku voĺıme znaménko PLUS a hledaná
funkce je tvaru f−1(x) = 1√

x+3
− 1. Graf obou funkćı viz obrázek:

Ad cvičeńı 11.12. Grafy funkćı a) f(x) = −x2+1, b) f(x) = (x−5)3, c) f(x) = −1
x

+2
jsou na obrázku:

ad a) D(f) = R, H(f) = (−∞; 1〉 a př́ıslušná inverzńı funkce f−1 neexistuje, protože
funkce f neńı prostá. Eventuálně bychom se mohli se zadáńım funkce omezit na
nezáporná x, na tomto z̊uženém intervalu už funkce f prostá je a inverzi najdeme
včetně grafu:
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MOCNINNÉ A ODMOCNINNÉ 129

Nebo se můžeme omezit na nekladná x – pro takto zúžený definičńı obor také inverzńı
funkce existuje, viz grafy:

ad b) D(f) = R, H(f) = R a inverze existuje, protože f je funkce prostá – viz obrázek
ńıže.

ad c) D(f) = R− {0}, H(f) = R− {2} a inverze existuje, protože f je funkce prostá –
viz obrázek:

Ad cvičeńı 11.13. Grafy funkćı a) f(x) = 2x−2, b) f(x) = x−3 − 1 jsou na obrázku:
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ad a) D(f) = R−{0}, H(f) = 〈0;∞) a př́ıslušná inverzńı funkce f−1 neexistuje, protože
funkce f neńı prostá. Eventuálně bychom se mohli se zadáńım funkce omezit na
kladná x, na tomto z̊uženém intervalu už funkce f prostá je a inverzi najdeme včetně
grafu:

Nebo se můžeme omezit na záporná x – pro takto zúžený definičńı obor také inverzńı
funkce existuje, viz grafy:



15.11 VÝSLEDKY KE KAPITOLE ?? – LINEÁRNĚ LOMENÉ FUNKCE, FUNKCE
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ad b) D(f) = R− {0}, H(f) = R− {−1} a inverze existuje, protože f je funkce prostá
– viz obrázek:

Ad cvičeńı 11.14. Grafy funkćı a) y = x−3, b) y = x−4 jsou na obrázku:

ad a) Na intervalu (−∞; 0) funkce f nemá minimum, protože neńı zdola ohraničená.
Plat́ı totiž

lim
x→0−

1

x3
= −∞

(čteme: limita z funkce 1
x3

pro x bĺıž́ıćı se k nule zleva se rovná minus nekonečnu).
Na intervalu (0;∞) ovšem minimum také neexistuje – funkčńı hodnoty pro x jdoućı
k nekonečnu se sice limitně bĺıž́ı k nule, tj.

lim
x→∞

1

x3
= 0,

ovšem funkce f této funkčńı hodnoty nenabývá v žádném konečném bodě. Použit́ım
terminologie z kapitoly 8 ř́ıkáme, že množina funkčńıch hodnot funkce f má pro x z
intervalu (0;∞) infimum (rovné nule), nikoli minimum.

ad b) Funkce f(x) = 1
x4

nemá v žádném bodě svého definičńıho oboru minimum –
pouze je množina H(f) ohraničená a má infimum, ale minimum funkce f neexistuje
v žádném bodě definičńıho oboru.
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15.12 Výsledky ke kapitole 12.2 – Funkce exponenciálńı a loga-
ritmické

Ad cvičeńı 12.1.

a) Df = R, Hf = R+, graf viz obrázek:

b) Nejprve zaměńıme x a y, dostaneme x = 0,5y. Nyńı z tohoto vztahu vyjádř́ıme y,
přitom máme na paměti, že inverzńı funkce k mocninné funkce je funkce logaritmická,
jej́ıž základem je č́ıslo, které bylo v exponenciálńı funkci umocněno na mocninu x,
dostaneme tedy: y = log0,5 x.

Ad cvičeńı 12.2.

a) Nehezkou zápornou mocninu uprav́ıme: f(x) = 0,3−x + 2 =
(

3
10

)−x
+ 2 =

(
10
3

)x
+ 2.

Vid́ıme, že Df = R a Hf = (2;∞) a funkce je rostoućı, protože základ exponentu
je 10

3
, což je č́ıslo větš́ı než 1:

b) Nejprve zaměńıme y a x, dostaneme x = (10
3

)y + 2. Odtud vyjádř́ıme y:

f−1(x) = y = log 10
3

(x− 2).
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Ad cvičeńı 12.3.

a) Df = (1;∞) ... kdo si neńı jistý, řeš́ı nerovnici x− 1 > 0, tj. argument funkce logarit-
mické muśı být kladný. Dále Hf = R. Graf funkce je posunutý o hodnotu 1 doprava
vzhledem k základńımu grafu y = log2x:

b) Rovnici ln y = x2 + 2 lze převést na ekvivalentńı rovnici

eln y = ex
2+2.

Na levé straně této rovnice jsou funkce navzájem inverzńı, tj. obě se vyruš́ı a dosta-
neme y = ex

2+2.

Ad cvičeńı 12.4.

a) Vyjdeme z grafu funkce af funkce y = log2(x − 1), který je výsledkem cvičeńı
12.3.(a). Nejprve k funkci ze cvičeńı 12.3.(a) přidáme znaménko MINUS – t́ım
dojde k překlopeńı celého grafu vzhledem k vodorovné souřadné ose x. A nakonec k
výsledku přičteme hodnotu 2, což odpov́ıdá posunu celého grafu v kladném směru
osy y:

Posun grafu o hodnotu 2 nezměnil ani Dy, ani Hy funkce z předchoźıho kroku,
pouze se bod [2; 0] (pr̊useč́ık grafu s osou x) posunul do bodu [2; 2]. Celkem vid́ıme
u výsledné funkce, že Df = (1;∞), Hf = R.

b) Nejprve zaměńıme x, y a dostaneme x = − log2(y−1)+2. Odtud vyjádř́ıme proměnnou
y: před umı́stěńım obou stran rovnice do mocniny č́ısla 2, které je základem logaritmu
v našem př́ıkladu, rovnici uprav́ıme do takového tvaru, že logaritmus je na jedné
straně s koeficientem 1, vše ostatńı je na druhé straně rovnice:

log2(y − 1) = 2− x.
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Nyńı obě strany rovnice naṕı̌seme do exponentu základu 2 – d́ıky
”
zameteńı smet́ı“

před logaritmem na levé straně se exponenciálńı funkce a logaritmus o stejném
základu vyruš́ı, tj. dostaneme

2log2(y−1) = 22−x ⇒ y − 1 = 22−x = 22 · 2−x = 4 · 0,5x ⇒ y = 4 · 0,5x + 1.

Můžeme vesele kreslit graf exponenciálńı funkce:

Ad cvičeńı 12.5. K funkci f(x) = 2x−1 + 3 existuje funkce inverzńı, jej́ıž předpis má
tvar f−1(x) = log2(x− 3) + 1. D(f) = R, H(f) = (3;∞), D(f−1) = (3;∞), H(f−1) = R.
Oba grafy vid́ıte na obrázku osově souměrné vzhldem k př́ımce y = x, která představuje
záměnu proměnných při vyjádřeńı závislosti v inverzńım směru:

Ad cvičeńı 12.6. Grafy funkćı a) y = 0,3x; b) y = −0,3x; c) y = 2 − 0,3x vid́ıte na
obrázku:
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k posledńı uvedené funkci je na následuj́ıćım obrázku nakreslena i funkce inverzńı:

Ad cvičeńı 12.7. K funkci f(x) = 2 · log4 x− 1 má inverzńı funkce předpis f−1(x) =

4
x+1
2 . Pokud si ještě vyjádř́ıme 4 jako 22, lze vzorec upravit na tvar

f−1(x) = 22·(x
2
+ 1

2
) = 2x+1.

Ad cvičeńı 12.8. K funkci f(x) = log5(x + 2) − 1 existuje funkce inverzńı zadaná
předpisem f−1(x) = 5x+1 − 2. Oba grafy vid́ıte na obrázku:
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Je patrné, že D(f) = (−2;∞), H(f) = R, D(f−1) = R, H(f−1) = (−2;∞).
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15.13 Výsledky ke kapitole 13.2 – Funkce goniometrické a cyk-
lometrické

Ad cvičeńı 13.1. až 13.5. Výsledky př́ıklad̊u najdete v učebnici [10].

Cvičeńı 13.6. Grafy a vlastnosti cyklometrických funkćı:

1. Graf funkce f(x) = arcsin
(
x
2

)
− π

2
:

• Vyjdeme z D(arcsin x) = 〈−1; 1〉, H(arcsin x) = 〈−π
2

; π
2
〉: Argument funkce

arcsin muśı ležet v tomtéž intervalu 〈−1; 1〉:

−1 ≤ x

2
≤ 1 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 ⇒ D(f) = 〈−2; 2〉.

• H(f) dostaneme tak, že H(arcsin x) = 〈−π
2

; π
2
〉 posuneme o hodnotu π

2
do

”
záporného směru“: H(f) = 〈−π; 0〉.

• Ještě si můžeme uvědomit, že funkce arcus sinus je rostoućı (pokud v argumentu
neńı minus před x, protože to by zp̊usobilo zase nějaké změny);

• Vyznač́ıme do grafu funkčńı hodnoty v krajńıch bodech definičńıho oboru:
f(−2) = −π, f(2) = 0 a můžeme kreslit graf:

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je rostoućı na celémD(f), lokálńı i globálńı minumum
nastává v bodě x = −2, lokálńı a globálńı maximum nastává v bodě x = 2.

2. Graf funkce f(x) = arccos (3x− 2):

• Vyjdeme z D(arccos x) = 〈−1; 1〉, H(arccos x) = 〈0;π〉: Argument funkce
arccos muśı ležet v tomtéž intervalu 〈−1; 1〉:

−1 ≤ 3x− 2 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 3x ≤ 3 ⇒ 1

3
≤ x ≤ 1 ⇒ D(f) = 〈1

3
; 1〉.
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• H(f) se neměńı, protože po vypočteńı arkus kosinu argumentu už dále k této
hodotě nic nepřič́ıtáme, ani ji nič́ım nenásob́ıme, tj. H(f) = 〈0;π〉.

• Ještě si můžeme uvědomit, že funkce arcus cosinus je klesaj́ıćı (pokud v argu-
mentu neńı minus před x, protože to by zp̊usobilo zase nějaké změny);

• Vyznač́ıme do grafu funkčńı hodnoty v krajńıch bodech definičńıho oboru:
f(1

3
) = π, f(1) = 0 a můžeme kreslit graf:

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je klesaj́ıćı na celém D(f), lokálńı i globálńı minu-
mum nastává v bodě x = 1, lokálńı a globálńı maximum nastává v bodě x = 1

3
.

3. Graf funkce f(x) = 1
2
· arccotg (2x− 5) + π:

• Vyjdeme z D(arccotg x) = R, H(arccos x) = (0; π): Argument funkce arccotg
může být libovolný, tj. D(f) = R. Maximálně bychom si mohli ř́ıci, kam se
posune základńı bod [0; π

2
] pr̊useč́ıku grafu funkce arccotg x se svislou osou:

tento jakýsi střed souměrnosti grafu se posune do takového bodu, ve kterém
plat́ı 2x− 5 = 0, tj. x = 5

2
.

• H(f) se změńı dvěma zásahy: nejprve se násobeńım jednou polovinou interval
H(arccotg x) = 〈0; π〉 zmenš́ı na (0; π

2
), a pak se po přičteńı č́ısla π posune na

H(f) = (π; 3π
2

). Odtud lze určit, že střed souuměrnosti grafu bude mı́t y-ovou
souřadnici ve středu intervalu H(f), tj. pro

y =
1

2
(π +

3π

2
) =

5π

4

• Ještě si můžeme uvědomit, že funkce arcus cotangens je klesaj́ıćı (pokud v
argumentu neńı minus před x, protože to by zp̊usobilo zase nějaké změny);

• Vyznač́ıme do grafu střed souměrnosti grafu [5
2
; 5π

4
], a také asymptoty v krajńıch

bodech intervalu H(f) – jedná se o konstantńı funkce y = π a y = 3π
2

– a
můžeme kreslit graf:
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Vlastnosti funkce f(x): Funkce je klesaj́ıćı v R a nemá lokálńı ani globálńı extrémy
– můžeme maximálně ř́ıci, že je ohraničená shora i zdola.

Ad cvičeńı 13.7. a 13.8. Výsledky př́ıklad̊u najdete v učebnici [10].
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15.14 Výsledky ke kapitole 14.2 – Vlastnosti funkce – shrnut́ı

Ad cvičeńı 14.7. Definice v těchto odpověd́ıch nemuśı být zcela totožné s definicemi v
textu.

ad a) Relace f je zobrazeńı z X do Y , když ...

∀x ∈ X ∃ nejvýše jedno y ∈ Y : [x; y] ∈ f.

ad b) Relace f neńı zobrazeńı z X do Y , když ...

∃x ∈ X, y, z ∈ Y : [x; y] ∈ f ∧ [x; z] ∈ f ∧ y 6= z.

ad c) Funkce f je rostoućı na intervalu I, když ...

∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

ad d) Funkce f neńı rostoućı na intervalu I, když ...

∃x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ∧ f(x1) ≥ f(x2).

ad e) Funkce f je klesaj́ıćı na intervalu I, když ...

∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

ad f) Funkce f neńı klesaj́ıćı na intervalu I, když ...

∃x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ∧ f(x1) ≤ f(x2).

ad g) Reálné č́ıslo x0 je lokálńı minimum funkce f , když ...

∃(a; b) ⊆ D(f) : x0 ∈ (a; b) ∧ f(x0) ≤ f(x)∀x ∈ (a; b).

ad h) Reálné č́ıslo x0 neńı lokálńı minimum funkce f , když ...

∀((a; b) ⊆ D(f) : x0 ∈ (a; b))∃x1 ∈ (a; b) : f(x0) > f(x1)

(slovně: x0 neńı lokálńım minimem funkce f , když pro jakýkoli interval (a; b), který
obsahuje bod x0, lež́ı v tomto intervalu nějaký bod x1 s nižš́ı funkčńı hodnotou
f(x1) < f(x0)).

ad i) Reálné č́ıslo x0 je lokálńı maximum funkce f , když ...

∃(a; b) ⊆ D(f) : x0 ∈ (a; b) ∧ f(x0) ≥ f(x)∀x ∈ (a; b).

ad j) Reálné č́ıslo x0 neńı lokálńı maximum funkce f , když ...

∀((a; b) ⊆ D(f) : x0 ∈ (a; b))∃x1 ∈ (a; b) : f(x0) < f(x1)

(slovně: x0 neńı lokálńım maximem funkce f , když pro jakýkoli interval (a; b), který
obsahuje bod x0, lež́ı v tomto intervalu nějaký bod x1 s vyšš́ı funkčńı hodnotou
f(x1) > f(x0)).
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ad k) Funkce f je sudá, když ...

∀x ∈ D(f) : (−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) = f(x).

ad l) Funkce f neńı sudá, když ...

∃x ∈ D(f) : (−x) /∈ D(f) ∨ ((−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) 6= f(x).

ad m) Funkce f je lichá, když ...

∀x ∈ D(f) : (−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) = −f(x).

ad n) Funkce f neńı lichá, když ...

∃x ∈ D(f) : (−x) /∈ D(f) ∨ ((−x) ∈ D(f) ∧ f(−x) 6= −f(x).

ad o) Funkce f je shora ohraničená, když ...

∃ L ∈ R : ∀x ∈ D(f) : f(x) ≤ L.

ad p) Funkce f neńı shora ohraničená, když ...

∀L ∈ R ∃ x ∈ D(f) : f(x) > L

(slovně: funkce f přesáhne v některém bodě jakoukoli konstantu L, at’ je jakkoli
velká).

Cvičeńı 14.8. Př́ıklady sudé funkce: f(x) = cos x, f(x) = x2.

Cvičeńı 14.9. Př́ıklady liché funkce: f(x) = sinx, f(x) = tg x, f(x) = cotg x,
f(x) = x3.
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přednášky.
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