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Predhovor

Linearna algebra je jazykom, sliziacim na vyjadrenie geometrickych idei a
vztahov povodne vychadzajicich z nadsho geometrického nazoru, ktoré vsak
tento ramec — kedZe sa v priebehu vyvoja ukazal pritzky — ¢oraz vyraznejsie
prekra¢uju. Kym napr. nasa geometrickd predstavivost je ohrani¢end dvoma
rozmermi roviny resp. troma rozmermi priestoru, v linedrnej algebre sa za-
oberdme priestormi fubovolnej konecnej dimenzie a okrajovo sa zattilame aj
do priestorov nekonec¢norozmernych, hoci tie uz skor patria do oblasti posob-
nosti funkcionalnej analyzy. Aparat linearnej algebry je tak akousi ,slepeckou
palicou®, ktorou si ,otukdvame* svet nepristupny naSmu pohladu, zatial ¢o
povodny geometricky nazor sa stava zdrojom pojmov, intuitivnych vhladov
a metafor, ktoré do tohto sveta prenaSame a s ich pomocou sa v nom orien-
tujeme.

V sucasnosti kurz linearnej algebry tvori spolu s kurzom matematickej
analyzy dva zakladné piliere univerzitného matematického vzdelania. Line-
arna algebra je aspon v pociatocnej faze tohto procesu tou pojmovo priezrac-
nejsou a logicky jednoduchsou, no zaroven abstraktnejsou z oboch disciplin.
Jej zékladné pojmy, ako pole, vektorovy priestor, baza, linedrne zobrazenie
a pod., su definované ako abstraktné objekty resp. obory objektov, vyhovu-
juace istym podmienkam (axiémam). VSetky ich dalsie vlastnosti st z nich
odvodené logickymi ivahami, pri ktorych geometricky nazor a intuicia hraja
nanajvys pomocnu tlohu. Linedrnu algebru tak mozno do velkej miery bu-
dovat z minima zékladnych pojmov a vopred stanovenych predpokladov axi-
omatickou metdédou, ¢o z jej vyuky robi idedlny prostriedok kultivacie logic-
kého myslenia a estetického citenia v matematike.

Dolezitt tlohu v matematike hra volba vhodného oznacenia. Kym vy-
poéty s tazkopadnou symbolikou sa moézu lahko dostat do slepej ulicky, Si-
kovne zvolené oznacenie ndm uz samotnou svojou Struktirou odhaluje nie-
ktoré stranky oznacovaného predmetu, a tak nas vedie spravnym smerom.
Zaroven nam pontka mnemotechnické pomocky umozujice predchadzat chy-
bam, ¢i ich aspori lahsie odhalif. Prave algebra (a nielen t& linedrna) asi
najviac zo vSetkych matematickych disciplin cielavedome rozvija cit pre pri-
merand symboliku.



12 PREDHOVOR

Zakladné pojmy a metddy linearnej algebry zasahuji do takmer vsetkych
oblasti modernej matematiky a jej aplikacii — nielen vo fyzike, technike, sta-
tistike ¢i informatike (kde to asi malokoho prekvapi), no taktiez v chémii,
bioldgii, ekondmii a socidlnych vedach. S istou davkou zjednodusenia mozno
povedaf, Ze vicSina uspechov aplikacii matematiky napr. vo fyzike (no nielen
v nej) sa zaklad4 na jednej pozoruhodnej vlastnosti mnohych prirodnych pro-
cesov: zavislost ich prirastkov v malych ¢asovych tisekoch mozno vzhladom na
dlzku tjchto tisekov povazovaf za linearnu. Podobne, viésinu geometrickych
objektov vyskytujtcich sa v technickej praxi mozno v malych oblastiach velmi
dobre aproximovat pomocou linedrnych (t.j. priamociarych resp. rovnych
plosnych) utvarov. Takto chdpand myslienka linearizacie je spolu s myslien-
kou limitného prechodu (pripadne — v historicky povodnej podobe — s mys-
lienkou nekone¢ne malych velic¢in) zékladom diferencidlneho a integralneho
po¢tu. Na druhej strane, asto sa mozeme stretntitf napr. s grafmi roznych
zavislosti, pozostavajucimi z empirickych dat vynesenych nad casovi skalu
a pospajanych tseckami do lomenej ciary, zobrazujicimi napr. vyvoj cien,
priebeh priemernych dennych teplét, mnozstva exhalatov v ovzdusi a pod.
Pokial vSak nie je k dispozicii hlbsia analyza zarucujica, ze v ¢iastkovych
intervaloch nemoze ddjst k vyraznejsim vykyvom sledovaného ukazovatela,
treba byt k podobnym ,bulvarnym“ uplatneniam myglienky linearizacie pri-
najmensom skepticky.

Inym sposobom vstupuje linedrna algebra (a funkcionalna analyza) napr.
do kvantovej mechaniky. Stavom kvantovomechanického systému zodpove-
daju vektory vo vhodnom (typicky nekoneénorozmernom) vektorovom prie-
store nad polom komplexnych ¢isel. Superpoziciou dvoch stavov je opit stav
systému, ktorému zodpoveda sucet vektorov zodpovedajicich pévodnym sta-
vom. ,,Cel4 fyzika® takého systému sa potom do znac¢nej miery redukuje na
studium spektralnych vlastnosti istych linearnych operatorov na jeho stavo-
vom priestore.

ZoCi-vo¢i mnozstvu ucebnic linearnej algebry vo svetovej matematickej
literattre sa autor len tazko vyhne otazke, ¢i méa vobec zmysel pisat dal-
siu. Ciasto¢né opravnenie by mu vari mohla poskytnif situacia v slovenskej
(a Ceskej) matematickej produkcii. Ale ani t4 — hoci méa od ideélnej daleko
(¢o je vSak takmer tautolégia) — nie je nijako kritickd. Poktsim sa teda tejto
otazke celit tak, ze odhalim osobné ciele a ambicie, ktoré som svojou knihou
sledoval. Nakolko také zamery opraviiuji podobny podnik a do akej miery
sa mi ich podarilo naplnit, to nech uz posudia jej ¢itatelia.

PredovSetkym som chcel napisat ucebnicu, aki by som si zelal maf k dis-
pozicii, ked som ako $tudent navstevoval prednédsky z linedrnej algebry a
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geometrie. Tym nevdojak prezradzam, Ze s ucebnicami, podla ktorych sme
vtedy postupovali, som prili§ spokojny nebol. Neskor, ked som uz sam pred-
nasal linedrnu algebru na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komen-
ského v Bratislave (kurz som zdedil po kolegovi Jozovi Sirafiovi, spolu s bri-
lantnymi struénymi pozndmkami k prednaskam), som sa sam zacal rozhliadat
po vhodnom ucebnom texte. Najviac ma zaujali Linejnaja algebra © geomet-
rija od Kostrikina a Manina [22] a Péstujeme linedrni algebru od Motla
a Zahradnika [29]. Zakratko som si vSak uvedomil, ze predbezna priprave-
nost a vSeobecnd matematickd kultira, ktort tieto knihy predpokladaju, st
na podstatne vySsej urovni, nez mozno ocakéavat od Studentov prvého roc-
nika. Ja sdm ako prvék by som sa podla nich ucil len fazko.

Rozhodol som sa teda zvolit elementarnejsi sposob vykladu, ktory — ok-
rem gymnazialnej latky a paralelne rozvijanych poznatkov z matematickej
analyzy — aspon spociatku nepredpoklada rozsiahlejsie vedomosti z inych
matematickych disciplin ani velka zbehlost a vSeobecny rozhlad. Mojim cie-
Tom bolo napisat uc¢ebnicu, ktoré by jednak plne a logicky ucelene pokryvala
material zdkladného dvojsemestralneho kurzu linearnej algebry, jednak po-
nukala dostatoCne reprezentativny vyber tém tento material presahujtcich
— ¢i uz smerom k inym matematickym disciplinam alebo aplikdciAm mimo
ramca ,Cistej“ matematiky. Ich vyber bol popri vkuse autora ovplyvneny
jednak spontdnnym vyvojom, kedy vznikajica kniha akoby zacala zif svojim
vlastnym zivotom a obcas sa vymkla spod kontroly autora, jednak faktom,
ze som tuto latku dlhodobo prednésal studentom fyziky. Snazil som sa preto
zaradit don témy (ako vyuzitie metdd linearnej algebry v Specilnej tedrii re-
lativity a v kvantovej mechanike), ktoré by ich mohli ¢ mali zaujat. Napriek
tomu som zvolil abstraktnejsi pristup nez je pre potreby fyzikov nevyhnutné.
Z ich hladiska by napr. tplne stacilo zaoberaf sa vektorovymi priestormi nad
polami realnych a komplexnych ¢isel. S ohladom na potreby Studentov mate-
matiky a informatiky som vsSak, pokial to bolo mozné, volil jednotny sposob
vykladu a pripustil Tubovolné polia skalarov, vratane tych kone¢nych (hoci
na ukéazku ich aplikacii v kédovani a kryptografii uz nezostalo miesto). Na
druhej strane som prave z pedagogickych dovodov odolal pokuseniu pouzivat
jazyk tedrie kategdrii aj za cenu, Ze niektoré partie (napr. otazky tykajtce sa
duality) nebudu prezentované najelegantnej$im moznym sposobom.

Napriek zna¢nému rozsahu sa do knihy nedostali ani niektoré dalsie témy,
ktoré s latkou linearnej algebry tizko suivisia. Napr. o projektivnych pries-
toroch alebo reprezentaciach grap je tu len zopar letmych zmienok. Témy
ako symplektické priestory, nezaporné a stochastické matice, markovovské
retazce, linedrne programovanie alebo numerické metédy linearnej algebry,
nie st pokryté ani v naznaku. Citatelovi (nielen) preto odporti¢am, aby sia-
hol po inej literattire — ¢i uz kvoli nim ako aj pre porovnanie nasho pristupu
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k spracovanému materidlu s pristupom inych autorov. Novy pohlad totiz
spravidla odkryva suvislosti, ktoré by inak mohli zostat utajené.

Z moderne pomnatych knih, ktoré ma pri vybere a spracovani materialu
najviac ovplyvnili, vrelo odpori¢am do pozornosti tak prednasajiceho ako
aj Studentov uz spominané Linejnaja algebra i geometrija [22] a Péstujeme
linedrni algebru [29]. Na druhej strane som hodne ¢erpal z klasickych (hoci
dnes uz trochu zastaralych) uc¢ebnic Gelfanda [11] a Malceva [27]. Pokial sa
¢itatel neboji rustiny, urcite stoji za to sa do nich pozriet.

Predbezni predstavu o ndplni knihy mozno ziskat z jej pomerne podrob-
ného obsahu. Uz pri zbeznom pohlade nan (no vzhladom na jej hribku aj
bez toho) bude asi zrejmé, Ze latka pokrytd v knihe sa v dvojsemestralnom
kurze nedé nijako rozumne odprednasat. Akési nevyhnutné minimum tvori
cast I (t.]. kapitoly 0-10), dalej kapitoly 11-14 casti II a kapitoly 18, 19
a prvé dva paragrafy kapitoly 20 z c¢asti III. Pri blizSom pohlade vyjde na-
javo, ze 1 z tohto minima mozno este stile vSelico vynechat. Podla tirovne
predbeznej matematickej pripravy posluchacov mozno napr. celi kapitolu 0
prenechat na samostatné Citanie. Z viacerych kapitol ¢asti I mozno vypustit
spravidla posledné paragrafy — konkrétne 3.4, 4.6, 5.5-6, 6.5 a 7.6; z kapitol
8 a 9 o afinnych priestoroch sa staci obmedzif na ivodné paragrafy 8.1-2 a
9.1-3. Podobne v ¢asti IT mozno paragraf 12.3 prenechat na prednasku z ana-
Iyzy viac premennych a taktiez vynechat paragrafy 14.3-4. Zo spominanych
kapitol ¢asti III moZno eSte vypustit paragraf 19.2.

Tento minimalny zoznam ponechéva dostatok priestoru na rozsirenie o nie-
kolko dalsich ucelenych tém. Je uZ len na prednésajicom, ktoré si vyberie.
Pri planovani mu moze pomoct Schéma nadviznosti kapitol. Dalsie si student
moze podla vlastného zaujmu osvojit samostatne. Po niektorych kapitolach
moze siahnut az neskor, pri $tudiu inych matematickych disciplin. Z toho
dovodu som sa usiloval, aby pestry material mohol podla knihy prednésat
aj ucitel, ktory nie je Specialistom na dant problematiku, a zarovern sa z nej
Student prvého ro¢nika mohol ucit aj bez sprievodnej prednésky. Cel& prva
¢ast, tvodné kapitoly dalsich casti, ako aj Gvodné paragrafy vicsiny kapi-
tol st preto (obCas moZno aj za cenu istej rozvlac¢nosti) napisané pomerne
podrobne, vratane rozboru technickych detailov, s rozsiahlym vysvetlujicim
komentarom a dérazom na motivacné a ilustracné priklady. Smerom ku koncu
jednotlivych Casti resp. kapitol (s vynimkou prvej ¢asti) sa ocakava, ze po-
sluchac¢ alebo ¢itatel sa v problematike zac¢ina postupne orientovat, a vyklad
sa stava ,strms$im“. Jeden alebo dva zéverecné paragrafy kapitoly st obcas
venované doplnujicim informéciam, pripadne matematickym alebo filozofic-
kym ,tletom® od danej témy.

Atypicky neskoré zaradenie kapitol o grupach je komentované v poznamke
v paragrafe 27.1. Predndsajici, ktory sa nechce vzdat moznosti pouzivat
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pojmy grupy, podgrupy, homomorfizmu a pod. ako vyhodné skratky, vsak
moze aspon uvodné paragrafy 1-3 kapitoly 27 zaradit do programu kedykol-
vek skor (pri nevyhnutnej modifikacii niektorych dokazov a prikladov). Napr.
samotny pojem grupy mozno zaviest uz v paragrafe 0.4.

Jednotlivé kapitoly st sprevadzané pomerne velkym poctom cviceni roz-
nej naro¢nosti. Bolo by naivné oc¢akéavat, ze Citatel ich vSetky vyriesi. Bolo by
vsak dobre, aby si ich vSetky aspon precital a vybral si z nich niekolko, kto-
rymi sa potom bude zaoberat podrobnejsie. Niektoré sliZia len na overenie
porozumenia zakladnym pojmom alebo precvic¢enie vypoctovych postupov.
Vo chvili, ked je ¢itatelovi jasné, o ¢o ide alebo ako na to, moze ich kludne pre-
sko¢it. V inych cvideniach sa od ¢itatela ziada, aby doplnil vynechané dokazy
niektorych tvrdeni, alebo dokazal dalSie. Aspori ob¢as by sa mal o to pokisit,
u tych tazsich pripadne s vyuZitim névodu, ktorym si spravidla doplnené.
Niektoré cvicenia prehlbuja alebo rozsiruju preberant latku — k tym mozno
pristupovat podla individualnej miery zaujmu. Casto st vSak do cviceni bez
predbezného varovania zaradené niektoré pojmy a vysledky, na ktoré sa bu-
deme odvolavat v dalfom vyklade. Citatel, ktory ich preskoéil a bude mu
chciet porozumiet, by mal pocitat s tym, Ze sa k nim bude musiet vracat (¢o
vSak nijako neprekaza). Casto som do cviceni zapraciival otazky (a naznaky
odpovedi), ktoré mi kedysi este ako Studentovi napadali v podobnych stvis-
lostiach, no na prednaskach ani vo vtedy u nas dostupnej literattire som na
ne nenasiel odpoved. Pote$ilo by ma, keby ¢itatelovi napadli dalsie — i také,
na ktoré tato kniha neprinasa odpoved, — a vyprovokovali ho k hladaniu a
premyslaniu.

Ist cast cviceni, ako aj mnoho dalsich podobnych, no rozsahovo a nume-
ricky podstatne naro¢nejsich (teda redlnym aplikdciam blizsich) tloh mozno
efektivne riesit pomocou interaktivnych softwarovych systémov ako Maple®,
Mathematica® alebo MATLAB®. I ked sa v knihe nevenujeme Ziadnemu
z nich, uréite ¢itatelovi odportcam, aby sa aspom s jednym z nich zozné-
mil a zvykol si ho pouzivat. Uceleny prehlad tychto systémov ako aj balikov
podprogramov pre linedrnu algebru mozno najst v Handbook of Linear Al-
gebra [15]. Tento (do jednej ruky pritazky) Handbook (t.j. Prirucka) vSak
obsahuje omnoho viac: takmer uplny prehlad (pozor, nie vyklad) zdkladnych
aj pokrocilych pojmov, vysledkov a aplikacii linearnej algebry (vratane tych
najnovsich), systematicky zoradeny podla jej jednotlivych oblasti a doplneny
podrobnymi odkazmi na rozsiahlu literatiru. Citatel, ktory sa bude chciet
dozvedief z linedrnej algebry cokolvek, ¢o v naSej knihe nendjde, urobi najlep-
Sie, ak za¢ne hladaf prave tu. Casto dostupnejSou, no menej autoritativnou
alternativou je Wikipedia.
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Velmi potrebni spétnt viizbu pri pisani knihy mi poskytli a viacerymi
radami a kritickymi poznamkami, ktoré, ako verim, viedli k zlepSeniu jej
kvality, prispeli kolegovia Vlado Balek, Laco Kvasz, Martin Mojzis, Martin
Macaj, Martin Niepel, Dano Sevcovi¢ a Jozo Sirai. Obrazky nakreslila a sa-
dzbu v LaTeXu pripravila Maria Benesova. Pri zhanani finan¢nej podpory na
jej vydanie mi pomohli Andrej Ferko, a hlavne Barbora Kamrlova; v samom
zavere Peter Mederly. VSetkym im patri moja vdaka. Za vSetky chyby, ne-
presnosti, preklepy, prehresky proti spisovnému jazyku ¢i iné nedopatrenia,
ktoré v knihe eSte zostali, — snad je to zbytocné i dodavat — vSak nesie plna
a vyhradnt zodpovednost jej autor.

Napokon by som chcel podakovat svojej manzelke Jane a dcéram Hanke
a Janke za moralnu podporu, ktordt mi poskytovali pocas tych dlhych ro-
kov préace na tejto knihe, a trpezlivost, s akou znasali moju ¢asti duSevnu
nepritomnost.

Bratislava, jul 2011
Pavol Zlatos



Schéma nadvaznosti kapitol

Citatel by si mal byt vedomy, Ze uvedena schéma je znacne netplna a méa
len orientac¢ny charakter. Predpokladané znalosti potrebné na stidium ne-
jakej kapitoly nemusia nutne zahfiiat cely obsah kapitol, ktoré jej v schéme
predchédzaji. Naopak, moze sa stat, Ze niektoré ¢asti danej kapitoly si vy-
zaduju ista znalost (spravidla malych) ¢asti kapitol, ktoré nie si zaradené
v schéme ako jej nevyhnutné predpoklady. Spolahlivejsia schéma by musela
miesto kapitol operovat s jednotlivymi paragrafmi (a ¢iastoCne aj s cvice-
niami). Vzhladom na ich pocet (len paragrafov je takmer dvesto) by vsak
pravdepodobne bola zna¢ne neprehladnd a sotva pouZitelna.

Cast L: 00— 1 —2—3 =4 —5—6 —7—10

!
8 — 9

10 8

I I
2

4
Cast 1I: 11 —- 12 —- 13 - 14 — 17

N\
15 16
10 17
1 i
Cast III: 18 — 19 — 20 — 22 — 23 — 26
l N\
21 24 25
7 15 16 17 22

<tz ¥

1
Cast IV: 27 — 28 — 29 — 30 — 31

13 30

N
Cast V: 32 — 33




18

PREDHOVOR




Cast |

Zakladné pojmy






0. Zakladné pojmy z logiky a tedrie mnozin

V tejto kapitole zavedieme niektoré zakladné logické a mnozinové pojmy a
dohodneme sa na $tandardnej symbolike, ktortt budeme dalej pouzivat. Nebu-
deme vsak systematicky budovat aziomaticki tedriu mnozin, prave naopak,
s mnozinami budeme narabat skor intutivne. Citatel, ktory zakladné mno-
Zinové pojmy ovlada, moze tato kapitolu vynechat, pripadne ju len letmo
prelistovat, aby sa oboznamil s nasou terminolégiou a symbolikou.

0.1 Logické spojky a kvantifikatory

Kvoli prehladnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisovat v sym-
bolickej podobe ako matematické formuly. S prikladmi réznych formil sa este
stretneme. V tejto chvili sa zameriame len na sposob, ako mozno z danych
tvrdeni ¢ formil tvorif nové pomocou logickich spojok a kvantifikdtorov.

Nech P, () st Iubovolné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked tvrdenie P je nepravdivé,
nazyvame negdciou tvrdenia P, znac¢ime ho =P a ¢itame ho ,nie P“,
pripadne ,non P“.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked st pravdivé obe tvrdenia
P, @, nazyvame konjunkciou alebo logickym siucinom tvrdeni P, @,
znacime ho P & () a ¢itame P a zaroven @Q“, kratko len P a Q,
pripadne , P et Q“.

(¢) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked je pravdivé aspon jedno
z tvrdeni P, @), nazyvame alternativou alebo disjunkciou ¢i logickym
suctom tvrdeni P, @), znac¢ime ho P V (@), a ¢itame ,P alebo Q“, pri-
padne P vel Q“.

(d) Tvrdenie =P V @ skratene ozna¢ujeme P = () a nazyvame ho im-
plikaciou tvrdeni P, (). Vyraz P = () ¢itame ,ak P, tak Q“ alebo
»,z P vyplyva Q“, pripadne , P implikuje Q“. Tvrdenie P nazyvame
predpokladom a tvrdenie () zdverom implikacie P = (). Uvedomte si,
ze implikacia P = (@) je nepravdiva jedine v tom pripade, ak predpo-
klad P je pravdivy a zaver () je nepravdivy.

(e) Tvrdenie (P = Q) & (Q = P) skratene oznacujeme P < () a nazy-
vame ho ekvivalenciou tvrdeni P, (). Vyraz P < () Citame , P prave
vtedy, ked Q“, pripadne ,,P je ekvivalentné s Q“. Zrejme ekvivalencia
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P < (@ je pravdiva vtedy a len vtedy, ked tvrdenia P, ) st zaroven
obe pravdivé alebo zaroven obe nepravdivé.

Znaky -, &, V, =, < nazyvame logickymi spojkami. V literatire sa
mozno tiez stretnif s oznacenim P’, —P alebo ~P pre negaciu, P A () pre
konjunkciu, P — @) alebo P D () pre implikaciu a P < () alebo P = () pre
ekvivalenciu.

Okrem tvrdeni zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vztahy me-
dzi nimi. Na tento Uc¢el pouzivame formuly s volnymi premennymi. Oznacu-
jeme ich P(x), Q(z,y), R(x1,...,2,) a pod. Dosadenim konkrétnych objek-
tov do formul namiesto volnych premennych dostavame tvrdenia. Napriklad,
ak Q(x,y) je formula s volnymi premennymi z, y a a, b si nejaké objekty,
tak Q(a,b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked sa objekty a, b
nachadzaju vo vztahu oznac¢enom formulou Q).

Zrejme aj na formuly s volnymi premennymi mozno aplikovat logické
spojky, ktoré si pritom zachovaju svoj doterajsi vyznam. Popri logickych
spojkéch mozno z formil tvorit nové formuly ¢i tvrdenia aj pomocou kvan-
tifikdtorov.

Nech P(z) je Tubovolné formula.

(a) Tvrdenie ,existuje z také, ze P(x)

13

skratene zapisujeme (Jx)P(x).

(b) Tvrdenie ,pre kazdé (pre vsetky) = plati P(z)“ skratene zapisujeme
(Vz)P(x).

Znaky 3 resp. V su kvantifikdtory; 3 nazyvame existencny a vV univerzdlny

alebo tiez vseobecny kvantifikdtor. Zrejme premenna x uz nie je vo formulach

(Vz)P(x) a (3z)P(x) volné ale viazand; ak x je jedind volnd premenné vo

formule P(x), tak (V)P (z) a (3z)P(x) st tvrdenia. Oba uvedené kvantifi-

katory s zviazané pravidlami negécie kvantifikovanych formal:

—(Jz)P(z) & (Va)-P(z),
-(Vz)P(z) & (Jx)-P(x).

Pomocou existenéného a univerzalneho kvantifikdtora uz vieme vyjadrit i
kvantifikdtor jednoznacnej existencie. Ak P(x) je nejaka vlastnost, tak tvr-
denie ,existuje prave jedno x také, ze P(x)“, t.j. tvrdenie

(Fz)(P(z) & (Vy)(P(y) = y = 1)),

skratene zapisujeme v tvare (3! z)P(x). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné
s tvrdenim

Bx)(Vy)(Ply) & y =)
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0.2 Mnoziny

Pod mnoZinou rozumieme Tubovolné jednozna¢ne vymedzené zoskupenie ne-
jakych (¢asto i znac¢ne réznorodych) objektov — prvkov mnozZiny — chapané
ako jediny objekt. Mnoziny budeme vicésinou znacit velkymi latinskymi pis-
menami, ich prvky malymi pismenami.

Tvrdenie ,,objekt = je prvkom mnoziny X, zapisujeme x € X; hovorime
tiez, ze x patri do mnoziny X. Tvrdenie ,objekt = nie je prvkom mnoziny
X, t.j. x nepatri do mnoziny X, zapisujeme = ¢ X.

Mnozina je jednoznac¢ne zadanad zoskupenim svojich prvkov. Preto dve
mnoziny, nezavisle od sposobu ich zadania, povazujeme za totozné, ak maja
tie isté prvky. Pre lubovolné mnoziny X, Y teda plati

X=Y & (Vo)(zre X & xe€Y).

Tuato vlastnost mnozin nazyvame extenzionalitou.
Hovorime, ze mnozina X je podmnoZinou mnoziny Y, oznacenie X C Y,
ak kazdy prvok mnoziny X patri aj do mnoziny Y, t.]j.

XCY & (Vr)ze X = z€Y).

Vztah C nazyvame vztahom inklizie Extenzionalitu mnoZin teraz mozno
skratene vyjadrit v tvare konjunkcie dvoch inklazii

X=Y & XCY &Y CX.

Kvantifikdicie uvedené v predchadzajicom paragrafe sa nazyvaju neohra-
nicené, lebo oblast pdsobnosti kvantifikditorov v nich nebola nijako ohrani-
Cend. V matematike (i v beZnom Zivote) sa vSak Castejsie vyskytuja ohra-
nicen€ kvantifikdcie, v ktorych je oblast posobnosti prislusného kvantifika-
tora ohranifend nejakou mnozinou X. Ide o kvantifikdcie tvaru (3z € X),
(Vz € X) a (Fz € X), ktoré ¢itame postupne ,existuje x z mnoziny X,
»pre kazdé (pre vSetky) x z mnoziny X*“, resp. ,existuje prave jedno (jediné)
x z mnoziny X“. Tieto kvantifikicie mozno vyjadrit pomocou neohranice-
nych kvantifikdcii nasledujicim sposobom: Ak P(z) je lubovolna vlastnost a
X je mnozina, kladieme

(Jz e X)P(x) & (Fz)(z € X & P(x)),
(Ve e X)P(x) & (Vx)(z € X = P(x)),
Az e X)P(z) & (Fze X)(P(x) & (Vye X)(Ply) = y=1)).

V poslednom pripade moZeme tieZ pouZit vyjadrenie

(Fze X)P(z) & (Fre X)Vye X)(Ply) & y=ux).
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Mnozinu nazyvame konecnou, ak ju mozno zadat vymenovanim vsetkych
jej prvkov. Ak X je koneéna mnozina a x1,Ts,..., T, su vsetky jej prvky,
piseme

X =A{z1,29,...,2,}.

Z extenzionality potom vyplyva, ze nezalezi na poradi vymenovania prvkov
mnoziny X. Taktiez sa moze stat, ze X mé menej nez n prvkov — v ta-
kom pripade sa niektoré z prvkov zy, ..., z, opakuji a v zapise mnoziny X
mozeme (no nemusime) opakujice sa prvky az na jeden z nich vynechat.
Napriklad {z,y} = {y,z}, a ak x = y, tak {z,y} = {z} = {y}. Okrem mno-
7in, ktoré maji nejaké prvky, zavidzame aj tzv. prdzdnu mnoZinu (), ktora
neobsahuje nijaky prvok. Z extenzionality vyplyva, Ze prazdna mnozina je
touto podmienkou jednoznacne urcena.

Popri kone¢nych mnozinach vsak v matematike casto pracujeme i s neko-
neénymi mnozinami, t.j. takymi, ktoré nemozno zadat vymenovanim vset-
kych ich jednotlivych prvkov. Takéto mnoziny zvykneme zadéavat nejakou
charakteristickou vlastnostou. Ak P(x) je nejaka vlastnost, piSeme

X = {z; P(x)},

¢im myslime, Ze pre lubovolné x plati x € X prave vtedy, ked x spliia P(z).
Z extenzionality vyplyva, Ze takto definovand mnozina X je urcenda jedno-
znacne. Napriklad vlastnostou ,z je parne celé ¢islo“ je uréend mnozina vset-
kych parnych celych ¢isel.

Poznamenajme, Ze z rovnosti X = {x; P(z)} eSte nijako nevyplyva, Ze
mnozina X je nekonecnd — rovnako dobre moze byt aj konecna, dokonca
prazdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamenat, ze uvedeny princip, ktory nam
umoznuje zadavat mnoziny akymikolvek vlastnostami ich prvkov, vedie k lo-
gickym sporom, a je preto v uvedenej intuitivnej a neobmedzenej podobe
nepouzitelny. Kedze sa vSak nehodlame pustat do jeho uprestiovania, ¢o by
si vyziadalo vybudovat zaklady axiomatickej tedrie mnozin, nezostava nam
nez Citatelovi vopred zarucit, Ze vSetky pripady pouZitia tohto principu, ktoré
sa v tomto texte vyskytni, budi plne legalne z hladiska tedrie mnozin, a po-
ziadat ho o doveru. Zatial stac¢i, ak prezradime, Ze vSetky mnoziny netvoria
mnozinu, t. . neexistuje mnozina vsSetkych mnozin. To znamena, Ze vlastnos-
tou ,,z je mnozina“ nie je vymedzena nijakd mnozina.

NajcastejSie budeme spominany princip pouzivat na vymedzovanie pod-
mnozin nejakej vopred danej mnoZiny pomocou vlastnosti popisanych ma-
tematickymi formulami. Ak M je mnozina a P(x) je nejakd (matematicka)
vlastnost, tak existuje mnozina X vSetkych tych prvkov x mnoziny M, ktoré
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maju vlastnost P(z), t.j. mnoZina
X={zxeM; Plx)} ={z;z € M & P(x)}.

Nech X, Y st Iubovolné mnoziny. Prienikom, zjednotenim, a rozdielom
mnozin X, Y nazyvame porade nasledujice mnoziny:
XNY={r;zeX &reY}
XUY ={z;ze X VrxeY}
X\NY={nzeX&ar¢Y}

Mnoziny X, Y nazyvame disjunktné, ak XNY = (). Citatelovi prenechavame,
aby si sam premyslel zakladné vlastnosti uvedenych mnozinovych operacii.
Pod usporiadanou dvojicou objektov x, y rozumieme objekt oznacovany
(z,y), taky, ze pre vSetky x, y, u, v plati:
(z,y) = (u,v) & (r=u & y=0).

Uvedomme si, Ze nepotrebujeme vediet, ¢o je ,naozaj* usporiadand dvojica
(z,y), dolezité je len uvedend vlastnost. Analogicky zavadzame pre lubovolné
celé ¢islo n > 2 usporiadana n-ticu (x1, ..., x,) tak, ze pre vSetky x1, ..., z,,
Y1, - - -, Yn plati
(1, s Tn) = W1y Un) © (1= & ... & 2, = yp).
Mnoziny
XxY={(r,y);xe X &yeY},

Xy X ... XXn:{(Il,...,[En); r1 € X & ... &anXn}
nazyvame kartezianskym sucinom mnozin X, Y, resp. mnozin Xi,...,X,,.
V pripade, 7ze X; = --- = X,, = X, piSeme

X x...xX,=X"
Pre uplnost este kladieme

X' =X, X0 = {0}.

X" nazyvame n-tou kartezianskou mocninou mnoziny X. Pocet prvkov ko-
necnej mnoziny X budeme znacit # X. TaktieZ prazdna mnozina je konecn4
a plati #0 = 0. Pre nekoneéntt mnozinu X piseme # X = oo. Zrejme pre
Tubovolné koneéné mnoziny X, Y plati

B(XUY) = #X +#Y - #(XNY),

#(X xY)=#X #V.
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Z poslednej rovnosti vyplyva, ze
#(X") = (# X)"

pre kazdé celé ¢islo n > 0 a kone¢nti mnozinu X.

0.3 Zobrazenia

Zobrazenim alebo tiez funkciou z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme Iubo-
volny predpis, ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznac¢ne urceny
prvok y mnoziny Y. Zapis f: X — Y oznacuje, Ze [ je zobrazenie (funkcia)
z X do Y. Ten jednoznacne urceny prvok y € Y, ktory zobrazenie f priradi
prvku x € X, budeme znacit f(x), pripadne len fz alebo f,. Vo vzfahu
y = f(x) nazgvame x nezdvisle premennou alebo argumentom a y zdvisle
premennou alebo funkénou hodnotou funkcie f. PiSeme tiez f: x +— y.

Dve zobrazenia f,g: X — Y sa rovnaji, ak pre kazdé x € X plati f(x) =
9().

Mnozinu vsetkych zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y budeme ozna-
covat YX; teda

YX={fi f: X =Y}

Toto oznadenie je motivované vzorcom pre pocet prvkov mnoziny YX. Pre
konecné mnoziny X, Y totiz plati

# (YY) = (#Y)#FX),

(Samostatne si rozmyslite precol)
Zobrazenie f: X — X sa nazyva transformdciou mnoziny X alebo tiez
undrnou (t.j. jednomiestnou) operdciou na mnozine X.
Zobrazenie f: X — Y sa nazyva prosté alebo tiez injektivne ¢i injekcia,
ak roznym prvkom z,xe € X priraduje rdzne prvky f(z1), f(z2) € Y, t.].
ak plati
(Var,ze € X) (21 # 20 = f(21) # f(22)).

Uvedent podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

(V.I‘l,.I'Q S X)(f(xl) = f(CL’g) = I = ZE‘Q).

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva zobrazenie na mnoZinu Y alebo tiez
surjektivne ¢i surjekcia, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky
prvok mnoziny X, t.j. ak plati

(VyeY)3z e X)(y = f(x)).
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Hovorime, ze f: X — Y je prosté zobrazenie X na 'Y alebo tiez bijektivne
zobrazenie Ci bijekcia, ak f je zaroven prosté a na, t. j. injektivne i surjektivne.
Este inak to mdZeme vyjadrif podmienkou

(Vy €Y@ € X)(y = f(x)).

Namiesto uvedenych pojmov niekedy tiez hovorime, ze f je vzdjomne jedno-
znacné zobrazenie mnozZiny X na mnozinu Y.

Ak f: X — Y je bijekcia, tak existuje jednoznacne urcené zobrazenie
g: Y — X, ktoré kazdému y € Y priradi ten jediny prvok x € X, pre ktory
plati y = f(x). Toto zobrazenie nazyvame inverznym zobrazenim k zobraze-
niu f a ozna¢ujeme ho f~1. Zrejme f~1: Y — X je tiez bijekcia a pre vietky
r e X,y eY plati

@) =2 (/W) =y

Nech f: X — Y, g: Y — Z st zobrazenia. Kompoziciou zobrazeni f, g
alebo aj zloZenym zobrazenim z f a g rozumieme zobrazenie oznacené ako
go f: X — Z, dané pre kazdé x € X predpisom

(g0 f)(z) = g(f(z)).
Zlozené zobrazenie mozno znazornit pomocou tzv. komutativneho diagramu

f

X Y

gof g

Z

(Vsimnite si, Ze zobrazenie g o f zapisujeme ,v obratenom poradi“ — najprv
totiz na prvok x aplikujeme f a az potom g. Nuti nas k tomu zauzivana
konvencia, podla ktorej argument x piSeme napravo od funkcie f. Pozname-
najme, ze niektori autori davaju prednost ,,prirodzenému poradiu“ a kompo-
ziciu zobrazeni f: X — Y, g: Y — Z, zapisuju ako f o g. Kvoli tomu vsak
optstaju spominani konvenciu a namiesto f(x) pisu zf. V tomto duchu
fungujt napr. niektoré kalkulacky.)

Skladanie zobrazeni je asociativne v nasledujicom zmysle: ak f: X — Y,
g:Y — Z ah: Z — W st zobrazenia, tak

ho(gof)=(hog)of.

Lahko totiz nahliadneme, Ze obe zobrazenia priradia prvku x € X prvok

hg(f(x))) € W.
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Na kazdej mnozine X mame definované identické zobrazenie idx: X —
X, nazyvané tiez identita na X, také, ze

idy(z) =z

pre kazdé x € X. Zrejme idx je bijekcia pre kazdé X, a pre Tubovolné zobra-
zenie f: X — Y plati
foidx = f =idyof.
Pre f: X — X kladieme f2 = fo f, f2 = fo fo f, atd. Kvoli tiplnosti
definujeme aj f! = f, f° = idx. Zobrazenie f" nazyvame n-tou iterdciou
zobrazenia f.
Ak f: X — Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f~!: Y — X
teraz moZzeme charakterizovat rovnostami
flof=idx,  fof ' =idy.
Citatel sam Tahko nahliadne, Ze pre fubovolné zobrazenia f: X — Y, g: Y —
Z plati:
(a) Ak f, g su injektivne, tak aj g o f je injektivne.
(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.
(c) Ak f, g st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.
(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.
)
)

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.
(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Podmienka (c) nas opraviiuje zaviest pre bijekcie f: X — X aj zaporné
iteracie .
=) = ()
Nech f: X — Y je nejaké zobrazenie a A C X. ZuzZenim zobrazenia f na
mnozinu A nazyvame zobrazenie f[A: A — Y také, ze

(f 1 A)(x) = f(x)
pre kazdé x € A. Obrazom mnoZiny A v zobrazeni f nazyvame mnozinu
fA) ={f(x);z e A} CY.
Specidlne, mnozinu f(X) nazyvame obrazom zobrazenia f a znacime ju
Im f = f(X) = {f(z); x € X}.

Pre f: X - Y a AC X plati Im(f [ A) = f(A); zrejme f je surjekcia prave
vtedy, ked Im f =Y.
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Podobne, vzorom mnozZiny B C Y v zobrazeni f: X — Y nazyvame
mnozinu

fYB)={z € X; f(x) € B} C X.

Pre lubovolné A C X, B C Y mozno jednoducho overit inklazie

AC Y (f),  f(fUB) CB.

0.4 Binarne operacie

Ak X, Y, Z st mnoziny, tak zobrazenie f: X XY — Z nazyvame bindrnou
(t.j. dvojmiestnou) operdciou na mnoZindch X,Y s hodnotami v mnoZine Z.
Binarne operacie vic¢sinou oznacujeme znakmi umiestnovanymi medzi hod-
noty argumentov, ako napr +, -, o, * a pod. Hodnotu takej operacie na dvojici
prvkov x € X, y € Y potom oznacujeme x +y, x -y (pripadne len zy), z oy,
x %y a pod.

Podobnym sposobom mozno zaviest aj n-miestne operacie X; x...xX,, —
Y, pripadne X" — Y, & X" — X pre Iubovolné celé ¢islo n > 0.

NajcastejSie budeme pracovat s bindrnymi operaciami tvaru f: X x X —
X, ktoré nazyvame jednoducho bindrnymi operdciami na mnoZine X.

Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva asociativna, ak pre vsetky
x,y,z € X plati

Tk (y*z)=(r*xy)*z.

Asociativita operacie nam dovoluje vynechavat zatvorky a pisat len x %y * z.
Podobne si mozno pocinat i v pripade viacerych argumentov.
Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva komutativna, ak pre vsetky
x,y € X plati
TkY =1y *T.

Prvok e € X sa nazyva neutrdlny prvok binarnej operacie * na mnozine
X, ak pre vsetky x € X plati

r*xe=e*xxr =2=x.

Zrejme neutralny prvok operacie * (ak existuje) je uréeny jednoznacne. Keby
totiz ey, es € X boli dva neutralne prvky, tak nevyhnutne

€1 = €1 X €y = €9.

Ak binarna operacia * na mnozine X ma neutralny prvok e a k danému
prvku x € X existuje prvok y € X taky, Ze

Try=yxT=e,
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hovorime, Ze y je inverzny prvok k prvku x. Ak * je asociativna binarna
operécia na X, tak aj inverzny prvok k danému prvku x € X (pokial existuje)
je ureny jednoznacne. Keby totiz vy, ys boli dva inverzné prvky k x, tak

y1=yrxe=yp*x (T*xys) = (Y1 * ) * Y2 = € * Yo = Yo.

Napriklad pre lubovolntt mnozinu X kompozicia o je asociativna binarna
opericia na mnozine XX vSetkych transforméacii mnoZiny X. Zrejme ak
# X > 2, tak tato operacia nie je komutativna. Identické zobrazenie idy €
X* je neutrdlnym prvkom operacie o. K danému zobrazeniu f € X* existuje
inverzny prvok prave vtedy, ked f je bijekcia; v tom pripade je nim inverzné
zobrazenie f~! € XX,

Bindrnu operaciu * na konec¢nej mnozine X mozno zadat pomocou tzv.
maultiplikativnej tabulky, ktorej stipce i riadky st oznacené prvkami mnoziny
X. Do pola tabulky leziaceho v prieseéniku z-tého riadku a y-tého stlpca
vpiseme hodnotu z * y.

Napr. tabulkami

+10]1|2|3|4 1011234
0(0/1/2]3]4 0[{0/0/0]0|0
11112340 11011(2]3|4
21213/4/0]1 210121413
31314(0]1(2 310131142
414(10(1(2]|3 410141321

st zadané dve asociativne a komutativne operacie + a - na mnozine {0, 1,2, 3,4}.
Dalej 0 je neutralny prvok operacie + a 1 je neutralny prvok operécie -. Na-
vyse ku kazdému prvku a tejto mnoziny existuje inverzny prvok vzhladom na
operaciu + : k prvkom 0, 1, 2, 3, 4 st to postupne prvky 0, 4, 3, 2, 1. Pokial
ide o operéaciu -, vidime, ze k prvku 0 neexistuje inverzny prvok; k prvkom
1, 2, 3 vSak inverzné prvky existuji: st to postupne 1, 3, 2.

Komutativitu bindrnej operéacie mozno lahko nahliadnut z jej multiplika-
tivnej tabulky — prejavi sa symetriou tabulky podla hlavnej diagonaly spaja-
jucej Tavy horny a pravy dolny roh. Taktiez neutrdlny prvok mozno odhalif
na prvy pohlad, lebo v jeho riadku i stipci sa zreproduje riadok resp. stipec
zo zéhlavia tabulky. Ak uz pozndme neutralny prvok, mozno overif aj exis-
tenciu inverzného k danému — treba najst neutralny prvok v riadku i v stlpci
daného prvku. Ak sa ndm to podari pre dvojicu poli tabulky, ktoré lezia
v stipci resp. riadku toho istého prvku, tak ide o hladany inverzny prvok.
Asociativnost, zial, tak jednoducho nahliadnut nemozno.
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0.5 Permutacie

Kym znalost predchadzajtcich paragrafov je nevyhnutnym predpokladom,
aby Citatel mohol zacaf so $tudiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potre-
bovat az neskor, ked za¢neme preberat determinanty.

Nech X je lubovolnd mnozina. Permutdciou mnoziny X rozumieme lubo-
volné bijektivne zobrazenie o: X — X. Mnozinu vSetkych permutécii mno-
ziny X zna¢ime S(X). Ak X je kone¢nad mnozina, tak pocet prvkov mnoziny
S(X) je dany zndmym vztahom

#S(X) = (#X)!,
kde n! =1-2-...-n je faktoridl prirodzeného ¢isla n (pritom 0! = 1! = 1).

Uvedomme si, ze transformacia f: X — X konecnej mnoziny X je injek-
tivna prave vtedy, ked je surjektivna. Jedna i druh& podmienka totiz hovori,
ze mnozina f(X) C X méa rovnaky pocet prvkov ako X. Teda uz jedna z uve-
denych podmienok je postacujica na to, aby f bola permutaciou konecnej
mnoziny X.

Kedze zlozenie o o T dvoch permutécii o, 7 € S(X) déva opif permutéaciu
mnoziny X, kompozicia o je asociativna bindrna operécia na mnozine S(X).
Lahko sa mozno presvedcit, ze — okrem pripadu, ked # X < 2, — tato operacia
nie je komutativna. Zrejme idyx € S(X) je neutrdlny prvok tejto operacie a
inverznym prvkom k permutdcii o € S(X) je inverznd permutéacia o' €
S(X).

Pre X = {1,2,...,n} namiesto S(X) piSeme S,,. Permutéaciu ¢ € S,
zvycCajne zapisujeme v tvare

“:(031) 0(22) N U?n))'

Prvky mnoziny S, t.j. permutacie mnoziny {1, 2,3}, si mézeme predsta-
vit ako symetrie rovnostranného trojuholnika s vrcholmi oznac¢enymi ¢islami
1,2, 3.

Ak si identicktl permutaciu tejto mnoziny oznacime ako ¢, otocenia okolo
taziska trojuholnika proti smeru resp. v smere hodinovych ruci¢iek o uhol 7/3
ako o resp. o1, a osovi simernost podla osi prechadzajtcej i-tym vrcholom
a stredom protilahlej strany ako o;, pre i = 1, 2, 3, tak mnozina permutéacii

S3 bude pozostavat z permutéacii
3 4 (123
1)% “\312)

(123 (1
=\l1 23 e=\ 9

(123 B (123
1=\ 39 1) 27 3=\ 9 1 3 )

w N

W =
DN DO
—
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Obr. 0.1. Symetrie rovnostranného trojuholnika

Multiplikativna tabulka binidrnej operacie o na mnozine Sz vyzera takto:

01 | 02 | O3

0

L L 1Y % 01 09 (03
0
2

o | 0 L 03 | 01 | 02
oo™ 0 |02 |03 |01
01|01 |02 |03 |t o | ot
o3 |02 |05 |01 | 07t 0 0

03|03 |01 | 02 | O 0 2

Permutéciu o € S(X) nazyvame transpoziciou, ak existuju z,y € X také,
zex #y, o(x) =y, o(y) =xao(z) =z pre kazdé z € X \ {z,y}. Inak
povedané, transpozicia je vymena dvoch prvkov mnoziny X.

Zrejme 01,09, 03 € S3 su transpozicie.

Z nézoru je zrejmé (dokaz je v cvigeni 0.14), ze kazdd permutaciu o ko-
necnej mnoziny X mozno ziskat postupnymi vymenami dvojic prvkov, teda
kazda taka permutécia je kompoziciou transpozicii. Tento rozklad na trans-
pozicie nie je jednozna¢ny: napr. ¢ € S3 mozno zapisat ako ¢, t.]j. kompoziciu
0 transpozicii, a taktiez ako t = 01 0 01 = 09 009 = 03 0 03, t.]. aspon troma
dalsimi sposobmi ako kompoziciu dvoch transpozicii.

DiZkou permutdcie o koneénej mnoziny X nazveme najmensi pocet trans-
pozicii, na kompoziciu ktorych mozno o rozlozit, a oznac¢ime ju |o|. Samotna
dlzka |o| nie je dolezit, viznam mé len parita tohto ¢isla, t.j. vlastne vyraz
sgno = (1)l ktory nazjvame znakom, pripadne znamienkom permutd-
cie 0.
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Permutacia o kone¢nej mnoziny X sa nazyva pdrna resp. nepdrna, ak
Cislo |o| je parne resp. nepérne, t.j. ak jej znak je 1 resp. —1.

7 nasledujtcej vety vyplyva, Ze pri urcovani znamienka permutacie o
mozeme pouzit jej lubovolny rozklad na transpozicie ¢ = 7, 0 ... 0 7, a ne-
musime sa starat o to, ¢i tento rozklad je naozaj najkratsi — pre lubovolny
taky rozklad totiz plati

(~1) = (~1)"

0.5.1. Veta. Nech X je kone¢na mnozina. Potom pre lubovolné o, 7 € S(X)
plati

(_1)\UOTI = (=1)ll. (=),

Dokaz. Zrejme stac¢i dokdzat uvedent rovnost pre pripad, ked 7 je transpo-
ziciaa X = {1,2,...,n}.

Pre kazdé o € S,, oznacme p(o) stcin vsetkych rozdielov tvaru o(j)—o (i),
kde 1 <i < j <mn. Zrejme pre vsetky ¢ € S, maju vyrazy p(c) rovnakua
absolutnu hodnotu a lisia sa nanajvys znamienkom. Toto znamienko zavisi od
parity po¢tu zdporngch ¢lenov v sticine p(o). Clen o(j)—o (i) je zaporny prave
vtedy, kedi < jao(i) > o(j), — kazda taka dvojicu (i, j) nazyvame inverziou
permutécie o. Identita idy m4 0 inverzii a p(idy) = 1""1-2"72.. - (n—1)! =
120 (n—1)>0.

Stadi teda dokazaf, Ze pocet inverzii permutécii o a o o7 sa lisi 0 neparnu
hodnotu. Nech 1 < k < [ < n su tie dva prvky, ktoré vymiena transpozicia
7. Potom

o 1 ...k I ... n
o) ... aok) ... o) ... a(n) )’
oo — 1 ... k ... 1l ... n
o) ... o) ... ok) ... an) )’
Inverzie (i, j) permutécie o, v ktorych nevystupuje k ani [, st tiez inverziami
permutacie o o 7. Inverzie, v ktorych vystupuja prvky i, k, a i,(, kde i # k.,
alebo obe stucasne vzniknt alebo sticasne zaniknt v o o 7 oproti 0. Konecne,
pokial (k,[) nebola inverziou v o, stane sa nou v ¢ o 7; pokial 1iou bola, tato

inverzia v o o 7 zanikne. Teda celkovy rozdiel poc¢tu inverzii permutéacii o a
0 o T je neparny.

0.6 Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predogly, i tento paragraf moze citatel zatial preskocit. Jeho
znalost bude potrebna az neskor, v stvislosti s niektorymi otédzkami tedrie
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grup. S pojmom ekvivalencie sa sice stretneme uz predtym, dovtedy ho vSak
nebudeme systematicky vyuZzivat.

Nech ~ je nejaky dvojmiestny vztah, do ktorého vstupuju prvky nejakého
oboru objektov M (tento obor moéze, ale nemusi byt mnozinou). Zapisom
x ~ y znacime, Ze prvky z,y € M sa nachadzaji vo vztahu ~; ak sa x,y € M
nenachadzaji v tomto vztahu, piseme z % y.

Hovorime, Ze vztah ~ je na obore M
(a) reflexivny, ak pre vSetky x € M plati z ~ z;

(b) symetricky, ak pre vSetky z,y € M platix ~y = y ~ z;

(c) tranzitivny, ak pre vSetky z,y,z e Mplatiz ~y & y~z = z~ 2.
Vztah ~, ktory je reflexivny, symetricky a tranzitivny na obore M, nazyvame
vztahom ekvivalencie alebo len kratko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalen-
cie budeme vic¢sinou znacit znakmi ~, ~, = a pod.

Kazdy vztah ekvivalencie na nejakej mnozine ¢ obore objektov M pred-
stavuje isté hladisko, z ktorého povazujeme niektoré prvky z M za rovno-
cenné, t.j. ekvivalentné, a iné nie. Napr. na mnozine vSetkych hracich gulic¢iek
v danej jamke mozno zaviest vztah ekvivalencie, v ktorom sa nachadzaju Tu-
bovolné dve gulicky prave vtedy, ked maji rovnaka farbu. Vztah, v ktorom
sa nachadzaju dve takéto gulicky prave vtedy, ked maji rovnaki hmotnost,
je inym prikladom ekvivalencie na tejto mnozine.

Jednym dychom vsak poznamenajme, ze uvedené priklady neslobodno
brat prili§ vazne, lebo rovnocennost sa v nich mieSa s podobnostou, — ,na-
ozajstné“ ekvivalencie predstavuju len v znac¢ne idealizovanom pripade. S ref-
lexivnostou a symetriou nie je problém, v readlnom zivote vSak zvykne zlyhat
tranzitivnost. Mozeme sa napriklad zhodnuf, Ze gulicky a, b maji rovnaka
farbu, a takisto maju rovnaka farbu gulicky b, c¢. No farba guliciek a, ¢ sa
nam uz rovnakou zdat nemusi. Podobne moZeme v ramci presnosti nasich
vah dospiet k zaveru, ze gulicky p, ¢ ako aj gulicky ¢, » maji rovnakd hmot-
nost. AvSsak hmotnost guli¢iek p, r sa ndm uz vazenim moze podarif rozlisit.
Lepsim prikladom ekvivalencie je tak vzfah na mnozine vSetkych bankoviek
danej meny, v ktorom sa nachadzaju dve bankovky prave vtedy, ked maja
rovnaktl nominalnu hodnotu.

Na rozdiel od redlneho Zivota sa v matematike nemusime trapit podob-
nymi tazkostami. VSetky ekvivalencie, s ktorymi sa tu stretneme, budi mat
v plnej miere vSetky tri uvedené vlastnosti. Este jeden priklad za vsetky:
vztahom

v~y & |z =yl

je definované ekvivalencia ,mat rovnakt absolitnu hodnotu“ na mnozine C
vsetkych komplexnych cisel.
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Nech ~ je ekvivalencia na mnozine X. Pre x € X ozna¢me
T={ueX;u~uzx}

mnozinu vSetkych prvkov v € X ekvivalentnych s x, ktort nazyvame triedou
alebo blokom ekvivalencie prvku x. Zrejme pre Tubovolné x € X plati z € 7.
Lahko tiez mozno dokézat (skiste sami), ze

T~y & T=7 S 1€ & yeT & tNyg#D
pre vSetky x,y € X. Mnozinu
X/~ ={%; x € X}

vsetkych tried ekvivalencie prvkov mnoziny X nazyvame faktorovou mnozi-
nou mnoziny X podla ekvivalencie ~. (Podotykame, Ze v zhode s paragra-
fom 0.2 sa kazda trieda ¥ nachddza v mnozine X/~ iba raz, i ked prvkov
y € X, pre ktoré plati & = ¢, moze byt mnoho.)

Priradenim z — 7 je definované surjektivne zobrazenie X — X/~ ktoré
nazyvame prirodzenou alebo tiez kanonickou projekciou mnoziny X na fak-
torovih mnozinu X /~.

Na faktorovit mnozinu X/~ sa mozno divat dvojakym spésobom. Jed-
nak ako na vysledok stotoznenia ¢i zlepenia navzajom ekvivalentnych prvkov
mnoziny X; v takom pripade sa na bloky z divame predovsetkym ako na
prvky, ktoré vznikli ,stiahnutim® celej triedy & do jediného bodu, a vedome
si nevsimame fakt, Zze st to zaroven mnoziny. Pouzitim nazvu ,faktorova
mnozina® naznacujeme, Ze v danej chvili ddvame tomuto pohladu prednost.
Na druhej strane sa na mnozinu X/~ mozno divat ako na rozklad mnoziny
X na navzajom disjunktné neprazdne mnoziny 7.

Rozkladom mnoZiny X nazyvame fubovolny systém (t.j. mnozinu) jej ne-
prazdnych podmnozin R taky, ze kazdy prvok mnoziny X padne do prave
jednej mnoziny zo systému R. Inymi slovami, systém R neprazdnych pod-
mnozin mnoziny X je jej rozkladom prave vtedy, ked spliia nasledujtce dve
podmienky:

(1) zjednotenim vSetkych mnozin A € R je celd mnozina X, t.j.

Vze X)(FAeR)(x € A);
(2) mnoziny z R st navzajom disjunktné, t.j.

(VA BER)(A#B = ANB=10).
LCahko mozno nahliadnut, ze faktorovd mnozina X/~ mnoziny X podla ek-
vivalencie ~ je zaroven rozkladom mnoziny X, ktory je tvoreny triedami
navzajom ekvivalentnych prvkov. Taktiez naopak, kazdy rozklad R mnoziny
X urcuje predpisom

rrpy < (FAER)(x,y € A)
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ekvivalenciu na mnozine X. Inak povedané, prvky z,y € X st vo vztahu
ekvivalencie urc¢enej rozkladom R préave vtedy, ked sa nachadzaja v tej istej
(jednoznac¢ne uréenej) mnozine z tohto rozkladu. Citatelovi prenechévame,
aby si samostane overil, Ze takto definovany vztah ~x je reflexivny, symet-
ricky a tranzitivny, t.j. ma vsetky tri pozadované vlastnosti ekvivalencie, ako
aj rovnost X/~gr = R, t.j. Ze rozklad (faktorovd mnozina) uréeny ekviva-
lenciou ~% splyva s pévodnym rozkladom R.

0.6.1. Priklad. Rozklad prislichajici k spominanej ekvivalencii x ~ y <
|z| = |y| na mnozine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzajom
stustredné kruznice so stredom v pociatku 0 a Iubovolnym polomerom r > 0
(kruznicu s nulovym polomerom prirodzene stotoziujeme s jej stredom).

0.7 O matematickych dokazoch

Matematika je veda vybudované prevazne (hoci nie vyluéne) deduktivne. To
znamena, ze v tej-ktorej matematickej teorii vychadzame z urcitych zaklad-
nych pojmov, ktoré povazujeme za intuitivne jasné vdaka istym s nimi spo-
jenym nazornym predstavam. Dalsie pojmy potom definujeme pomocou poj-
mov zakladnych alebo skor definovanych. Zakladné pojmy oznacuju zakladné
objekty, ktoré tvoria predmet nasho stidia, alebo urcité zakladné vztahy me-
dzi nimi. Tieto objekty a vztahy st charakterizované istymi vychodzimi tvr-
deniami, ktorym hovorime aziomy. V najjednoduchsich pripadoch je platnost
axiom jasna z nazoru, ktory stoji v pozadi prislusnej tedrie. V zlozitejsich pri-
padoch vSak mozu nézorné predstavy zlyhat — vtedy sa na axiémy divame
ako na implicitné definicie zédkladnych pojmov. To znamenad, Ze rezignujeme
na otazku, ¢o ,naozaj* oznacuju zdkladné pojmy. Mozu oznacovat cokolvek,
¢o splita dané axiémy — to je vietko, ¢o o nich predpokladame. Zisk z také-
hoto pristupu spociva v univerzalnosti matematiky — aj vysledky matema-
tickych tedrii sa potom vztahuju na velmi réznorodé oblasti reality. Totiz na
tie, v ktorych moZno interpretovat zakladné pojmy danej tedrie tak, ze st
pritom splnené jej axiomy.

Pri deduktivnej vystavbe nejakej tedrie vyvodzujeme dalSie poznatky z jej
axiom logickymi prostriedkami, t.j. dokazujeme ich. Tymto dokédzanym po-
znatkom hovorime vety, tvrdenia, lemy a dosledky, ¢im naznacujeme rozny
stupen dolezitosti, ktory im pripisujeme. Nazvom veta oznacujeme tie najdo-
lezitejsie z nich, menej dblezité nazyvame tvrdeniami a tvrdenia pomocného
charakteru oznacujeme ako lemy. Daosledky, ako uz samotny nazov napoveda,
pripajame ako bezprostredné dosledky niektorych viet, tvrdeni ¢i liem, po-
kial ich vyznam nedosahuje trovern viet. Poznamenajme, Ze toto rozdelenie
mé znacne subjektivny charakter a vyvoj ho ¢asto zvykne prekonat. Mnohé
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vety ¢asom upadaji do zabudnutia, kym naopak mnohé lemy postupne na-
dobtidaji na vyzname.

Zakladnym prostriedkom odvodzovania novych poznatkov v deduktivnej
tedrii je dokaz. V tomto paragrafe sa velmi stru¢ne zoznadmime s hlavnymi
typmi matematickych dokazov: s priamym dokazom, s nepriamym dokazom a
s dokazom sporom. Uvidime, Ze toto rozdelenie tak trochu stvisi so stratégiou
vedenia prislusného dékazu. V nasledujicom paragrafe sa eSte zoznamime
s dokazom matematickou indukciou.

Vicsina matematickych tvrdeni ma tvar implikacie P = @, t.j. tvrdi sa
v nich, ze z predpokladu P vyplyva zaver ). Pritom predpoklad P je casto
konjunkciou nejakych diel¢ich predpokladov, ¢ize ma tvar P, & ... & P,.
Na tomto mieste sa obmedzime na niekolko poznamok o dokazoch tvrdeni
takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy doékaz. Pri priamom dokaze implikacie P = () dokazuje-
me (¢i sa aspon pokusame dokézat) zaver () z predpokladu P. Spodciatku
sa snazime dokézat priamo zaver () z danych axiém a uz skor dokazanych
tvrdeni. Postupujeme pri tom tak daleko, ako sa len dé, pricom jednym ockom
stale poskulujeme po predpoklade P, ¢i diel¢ich predpokladoch P, ..., P,. Vo
chvili, ked uz nevieme ako dalej, siahneme po tom z diel¢ich predpokladov P;,
ktory ndm umozni pohnut sa dopredu. Opéit postupujeme dalej a vo vhodnej
chvili zasa pouzijeme niektory diel¢i predpoklad P; (nie nevyhnutne rdzny od
P;). Ak sme tspesni, nakoniec sa ndm podari dospiet k zéveru @), ¢im dokaz
konéi. Ak sme netspesni, musime to skisit inak, pripadne sa zamysliet nad
otazkou, ¢i spominand implikacia vobec plati.

Mbze sa stat, Ze pri naSom tspesnom dokaze sme nepouzili vSetky diel¢ie
predpoklady Py, ..., P,, ale povedzme prvy a posledny z nich sme nepotrebo-
vali. To znamen4, Ze miesto povodného tvrdenia (P, & P, & ... & P,_1 & P,)
= () sme dokéazali silnejsie tvrdenie (P, & ... & P,1) = Q.

0.7.2. Nepriamy dokaz. Pri nepriamom dokaze implikicie P = () doka-
zujeme miesto nej logicky ekvivalentnu tzv. transponovani implikdaciv =) =
- P prave opisanou metédou priameho dokazu. Za tym ucelom byva casto
uzitocné (pokial to ide) rozclenit predpoklad =@ na konjunkciu diel¢ich pred-
pokladov R; & ... & R,,. Ak pdévodny predpoklad P bol konjunkciou diel¢ich
predpokladov P, & ... & P,, tak jeho negacia —P je ekvivalentna s alter-
nativou =P, V ... V =P,. Potom transponovana implikacia -() = —P je
logicky ekvivalentna s lubovolnou z implikacii

(_'Q&Pl& &-Pi—l&-Pi—H& &Pn) :>_|R,

kde 1 < i < n. Novy zaver —P; sa, samozrejme, usilujeme vybrat ¢o najvy-
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hodnejsie, na ¢o neexistuje jednoznac¢ny recept, no ¢asom sa nam azda podari
nadobudnut cit, ktorym sa budeme moct riadit.

0.7.3. Dékaz sporom. Dokaz sporom do istej miery pripomina nepriamy
dokaz a Casto sa s nim zvykne zamienat. Najmé zac¢iato¢nik by mal k nemu
siahnut az vtedy, ked sa mu priamy ani nepriamy dokaz nedari, pripadne ked
v nnom skrsne podozrenie, zZe dokazované tvrdenie neplati. Namiesto dokazo-
vanej implikacie P = (@ prijmeme predpoklad P & —(Q), ktory je logicky
ekvivalentny s jej negéciou (P = Q). Tento predpoklad sa usilujeme do-
viest k sporu, ¢im sa mysli nejaky logicky absurdny zaver, ako napr. x # x,
alebo spor s niektorym z pdvodnych predpokladov P, —(), pripadne spor
s niektorou z axiém alebo s niektorym zo skér dokazanych tvrdeni.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho dokazu, dokaz sporom nema
vopred stanoveny smer urceny nejakym znamym zaverom — ten by sa mal
objavit az v jeho priebehu. Ak sa ani pokus doviest k sporu predpoklad
P & —(Q) neskondi Gspesne, je namieste pokusit sa ho dokézaf, to znamena
vyvratit povodni hypotézu P = Q.

0.7.4. Dokaz ekvivalencie. Niekedy sa nam moze podarit dokézat ekvi-
valenciu P < () postupnostou logicky ekvivalentnych krokov, no to je skor
vynimka nez pravidlo. Vo vSeobecnosti si jej dokaz vyzaduje dokazat zvlast
kazdt z implikacii P = @, Q = P. Pritom na kazda z nich moZzno pouzit
Tubovolnti z troch skér spominanych metéd. Casto sa jedna z uvedenych im-
plikacii dokazuje priamo a druhé nepriamo, teda dokaz uvedenej ekvivalencie
pozostava napr. z priamych dokazov implikacii P = Q) a =P = Q.

V naSom kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorych sa tvrdi ekviva-
lencia viacerych podmienok P, ..., P,. V tom je zahrnutych n(n — 1) jed-
notlivych implikacii P, = P; pre rozne i,j < n. Dokazovat ich vSetky by
pre n > 3 bolo zna¢ne neefektivne a taktiez zbytocné. Staci totiz dokazat n
implikécii tvoriacich cyklus

Pg(l) = Pg(g) = ... = Pa(n—l) = Pg(n) = Pg(l),

kde o je lubovolna permutéicia mnoziny indexov {1,...,n}, ktort si volime
tak, aby to bolo ¢o najvyhodnejsie. S prikladmi vSetkych uvedenych typov

doékazov sa budeme v nasom kurze neustile stretavat.

0.8 Matematicka indukcia a rekurzia

Mnozinu vSetkych nezapornych celych ¢isel zna¢ime N = {0,1,2,...,} a
nazyvame ju tiez mnozinou vsetkych prirodzenych cisel.
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0.8.1. Dékaz matematickou indukciou. Platnost nejakého tvrdenia P(n)
pre vSetky prirodzené ¢isla, t.j. tvrdenie (Vn € N)P(n) sa obvykle dokazuje
matematickou indukciou. Dokaz indukciou spociva v dokaze dvoch tvrdeni:
nato, aby sme dokézali, ze kazdé prirodzené ¢islo n ma vlastnost P, staci
dokézat, ze plati
1° P(0), t.j. 0 ma vlastnost P;
2° (VneN)(P(n) = P(n+1)),
t.j. ak n je Tubovolné prirodzené ¢islo, ktoré ma vlastnost P, tak aj ¢islo
n + 1 ma vlastnost P.
Strukttru dékazu matematickou indukciou tak mozno zhrnit do schémy

(P(0) & (Vn e N)(P(n) = P(n+1))) = (VneN)P(n).

V bode 2° sa vlastne tvrdi platnost vSetkych implikacii P(0) = P(1),
P(1) = P(2), P(2) = P(3),....Z bodu 1° a prvej z nich vyplyva P(1),
z toho spolu s druhou implikdciou dostavame P(2), z ¢oho pomocou tretej
implikécie plynie P(3), atd.

Princip matematickej indukcie je logicky ekvivalentny so zdanlivo oci-
vidnym principom dobreho usporiadania, ktory tvrdi, ze kazda neprazdna
mnozina A C N ma najmensi prvok. Kedze pre vicsinu Studentov byva tento
princip lahSie prijatelny nez princip indukcie, predvedieme ako mozno prin-
cip indukcie z neho dokazat. Dokaz principu dobrého usporiadania z principu
indukcie prenechdvame na rozmyslenie ¢itatelovi.

Predpokladajme teda platnost principu dobrého usporiadania. Nech P
je vlastnost taka, ze plati P(0) a (Vn € N)(P(n) = P(n+ 1)). Ozna¢me

= {n € N; =P(n)}. Ak neplati (Vn € N)P(n), tak A # . Nech m je
najmensi prvok mnoziny A. Potom zrejme m # 0 a m — 1 ¢ A, teda plati
P(m —1). No kedze P(m —1) = P(m), plati P(m), ¢ize m ¢ A, ¢o je spor.

Z pedagogickych dovodov sa budeme (najmi spociatku) pri dékazoch
indukciou odvoldvat radsej na princip dobrého usporiadania nez na princip
indukcie, a tomu tiez podriadime redakciu dokazu.

Pozndmka. (a) Niekedy je potrebné miesto pociatoéného tvrdenia 1° oso-
bitne dokéazaf niekolko prvych tvrdeni P(0), P(1),..., P(k) a potom prejst
k dokazu modifikovaného tvrdenia 2°, totiz (Vn > k)(P(n) = P(n+1)).
(b) Indukciou mozno dokazovat aj tvrdenia tvaru (Vn > m)P(n), kde
m je nejaké pevné prirodzené ¢islo. Staci dokazaf mierne upravené verzie
tvrdeni 1° a 2°: P(m) a (Vn > m)(P(n) = P(n+1)).
(c) Pri dokaze indukciou mozno bod 2° nahradit tvrdenim

(VneN)((P(0) & ... & P(n)) = P(n+1)).
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Inak povedané, pri dokaze zaveru P(n+1) v bode 2° sa nemusime opieraf len
o predpoklad P(n), ale v pripade potreby mozeme ako predpoklady pouzit
vSetky predchadzajtuce tvrdenia P(0),..., P(n). Takyto dékaz indukciou sa
vlastne riadi schémou

(VneN)((Vk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n).

Rozmyslite si, ako je predpoklad 1°, t.j. tvrdenie P(0), uz zahrnuty v predpo-
klade novej schémy pre n = 0, t.j. v tvrden{ (Vk < 0)(P(k) = P(0)). Dalej
si premyslite, ako mozZno transpoziciou uvedenej implikacie priamo dostat
matematickt formulaciu principu dobrého usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princip matematickej indukcie sa pouziva nielen na do-
kazy tvrdeni o prirodzenych ¢islach. Mozno ho pouzif aj na konstrukciu
roznych, ¢i uz koneénych alebo nekonec¢nych postupnosti. V takom pripade
miesto indukcie budeme radsej hovorit o postupnosti definovanej ¢i zostroje-
nej rekurziou.

Nech X je mnozina a F' je zobrazenie, ktoré kazdej konecnej postupnosti,
(usporiadanej n-tici) (z1, ..., x,) prvkov z X (akejkolvek dlzky n € N) priradi
nejaky prvok F(zi,...,z,) € X. Pomocou zobrazenia F' moZno zostrojit
nekoneénu postupnost (a,)°, prvkov z X tak, ze polozime

GOZF(®)7 a‘n+1:F(a07a’17"‘7an)

pre kazdé n € N. V takom pripade, hovorime, Ze postupnost (a,) je defino-
vana rekurziou pomocou zobrazenia F'.

Druht rovnost mozno samozrejme zapisat v tvare a,, = F'(ag, a1, ..., Gp_1)
pre n > 0. TaktieZ mozno definiciu rekurziou obmedzit len na nejaky po-
Glatoény tsek 0,1,...,n mnoziny prirodzenych cisel a dostat tak rekurziou
kone¢nt postupnost (ag, ay, ..., a,). Niekedy rekurziu zac¢iname nie od nuly
ale od jednotky, pripadne od Tubovolného prirodzeného ¢isla k.

Prvym ¢lenom postupnosti (a,) zostrojenej rekurziou pomocou zobra-
zenia F je prvok ay = F(f)) € X. Dalsie ¢leny potom vyzeraju takto:

a; = F(ag), as = F(ag,a1), a3 = F(ag,a1,az), ..., a, = F(ag,...,a,_1),
an+1 = Fl(ao,...,a,), atd.

Najcastejsie sa stretdme s pripadom, ked sa pri rekurzivnej konstrukeii
¢lena a,.1 nepouziva celd predchadzajica cast postupnosti (ay,...,a,) ale

len jej posledny c¢len a,. Napriklad v aritmetickej postupnosti redlnych ¢i-
sel s pociatoénym c¢lenom aq a diferenciou d plati a,.1 = a, + d; podobne
rekurentny vzfah pre geometrickii postupnost redlnych ¢isel s pociatoénym
¢lenom ag a kvocientom ¢ ma tvar a, ;1 = qa,.
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Inym zndmym ¢iselnym prikladom je tzv. Fibonacciho postupnost (¢,)2,
ktorej rekurzivna definicia

¢o = 1 =1, Ont2 = On + Ont1

pouziva dva predchadzajtce c¢leny. Rozmyslite si, ako tato definicia zapada
do nasej vSeobecnej schémy.

0.8.3. Priklad. Bellove ¢isla st definované rekurziou
" /n
BO - 1, Bn+1 - Z (k’) Bk7
k=0
pri ktorej sa vyuzivaju vSetky predchadzajice ¢leny. Pre istotu pripominame,
ze
n\ n! _nn—1)...(n—k+1)
k) kl(n—k) k!
oznacuje binomicky koeficient alebo kombinacné cislo udavajice pocet vset-
kych k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny.
Vypocitame niekolko pociato¢nych hodndt Bellovych ¢isel:

0 1 1
By =1 B = By =1 B; = B By =2
0 ) 1 (O) 0 ; 2 <O) 0+(1) 1 )

2
B (]

Sy
(@23
Il
R
=N

4 4 4 4
1)31 + <2) B+ (3) By + (4) By =52,
5 5 5 5 5 5
Be = <O)BO+ (1)31+ <2>BQ+ (3)33+ (4>B4+ (5)35 —203, ...

Matematickou indukciou teraz dokazeme, ze pocet vsSetkych rozkladov
n-prvkovej mnoziny (teda aj ekvivalencii na n-prvkovej mnozine) je rovny
¢islu B,,. Zrejme na prazdnej mozine existuje jediny rozklad R = (). Predpo-
kladajme teraz, ze pre kazdé k < n existuje prave By rozkladov k-prvkovej
mnoziny. VSetky rozklady (n + 1)-prvkovej mnoziny {0,1,...,n} mozno zis-
kaf nasledujticim spésobom:
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(1) zvolime si lubovolné k < n a lubovolni k-prvkovi podmnozinu A mno-

ziny {1,...,n} — to pre dané k mozno urobif préave (Z) sposobmi;
(2) vezmeme lubovolny rozklad R mnoziny A — ten podla indukéného pred-
pokladu mozno vybrat prave By spésobmi—a mnozinu A’ = {0,1,... ,n}\

A priddme k povodnému rozkladu R.

Zrejme sme takto ziskali nejaky rozklad R4 = RU{A’} (n+ 1)-prvkovej
mnoziny {0, 1,...,n}, pricom kazdy rozklad S mnoziny {0,1,...,n} ma tvar
S = R4 pre jednoznacne uréent dvojicu (R, A). Vsetkych rozkladov (n+ 1)-
prvkovej mnoziny teda je > _p_o (1) Br = By

Cvicenia

0.1. Pre lubovolné mnoziny X, Y st nasledujice $tyri podmienky ekvivalentné:
(i) Xy, (i) XNY = X, (iii) XUY =Y, (iv) X \Y =0.

Dokézte.

0.2. Vztah inklazie je reflexivny a tranzitivny, t.j. pre Tubovolné mnoziny X, Y, Z plati:
(a) X C X; b)XCY&YCZ = XC2Z
Dokazte. Najdite priklad dosvedcujuci, Ze nie je symetricky.

0.3. Nech Z = {...,-2,-1,0,1,2,...} oznacuje mnozinu vSetkych celjch ¢isel. Pre
kazdé 0 # n € Z oznaéme nZ = {nz; x € Z} mnozinu vSetkych celych &isel

delitelnych ¢islom n. Dokézte, ze pre Tubovolné nenulové celé ¢isla m, n plati

(a) mZ C nZ < m je ndsobkom n;

(b) mZ =nZ < |m|=|n|;

(¢c) mZNnZ = kZ, kde k je najmensi spoloény nasobok ¢isel m a n;

(d) Mbze pre niektoré m, n nastat rovnost mZNnZ = (), pripadne mZNnZ = {0}?

Zdoévodnite.
0.4. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati
XNY =YNX, XUY =Y UX,
XN(YNZ)=(XNY)Nnz, XU(YUZ)=(XUY)UZ,
XNX=X, XUX =X,
XNno=0, XUh=X,
XN(YUZ) =(XNY)U(XNZ), XU(YNZ)=(XUY)n(XUZ),
XNX=0, X\0=2X,
XN ~X)=190, XU\ X)=XUY,
(XNY)NZ=(X~2)Nn(Y\NZ), (XUYI\Z=(X~N2)U(Y\2),
XN (YN2)=(XY)U(X~N2Z), X~ (YUZ)=(X~Y)N(X~2),
(X\Y)\Z=X~(YU2), XN N2)=XY)U(Xn2Z),
(X\Y)NnZ=(Xn2Z)\Y, X\Y)uZ=XUZ)~N (Y 2).
Dokazte. Pomenujte niektoré z uvedenych vlastnosti binarnych operacii N, U a
N (komutativnost, asociativnost, ...).

0.5. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati
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0.6.

0.7.

0.8.

0.9.

0.10.

XxYNZ)=(XxY)N(XxZ), XxYUZ)=XxY)U(X x 2Z),
XxYN2)=XxY)\ (X x 2), X x0=0.

Dokéazte. Napiste analogické vztahy distributivnosti kartezidnskeho stéinu vzhla-
dom na operéacie prieniku, zjednotenia a mnozinového rozdielu pri nasobeni sprava.
Nech X, Y, Z st lubovolné mnoziny. N4jdite ¢o najprirodzenejsiu bijekciu a k nej
inverzné zobrazenie medzi kazdou z nasledujtcich dvojic mnozin (mnozina P(X)
vetkych podmnozin mnoziny X z Casti (f) sa nazyva potencnd mnoZina mnoZiny

(a) X xY,Y xX; x (Y x2Z),(XxY)xZ

(b
(X % Y)Z, XZ % YZ; (d XY><Z (XY)Z
(
(

£) {0,1}*, P(X) ={4; AC X}
h) XY ><)(Z X(YX{O})U(ZX{I})-

Nech R oznacuje mnozinu vSetkych realnych ¢isel. Funkcie f,g,h: R — R st dané
predpismi f(x) = (z + 1)%, g(z) = 1 — sin2x, h(z) = e~®. Napiste a zjednoduste
predpisy pre zlozené funkcie fo f, fog,go f, foh, hof, goh, hog, fogoh,
hogof,gofohagohof,

Nech f: X =Y, g: Y — Z st Tubovolné zobrazenia. DokéZte postupne nasledujice
tvrdenia:

(a) Ak f, g st injektivne, tak aj g o f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(c) Ak f, g st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Na priklade ukazte, Ze v pripade (f) g nemusi byt injektivne ani f surjektivne. Co
z toho vyplyva pre pripady (d) a (e)?

Pre lubovolné zobrazenia f: X — Y, g: Y — Z a mnoziny A C X, B C Z dokézte
rovnosti:

(a) (g0 f)(A) =g(f(A)); (b) (gof)"'(B)=f""(g~!(B)).
Nech f: X — Y je lubovolné zobrazenie. Potom pre véetky A, BC X, C, DCY
plati

(a) ACB = f(A) C f(B); (b) CSD = f1(C) C f (D)
(c) f(ANB)C f(A)N f(B); (d) f~HCnD)=f~HC)NfH(D);
(e) f(AUB)= f(A)U f(B); (f) f71(CuD)=fHC)Uf (D)
(g) f(ANB)2 f(A) N f(B); (h) f~H(C~D) = f~HC)NfH(D);
(i) FH(f(A) 2 4 G f(f @) cc.

Dokéazte. Na prikladoch sa presvedcte, Ze inklazie v pripadoch (c), (g), (i) a (j)
nemozno zamenit rovnostami. UkézZte, Ze rovnost pre vetky A, B C X je v lubo-
voInom z pripadov (¢), (g) a (i) ekvivalentnd s injektivnotou zobrazenia f. Podobne
je rovnost pre kazdé C CY v pripade (j) ekvivalentnd so surjektivnostou f.
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0.11.

0.12.

0.13.

0.14.

0.15.

Nech f: X — Y, g: Y — Z st bijektivne zobrazenia. Potom (go f)~! = f~log~!.
Dokézte. Odvodte z toho, Ze pre kazdi permuticiu o € S, plati |o| = |0_1’ a
sgno =sgno L.

(a) Sformulujte pojmy lavého a pravého neutralneho prvku bindrnej operacie * na
mnozine X.

(b) Nech x>y =y pre vietky x,y € X. Je tdto bindrna operacia na mnozine X
asociativna resp. komutativna? N4jdite vSetky lavé a vSetky pravé neutralne prvky
operacie b.

(¢) Predpokladajme, Ze e je jedingm neutrdlnym prvkom (¢ uz lavym, pravym
alebo obojstrannym) bindrnej operécie * na mnozine X . Sformulujte pojmy lavého
a pravého inverzného prvku k danému prvku x € X.

(d) Pomocou multiplikativnej tabulky néjdite priklad (neasociativnej) bindrnej
operéacie * na mnozine X, ktorad ma jediny (obojstranny) neutralny prvok e, pricom
niektory prvok ¢ € X m4 jediny lavy inverzny a dva rozne pravé inverzné prvky,
a iny prvok b € X mé jediny lavy inverzny no ziadny pravy inverzny prvok. Aké
situdcie mozu este nastat? (Pozri cvi¢enie 0.18.)

1234 1234\ L . s
Nech ¢ = (34 12), o= (23 14) st permutécie mnoziny {1,2,3,4}. Vypocitajte

permutécie 07!, 07! o, 0o, 0007, pooctapgtogop.

Nech 1 < 7 < n € N. Permutacia a € S,, sa nazyva i-cyklus, ak na nejakej -
prvkovej mnozine {aj,as,...,a;} € {1,2,...,n} operuje cyklicky podla schémy
a:ay — ay — ... — a; — a1 a na zvySku mnoziny {1,...,n} identicky, t.j.
ala) =aprea € {1,...,n} ~ {a1,...,a;}. Skratene piseme o = (ay,...,a;). Dva
cykly o = (a1,...,a;), B = (b1,...,b;) sa nazyvaju disjunkiné, ak {a1,...,a;} N
{b1,...,b;} = 0. Zrejme identick permutaciu mozno povazovat za 1-cyklus a kazda
transpozicia je 2-cyklus. Dokézte postupne nasledujtice tvrdenia:

(a) Nech «, 3 € S, st dva cykly. Potom a o 8 = 3o « préave vtedy, ked cykly «, 3
st disjunktné alebo asponi jeden z nich je 1-cyklus.

(b) Kazdéd permutécia o € S, je kompoziciou disjunktnych cyklov o = ajo0...0
ag. Ak do tejto kompozicie zahrnieme aj vSetky 1-cykly, tak uvedeny rozklad je
uréeny jednoznacéne az na poradie jednotlivych cyklov. (Ndvod: Vytvorte cyklus
(1,0(1),02%(1),...,0171(1)). Na zvysku mnoziny {1,...,n}, ak nejaky zostal, po-
stup opakujte.)

) Kazdy cyklus je kompoziciou transpozicii (napr. (1,2,...,n) = (I,n)o...o0
1,3) 0 (1,2)).

(c

(1,

(d) Kazda permutéacia o € S,, je kompoziciou transpozicii.

(e) Dlzka i-cyklu a je |a| =i — 1 a jeho znak je sgna = (—1)""1.
(f

) Nech 0 = a3 o...0 «a; je rozklad permutéicie o na disjunktné cykly, pri-
¢om « je ij-cyklus. Potom dlzka permutécie o je |o| = iy + ...+ i — k a jej
znak je sgno = (—1)a++—F Ak uvedeny rozklad zahfiia aj vSetky 1-cykly, tak
lo| =n—kasgno = (-1)""*.

(a) Rozlozte kazd z permutécii zo zadania aj vysledkov v cviéeni 0.11 na kompo-
ziciu disjunktnych cyklov (vratane 1-cyklov) a pre kazdd z nich urcte jej dlzku a
znamienko.
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(b) Spocitajte pre kazda z uvedenych permutacii pocet jej inverzii a porovnajte
s jej dizkou. Presvedéte sa, Ze obe ¢isla sa nemusia rovnaft, no vzdy majt rovnaki
paritu.

(¢) Rozlozte permutaciu 7 = (1,3,5,7) o (1,2) 0 (2,4,6,8) o (4,5,6) € S1p na
disjunktné cykly (vratane 1-cyklov) a urcte jej dlzku a znamienko.

0.16. k:0.16 (a) Nech n € Z (pozri cvi€enie 0.3). Dokazte, ze vztahom z =,y < z—y €

0.17.

0.18.

0.19.

nZ je definovana ekvivalencia na mnozine Z. Tuto ekvivalenciu znacime tiez x =y
mod n a nazyvame ju kongruenciou modulo n.

(b) Predpokladajme, ze n > 0, a ozna¢me Z, = {0,1,...,n—1} = {z € Z; 0 <
x < n}. Potom (Vz € Z)(3z € Z,)(x =, z). Dokédzte. Toto jednoznacne urcené
z € Z,, nazyvame zvyskom po deleni ¢isla z Cislom n.

(¢c) Pre lubovolné n € Z plati (Vz,y,u,v € Z)(z =, y & u=, v = z+u=,
y+v & zu =, yv).

(d) Ako vyzeraju triedy rozkladu mnoziny Z podla kongruencie =,,?

Matematickou indukciou dokazte nasledujice vzorce:
(@) Yrqi=14+2+...+n=3n(n+1)

(b) X iG+1)=1-24+2-3+...+n(n+1) = n(n+1)(n+2);
(€) Sho ik =124224 +n?=in(n+1)(2n+1);
)

n n n+1_
d) Yhood" =14qg+¢+...+¢" =%, (¢# 1)

(e) 22:1 sinpxr = sinx + sin2x 4 ... + sinnz = Sin(m/?iji(r;(/(gﬂ)mm), (z # 2km,
ke )
() ZZ:O cospxr = cos0 + cosx + ... + cosnx = Cos(nm/zgjég(/g;ﬁ)m/m, (x # 2k,
ke,

n+1 n+1
(g) (rbn = (1+\/5) 2n+_1 S/lg_ﬁ) 5 (d’n su Fibonacciho éisla).

(a) Priamym vypoctom overte, Ze binomické koeficienty (Z) = ﬁlk)' vyhovuju
rovnosti (Z) = (nT_Lk) a pravidlam Pascalovho trojuholnika, t.j. (3) = (2) =1la
(1) = (7 + () pre 1<k <,

(b) Oznac¢me C(n, k) pocet vSetkych k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny.
Kombinatorickou tvahou dokdzte, ze aj tzv. kombinacné éisla C(n, k) vyhovuji
pravidlam Pascalovho trojuholnika, t.j. C(n,0) = C(n,n) = 1 a C(n+ 1,k) =
C(n,k—1)+C(n,k) pre 1 <k <n.

(c) Na zéklade (a) a (b) odvodte zndmy vzorec C(n,k) = (}). Kde treba pritom
pouzit matematicki indukciu?

(d) Pre k > n dodefinujme (}) = C(n,k) = 0. Predpisom n * k = C(n,k) je
tak definovana binarna operacia na mnozine N. Je tato operacia komutativna resp.
asociativna? M4 nejaky Tavy resp. pravy neutralny prvok? (Pozri cvi¢enie 0.12.) Ako
je to s pripadnymi lavymi ¢ pravymi inverznymi prvkami?

(n+k)!
n! k!

(e) Rieste Glohu (d) aj pre bindrnu operaciu n e k = C(n + k, k) =
mnozine N.

na

Matematickou indukciou dokazte princip dobrého usporiadania mnoziny N (t.].
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kazd4 neprdzdna podmnozina A mnoziny N m4 najmensi prvok).
(Ndvod: Transponujte implikaciu (Vn € N)((Vk < n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n),
a nahradte vlastnost P(n) vlastnostou n ¢ A.)



1. Polia a vektorové priestory

V tejto kapitole zavedieme dva druhy algebraickych struktar, ktoré buda
hrat v celom dalSom vyklade kltcovi tlohu, a dokdZzeme o nich niekolko
jednoduchych zakladnych tvrdeni. Ide struktary, ktoré zahfniame pod pojem
pola a pojem vektorového priestoru.

Prvky pola budeme nazyvat skaldry, a niekedy len ¢isla. Fyzikdlne ich
mozno interpretovat ako hodnoty fyzikdlnych veli¢in, ktoré st urcené iba
svojou velkostou a znamienkom. Prvky vektorového priestoru, t.j. vektory,
zasa zodpovedaju fyzikdlnym veli¢inam, ktoré st okrem velkosti urcéené tiez
smerom a orientaciou.

1.1 Zakladné ciselné obory

Predpokladame, 7Ze Citatel pozna zékladné ¢iselné obory, ako st prirodzené
cisla, celé ¢isla, raciondlne c¢isla, redlne cisla a komplexné cisla. Kazdy z tychto
¢iselnych oborov tvori mnozinu. Dohodneme sa, Ze ich budeme oznacovat tzv.
tuénymi tabulovymi pismenami:

N — mnozina vsetkych prirodzenych cisel,

Z, — mnozina vSetkych celych ¢isel,

@Q — mnozina vsetkych racionalnych cisel,

R — mnozina vSetkych redlnych cisel,

C — mnozina vsetkych komplexnych ¢isel.

Este poznamenajme, Ze i nulu povazujeme za prirodzené ¢islo, t.j. 0 € N.
Imagindrnu jednotku (ktord je prvkom C \ R) budeme znadit i.

Konstatovanim, ze uvedené c¢iselné obory tvoria mnoziny, sme vsak ich
strukttru zdaleka nevycerpali. Omnoho délezitejsie je, Ze na kazdej z tychto
mnozin st definované dve binarne operacie, scitanie + a nmdsobenie -. Pri-
tom na kazdej z uvedenych mnozin si obe tieto operacie asociativne a ko-
mutativne. NavySe, ndsobenie je (z oboch stran) distributivne vzhladom na
sCitanie, t.j. pre vSetky prvky x, y, z prislusnej mnoziny plati

z(y + 2) = xy + xz, (x+y)z =22+ yz.

Ciselny obor N je v porovnani s obormi Z, Q, R a C akysi ,,chudobnejsi“ —
kym rovnice tvaru x + a = b maja v oboroch Z, Q, R, C riesenie xt = b — a
pre Tubovolné a, b, v N je takdto rovnica riesitelna len ak a < b. Obory Q,
R a C st vsak ,bohatsie” nielen v porovnani s N no i so Z — rovnice tvaru
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ar = b maju v oboroch Q, R, C riesenie pre lubovolné a # 0 a b, kym v N ¢i
7 su riesitelné len ak a je delitelom b.

Nés budua zaujimat prave vlastnosti ¢iselnych oborov Q, R a C s opera-
ciami s¢itania a nasobenia. Pritom vyuzijeme, Ze uvedené operacie na tychto
oboroch maju rad spolocnych vlastnosti, ¢o ndm umoziuje skiimat ich do
velkej miery jednotnym spdsobom a stucasne. To dosiahneme tym, Ze sfor-
mulujeme abstraktny pojem pola, pod ktory zahrnieme vSetky spominané
pripady, ako i mnohé dalsie, ktoré sa ndm objavia az akosi dodato¢ne. Ako
sme spominali uz v uvode, prave takyto pristup je charakteristicky pre al-
gebru, presnejsie, v iom spociva jej podstata.

1.2 Polia

Polom nazyvame mnozinu K s dvoma vyznaénymi prvkami — nulou 0 a
jednotkou 1 —a dvomi bindrnymi operaciami na K — scitanim + a ndsobenim
- — takymi, ze plati

(Va,be K)(a+b=0b+a), Va,be K)(a-b=1b-a),
(Va,b,ce K)(a+ (b+c)=(a+b)+¢c), (VYa,b,ce K)(a-(b-c)=1(a-b)-c),
(Vae K)(a+0=a), Vae K)(1-a=a),

(Vae K)(3be K)(a+b=0), Vae K~{0})(Fbe K)(a-b=1),
(Va,b,ce K)(a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)), 0#1

Teda scitanie a nasobenie v poli si komutativne a asociativne operacie a
nasobenie je distributivne vzhladom na s¢itanie. Dalej 0 je neutralny prvok
sCitania a 1 je neutralny prvok néasobenia, pricom tieto dva prvky st rozne.
Jednoducho mozno nahliadnut, Ze prvok b € K taky, ze a +b = 0, t.j.
inverzny prvok vzhladom na operaciu séitania, je k danému prvku a € K
uréeny jednoznacne (pozri paragraf 0.4). Tento jednoznacne uréeny prvok
k danému a oznacujeme —a a nazyvame opacny prvok k a. Miesto a + (—b)
zvykneme pisat len a — b. Takisto prvok b € K taky, ze a-b = 1, je k danému
0 # a € K uréeny jednoznac¢ne — oznacujeme ho a~! alebo %, pripadne 1/a
a nazyvame inverzny prvok k a alebo prevrdtend hodnota prvku a. Miesto
a- b~ piSeme tiez ¢ alebo a/b.

Znak nasobenia budeme viésinou vynechévat a nasobenie bude mat pred-
nost pred s¢itanim, teda napr. miesto (a - b) + ¢ budeme pisat len ab + c.
Asociativnost ndm umoziiuje vynechavat zatvorky a sucty ¢i sucéiny lIubo-
volnych koneénych postupnosti prvkov pola jednoznac¢ne zapisovat v tvare
a, + as + ...+ a, resp. a; - as - ... - a, pripadne len ajas...a,; komuta-
tivnost ndm navysSe dovoluje nestarat sa o poradie séitancov resp. Cinitelov.
Kvoli tiplnosti sa dohodneme, Ze pre n = 1 sa oba uvedené vyrazy rovnaju
ay; pre n = 0 kladieme prazdny stcet rovny 0 a prazdny sacin rovny 1. Ak
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a =...=a, = a, tak miesto a; + ... + a, piSeme na a miesto a; ...a, len
an

Teraz si ukdzeme, ako mozno niektoré najzakladnejsie pravidla pocitania,
na ktoré sme zvyknuti v ¢iselnych oboroch @Q, R a C, odvodit len z axiém
pola. Zhrnieme ich do nasledujiceho tvrdenia. Okrem iného z neho vyplyva,

ze k 0 nemdze v poli existovat inverzny prvok (podmienka (c)).

1.2.1. Tvrdenie. Nech K je pole. Potom pre Iubovolnén € N aa,b,c, by, ...,
b, € K plati

(a) a+b=a+c = b=c,

(b) (ab=ac & a#0) = b=c,

(c) a0 =0,

(d) ab=0 = (a=0V b=0),

(¢) —a=(-1)a,

(f) a(b—c) = ab— ac,

(g) a(by +...+b,) = aby + ...+ ab,.

Dokaz. (a), (b) Kedze obe podmienky mozno dokazat v podstate rovnako,
urobime to len pre druht z nich. Z ab = ac vyplyva a tab = a lac. Lava
strana sa rovna b a prava c.

(¢) a0 4+ a0 = a(0 + 0) = a0 = a0 + 0. Podla (a) z toho vyplyva a0 = 0.

(d) Nech ab = 0. Potom podla (c) ab = 0 = a0. Ak a # 0, tak podla (b)
z toho vyplyva b = 0.

(e) Vdaka jednoznacnosti opac¢ného prvku k a staci overit, ze (—1)
0. Jednoduchy vypocet dava (—1)a+a=(—1)a+la=(-1+1)a =
podla (c).

(f) Podla (e) a(b—c) = a(b+(—1)c) = ab+a(—1)c = ab+(—1)ac = ab—ac.

(g) Rovnost zrejme plati pre n = 0, 1, 2. Keby neplatila pre vsetky
prirodzené c¢isla, oznacme n najmensie prirodzené c¢islo, pre ktoré existuja
a,by, ..., b, € K také, ze uvedend rovnost neplati. Potom n > 2 a pre n — 1
rovnost plati. Preto

a(by+ ...+ bp1+b,) =alby + ...+ by_1) + ab, = aby + ... + ab,_1 + ab,.

To je vsak spor.

+a

a =
Oa=0

Dopliime, ze podmienky (a) a (b) sa nazyvaji zdakony o krateni pre sci-
tanie resp. nasobenie v poli.

Podmienka (e) ndm umoziuje zaviest Tubovolné celo¢iselné nasobky prv-
kov z pola. Pre a € K, n € N kladieme (—n)a = —(na) = n(—a). Podobne
mozno pre nenulové prvky pola zaviest i lubovolné celo¢iselné mocniny. Pre
0+#a€ K, n € N kladieme a™" = (a™) ™' = (a7 1)".
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Citatelovi prenechavame, aby si sam odvodil nasledujiice rovnosti zndme
z beznych ¢iselnych oborov:

0a =0, la=a, a € K,
n(a + b) = na + nb, a,be K, n€Z,
(m+n)a=ma+na, ackK, mnelZ,

(mn)a = m(na), ac K, mne€Z,

(mn)(ab) = (ma)(nb), a,be K, m,n € Z,

=1 a =a, a€ K,

(ab)" = a™b", abeEK, n€Z n<0= a#0#b,

a™t" = a™a", a€K, mneZ (m<0Vn<0) = a#0,
a™ = (a™)", a€K, mneZ, (m<0Vn<0) = a#0,

Este podotykame, Ze v rovnostiach v prvom a Siestom riadku oznacuju 0 a
1 na Tavych strandch prirodzené ¢isla, t.j. prvky mnoziny N, kym 0 a 1 na
pravych stranéch v prvom riadku oznac¢uju prvky pola K. Vzhladom na to,
Ze pre vSetky tri priklady poli, s ktorymi sme doteraz stretli, plati N C K,
moze sa nam toto rozliSenie zdat nepodstatné. Vo vSeobecnosti vsak uvedend
inklizia platit nemusi.

Nech K je pole a L C K. Hovorime, Ze L je podpole pola K, ak 0,1 € L
a pre vSetky a,b € L platia+b € L, ab € L, —a € L a, ak a # 0, tak aj
a~! € L. Inak povedané, podpole pola K je taka jeho podmnozina L, ktora
obsahuje nulu a jednotku a je uzavretd vzhladom na scitanie, nasobenie,
opac¢ny a inverzny prvok. Zrejme kazdé podpole pola K je s tymito operaciami
zazenymi z K na L i samo polom. Hovorime tiez, Ze pole K je rozsirenim
pola L.

Zrejme pole Q je podpolom pola R i pola C; pole C je rozsirenim pola Q
aj R.

Charakteristikou pola K, oznacenie char K, nazyvame najmensie kladné
celé cislo n také, ze nl = 0; ak také n neexistuje, t.j. nl # 0 pre kazdé celé
n > 0, hovorime ze K ma charakteristiku oo (niektori autori vtedy klada
char K = 0).

Ak pole K je rozsirenim pola L, tak polia K a L maja tu istG jednotku,
preto char K = char L.

Zrejme char Q = char R = char C = oo.

1.2.2. Veta. Nech K je pole. Potom char K je co alebo prvocislo.

Dokaz Ked7ze 0 # 1, zrejme char K > 1. Predpokladajme, Ze char K = n
je zlozené ¢islo. Potom existuju celé ¢isla k,1 > 1 také, ze n = kl. Kedze
k,l < n,je k1 # 0 # [1. Na druhej strane (k1)(I1) = (kl)(1-1) = nl = 0.
Podla tvrdenia 1.2.1(d) z toho vyplyva k1 = 0 alebo [1 = 0, ¢o je spor.
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1.3 Polia Z,

V tomto kratkom paragrafe si ukazeme priklady poli, ktorych charakteristika
nie je 0o. Z toho dovodu sa tieto polia vyrazne odlisuju od nasich déverne zna-
mych ¢iselnych poli. Presnejsie, pre kazdé prvocislo p zostrojime isté konecné
pole Z,, ktoré ma p prvkov a charakteristiku p. Na druhej strane, spominané
Ciselné polia (ako vobec vSetky polia nekonecénej charakteristiky) st neko-
necné. Poznamenajme, Ze pre kazdé prvocislo p a kladné celé ¢islo k existuje
pF-prvkové pole s charakteristikou p ako aj nekone¢né polia charakteristiky
p. Ich konstrukcia vSak presahuje ramec nasho tivodného kurzu.

Pre potreby matematickej analyzy, teda aj z hladiska fyzikalnych apli-
kécii, st najdolezitej$imi polami R a C. Konec¢né polia vSak v sucasnosti
zohravaja doleziti tlohu napr. v kédovani a kryptografii.

Pre kazdé kladné celé ¢islo n oznacme

Zn={keN; k<n}={0,1,...,n—1}.

Mnozinu Z,, zo zrejmych dovodov (pozri cvidenie 0.12) nazyvame mnozinou
zvyskovych tried modulo n. Na tejto mnozine teraz zavedieme dve binarne
operécie — séitanie @ a nasobenie ® (toto trochu tazkopadne oznacenie bu-
deme pouzivaf len v tomto paragrafe, neskor sa vratime k obvyklym + a -;
v definicii v8ak treba odlisit s¢itanie a nasobenie v Z,, od prislusnych operacii
v Z). Pre a,b € Z, kladieme

a @ b = zvySok po deleni (a + b) : n,
a ® b = zvySok po deleni (ab) : n.

Citatelovi prenechavame na overenie (pripadne na uverenie), ze & a ® st aso-
ciativne a komutativne operécie na Z, a nasobenie je distributivne vzhladom
na s¢itanie. Dalej 0 je neutrdlny prvok séitania a, pre n > 1, je 1 neutralny
prvok néasobenia. NavySe ©a = n — a je opa¢ny prvok k a € Z, ~ {0}; pre
a = 0 je samozrejme ©0 = 0.

1.3.1. Veta. Mnozina 7Z,, s operaciami & a @ je pole prave vtedy, ked n je
prvocislo.
Dokaz. Zrejme n je najmensie kladné celé cislo také, ze

nl=1®...&1=0.
————

n-krat

Preto, ak Z, je pole, tak charZ, = n, a podla vety 1.2.2 je n prvodislo.
Dokazeme, Ze 7Z,, je pole pre kazdé prvocislo p. Najprv overime, ze v Z,
plati zakon o krateni
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(a@b=aGc&a#0) = b=c

Rovnost a ® b = a ® ¢ znamend, ze ¢islo ab — ac = a(b — ¢) je delitelné
¢islom p. KedZe p je prvocislo, musi byt aspoti jedno z ¢isel a, b — ¢ delitelné
¢islom p. Nakolko 0 < a < p, moze to byt len b — c. Pre b,c € Z, to vsak
znamena b = c.

Zostava overit existenciu inverzného prvku ku kazdému 0 # a € Z,.
Uvazujme postupnost mocnin a! = a, a> = a®a, a® = a®aGa, ...,
atd. Kedze a # 0, z dokdzaného kratenia vyplyva, ze vSetky jej ¢leny st
nenulové. Pretoze mnozina Z, je konecna, nemézu byt vsetky cleny uvedenej
postupnosti rézne. Musia preto existovat kladné celé ¢isla k, [ také, ze a* =
a** = a* © a!. Potom plati a* ® @' = a* ©® 1, z ¢oho kratenim dostavame
al = 1. Kedze a' = a® a'™!, je a=! = a!~! inverzny prvok k a.

Multiplikativne tabulky s¢itania a ndsobenia v poli Zs sme si ako priklady
binarnych operéacii uviedli v paragrafe 0.4.

1.4 Vektory v rovine a v trojrozmernom priestore

Vektory v rovine ¢i v priestore si predstavujeme ako orientované usecky,
t.j. usecky, ktorych jeden krajny bod povazujeme za pociatocny a druhy za
koncovy — ten je oznacCeny Sipkou. Pritom dve rovnako dlhé, rovnobezné a
sthlasne orientované tsecky predstavuja ten isty vektor — hovorime, Ze st
umiestneniami toho istého vektora. Ak si teda zvolime nejaky pevny bod O,
tak vSetky vektory v rovine ¢i priestore mozeme jednoznacne reprezentovat
ako orientované tsecky O—z>4 s poc¢iatkom v O, pricom ich koncom médze byt
Tubovolny bod A roviny ¢i priestoru, bod O nevynimajic — orientovand tisecka
O—O> totiz predstavuje tzv. nulovy vektor.

Vektory v rovine i v priestore ioino séij&t’ pomocou tzv. vektoroveho

rovnobeznika. Sucet vektorov u = OA, v = OB je potom znazorneny orien-

tovanou uhloprieckou u +v = O—C>’ rovnobeznika, ktorého dve prilahlé strany
tvoria tsecky OA, OB.

Vektory mozno taktiez nasobit lubovolnymi skaldrmi, t.j. redlnymi ¢is-
lami: ak ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.j. orientovand tsecka s po-
iatkom v O, ktorej dlzka je |c|-nasobkom dlzky tisecky v, lezi na tej istej
priamke ako v a je orientovana stuhlasne s v, ak ¢ > 0, resp. nesthlasne s v,
ak ¢ < 0, (ak ¢ = 0 alebo v je nulovy vektor, tak, samozrejme, aj cv je nulovy
vektor, takze nezalezi na jeho smere ani orientécii).

Ak si okrem pociatku O zvolime v rovine ¢i priestore este dve resp. tri
suradné osi, t.j. navzajom kolmé priamky prechadzajice pociatkom, a na
kazdej z nich jeden bod v rovnakej jednotkovej vzdialenosti od pociatku
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B C

u-+v

0 u A
Obr. 1.1. Vektorovy rovnobeznik

(¢im zadame jednotku dlzky a orientaciu osi), dostaneme pravouhly stradni-
covy systém v rovine ¢i v priestore. Kazdy bod roviny ¢i priestoru je potom
jednoznacne urceny usporiadanou dvojicou, resp. trojicou svojich sturadnic a
tiez naopak, kazda dvojica resp. trojica stradnic jednoznacne urcuje nejaky
bod roviny ¢i priestoru. Taktiez kazdy vektor v rovine ¢i v priestore je potom
jednoznac¢ne uréeny stradnicami svojho koncového bodu a tiez naopak Tubo-
volné usporiadané dvojica resp. trojica suradnic jednoznac¢ne urcuje nejaky
vektor v rovine ¢i priestore. Pri pevnom siradnicovom systéme tak mozno
mnozinu vietkych vektorov v rovine stotoznit s mnozinou R? a mnozinu vset-
kych vektorov v priestore s mnozinou R3.

Ak (pri takomto stotozneni) u = (uj,uz) € R* v = (v1,12) € R? st
dva vektory v rovine, tak Tahko nahliadneme, Ze pre ich stcet u + v, dany
vektorovym rovnobeznikom, plati

u+v = (u1,ug) + (v1,v2) = (U + v1, ug + v2).
Ak ¢ € R, tak pre skalarny nasobok cu dostavame
cu = c(uy, ug) = (cuy, cus).

Podobne mozno reprezentovat aj operacie suctu a skaldrneho nasobku vek-
torov v priestore prislusnymi operdciami na mnoZine R? vSetkych usporiada-
nych trojic redlnych cisel.

Este si vSimnime, ze predpoklady kolmosti stiradnych osi a rovnosti jed-
notkovych dlZok v jednotlivych smeroch nehrali v nasich tvahich nijakt
tlohu. Stadi, aby systém suradnych osi tvorili dve rdznobezné priamky (v ro-
vine) resp. tri nekomplanarne priamky (v priestore) pretinajice sa v pociatku
O. Za jednotkové dlzky v smeroch jednotlivich stradnych osi mozno zvolit
dlzky Tubovolnych (nie nevyhnutne rovnako dlhjch) tseciek.

Operacie suctu vektorov a nasobenia vektora skalarom maju rad vlast-
nosti, ktoré nie st viazané len na ich Specificki geometricki reprezentaciu
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v rovine ¢i priestore. Napriklad, prostrednictvom stiradnicovej reprezentacie
vektorov by sme ich mohli priamodciaro zovSeobecnit na usporiadané n-tice
skalarov z Tubovolného pola K pre akékolvek n € N. Tym by sme dostali
akési ,,n-rozmerné vektorové priestory nad polom K“. V duchu algebry teraz
zadefinujeme abstraktny pojem vektorového priestoru nad danym polom, pri-
¢om budeme abstrahovat od akychkolvek stradnic aj ,dimenzie“. Podstatné
budt pre nés len algebraické vlastnosti operacii suctu vektorov a skaldrneho
nasobku vektora. K spominanym prikladom sa vSak budeme ststavne vracat.

1.5 Vektorové priestory

Nech K je pole. Vektorovym alebo tiez linedrnym priestorom nad polom K
nazyvame mnozinu V' s vyzna¢nym prvkom 0 a dvomi binarnymi operaciami
— scitanim 4+ 'V x V. — V a ndsobenim - : K x V — V — takymi, ze plati

(Vz,y,2 € V)(T+ (y +2) = (T +y) +2)),
(Vz,yeV)(z+y=y+x),

VxeV)(zx+0=2x),
VzeV)3JyeV)(z+y=0),

Va,be K)(Vz e V)(a-(b-x) = (ab) - z),
VzeV)(l-z=2x),

(Vae K) Yo,y eV)a: @+y) = (a-2) +(a-)),
Va,be K)Vx e V)((a+b) -z =(a-z)+ (b-x)).

Ako si Citatel asi vSimol, skalary znac¢ime ,obyc¢ajnymi“ malymi latin-
skymi pismenami a vektory tuénymi malymi latinskymi pismenami. Tejto
implicitnej dohody sa budeme viicsinou drzaft, nie vSak za kazda cenu. Ke-
dykolvek by nas obmedzovala, nebudeme véhat ju porusit.

I ked scitanie skalarov v poli a s¢itanie vektorov zna¢ime rovnakym zna-
kom +, ide o ro6zne operacie. Podobne nasobenie v poli a nasobenie vektora
skalarom st rozne operacie, hoci obe znac¢ime - . Neskor tento pristup dovedie-
me eSte dalej, ked budeme rovnako znacit prislusné operécie a nuly v réznych
vektorovych priestoroch. RozliSovanie znakov pre nulu 0 € K a 0 € V| hoci
tieto prvky plnia rovnakia funkciu v K resp. vo V, je tak trochu proti duchu
tohto pristupu. Ide vlastne o zbytocny luxus, ktory je vSak v zhode s prijatou
dohodou o znaceni skalarov a vektorov.

Z formalneho hladiska pripominaji axiémy vektorového priestoru axiémy
pola: s¢itanie vektorov je opif asociativna a komutativna bindrna operacia
na V' s neutralnym prvkom 0 € V', operacia nasobenia vektora skalarom tiez
spliia aktsi podmienku ,asociativnosti, 1 € K je jej ,neutralnym prvkom®
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a platia dva ,distributivne zakony“. Je tu vSak jeden podstatny rozdiel —
kym nasobenie v poli K je binarnou operaciou na mnozine K, t.j. zobra-
zenim - : K x K — K, nasobenie vo vektorovom priestore V' nad polom K
nie je binarnou operaciou na V', ale bindrnou operaciou - : K x V. — V. To
nam vsak nebrani zaviest obdobné dohody ako pre operécie v poli: i teraz
bude mat nésobenie prednost pre séitanim a znak nasobenia budeme vAcSi-
nou vynechavat, t.j. pisat napr. ax + y miesto (a - x) + y. Takisto budeme
vynechavat zatvorky, ktorych umiestnenie neovplyvni vysledni hodnotu vy-
razov ako napr. v abzr alebo a1z, + ... + a,x,. Posledny vyraz budeme tiez

znacit
n
E a;T;
i=1

a nazyvat linedrnou kombindciou vektorov &y, ..., x, s koeficientmi ay, . . . , a,.
Specialne pre n = 1 to znamena 23:1 a;x; = a1z1; kvoli aplnosti pre n = 0
este kladieme prazdnu linearnu kombinaciu Z?:1 a;x; rovnu 0.

Podobne ako v pripade poli, mozno z axiom vektorovych priestorov od-
vodit niektoré zakladne pravidla pre pocitanie so skalarmi a vektormi. Pre-
dovsetkym prvok y € V taky, ze x +y = 0, je k danému & € V urdeny
jednoznacne — znac¢ime ho —x a nazyvame opacny vektor k x. Namiesto
x + (—y) opift piseme len x —y. Tieto pravidla zhrnieme v nasledujicej ana-
16gii tvrdenia 1.2.1

1.5.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom pre
Iubovolné n € N, a,b,aq,...,a, € K axz,y,z,x,...,x, € V plati

(a) x+y=x+2 = y=z,

(b) (ax =ay & a #0) = z =y, (ax =bx & x #0) = a =0,
(c) a0 =0 = Oz,

(d) ax =0 = (a=0V z=0),

(e) —z = (-1,

(f) a(x —y) = ax — ay, (a —b)x = ax — bz,

(g) alx:+...4z,) =ax1+...4+ax,, (a1+...4a)x=ax+...+a,x.

Dokaz Vsetky podmienky, s vynimkou druhej implikacie v (b), mozno do-
kézat celkom analogicky ako prislusné casti tvrdenia 1.2.1 Dokézeme aj ttto.
Nech az = bx a £ # 0. Potom (a — b)x = ax — bx = 0. Podla (d) z toho
vyplyva a — b =0, teda a = b.

Préave definované vektorové priestory by sme presnejsie mohli nazvat ,la-
vymi“ vektorovymi priestormi, lebo v operacii skalarneho nasobku piSeme
skalar vlavo od vektora. Celkom obdobne by sme mohli definovat aj ,,pravé“
vektorové priestory, v ktorych by sme operaciu skalarneho nasobku chapali
ako zobrazenie V' X K — V a zapisovali ju v tvare x - a alebo len xza pre
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x € V,a € K. Vdaka komutativnosti ndsobenia v poli K si vSak mdZeme do-
volit chépat nase ,lavé“ vektorové priestory zaroven ako ,pravé“. Pre vSetky
a € K,z € V jednoducho polozime za = ax. Jediny problém — zabezpecit
pre vSetky a,b € K, x € V rovnost (ab)z = (ba)z, ktora z takejto definicie
vyplyva vypoctom

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (xb)a = z(ba) = (ba)z,

— je vyrieSeny prave v dosledku komutativnosti nasobenia v K. Teda, ak
sa nam v operacii skalarneho nasobku vyskytne skalar vpravo od vektora,
nemusi nas to vyviest z miery — kludne ho mozeme prehodif vlavo a ani
o zatvorky sa nemusime prili§ staraf.

1.6 Priklady vektorovych priestorov

1.6.1. Rozsirenia poli. Zrejme kazdé pole K mozno povazovat za vektorovy
priestor nad sebou samym. VsSeobecnejsie, ak pole L je rozsirenim pola K,
tak L mozno povaZzovat za vektorovy priestor nad polom K (formélne staci
yzabudnut“ nasobenie niektorych dvojic prvkov a,b € L a sucin ab pripustit
len pre a € K, b € L). Podobnym sposobom mozno vektorovy priestor V' nad
polom L zUZenim nésobenia L x V — V na néasobenie K x V — V prerobit
na vektorovy priestor nad polom K.

1.6.2. n-rozmerné riadkové a stipcové vektory nad danym polom.
Pre Tubovolné pole K a n € N mnozina

K" ={(x1,...,2,); 1,...,2, € K}
vsetkych usporiadanych n-tic prvkov z K spolu s operaciami

w_l_y:(xlv"'7$n)+(ylv"'7yn):(xl—i_yla"'?xn_'_yn)a
cx =c(xy,...,x,) = (c1,...,c2),

kde z = (z1,...,2,) € K",y = (y1,...,yn) € K" a ¢ € K, tvori vekto-
rovy priestor nad polom K. Zrejme usporiadand n-tica 0,, = (0,...,0) hra
tlohu nuly v K™. Ak bude potrebné rozlisit nulové vektory v priestoroch K™
pre rozne prirodzené ¢isla n, budeme pre nulu v K™ pouzivat oznacenie 0,,.
Opaény prvok k = (z1,...,x,) € K™ je zrejme

—x=—(21,...,2,) = (—21,...,—Ty)

Hovorime, ze operacie na K" st definované po zlozkdch. Prvky tohto vekto-
rového priestoru nazyvame n-rozmerné riadkové vektory nad polom K. Kvoli
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plnosti este poznamenajme, ze vektorovy priestor K° pozostéva z jediného
prvku (3, predstavujiceho ,usporiadani nulaticu®, ktord tak je nevyhnutne
nulou v K°.

Niekedy je (a vi¢Sinou i bude) vyhodnejsie pracovat s n-rozmernymi stlp-
covymi vektormi nad polom K, t.j. s vektormi tvaru

I
r —
‘/I;n
kde z1,...,, € K. Citatel si iste saém doplni definicie prislusnych operacii

(opit po zlozkach) a dalsie podrobnosti. Pokial nebude hrozit nedorozumenie,
budeme i tento priestor oznacovat K", pripadne len slovne naznacime, ¢i tym
mame na mysli priestor n-rozmernych riadkovych alebo stipcovych vektorov.
V stlade s tym 0,, alebo len 0 méze oznacovat aj nulovy vektor-stipec.

1.6.3. Polynémy nad danym polom.Pod polyndmom alebo tiez mnoho-
clenom f(x) stupria n, kde n € N, v premennej = nad polom K rozumieme
forméalny vyraz tvaru

n
flx)=ap+ax+ ...+ a, 12" + a,z” = E a;r’,
=0

kde ag,ai,...,a,-1,a, € K s skalary, nazyvané koeficienty polynému f, a
ay, # 0; nulu 0 € K povazujeme za polyném stupna —1 a nenulové skalary
a € K za polynémy stupna 0. Zrejme kazdy polyném f(x) definuje (rovnako
znacent) funkciu f: K — K dana predpisom ¢ — f(c), t.j. dosadenim
konkrétnych hodndt ¢ € K za premennt z do polynému f(x). Mnozinu
vSetkych polynémov v premennej x nad K stupria nanajvys n, kde —1 <
n € Z, budeme znaéit K™ [z]; mnozinu vietkjch polyndmov v premennej x
nad K znafime K[z]. Lubovolny polyném g(z) = > 7", bz’ € K|[z] stupiia
m < n mozeme tiez pisat v tvare

g(x) = by + b1z + ...+ bpx™ + 02" 4 02",

t.j. v tvare g(x) = Y1, bix’, kde b; = 0 pre m < ¢ < n. S pouzitim tejto
konvencie mozno definovat stcet f(x) + g(z) polynémov f(x) = Y 1 jaa’,
g(x) =>"", bix' z K[x] predpisom

max(m,n)

(f+9)(x) = flz) +g(e) = Y (ai+b)a"

1=0
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Ak navyse c € K, kladieme
(cf)(x) = cf(x) anixi.
i=0

[ahko moZno nahliadnut, Ze s takto po zlozkdch definovanymi operéciami
sti¢tu a skalarneho nasobku tvori kazda z mnozin polynémov K™[z], kde
—1 < n € Z, ako i mnozina vSetkych polynémov K|z| vektorovy priestor
nad polom K. Struktirou vektorového priestoru sa vsak algebra polynémov
nevycerpéava. Popri sucte a skaldrnom nésobku mozno na K|[z| definovat aj
stcéin f(z) g(x) uvedenych polynémov f(x), g(x) predpisom

m—+n

(f9)@) = f(2) gla) = 3 exa,

kde ¢, = S8 aiby_i.

1.6.4. Priame suéiny vektorovych priestorov. Nech V; a V5 st vek-
torové priestory nad tym istym polom K. Priamym sucinom (niekedy tiez
vonkajsim priamym sictom) priestorov Vi, Vo nazyvame mnozinu V; x Vs,
t.]. karteziansky stcin mnozin Vi, V5, s operaciami suctu vektorov a skalar-
neho nasobku definovanymi po zlozkach. Teda pre (uy,us), (v1,v2) € Vi X V3,
c € K kladieme

(w1, u2) + (v1,v2) = (U1 +v1,u3 +v3),
c(uy,uz) = (cuy, cug).

Zrejme (0, 0) je nulou tohto vektorového priestoru a —(uy,us) = (—uy, —us)
je opaény prvok k (u;,u,). Citatelovi prenechavame, aby si overil, Ze priamy
sucin V; x V5 s takto definovanymi operaciami naozaj tvori vektorovy priestor
nad polom K, a taktiez, aby si premyslel, ako mozno uvedent konstrukciu
zovSeobecnit na priamy sacéin V; x ... x V,, Tubovolného konecného poctu
vektorovych priestorov Vi,...,V, nad K. Ak V =V; = ... =V, tak piSeme
Vi x...xV, = V" a tento vektorovy priestor nazyvame n-tou priamou
mocninou priestoru V. Pre V' = K uvedend konstrukcia dava nam uz znamy
vektorovy priestor K" z 1.6.2,

1.6.5. Vektorové priestory funkcii. Nech V je vektorovy priestor nad
polom K a X je lubovolnd mnoZina. Pripomenime, %e V¥ oznacuje mnoZinu
vsetkych funkcii f: X — V. Teraz ukdzeme, ako mozno z tejto mnoziny
urobit vektorovy priestor nad polom K. Operécie suc¢tu a skaldrneho nasobku
budeme definovat opif po zlozkich. To znamend, Ze pre f,g € VX ac € K
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budeme definovat funkcie f + g € VX a cf € V¥ tak, Ze pre kazdé z € X

polozime
(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(cf)(@) = cf(z).

Znovu mozno lahko nahliadnut, ze VX s takto definovanymi operaciami tvori
vektorovy priestor nad polom K — nazyvame ho vektorovym priestorom vset-
kyjch funkcii z X do V. Nulou vo VX je funkcia 0: X — V identicky rovn4
prvku 0 € V; opa¢nym prvkom k funkcii f € V¥ je funkcia —f € VX dan4
predpisom = +— —f(z) pre = € X.

V $pecidlnom pripade pre V = K takto dostaneme vektorovy priestor
K* vsetkych funkcii z mnoziny X do pola K. Ak K je pole vSetkych real-
nych pripadne komplexnych ¢isel a X je napr. nejaky uzavrety interval (a, b)
realnych &sel, tak dostavame vektorové priestory funkcii R(®®) resp. Cl®b)
ktoré sa hojne vyskytuju v matematickej analyze.

Cvicenia
Cvicenia 1-4 st opakovanim zakladnych poznatkov o komplexnych ¢islach.

1.1. Vypoditajte:

(a) (5+3i) + (7 —1), (b) (11 — 10i) — (8 — 5i),
(c) (=2 + 5i) - (3 + 2i), (d) (4 —1)-(2+9i),
(e) (12 +5i)71, (f) (7+1)/(3 — 4i).

1.2. (a) Pre komplexné ¢islo = a + bi, kde a,b € R, nazjvame a = Rez, b = Imx
jeho redinou resp. imagindrnou castou. Teda Rex aj Imx st redlne éisla. Dokézte
vzorce:

Re(z + y) = Rexz + Rey, Re(zy) = RexzRey — Imz Imy,
Im(z +y) =Imz + Imy, Im(zy) = RexImy + Imz Rey.
(b) Ak si v (reédlnej) rovine zvolime pravouhly sturadnicovy systém, mozeme kazdé
komplexné ¢éislo = a + bi reprezentovat bodom ¢i vektorom so stradnicami (a, b).
Ak prostrednictvom bijekcie  — (Rex,Imx) stotoznime kazdé komplexné ¢islo
s jeho obrazom a mnozinu C s rovinou (mnozinou R?), hovorime o tzv. Gaussovej
rovine. Znazornite Cisla zo zadani aj vysledkov cvicenia 1.1 v Gaussovej rovine.

1.3. Absolitna hodnota komplexného ¢isla © = a+bi, kde a, b € R, je definovand ako |x| =
va? +b?, t.]. ako vzdialenost bodu z od podiatku v Gaussovej rovine. Komplexne
zdruzené ¢islo k &islu x je T = a — bi, t.]. ¢islo simerne zdruZené s x podla realnej
osi.

(a) N4jdite absolutne hodnoty jednotlivych éisel zo zadani aj vysledkov v cviceni 1.1.
(b) Dokézte nasledujice vztahy:

1 1
Rex:Refzi(x—i—f), Imx:—Imfzf(x—f),
i
T=uz, zy ' = (2m)/ yl®,  (y#0),
T+yYy=T+Y, Y =7TY,
— 2 —
| = |7, z)? = a7,

lzy| = |z[[yl, |z +yl < |z[+|y.
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1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

(¢) V poslednom vztahu nastane rovnost prave vtedy, ked existuje nezdporné éislo
c € R také, ze x = cy alebo y = cx. Dokézte.

Kazdé komplexné ¢islo x mozno vyjadrit v tzv. goniometrickom tvare x = r(cos o+
isin ), kde r = |x| a « je uhol, ktory (pre x # 0) zviera v Gaussovej rovine ,vektor
01 s ,,vektorom* 0z (pre 2 = 0 vyhovuje lubovolné a € R).

(a) Pre x # 0 vyjadrite cosa a sin pomocou Rexz, Imz a |z|. Dokézte, ze a je
urcené jednoznacne az na scitanec 2k7, kde k € Z.

(b) Pre x = r(cosa + isina), y = s(cos B + isinF) plati xy = rs(cos(a + 8) +
isin(a + B3)). Dokézte.

(¢) Matematickou indukciou dokdzte tzv. Moivreovu vetu: (cos a+isin o)™ = cos na+
isinna, pre kazdé n € N. Rozsirte jej platnost na vsetky n € Z.

(d) Vyjadrite v8etky ¢isla zo zadani aj vysledkov v cvifeni 1 v goniometrickom
tvare.

(e) Pomocou Moivreovej vety vypoéitajte (v/3 +1i)'t, (1 —i)7".

(f) Na zéklade Moivreove]j vety napiSte vzorec pre vSetkych n rieSeni binomickej
rovnice " = ¢, kde ¢ € C. (Ndvod: Rieste najprv pripad |c¢| = 1.)

(g) Najdite vSetky riesenia binomickych rovnic 2® = (V3 —1)/2, y* = 1 +i a
25 = -4+ 3i.

Podrobne dokézte vztahy uvedené za dokazom tvrdenia 1.2.1 Kde treba, pouzite
matematicka indukciu.

V kazdom z nasledujicich pripadov rozhodnite, ¢i mnozina A je podpolom pola K.

Svoje rozhodnutie zd6évodnite.

(a) K=Q, A=17; (b) K =R, A=Q[v2] = {a+bv2; a,b € Q};

(c) K=R, A= (-1,1); (d) K=C, A=127Z[i] ={a+bi; a,b € Z};

(e) K =711, A=17s; (f) K =C, A= Q[w] = {a+bw+cw?; a,b,c € Q},
kde w = (=1 +1iV3)/2.

Zostrojte multiplikativne tabulky séitania a nasobenia v Z,, pre 2 < n < 6. Na ich
zéklade zddvodnite, preco Z4 a Zg nie st polia.

Vynechajme z definicie pola podmienku 0 # 1 a podmienku pozadujicu existenciu
inverzného prvku vzhladom na nésobenie ku kazdému nenulovému prvku a € K.
Mnozina K s vyznacnymi prvkami 0,1 € K, vybavena binarnymi operaciami suctu
a stdinu, spliiajicimi zvysné podmienky sa nazjva komutativny okruh s jednotkou.'
Komutativny okruh s jednotkou sa nazyva netrividglny, ak v nom predsa len plati
0 # 1. Dokézte postupne nasledujice tvrdenia:

(a) Z s obvyklymi operdciami si¢tu a sudinu je netrividlny komutativny okruh
s jednotkou.

(b) Pre kazdé n € N, n # 0, je Z,, so s¢itanim a ndsobenim modulo n komutativny
okruh s jednotkou. Tento okruh je netrividlny prave vtedy, ked n > 2.

(c) Komutativny okruh s jednotkou je netrividlny prave vtedy, ked obsahuje aspon
dva rozne prvky.

(a) V lubovolnom komutativnom okruhu s jednotkou K zadefinujte vyrazy tvaru na
pre lubovolné n € Z, a € K rovnako ako v poli. Taktiez zadefinujte vyrazy tvaru
a” pre n € N, a € K. Dokézte pre ne analogické tvrdenia, ako platia v poli. Co je
prekazkou definicie a™ pre vSetky n € Z7

(b) Zadefinujte charakteristiku Tubovolného komutativneho okruhu s jednotkou rov-

LObéas sa v literatire takato Struktra nazgva len komutativny okruh.
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1.10.

1.11.
1.12.

1.13.

1.14.

nakym sposobom ako v pripade pola.

(c) Dokéazte, ze pre komutativny okruh s jednotkou K plati char K = 1 prave vtedy,
ked K je trividlny.

(d) Pre kazdé n € N, n # 0, plati char Z,, = n.

(e) Pre kazdé prvoéislo p zostrojte priklad komutativneho okruhu s jednotkou, ktory
ma charakteristiku p, no nie je polom. (Ndvod: Pozri cvicenie 1.13.)

(a) Matematickou indukciou dokézte platnost binomickej vety v lubovolnom komu-
tativnom okruhu s jednotkou K (teda aj v Iubovolnom poli). To znamend, Ze pre
vsetky n € N, a,b € K plati

n

(a+b)"=a"+ <71L> a" b+ .+ (n i 1) ab" 4+ = Z (Z) a" bk,

k=0

(b) Predpokladajme, ze charakteristikou komutativneho okruhu s jednotkou K je
prvocislo p. Nech m € Z je nasobkom p. Dokéazte, ze pre kazdé ¢ € K plati mec = 0.
(c) Na zaklade (a) a (b) dokazte, Ze v komutativnom okruhu s jednotkou prvoéi-
selnej charakteristiky p plati pre exponent n = p nasledujici ,,popularny* variant
binomickej vety:

(a+ b)Y =aP +bP.

Doplitte vynechané casti dékazu tvrdenia 1.5.1

V kazdom z prikladov 1.6.1-5, podrobne overte, zZe uvedend mnozina s prislusnymi
operaciami tvori vektorovy priestor.

Rovnako ako v priklade 1.6.3, zadefinujte pre fubovolny komutativny okruh s jed-
notkou K mnozinu K|[z] vSetkych polynémov v premennej x s koeficientmi z K a
na nej operacie stétu a sucinu. Dokézte, ze K[z] s takto definovanymi operdciami
je opit komutativny okruh s jednotkou a plati char K|[x] = char K.

Na mnozine Rt vsetkych kladnych redlnych &isel definujme nové ,séitanie* @ ako
néasobenie, t.j. £ @ y = xy. Dalej definujme novi operaciu ,skaldrneho nasobku*
®: R x Rt — R* ako umociiovanie, t.j. predpisom a ® x = z%. Dokazte, Ze
mnozina Rt s uvedenymi operéciami tvori vektorovy priestor nad polom R. Co
je nulovy vektor 0 € RT? Ako vyzera opa¢ny vektor Ox k vektoru z € R*? Vyjad-
rite pomocou poévodnych operacii ndsobenia a umocnovania linearnu kombinéciu
(a1 0 21) D ... D (an ©®xy), kde aq,...,an ER, z1,...,2, € RT.
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V tejto kapitole sa zozndmime s maticami, t.j. obdlznikovymi tabulkami,
pomocou ktorych budeme kédovat najroznejsie dolezité idaje o vektorovych
priestoroch, a nauc¢ime sa s nimi zaobchédzat. Niektoré operacie s maticami
budu zatial nemotivované, ich vyznam vyjde najavo aZ neskor. Od citatela
tak ziadame istt davku trpezlivosti, podobnu tej, aki musi prejavit prvacik
na zékladnej gkole, ktory tiez musi najprv zvladnut jednotlivé pismenka,
potom sa naucit, ako sa z nich skladaju slova, a az potom moze zacat ¢itat
zmysluplné texty. Tento vklad sa ndm zro¢i neskor, ked ndm umozni hladko
napredovat a nezdrziavat sa pri nepodstatnych otazkach.

Pri prvom ¢itani mozno vynechat odstavce venované blokovym maticiam
a maticiam nad vektorovymi priestormi. Celkom postac¢i nalistovat si pri-
slusnt cast az vo chvili, ked sa s blokovymi maticami stretneme v dalSich
kapitolach.

2.1 Matice nad danou mnozinou

2.1.1. Typy matic. Nech X je Tubovolnd mnozina a m,n € N. Maticou
typu m x n, alebo tiez m X n-rozmernou maticou nad mnozinou X rozumieme
obdlZnikovi tabulku

aip a2 A1n
A a1 A2 A2n
= . ’
m1 Am2  --. Gmp
pozostavajucu z prvkov mnoziny X. Skratene tiez piSeme A = (aij)mxn,

alebo len A = (a;;). Prvky a;; € X, kde 1 <i <m, 1 < j < n, sa nazyvaji
prokami matice A. Prvok a;; nachadzajici sa v i-tom riadku a j-tom stipci
matice A nazyvame tiez prvok v mieste (i, j), pripadne (i, j)-ty prvok matice
A. Mnozinu v8etkych m x n-rozmernych matic nad mnozinou X znacime
X Ak m = n, hovorime o stvorcovych maticiach radu n nad mnozinou
X.

Poznamenajme, Ze v pripade, ked niektoré z ¢isel m, n je 0, mnoZina
X™" pozostéva z jedinej a to prdzdnej matice (). Neskor sa ukdZe rozumné
stotoznif tGto maticu s tzv. nulovou maticou. Aby sme sa vyhli trivialitdm,
budeme sa vzdy bavit len o maticiach kladnych rozmerov m x n, ¢itatel by si
vSak mal aspori ob¢as uvedomit, Ze vicsina nasich ivah si zachovéva platnost
aj v pripade, ked m = 0 alebo n = 0.
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Dve matice nad mnozinou X povazujeme za navzdjom rovné alebo to-
tozné, ak maju rovnaké rozmery a rovnaké prvky na prislusnych miestach.
To znamend, Ze pre matice A = (aj)mxn, B = (bij)pxq nad X kladieme
A = B prave vtedy, kedm =p,n=qgaprevsetkyi=1,...,m,j=1,...,n
plati Ai5 = b”

Mnozina matic typu 1 x n nad X splyva s mnozinou X", ak usporiadané
n-tice prvkov z X zapisujeme do riadku. Podobne, ak usporiadné m-tice
prvkov z X zapisujeme do stlpca, tak mnoZina matic typu m x 1 nad X
splyva s mnozinou X™. Pokial bude z kontextu jasné, ¢i ide o riadky alebo
stlpce, pripadne, ak na tom nebude zélezat, budeme pisat jednoducho X",
X™ a pod. Podrobnejsie oznac¢enie X< X™*1 3 pod. budeme pouzivat, len
ak bude treba rozlisif riadky a stlpce.

Podobne by sme mohli zaviest nielen dvoj- ale aj troj- ¢i viacindexové ma-
tice A = (Qijk)mxnxr, B = (bi1~~-ip)n1x...m,,7 a pod. Pri ich prehladnom zapise

by sme vSak uz nevystacili s dvojrozmernymi tabulkami. Napr. trojrozmerné
matice by bolo teba zapisovat ako v priestore ulozené vrstvy dojrozmernych
matic, ¢o presahuje obmedzené moznosti dvojrozmernej papierovej stranky
pripadne obrazovky, ani nehovoriac o ,viacrozmernych maticiach®.

2.1.2. Riadky a stlpce matice. Nech A = (a;;) € X™*". Usporiadant
n-ticu

TZ(A) = (aib a2, . . . 7ain) € Xlxna

kde 1 < i < m, nazyvame i-tym riadkom matice A. Podobne, usporiadni
m-ticu

amj

kde 1 < j < n, nazjvame j-tym stlpcom matice A. Maticu A tak mozno
stotoznif so stipcom jej riadkov ako aj s riadkom jej stipcov, t.].

a’ll a,12 “e . aln ’rl(A)
PR n r A
A 21 A2 a2 — 2( ) = (sl(A)>32(A)> . ,sn(A))
Am1 Qm2 -+ Amn T'm (A)

2.1.3. Transponovana matica. Maticu, ktort ziskame z matice A = (@;;)mxn
zamenou jej riadkov a stlpcov, nazyvame transponovanou maticou k matici
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A a zna¢ime ju A". Teda trochu podrobnejsie

aijpr ao21 ... Ami

A12 Q929 ... Am2
AT =

A1p A2 ... Amn

To znamena, ze AT € X" ™ a prvok v mieste (i, j) matice AT je a;;.
Zrejme pre Tubovolnii maticu A € X™*™ plati

(AT)T = A.

Transpoziciou matic-riadkov z X'*" dostaneme matice-stipce z X"*! a
transpoziciou matic-stipcov z X™*1 matice-riadky z X'*™. Na zaklade tejto
poznamky mozno nahliadnut, Ze pre Iubovolni maticu A € X™*" a1 <i <
m, 1 < j <n plati

si(AT) =r; (AT, (A7) =s;(4)".

Stvorcovd matica A € X™*" sa nazyva symetrickd, ak A = AT, t.j. ak
a;; = aj; pre vSetky i, j = 1,...,n. Postupnost prvkov (a1, ass, ..., an,) na-
zyvame diagondlou Stvorcovej matice A. Transponovani maticu k Stvorcovej
matici A zrejme ziskame ,,0s0vou simernostou” jej prvkov podla diagonaly.

2.1.4. Blokové matice. Niekedy bude uzito¢né spojit dve matice A €
Xmm - B e X™*" g rovnakym poc¢tom riadkov do jednej matice tak, ze
prislusné tabulky jednoducho napiseme vedla seba. Vyslednd matica je typu
m % (n; + n2) a znacime ju (A, B), pripadne (A |B).

Podobne mozno spojit dve matice A € X™*" B € X™2*" g rovnakym
poc¢tom stipcov do jednej matice tak, Ze prislusné tabulky napiSeme pod seba.

A ad é
, pripadne B

Vyslednd matica je typu (m; +msz) X n a znacime ju

B

Prave popisané konstrukcie s prikladmi tzv. blokovych matic. Povodné
matice, z ktorych takto vytvarame blokovii maticu, potom nazyvame jej
nie len dva.

Naopak, niekedy sa modze ukézat Gcelné vyznacit v danej matici nejaké
mensie obdlZnikove ¢asti ako jej bloky. Vtedy hovorime o tzv. blokovom tvare
danej matice. Prikladom toho bol zapis matice A € X™*" ako riadku jej
stipcov, pripadne ako stipca jej riadkov.

Uvedené dve schémy vytvarania blokovych matic ,,vedla seba“ a ,pod
seba® mozno tiez kombinovat. Napr. z matic A;; € X™ X" A, € X™mixnz,
Ay € Xm2Xm - gy € X™2%™2 mozno vytvorit blokov maticu

All A12
A21 A22
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typu (mq + ms) X (ng + ng).

Tuto konstrukciu mozno zrejmym spdsobom zovSeobecnif i na vicSie sys-
témy matic. Volne povedané, blokové matice st vlastne matice, ktorych prv-
kami st opit matice, pricom vSetky matice v tom istom riadku blokovej
matice maji rovnaky pocet riadkov a vSetky matice v tom istom stlpci blo-
kovej matice majui rovnaky pocet stipcov. Takto chapant blokovi maticu
mozno zapisat v tvare

A ... Ay
A=Aya=1| + . |,
Akl R Akl
pri¢om jednotlivé bloky A;; st matice nad X rozmerov m; xn;, kde (my, ..., my),
(ny,...,n;) su nejaké koneéné postupnosti prirodzenych ¢isel. Maticu nad

mnozinou X z tejto ,matice matic* dostaneme tak, Ze si v A odmyslime
vnatorné zatvorky oddelujtce jej jednotlivé bloky A,;.

2.2 Matice nad danym polom

Na mnozine X, nad ktorou sme vytvarali prislusné matice, sme zatial ne-
predpokladali nijakt dalsiu $truktiru. Jednako na mnozindch matic X™*"
sa nam pomerne bohaté Struktira prirodzene vynorila. VSetky doposial za-
vedené maticové operacie a vlastnosti vsak mali vylucne pozicny charakter
— zakladali sa na reprezentécii kazdej matice ako prislusnej obdlznikovej ta-
bulky. Dalsie maticové operécie a vlastnosti, ktoré hodlame zaviest a neskér
vyuzivat, uz budi podmienené pritomnostou istej Struktiry na mnozine X.

Najdolezitejsi a, az na par vynimiek, vlastne jediny druh matic, ktorymi
sa budeme v tomto kurze zaoberat, tvoria matice nad nejakym polom. Teda
v celom paragrafe K oznacuje pevne zvolené, inak vsak fubovolné pole. V st-
lade s predoslym paragrafom K™*", kde m,n € N, oznacuje mnozinu vset-
kych matic typu m x n nad polom K.

2.2.1. Vektorovy priestor matic. Pre pevné m,n € K budeme na mno-
Zine matic K™*" definovat po zlozkach operacie stc¢tu a skaldrneho nasobku.
Teda pre matice A = (a;j)mxn, B = (bij)mxn nad K a ¢ € K polozime

A+ B = (aij + bij)mxn,
cA = (c@ij)mxn-

Podotykame, Ze siucet matic A+ B je definovany len pre matice A, B rovna-
kého typu a samotnd matica A+ B je toho istého typu ako A a B. Neutralnym
prvkom operacie s¢itania na K™*" je matica typu m x n, ktorej vSetky prvky
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st nulové; nazyvame ju nulovd matica typu m x n a oznacujeme ju 0,,,,
pripadne len 0, ked jej rozmer je jasny z kontextu alebo na riom nezaleZi.
Opacénym prvkom k matici A = (@j)mxn je zrejme matica —A = (—a;j)mxn-

Citatel si iste sam Tahko overi, Ze matice fubovoIného pevného typu m x n
nad polom K s takto definovanymi operaciami sic¢tu a skaldrneho nasobku
tvoria vektorovy priestor nad polom K. Odteraz teda K™*" uz oznacuje nie-
len mnozinu takychto matic, ale prislusny vektorovy priestor. Nam uz zname
vektorové priestory K™ a K™*! riadkovjch resp. stlpcovych vektorov si
zrejme Specialnymi pripadmi vektorovych priestorov matic.

2.2.2. Nasobenie matic. Okrem Struktury vektorového priestoru na mno-
zine matic pevného typu m x n budeme definovat aj operdciu nasobenia
matic, ktora spaja matice roznych, ,vhodne do seba zapadajicich® rozme-
rov.

Pod vplyvom doteraj$ieho vykladu ¢itatel po takomto nadpise asi oca-
kéva, 7e i si¢in matic budeme definovat na mnozine K™*"™ po zlozkach. Hoci
by to, samozrejme, bolo mozné a na prvy pohlad sa to zd4 prirodzené, né-
sobenie matic budeme definovat diametralne odlisSnym spdsobom, ktory sa
nam zatial moze zdat ¢udny a neprirodzeny. Dovody pre taktto definiciu
buda postupne vychddzaf najavo a jej prednosti budeme mat mnohokrat
moznost ocenit.

Najprv sa naucime nasobit niektoré dvojice vektorov. Pod sicinom x -

y riadkového vektora x = (x1,...,1,) € KY" a stlpcového vektora y =
(Y1, -, yn)"T € K™ rozumieme skaldr
n n
Toy= (v, ,m) | D] =yt g = Y Ty
Un i=1

Teda, a7 na ,nepochopitelné“ miesanie riadkovych a stipcovych vektorov, ide
o bezny ,skalarny sucin“ vektorov x,y € K".

Pre takto definovany sucin vektorov si tiez splnené dobre zname vlast-
nosti ,skalarneho st¢inu“. Lahko moZno nahliadnut, pripadne priamym vy-
poctom overit, %e pre vietky n € N, ¢ € K a z,2’ € K'*", y,y/ € K™*!
plati

z-(y+y)=z-y+zy,
@+2) y=z-y+z'y,
T-cy=c(x y) =cx-y,
zy=y -z’
Hovorime, Ze néasobenie riadkovych a stipcovych vektorov je distributivne
(z oboch stran) vzhladom na séitanie a komutuge, t.j. je zamenitelné s opera-
ciou skalarneho nasobku. Poslednii rovnost mozno chapat ako svojho druhu
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Lkomutativnost tohto sicinu; vdacime za 1iu komutativnosti ndsobenia v poli

K.
Nech m,n,p € N a A = (aij)mxn, B = (bjk)nxp- Pod sticinom matic A,
B rozumieme maticu

A-B = (r,(A)-5:(B))mxp-

Vsimnime si, Ze st¢in matic A, B je definovany, len ak sa pocet stipcov
matice A rovna poctu riadkov matice B, t.j. prave vtedy, ked riadky matice
A a stlpce matice B maji rovnaky rozmer. Dalej, st¢in matic typov m x n
a n X p je matica typu m X p, ¢o si mozno lahko zapamitat v symbolickom
tvare

[m x n] - [n x p]=[mxp],

pripominajicom rozmerové vztahy vo fyzike. Specialne, st¢in dvoch stvorco-
vych matic typu n X n je opif matica typu n x n. Konec¢ne, prvok na mieste
(i, k) matice A-B dostaneme ako stcin i-teho riadku matice A a k-teho stipca
matice B, teda ako vyraz

blk n
Tl(A) 3k<B) = (aﬂ,...,am) . :ai1b1k+ ~|—ambnk = Zaijbjk.
bnk j=1

Na zéklade toho mozno lahko nahliadnuf (pripadne priamym vypoc¢tom ove-
rit) nasledujice rovnosti

ri(A-B)=r;(A)-B, sp(A-B)=As,(B).

Nésobenie matic je (z oboch stran) distributivne vzhladom na séitanie. To
znamend ze pre fubovolné m,n € N a matice A, A’ € K™*" B, B' € K"*?
plati

A- (B+B)=A-B+A-B,
(A+A)-B=A-B+ A -B.

Vdaka distributivnosti st¢inu vektorov voci ich sucétu je totiz jasné, ze
(1, k)-ty prvok matice A - (B + B’) je

ri(A)-s,(B+B')=r;(A) (sx(B) +s,(B')) =1;(A) -s1(B) +1;(A) - s,.(B'),

teda sa rovnd (i, k)-temu prvku matice A - B + A - B’. Rovnako pre druht
rovnost.

Podobne, s vyuzitim zamenitelnosti st¢inu vektorov a skalarneho nasobku
mozno dokazat, Ze pre lubovolny skalar ¢ € K a vSetky matice A € K™*",
B ¢ K™*P plati

A-cB=c¢(A-B)=cA-B.
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Hovorime, Ze nasobenie matic komutuje, t.j. je zamenitelné s operaciou ska-
larneho nasobku.

Nésobenie matic je tiez asociativne v nasledujicom zmysle: stcin matic
A - (B -C) je definovany préave vtedy, ked je definovany sucin (A - B)-C, a
v takom pripade sa obe matice rovnaju. Teda podrobnejsie, pre m,n,p,q € N
aAe K™" Be K" C e KP* plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Na dékaz toho si staci uvedomit, Ze pre fubovolné vektory £ = (xq,...,z,) €
len’ Y= (y17 e 7yp>T S Kp><1 plati
D i1 D1k n

z-(B-y) = (x1,...,2,) :ij(ibjkyk>

Zizl bnkyk j=1 k=1
N

(ixibﬁk>yk = (iijﬂ,...,zn:ijjp> | i) =@ B)y
j=1 Jj=1 Jj=1

Yp
Potom pre 1 <i < m, 1 <[ < g, prvok na mieste (i,/) matice A - (B - C) je

ri(A4)-si(B-C) =ri(A) - (B-5/(C))
= (ri(4) - B) -5(C) =ri(A-B) - 5(C),

p
k=1

teda sa rovnd (i, [)-tému prvku matice (A - B) - C. Stvorcovti maticu radu n,
ktora ma vsetky prvky na diagonale rovné 1 a mimo diagonaly 0, oznacujeme
I,, a nazyvame jednotkovou maticou radu n. S pouzitim tzv. Kroneckerovho
symbolu

1, aki=yjy,

0ij = o,

0, aku#j,

mozeme pisat

10 .00
01 0 0
In:((si‘)nxn: Lo .ol
00 ... 10
00 ... 01

Jednotkové matice hraju tlohu neutralnych prvkov pre nasobenie matic.
Presnejsie, pre lubovolni maticu A € K™*™ plati

I, -A=A=A1,.

Rozmyslite si preco.
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Specidlne, mnozina K™*" vsetkych $tvorcovych matic rddu n je tak popri
struktire vektorového priestoru navyse vybavena asociativnou operaciou na-
sobenia, ktora je (z oboch stran) distributivna vzhladom na sé¢itanie matic,
komutuje s operaciou skalarneho nasobku a jednotkova matica I,, je jej ne-
utralny prvok. To ndm, podobne ako pre prvky pola K, umoziuje zaviest i
mocniny Stvorcovych matic. Pre A € K™*", kladieme

A'=1, a AF=A. .A
—_—
k-krat
ak 0 <k eN;teda A'=A, A2=A-A, A>=A-A A, atd.
Na druhej strane si treba uvedomit, Ze pre n > 1 — napriek komutativnosti

nasobenia v poli K —nasobenie matic z pozi¢nych dévodov nie je komutativne
na K™ ™. Napriklad

EOED-C) EDED-C)

(Uvedomte si, Ze na to, aby oba suc¢iny A - B, B - A boli definované a mali
rovnaké rozmery, teda, aby vobec malo zmysel uvazovat o komutativnosti
st¢inu, A, B musia byt Stvorcové matice rovnakého typu.)

Napriek tomu komutativnost nasobenia v poli K mé za dosledok, Ze pre
vSetky m, n, p a matice A € K™*", B € K™*P plati rovnost

(A-B)T =BT . A".

Naozaj, (A-B)T aj BT- AT st matice typupxmaprel <i<m, 1<k <p,
(k,i)-ty prvok matice (A - B)T je (i, k)-ty prvok matice A - B, t.].

ri(A)-si(B) = sk(B)T -ri(A)T = rk(BT) -si(AT),

¢o je (k,i)-ty prvok matice BT - AT. Pritom sme vyuZili uZ spominant ,ko-
mutativnost“ z -y =y - 2" sucinu vektorov.

Na margo poslednej rovnosti este podotknime, Ze prex € K1*", y € K™*!
je taktiez definovany sucin y-x. Nie je to vSak skalar, ale matica typu m x n:

Yixy .. Y1Tp
Yy-r= (yil'j)mxn = ) :

YnT1 - YmIn
Teda, okrem pripadu m = n = 1, rovnost z -y = y - £ nemdze nastat uz

z rozmerovych dévodov.

2.2.3. Operacie s blokovymi maticami. Operacie maticového suctu a
skalarneho nasobku, vdaka tomu, Ze boli definované po zlozkach, mozno na
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blokovych maticiach rozlozit na jednotlivé bloky. Ak A = (Aij)kx, B =
(Bi;)kxi su blokové matice nad polom K, pri¢om zodpovedajuce si bloky A,;,
B;; maji rovnaky typ m; x n;, tak ich stcet je opét blokova matica

A+ B = (Azj + Bij)kxl

s blokmi rovnakych typov. S operaciou skalarneho nasobku je to este jedno-
duchsie, lebo sa nemusime starat o zhodnost rozmerov jednotlivych blokov.
Pre ¢ € K jednoducho dostavame

CA = (CAij)le.

Blokové §truktira sa prenasa aj na saéin matic za podmienky, Ze stipce
prvej matice st v rovnakom poradi rozdelené na rovnaky pocet rovnako vel-
kych skupin, povedzme n; + ng + ... + n,, ako riadky druhej matice. Teda
ak A = (Aij)uxv, B = (Bjk)uxs st blokové matice nad K, pricom blok A;;
je typu m; x n; a blok B, typu n; X pg, tak aj ich stcin je blokova matica
tvaru A - B = (Ci) ux0, kde blok

Ci=Ain -Biy+Ap -Boy,+...+A,-By

je typu m; X pi. Inak povedané, blokové matice nasobime tak ako ,,obycajné“
matice, len s tym rozdielom, Ze stucet resp. sucin v poli K nahradime stuc¢tom
resp. su¢inom matic. Vo vysledku, ak chceme, si nakoniec mozeme odmysliet
zatvorky oddelujice jednotlivé bloky a matica, ktori takto dostaneme, sa
rovna matici, ktorti by sme dostali, keby sme ,norméalne“ vynasobili ,,odblo-
kované* matice A a B.

Jednotkové matice I,, st prikladom tzv. diagondlnych matic. Stvorcovi
maticu A = (a;j)nx, Nazyvame diagondlnou, ak a;; = 0 pre vsetky ¢ # j, t.].
ak vsetky jej prvky mimo diagonaly st nuly.

Diagonalnu maticu, ktora méa na diagonale postupne prvky dy, ds, ..., d, €
K znacime diag(dy, ds, ..., d,). Teda napr.

I, = diag(1,...,1).
———

n-Kkrat

Podobne mozno definovat aj tzv. blokovo diagonélne matice. Ak A;, A,, ...

st §tvorcové matice radov ni, na,...,ng, tak blokovo diagondlnou maticou
s blokmi Ay, A,, ..., Ay nazyvame Stvorcovi blokovi maticu
A, 0 ... 0

0 A, ... 0
diag(A17A27 s 7Ak) = . . . .

0 0 ... A,

7Ak
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kde 0 nachadzajica sa na mieste (i, j) oznacuje nulovii maticu Oy, .

Pred chvilou uvedené pravidlo o sucine blokovych matic sa redukuje
na obzvlast jednoduchy tvar pre blokovo diagonalne matice — ich nasobe-
nie totiz funguje diagondlne po zlozkich. Ak A = diag(A,,...,A;), B =
diag(By,...,By) su blokovo diagonalne matice, pricom zodpovedajuce si
bloky A;, B; su $tvorcové matice rovnakého radu n;, tak aj ich sacin je
blokovo diagonéalna matica tvaru

AB:dlag(AlBl,,AkBk)

so Stvorcovymi blokmi radov n4, . .., ny. Speciélne, pre ,,oby¢ajné“ diagonalne
matice plati

diag(ay,...,a,) - diag(by, ..., b,) = diag(aiby, . .., a,by).

Formulaciu analogickych pravidiel pre stcet a skaldrny nasobok (blokovo)
diagonalnych matic prenechéavame citatelovi.

2.3 Matice nad vektorovym priestorom

Matice typu m x n nad polom K st $pecidlnym druhom blokovych matic.
Maticu A = (a;;) € K™*" mozeme povazovat jednak za blokovil maticu
s blokmi a;; typu 1 x 1, jednak, ako sme uZ neraz naznacili, moéZeme sa na
fiu divaf ako na riadok jej stpcov resp. ako na stipec jej riadkov. V takom
pripade A chidpeme ako maticu typu m x 1 nad vektorovym priestorom K*",
resp. ako maticu typu 1 x n nad vektorovym priestorom K™*!. Konkrétna
podoba tychto vektorovych priestorov je vSak teraz pre nas nepodstatna —
pre fubovolné m,n € N a Tubovolny (abstraktny) vektorovy priestor V' mame
totiz definovant mnozinu V™" vSetkych matic nad mnozinou V.

Na mnozine V"™*™ mozno zaviest operécie suc¢tu a skalarneho nasobku po
zlozkéch. V'™*" g tymito operaciami opiit tvori vektorovy priestor nad polom
K. Citatelovi prenechévame, aby si sam doplnil a premyslel potrebné detaily.

My sa sustredime na zovsSeobecnenie operacie skalarneho nasobku K X
V' — V na operéacie st¢inu medzi maticami vhodnych typov nad K a nad V.
Pre matice A = (a;;) € K™, a = (u;;) € V™*? kladieme A - a = (vy) €
VmxP kde

n

Vi = E QiU -

J=1

Teda sucin A - a definujeme z formélneho hladiska rovnako ako stc¢in matic
nad polom K, len s tym rozdielom Ze operacia su¢tu v K je nahradend
operaciou suc¢tu vo V' a operacia sucinu v K operaciou skaldrneho nasobku
KxV—=V.
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Celkom obdobne ako v odstavci 2.2.2 aj pre nasobenie matic nad V' ma-
ticami nad K mozno overit distributivnost (z oboch strdn) vzhladom na
sCitanie, zamenitelnost s operaciou skaldrneho nésobku, asociativnost a po-
stavenie jednotkovych matic ako neutralnych prvkov. To znamena, ze pre
vsetky I,m,n,peN,ce€ K, A, Be K™ C € K™ a, B € VP plati:

A (a+p)=A-a+A B,
(A+B)-a=A-a+B-a,
A-(ca)=c(A-a)=(cA)-a,

C-(A-a)=(C-A)-a,

I, -a=a.

Vzhladom na nasu dohodu, podla ktorej ¢ = cx pre ¢ € K,z € V,
mozeme definovat aj sucin matic 8 = (v;;) € V™", B = (bj;) € K™P
v obratenom poradi ako maticu 8- B = (w;,) € V™*P takq, ze

n n
Wi = E vijbjk = E bjk'vij .
Jj=1 Jj=1

S vyuzitim poslednej definicie mozno pre A € K™, a € V"*P 3 €
ymxn- B e K™P dokéazat tieZ rovnosti

(A-a)T=aT-AT, (8-B)T=BT.4".

Aplikaciou tychto vzfahov na predchadzjici zoznam rovnosti (no taktiez
priamo) mozno aj pre su¢in matic tvaru 8- B, kde 8 € V"™*" B € K™*P_ ove-
rit jeho distributivnost (z oboch stran) vzhladom na séitanie, zamenitelnost
s operaciou skalarneho nasobku, asociativnost a postavenie jednotkovych ma-
tic ako neutralnych prvkov. To znamena, ze pre vsetky m,n,p,q € N, c € K,
a, e K™ A Be V™ C e KP* plati:

(@+pB)-A=a-A+B-A,

a-(A+B)=a-A+a-B,

a-(cA)=cla-A) = (ca)-A,
a-(A-C)=(a-A)-C,

a-I,=a.

Taktiez vztahy pre riadky a stipce stéinu z odseku 2.2.2 zostévajt zacho-
vané pre oba typu suc¢inov matic nad K a V, t.j.

ri(A-a)=r(A4)-a, sp(A-a)=A-si(a)
ri(B-B)=ri(B)-B,  si(B-B)=p"s:(B)
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pre vSetky A € K™*" a € V"*P B € V™" B e K"*P,

Napokon si eSte uvedomme, Ze definicie su¢inov A - a, B - B st v zhode
s povodnym nasobenim matic. Ak totiz maticu A € K™*™ chiapame ako
riadok, t.j. ako maticu typu 1 x n nad priestorom stipcovych vektorov K™,
tak pre B € K"™*P splyva matica (s1(A),...,8,(A)) - B vypoc¢itana podla
~hovej“ definicie s blokovym tvarom (A - sy(B),...,A-s,(B)) matice A - B.
Podobne, ak B chapeme ako stipec, t.j. ako maticu typu n x 1 nad priestorom
riadkovych vektorov KP, tak

r(B) ri(A)-B
A- : = : =A-B.
r,(B) rn(A)-B
(Doplitte si vynechané podrobnosti — pozri cvicenie 2.6.)
Specialne, linedrnu kombinaciu a1z, + ... a,x, vektorov z1,...,2, € V
s koeficientmi aq, ..., a, € K mdzeme s vyuzitim vektorovych matic zapisat

v tvare sucinov

T a1
Gx + ..o+ ap, = (a1,...,a,) - | | = (T, .., 2,)
xr, Qanp,
Cvicenia

1-11 012 123
2.1. Nech A = (o 52>7 B = (293), C = (149) st matice nad R. Vypo-
1-40 10 6 0 124
¢itajte matice A+2B, A—B' -3C, A-B, B-A, A-(B+0O),
(3AT+B)-C, B-C? C? B, C-B-C, AAC-C-A, A-B-C aC"-A-C.
2.2. Vypocitajte sucin A - B komplexnych matic A = (%fi _fi 2?31)7 B = (E()}l 125211).
2.3. N4jdite matice A, B € Q?*? také,7e A-B=0+#B-A.
2.4. Uvazujte matice A = (33), B=(%1), C=(33%) nad polom
(a) Z5, (b) Z'z, (C) le, (d) Q
V kazdom z uvedenych pripadov vypoc¢itajte maticu A- (B +C). Skuste riesit ulohy
(a)—(d) v optimélnom poradi.

, , . . . _ [ A1 A2 _ ( B11 Biz Bis
2.5. St dané redlne blokové matice A = (Am A ), B = (le B2: Boj ), kde

A =(51), Aw=(51) An =(31), Axz=(31)
Bii=(11), Bi2=Bis=(;_3), Ba=(.311), Ba=Ba=(_1_7).
Vynésobte A a B ako blokové matice aj ako matice, v ktorych ste zabudli na
rozdelenie do blokov, a oba vysledky porovnajte.

2.6. Maticu A = (a;;)mxn nad Iubovolnym polom K uvazujte ako riadok jej stipcov,
t.j. ako blokova maticu A = (u1,...,u,), kde u; = s;(A) pre j < n. Nech ¢ =
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(c1,...,¢n)" € K™ je stipcovy vektor. Ukazte, 7e linedrna kombinacia ciu; + ... +
Cnlly, splyva s ,obyGajnym* maticovym stcinom A-e. Vysvetlite tento fakt pomocou
nasobenia blokovych matic.

2.7. Nech X je kone¢ns mnozina. Lubovolnd mnozina H C X2 uréuje orientovany graf

(X, H) s mnozinou vrcholov X a s mnozinou orientovanych hrdn H: vrcholy (t.].
prvky mnoziny X) si zndzornime krizkami v rovine a z vrcholu z vedieme oriento-
vand hranu (t.j. 8ipku) do vrcholu y préve vtedy, ked (z,y) € H (pozri obr. 2.1).
Koneént postupnost (2, 21, - - -, 2x) prvkov mnoziny X taku, ze pre kazdé 1 < i < k
plati (z;_1, 2;) € H, naz§vame cestou dizky k v orientovanom grafe (X, H). Pred-
pokladajme, ze X = {z1,...,2,} mé prave n prvkov. Maticu H = (h;;) € R™*"
takd, ze hi; = 1, ak (z;,2;) € H, a h;j =0, ak (z;,2;) ¢ H, nazgvame incidencnou
maticou orientovaného grafu (X, H). Prvky k-tej mocniny inciden¢nej matice H
oznacme hl(.f), t.j. H* = (hxc)) Potom ¢islo hl(-f) udéva pocet ciest dlzky k z vi-
cholu z; do vrcholu x; v orientovanom grafe (X, H). Dokéazte (napr. matematickou
indukciou).

Obr. 2.1. Priklady orientovanych grafov

2.8. Odislujte vrcholy orientovanych grafov z obrdzku 2.1). Pre kazdy graf napiste jeho

incidenént maticu a pre kazda dvojicu (z;, ;) jeho vrcholov urcte pocet ciest dizky
2,3,4abzux; doxj.

2.9. Nech K je komutativny okruh s jednotkou (pozri cvicenie 1.8). Presvedéte sa, Ze

pre Tubovolné m,n € N moZno na mnozine matic K™*" definovat operédcie stétu
A + B a skalarneho nésobku cA rovnako ako v odstavci 2.2.1. Taktiez mozno pre
Aec K™ B e K"*P definovat stdin A- B € K™*P rovnako ako v odstavci 2.2.2.
Ukazte, ze vSetky vlastnosti maticovych operacii uvedené v kapitole 2 zostavaju
v platnosti aj v tomto vSeobecnejsom pripade.

2.10. Vynechajme z definicie pola, popri nerovnosti 0 # 1 a poziadavke existencie in-

verzného prvku ku kazdému nenulovému a € K, aj podmienku komutativnosti
nésobenia, namiesto ktorej pridajme este jeden distributivny zdkon (Va,b,c €
K)((a+ b)c = ac + be). Mnozina K s vyznaénymi prvkami 0 a 1, vybavend ope-
raciami séitania a nasobenia, ktoré vyhovuji uvedenym podmienkam, sa nazyva
okruh s jednotkou.!

(a) Okruh s jednotkou K sa nazyva netrividiny, ak v tiom plati 0 # 1. Dokazte,
7e okruh s jednotkou K je netrividlny prave vtedy, ked obsahuje aspoii dva roézne
prvky.

(b) Nech K je okruh s jednotkou. Presvedéte sa, Ze pre matice nad K moZno
zaviest operacie sicétu, skaldrneho nésobku a stcinu rovnako ako pre matice nad
polom. Ukéazte, Ze vSetky vlastnosti tychto operacii uvedené v kapitole 2, s vynimkou

LObéas sa v literattire takato struktira nazyva len okruh.
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rovnosti (z-y)T =y -z", (A-B)" = BT - AT a moznosti zapisovat ,linedrne kom-
binacie“ v tvare ciuy + ... cptty = (U1, ...,uy,) - (C1,...,¢,)T7, zostavaji v platnosti.

2.11. Nech K je okruh s jednotkou a n € N. Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Mnozina K™*™ so séitanim a nasobenim matic tvori okruh s jednotkou.

(b) Okruh s jednotkou K™*™ je trividlny prave vtedy, ked K je trividlny alebo
n = 0.

(¢) Okruh s jednotkou K™*™ je komutativny prave vtedy, ked n = 0, alebo n =1
a K je komutativny.

2.12. (a) Rovnako ako v pripade pola zadefinujte charakteristiku Tubovolného okruhu
s jednotkou.

(b) Dokéazte, ze okruh s jednotkou K je trividlny prave vtedy, ked char K = 1.
(c) Nech K je lubovolny okruh a 1 < n € N. Potom char K™*™ = char K. Dokazte.

(d) Pre kazdé 2 < m € NU {oo} uvedte priklad nekomutativneho okruhu s jednot-
kou charakteristiky m.

2.13. Nech K je okruh s jednotkou.
(a) Pre vsetky n € N zadefinujte mocniny a™ prvku a € K rovnako ako v poli
a dokazte, ze pre m,n € N plati a™a" = a™™, (a™)" = a™". Co brani definicii
mocnin a” pre zaporné exponenty n € Z7?

(b) Prvok a € K sa nazyva invertovatelny, ak k nemu existuje (obostranny, teda
nutne jediny) inverzny prvok a~! vzhladom na nésobenie. Pre invertovatené prvky
a € K roz§irte definiciu mocnin @™ na vsetky n € Z a dokédzte rovnosti z (a) pre
Iubovolné m,n € Z.

(c) Nech a,b € K. Co je prekidzkou vieobecnej platnosti rovnosti (ab)” = a™b" pre
n > 27 Dokéazte, ze ak a, b komutuju, t.j. ab = ba, tak uvedend rovnost plati pre
vsetky n € N.
(d) Pre K = R?*2 n4jdite priklad matic A, B € K takych, ze (A - B)? # A% - B2.
(e) Nech a,b € K st invertovatelné. Dokazte, Ze potom aj prvok ab je inverto-
vatelny a plati (ab)™! = b~la~!. Co je prekazkou vieobecnej platnosti rovnosti
(ab)™™ =b""a "™ pre n > 27

2.14. (a) Rovnako ako v priklade 1.6.3 a v cviéeni 1.12 zadefinujte mnozinu K[z]| vSetkych
polynémov v premennej x nad fubovolnym okruhom s jednotkou K a na nej operacie
su¢tu a stcinu. Dokézte, 7ze K[x] s takto definovanymi operdciami je opdf okruh
s jednotkou a plati char K[z] = char K.

(b) Dokéazte, ze K[z] je komutativny prave vtedy, ked K je komutativny.

(c) Dokazte, ze polyném f(z) je invertovatelny prvok okruhu KJz| prave vtedy,
ked f(x) = a je konstantny polyném, pri¢om a je invertovatelny prvok okruhu K.



3. Sastavy linearnych rovnic

V tejto kapitole sa predbezne zoznamime so ststavami linearnych rovnic nad
vSeobecnym polom K a nauc¢ime sa ich riesit. Vyuzijeme pri tom zapis sustavy
pomocou istej matice. Struktirne vlastnosti mnoziny vsetkych rieseni danej
stustavy a ich désledky prestudujeme a vyuzZijeme aZz neskor, ked sa blizsie
oboznamime so struktirou vektorovych priestorov.

3.1 Maticovy zapis sustavy linearnych rovnic

Pod linedarnou rovnicou o n neznamych x4, ..., x, nad polom K rozumieme
formulu tvaru

a1r1 + asxs + ...+ apx, = b,

kde aq,as, . ..,a,,b € K, v premennych x, xs,...,x,. Sustavou m linedrnych
rovnic o m neznamych x1,Zs,...,xr, nad polom K rozumieme konjunkciu
formul tvaru

a11T1 +  as1x9 + ...+ AT, = bl
a91T1 +  a99x9 + ... 4+ agT, = b2
Am1T1 + GmaT2 + oo+ AT = by,

kde a;;, b, pre 1 <i <m, 1 < j <n,stskalary z pola K. Maticu A = (a;;) €
K™*™ nazyvame maticou sustavy, stipcovy vektor b = (by,...,b,)T € K™
nazyvame jej pravou stranou. Konecne rozsirenou maticou sustavy nazyvame
blokovti maticu (A |b) € K™ (1) Stistava sa nazjva homogénna, ak b = 0
v opa¢nom pripade sa nazyva nehomogénna.

Uvedent stistavu mozno strucne a usporne zapisat v maticovom tvare

A-x =0,
pripadne, ak ide o homogénnu ststavu, v tvare
A-z=0.

Riesenim sustavy A-x = b nazfvame fubovolny vektor-stipec £ = (21, s, . . .,

x,)T € K", ktorého zlozky vyhovujt kazdej z rovnic tejto ststavy, t j-
platl preni A -x = b. Vyriesit sustavu znamend najst vsetky jej rieSenia, t.j.
popisat mnoZinu vSetkych jej rieSeni.
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Dve stustavy A-x =ba B-x = ¢, kde A, B € K™" bc € K™ sa
nazyvaju ekvivalentné, ak maji rovnaki mnozinu rieSeni, t.j. ak pre vSetky
x € K" plati A -x = b préave vtedy, ked B -z =c.

Skor nez prikroc¢ime k otazke riesenia ststav linearnych rovnic, povazu-
jeme za potrebné upozornit ¢itatela na dve veci.

(a) Podciarkujeme, Ze rieSenim ststavy rozumieme vzdy vektor « a nie jeho
zlozky. Tak napriklad ststava

20 + 3y = 12
3r—2y=>5
nad polom R mad, ako Tahko nahliadneme, jediné riesenie @) = (3) a nie

dve rieSenia z = 3, y = 2. Ked si toto poriadne uvedomime, mozeme (a
samozrejme aj budeme) sa nadalej vyjadrovat obvyklym spésobom. Budeme
teda hovorit, Ze ststava ma jediné rieSenie x = 3, y = 2.

(b) Vsimnite si, Ze pocet rovnic ststavy a pocet nezndmych sa nemusia
rovnat. V obvyklom pripade, ked rovnic je rovnaky pocet ako neznamych,
ocakavame, Ze sustava bude maf jediné riesenie. Ked je rovnic menej nez
neznamych, mozeme oc¢akavaft, ze stistava bude mat viacero (pripadne i ne-
kone¢ne mnoho) rieeni. Naopak, ked je rovnic viac ako nezndmych, moze sa
stat, Ze ststava nebude mat nijaké rieSenie. Napriek tomu, Ze tieto o¢akavania
vyjadruji nieco ako ,prevladajuci trend“, Tahko mozno néajst priklady, ked sa
nemusia splnit. Zatial len poznamenajme, Ze homogénna sistava A-x = 0 méa
(bez ohladu na pocet neznamych a pocet rovnic) vzdy asponi jedno rieSenie
— je nim nulovy vektor x = 0.

Nie je dolezité, akymi znakmi st oznacené nezname v sistave A -x = b.
Na jej riesenie neméa nijaky vplyv, ¢i si vektor neznamych oznac¢ime & =
(21,...,2,)" aleboy = (y1,...,yn)" alebo nejako inak. To znamena, ze celd
informacia o tejto stistave, potrebna na najdenie vSetkych jej rieSeni, je ob-
siahnutd v rozsirenej matici siustavy (A |b), pripadne, ak ide o homogénnu
stustavu, len v matici stistavy A. Preto i metdda rieSenia ststav linedrnych
rovnic, s ktorou sa teraz zoznamime, bude zalozena len na tprave tejto ma-
tice.

Strucne povedané, rozsireni maticu (A|b) sustavy A -x = b budeme
upravovat tak, aby sme dostali vhodni maticu (B |¢), zodpovedajicu novej
stistave B - x = ¢, ktora spliia nasledujtce dve podmienky:

(a) Je ekvivalentna s pévodnou ststavou A-x = b, t.j. ma rovnaki mnozinu
rieseni.
(b) VSetky jej rieSenia mozno priamo vycitat z jej rozsirenej matice (B | ¢).
V takom pripade hovorime, ze ststava B - x = ¢ je vyriesend.
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3.2 Redukovany stupiiovity tvar matice

Nasou prvou tlohou teda bude vyjasnif si, ako by mala vyzerat matica (B |¢),
aby sme prislusnu ststavu B - x = ¢ mohli povazovat za vyrieSent. Za tym
ucelom teraz zavedieme niekolko pojmov.

Hovorime, ze prvok a;; matice A € K™*" je vedici prvok i-teho riadku
matice A, ak a;; # 0, a j = 1 alebo a; = 0 pre vSetky 1 <[ < j. Inak pove-
dané, veduci prvok nenulového riadku je prvy nenulovy prvok tohto riadku.
Nulovy riadok nemé veduci prvok.

Hovorime, ze matica A = (a;;) € K™*" je v redukovanom stupriovitom
tvare, ak spliia nasledujice §tyri podmienky:

(a) Akr;(A) #0arg(A) =0, tak i < k; t.]. kazdy nenulovy riadok matice
A lezi nad kazdym jej nulovym riadkom.

(b) Ak a;j, ap sa vedtce prvky i-teho resp. k-teho riadku a ¢ < k, tak aj
J <l

t.j. veduci prvok vysSieho riadku lezi viac vlavo nez vedici prvok nizsieho
riadku.

(c) Ak a;; je veduci prvok i-teho riadku, tak a;; = 1; t.j. vedici prvok
kazdého nenulového riadku je 1.

(d) Ak a;; je vedutci prvok i-teho riadku, tak ag; = 0 pre kazdé k # i; t.].
v stipci, v ktorom sa nachadza vedici prvok nejakého riadku, st vietky
ostatné prvky rovné 0.

Pokial matica A spliia len podmienky (a), (b), hovorime, Ze je v stupriovitom
tvare. Pouziva sa tiez ndzov (redukovany) schodovity tvar.

Napriklad z uvedenych matic nad polom R

0 21 2 301 0100
1 00 0 01 4 0 010
0 00 0000 0001
0 00 1 2 3 4 1010
1 00 0123 0120
010 001 2 0 001
0 01 0001 0000

ani jedna z matic vlavo nie je v stupliovitom tvar; obe matice v strednom
stlpci st v stuptiovitom tvare, nie viak v redukovanom stupiiovitom tvare;
konecne, obe matice vpravo st v redukovanom stupiiovitom tvare. (V kazdom
jednotlivom pripade si podrobne premyslite preco.)

Taktiez kazda jednotkova matica I,,, ako aj vSetky nulové matice 0,,, st
v redukovanom stupnovitom tvare.
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Uvedomme si teraz, akej stistave linedrnych rovnic zodpoveda rozsirena
matica v redukovanom stupnovitom tvare. Napriklad

10 -200]3
Ble)=[01 600]0
00 010]|1

je matica v redukovanom stupnovitom tvare nad R. Tato matica zodpoveda
sustave

T —2LU3 =3
l‘2+6$3 =0
l’4:1

v neznamych x, 29, x3, 24, v5. Hned vidime, Ze tato sistava mé nekonecne
mnoho rieSeni. Kazdej volbe parametrov s,t € R totiz zodpovedd jedno rie-
Senie

T, =3+ 2s
Ty = —06s

T3 = S

Ty =1

T = t.

Asi sa zhodneme na tom, Ze preznacenie neznamych za parametre x3 = s,
x5 = t a ich presun na pravu stranu, je Uprava natolko bezprostredné, ze
ststavu prisliachajicu k matici (B |¢) uz mozno povazovat za vyrieSenti. Na
napisanie jej rieSenia nemusime pisat prislusni ststavu, mozeme ho napisat
priamo na zaklade matice (B|¢).

Dohodneme sa teda, ze ststavu linearnych rovnic B -2 = ¢ nad polom K
budeme nazyvat vyriesenou siustavou, ak jej rozsirend matica (B | ¢) je v redu-
kovanom stupnovitom tvare. V pripade homogénnej ststavy sa, samozrejme,
staci obmedzit na maticu B.

Teraz si predvedieme, ako mozno k danej blokovej matici (B |¢) v redu-
kovanom stupriovitom tvare, néjst vsetky rieSenia stustavy B -x = c.

Najprv si ujasnime, kedy je takd ststava riesitelnd, t.j. mé aspon jedno
rieSenie. Odpoved na tito otazku je jednoduché: Ststava B-x = ¢ mé rieSenie
prave vtedy, ked sa v matici (B |¢) nenachédza riadok tvaru

n-krat

Taky riadok totiz zodpoveda rovnici 0 = 1, ktora oc¢ividne nema riesenie. To,
ze nepritomnost takého riadku je i postacujicou podmienkou rieSitelnosti
stustavy, vyplyva z nasledujticeho postupu, ako toto rieSenie najst.
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Ak sa v j-tom stipci matice B nenachadza vedici prvok ziadneho riadku,
tak si neznamu x; zvolime za parameter; ak sa v j-tom stIpci nachédza veduci
prvok nejakého riadku, tak nezndmu z; si vyjadrime pomocou parametrov
tak, ze stlpce matice B prislichajice tymto parametrom ,prehodime s opad-
nym znamienkom na druht stranu®.

Presnejsiu formuléaciu celého postupu vo vseobecnej podobe si odpustime.
Néazornejsie bude osvetlit ho na este jednom priklade.

100 2/3 -1/2] 5
(Ble)=| 010 3/4 0 2
001 —4 —2/5| -2

je redlna matica v redukovanom stupnovitom tvare. Vidime, Ze sa v nej ne-
nachddza riadok tvaru (0,0,0,0|1), teda ststava B - £ = ¢ by mala mat
riesenie. Vediice prvky riadkov matice B sa nachadzaju v stipcoch 1, 2 a 3.
Za parametre si teda zvolime nezname x4, a x5. RieSenim sustavy je kazdy
vektor (x1,Ta, 23,74, 75)" € R tvaru

2 1
T = 5—§S+§t
3
Ty = 2—18
2
$3:—2+48+5t
Ty = S
Ty = t,

kde parametre s,t € R mozu nadobtudat Tubovolné hodnoty. Pre estétov este
poznamenajme, ze zlomkov pri parametroch sa mozno jednoducho zbavif.
Je totiz jedno, ¢i si parametrické premenné zvolime v tvare x4 = s, x5 = t
alebo v tvare x4 = 12s, x5 = 10t, kde s,t € R. Pri takejto volbe parametrov
dostaneme vsetky riesenia stistavy v tvare bez zlomkov

r1= 55— 8s+ 5t

To= 2— 9s
r3 = —2+36s+ 4t
Ty = 12s
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3.3 Gaussova-Jordanova elimina¢na metdda

Zatial sme si ujasnili, na aky tvar treba upravif rozsirent maticu (A |b) st-
stavy A-x = b, aby sme ziskali s niou ekvivalentna vyriesent sistavu B-x = ¢:
rozsirend matica (B |¢) novej ststavy musi byt v redukovanom stupriovitom
tvare. Teraz si ukdzeme, ako to mozno urobitf. Maticu (A |b) budeme na redu-
kovany stupriovity tvar upravovat pomocou tzv. elementarnych riadkovych
operacii.

Elementdarnou riadkovou operdciou, skratene tiez ERO, na matici A €
K™*™ rozumieme

I. vymenu dvoch riadkov matice A;
II. vynéasobenie niektorého riadku matice A nenulovym skaldrom z pola K;

II1. pripocitanie skalarneho nasobku niektorého riadku matice A k jej inému
riadku.

Matice A, B € K™*™ sa nazyvaju riadkovo ekvivalentné, oznacenie A ~ B,
ak jednu z nich mozno upravit na druhti koneénym poc¢tom elementarnych
riadkovych operacii. RieSenie stustavy linearnych rovnic apravou jej rozsire-
nej matice pomocou ERO na riadkovo ekvivalentnti maticu v redukovanom
stuptiovitom tvare sa nazyva Gaussova-Jordanova elimindcia.

Prenechavame citatelovi, aby si sam sformuloval analogické pojmy ele-
mentdrnych stlpcovych operdcii (ESO) a stlpcovej ekvivalencie matic, ozna-
¢enie A B. Ich vyznam vyjde najavo aZ v neskorSich kapitolach.

Viymenou ¢-teho a k-teho riadku v matici

r1(A) r1(A)
ri(A) ri(A)
A= : dostaneme maticu :
ri(A) ri(A4)
rm(A) T (A)

Opétovnou vymenou i-teho a k-teho riadku v tejto matici ziskame zasa ma-
ticu A.
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Vynésobenim i-teho riadku matice A skaldrom ¢ # 0 dostaneme maticu

ri(A)

T'm (A)

Vyndsobenim i-teho riadku tejto matice skaldarom c=! # 0 ziskame opit
maticu A.

Konecne, pripocitanim c-ndsobku i-teho riadku matice A k jej k-temu
riadku z nej dostaneme maticu

rn(A)

Vsimnite si, Ze i-ty riadok pri tom zostava nezmeneny. Maticu A z tejto ma-
tice ziskame pripoéitanim (—c)-nésobku jej i-teho riadku ku k-temu riadku.

Ak A -z = b je ststava s rozsirenou maticou (A |b) a blokova matica
(A"|b') vznikne z (A |b) vykonanim jednej (nezélezi ktorej) ERO, tak ststava
A’-x = b je ekvivalentna s povodnou ststavou A-x = b. Elementéarne riadkové
operécie na matici (A |b) totiz zodpovedaji postupne zamene poradia dvoch
rovnic sustavy, vynasobenim niektorej rovnice nenulovym skalarom a pripoci-
tanim nejakého nasobku jednej rovnice k inej rovnici (presnejsie nahradenim
dojice rovnic r;(A) - & = b;, r,(A) - £ = b dvojicou rovnic r;(A) - = b,
(ri(A) + cri(A)) -x = by + cb;). Z pred chvilou vykonanych avah vyplyva, ze
ide o ekvivalentné apravy, ktorymi sa mnozina rieseni sustavy nezmeni — od
novej sustavy A’-x = b’ sa mozno vhodnou ERO vykonanou na jej rozsirenej
matici opét vratif k povodnej ststave A - x = b.

3.3.1. Tvrdenie. Nech K je pole, A, B € K™*" b,c € K™. Ak st blokové
matice (A|b), (B|c¢) riadkovo ekvivalentné, tak i ststavy linearnych rovnic
A.-x=0b, B-x = c st ekvivalentné.



3.3. Gaussova-Jordanova eliminac¢né metéda 83

Dokaz. Podla predpokladu existuje postupnost blokovych matic (A|b) =
(Co|dy), (Ci]dy), ....(Cyld,) = (Ble) typu m x (n + 1) takych, ze pre
kazdé | < p matica (Cyyq|diy1) vznikne vykonanim jedinej ERO z matice
(Cy|d,). Potom vsetky sustavy C| - £ = d; maji ti isti mnozinu rieseni, t. .
su ekvivalentné.

3.3.2. Veta. Kazda matica nad polom K je riadkovo ekvivalentnd s jedno-
znacne urcenou maticou v redukovanom stupriovitom tvare.

Dokaz existencie a jednoznacnosti spominanej matice odlozime do cvi-
Zeni 3.12 a 3.13 (pozri tieZ cvi€enie 5.13). Zatial sa radsej len na konkrétnych
prikladoch nauc¢ime, ako mozno k danej matici A najst s nou riadkovo ekviva-
lentnt maticu v redukovanom stupnovitom tvare. Takyto pristup ma navyse
ta vyhodu, Ze z radu moznych postupov, medzi ktorymi si mozno pruzne
volit podla okolnosti, ndm nesugeruje jedin stratégiu, na ktort by sme sa
v uvedenych prikladoch Tahko i sém zahliadne myslienku vSeobecného do-
kazu, ktortt potom bude mdéct uplatnit v cvi€eni 3.12. Napokon, aby sme sa
nebavili iba o maticiach, za¢neme zakazdym s nejakou ststavou linearnych
rovnic. Tym sa zaroven naucime riesit Tubovolna ststavu linedrnych rovnic
nad danym polom Gaussovou-Jordanovou eliminaciou, pripadne rozpoznat,
ze dand stistava nema riesenie.

3.3.3. Priklad. Je dan4 sistava
2x1 + 319 — x4=1
3.%’1 + 2.732 + 4.733 — 21’4 =0

Tr, — $2+4[L’3— 1‘4:2
troch rovnic o $tyroch neznamych nad polom R. Jej rozsirend matica je

2 30 -1 11
3 24 =210
1 -1 4 —-11]2

Pri jej iprave na redukovany stuptiovity tvar (podobne ako i v dalsich prikla-
doch) budeme vynechavat niektoré medzikroky a zaznamename len niektoré
vysledky viacerych vykonanych ERO. Posledny riadok matice dame na prvé
miesto, potom jeho (—2)-nasobok pripoc¢itame k pévodnému prvému riadku,
ktory posunieme na druhé miesto, a (—3)-ndsobok toho istého riadku pri-
pocitame k povodnému druhému riadku, ktory posunieme na tretie miesto.
Dostaneme tak maticu

1 -1 4 -1 2

0 5 -8 1| -3

0O 5 -8 1| —6
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Pripoé¢itanim (—1)-ndsobku druhého riadku k tretiemu dostaneme maticu

1 -1 4 -1 2
0 5 -8 1| =3
0o 0 0 0] =3

Uz z tohto tvaru vidime, ze ststava zodpovedajica poslednej matici neméa
rieSenie — obsahuje totiz rovnicu 0 = —3. Teda ani pévodné ststava (hoci
neznamych je v nej viac nez rovnic) nem4 rieSenie. Z cviénych dovodov vsak
dokonc¢ime upravu na redukovany stupnovity tvar, ktory dostaneme vyna-
sobenim tretieho riadku skalarom —1/3, pripo¢itanim (—2)-nasobku resp.
3-nasobku tohto nového riadku k prvému resp. druhému riadku a, konecne,
vynasobenim druhého riadku skaldrom 1/5:

10 12/5 —4/5 | 0

01 -8/5 1/5]0
00 0 01

Citatel by si mal v§imnaf, Ze po nastaveni vedtceho prvku niektorého
riadku na hodnotu 1 okamzite pristupujeme k nulovaniu zvysnych prvkov
stipca, v ktorom lezi tento veduci prvok.

3.3.4. Priklad. Riesme stistavu

xr + 2iy =5+ 4
3—1)y+(6—2i)z=10

2z — z2=295+31

x + Y+ z=0+2i

Styroch rovnic o troch neznamych nad polom C. Jej rozsirena matica je

1 2 0 [(5+4
0 3—1 6-21| 10

2 0 -1 |5+31
1 1 1 |5+21

Prehodme jej posledny riadok na prvé miesto a zvy$né riadky posuiime o
jedno miesto nadol. V takto ziskanej matici pripo¢itajme (—1)-nasobok pr-
vého riadku k druhému riadku a (—2)-nasobok prvého riadku k Stvrtému
riadku. Konecne vynasobme treti riadok skaldrom (3 + i)/10. Dostaneme

maticu
1 1 1 |54+2i

0 —-1+21 —-1| 21
0 1 2| 3+1
0 -2 —3|-5—1
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(—1)-nésobok tretieho riadku pripoc¢itame k prvému riadku, jeho (1 — 2i)-
nasobok k druhému a 2-nasobok k stvrtému. Nakoniec vymenou druhého a
tretieho riadku dostaneme maticu

10 -1 |2+1
01 2 3+1
0 0 1—-415-3i
0 0 1 1+1

Pripo¢itajme posledny riadok k prvému, (—2)-nésobok posledného riadku
k druhému a jeho (—1 + 4i)-ndsobok k tretiemu. Zostava vymenit treti a
stvrty riadok — vysledna matica je uz v redukovanom stupnovitom tvare

Vidime, ze povodna ststava (hoci obsahuje viac rovnic nez neznamych) ma
jediné riesenie x+ = 3+ 2i, y = 1 —1i, 2z = 1 + i, teda presnejsie vektor
(3+2i,1—i,1+1i)T € C3.

3.3.5. Priklad. UvaZujme stustavu

T+ ZL’2+2{L‘3+3I4:O

21‘1 —1—431:3 =0
ZE1+2ZL‘2+ IL‘3+3IL‘4:O
3.1’3 +4.§C4 =0

Styroch rovnic o $tyroch nezndmych nad polom Zs. KedZe ide o homogénnu
stistavu (ktorej lava strana je nulovy stipcovy vektor, teda sa nemeni pri
ziadnej ERO), sta¢i upravovat jej (nerozsirenil) maticu

112 3
2040
1 21 3
0 0 3 4

(—2)-nasobok, t.j. 3-ndsobok prvého riadku pripo¢itame k druhému riadku a
jeho
(—1)-nésobok, t.j. 4-nasobok pripoc¢itame k tretiemu riadku. Dostaneme tak
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maticu

o O =
S = W
Wk O N
= O kW

0
(—1)-nésobok, t.j. 4-nasobok tretieho riadku pripoé¢itame k prvému riadku a
jeho
(—3)-nésobok, t.j. 2-ndsobok pripo¢itame k druhému riadku. Konecéne vy-
menou druhého a tretieho riadku dostaneme maticu

3 3

O O O
oo = O
W W
= s O

Treti riadok odpoéitame od prvého aj od stvrtého riadku. Dalej ho vynéso-
bime skaldrom 37! = 2. Napokon jeho (—4)-nésobok, t.j. priamo tento novy
treti riadok pripoc¢itame k druhému riadku. Vysledna matica je uz v reduko-
vanom stupnovitom tvare

o O O
o O = O
o= OO
O W W

Premennt x4 si zvolime za parameter. VSetky riesenia ststavy maji potom
tvar x1 =t, 1o = 2t, x3 = 2t, x4 = t, kde t € Z5. Vidime teda, ze povodna
ststava (hoci pocet jej rovnic je rovnaky ako pocet nezndmych) mé viac nez
jedno rieSenie; nie je ich vSak nekonecne vela ale len 5. Prave tolko je totiz
moznych volieb parametra ¢, t.j. prvkov pola Zs.

Zaznamenajme eSte jeden ocakavany dosledok tvrdenia 3.3.1, vety 3.3.2 a
sposobu, ako napisat rieSenie sustavy s (rozsirenou) maticou v redukovanom
stupriovitom tvare, uvedeného v paragrafe 3.2.

3.3.6. Tvrdenie. Nech A € K™*" be K™ am < n, t.j. sustavy A-x = 0,

A - x = b obsahujii menej rovnic nez neznamych. Potom

(a) homogénna siistava A-x = 0 m4 popri rieSeni x, = 0 aspori jedno riesenie
z #0;

(b) ak existuje aspor jedno rieSenie ststavy A -x = b, tak tato sustava ma
viac neZ jedno riesenie.

Dokaz. (a) Upravme maticu ststavy A na redukovany stupnovity tvar B.
Uvedomme si, Ze matice A aj B maja m riadkov a n stIpcov. Riadky matice
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B maji nanajvys m vedtcich prvkov. Kedze m < n, aspoii v jednom stipci
matice B nelezi vedici prvok ziadneho riadku. Nech je to napr. j-ty stlpec.
Potom volbe parametra x; =t € K, t # 0 zodpoveda asponl jedno nenulové
rieSenie sustavy A -x = 0.

(b) prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi.

3.4 Gaussova elimina¢na metoda

Hlavne z historickych dévodov este strucne spomenieme metédu riesenia su-
stav linearnych rovnic tzv. Gaussovou elimindciou. Pri rieSeni touto metédou
upravime rozsireni maticu sustavy len na stuptiovity (teda nie nevyhnutne
redukovany stuptiovity) tvar. Uz z tohto tvaru mozno lahko spoznat, ¢i st-
stava ma nejaké rieSenie (prislusnd matica nesmie obsahovat riadok tvaru
(0,...,0|d), kde 0 # d € K). V tom pripade mozZno vSetky riesenia sistavy
ziskat volbou parametrov (op#f si za ne volime nezname z; také, Ze j-tom
stlpci sa nevyskytuje vediici prvok ziadneho riadku) a spitnym dosadzova-
nim, t.j. elimindciou neznamych pomocou parametrov.

3.4.1. Priklad. Predpokladajme, Ze rozSirent maticu nejakej stustavy nad
R sme uz pomocou ERO upravili na stupnovity tvar

023 0 -141|1
000 -2 5410
000 0 31|14
Tato matica zodpoveda sustave
2[132 + 31173 — T+ 4[[6 =1
—2JI4+51’5+4$6 =0
3xs + xg = 4.

Za parametre si zvolime premenné xi, r3 a rg. Spitnym dosadzovanim po-
stupne dostaneme vsSetky rieSenia v parametrickom tvare

Tg =1

x5:%(4—x6):§—%t
x4:%(5x5+4$6) :%—gt

r3 =5
x2:%(1—3:63%—965—41:6):%—;5—%15

Iy =T,
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kde r, s,t € R. Pripadne, po trochu ,Sikovnejsej* volbe parametrov, v tvare
x6:6t,x5:%—2t,x4:13—0—7t,x3:2s, x2:%—3s+13t, T1=T.

Pozorny Citatel si iste v§imol, Ze spitné dosadzovanie mozno nahradit dal-
Sou upravou rozsirenej matice stustavy pomocou ERO na redukovany stupno-
vity tvar. Staci totiz vynéasobit nenulové riadky prevratenymi hodnotami ich
veducich prvkov a pripoc¢itanim vhodnych nasobkov tychto riadkov vynulo-
vat zvy$né nenulové prvky v stipcoch obsahujicich vedice prvky jednotlivych
riadkov.

I tak vSak moze byt Gaussova elimina¢nd metéda v niektorych pripadoch
uzitoéné — najmi ked ndm nejde ani tak o explicitny tvar rieSeni, ako skor
o samotnu otazku riesitelnosti ststavy, pripadne o pocet parametrov, ktoré
sa v nich vyskytuju. Vsetko to mozno totiz spoznat uz na zéklade nejakej
matice v stupniovitom tvare, riadkovo ekvivalentnej s pévodnou rozsirenou
maticou sustavy. V takom pripade si teda mozeme odpustif nielen dal$iu
upravu na redukovany stupnovity tvar, ale aj spatné dosadzovanie.

Cvicéenia

3.1. Podrobne prepocitajte ststavy linedrnych rovnic z prikladov 3.3.3 — 3.3.5

3.2. Gaussovou-Jordanovou eliminéciou rieste sustavu linedrnych rovnic A - & = b nad

polom R pre matice:
2120 -6 4 3-6110 6
<a>A=(%933:2),b=(%); oy a= (5238 6= ().
0120 1 2 1-20 3 2
3.3. Gaussovou-Jordanovou eliminédciou rieste ststavu linedrnych rovnic A - £ = b nad
polom C pre matice:

_ (14i0i-1 _ (1-2i). _ (142i 2—i 1—i _ (1
(a) A= (2711 1+i)’ b= ( 0 l)v (b) A= ( 5 5 371)’ b= (2+i)'
3.4. Gaussovou-Jordanovou eliminéciou rieste ststavu A - £ = b linedrnych rovnic nad
polom Zq; pre matice:
1234 1 1145
(a)A:<2311),b:(5); (b)A:(3201),b:0.
7353 1 1917
Pre kazd stistavu urcéte pocet jej rieseni.

3.5. Rieste ststavy z cvienia 3.4 nad polom Z13 a opif uréte pocet rieseni kazdej z nich.

3.6. V paragrafe 3.2 definovany (redukovany) stupiiovity tvar matice by sme mohli pres-
nejsie nazvat riadkovym (redukovanym) stuptiovitym tvarom. Sformulujte definiciu
stlpcového (redukovaného) stuptiovitého tvaru matice. Podrobne definujte elemen-
tarne stipcové operacie (ESO) typov I, IT a II1.

3.7. Nech A = (ai;j)mxn; B = (bik)mxp i matice nad polom K. Oznaéme by = s;(B)
k-ty stipec matice B. Uvazujme maticovii rovnicu A - X = B s nezndmou maticou
X = (2jk)nxp- Dokézte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Matica X € K™*P? je rieSenim maticovej rovnice A - X = B préave vtedy, ked
pre kazdé k < p je jej k-ty stipec z; = s3(X) riesenim ststavy A -z = by.
(b) Maticova rovnica A - X = B ma4 rieSenie prave vtedy, ked kazd4 zo sustav
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3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12,

3.13.

3.14.

3.15.

A-z=0b; (k=1,...,p) m4 rieSenie.

Na zéklade (a) a (b) navrhnite metédu, ako mozno Gpravou vhodnej blokovej matice
pomocou ERO riesit naraz viacero sustav A - x = b, s rovnakou lavou stranou a
roznymi pravymi stranami by, ..., bp.

Nech A = (ai;j)mxn, C = (Ckj)qxn st matice nad polom K. S hromadnym rieSenim
akych ststav linedrnych rovnic suvisi rieSenie maticovej rovnice Y - A = C s ne-
znadmou maticou Y = (yxi)qxm? Navrhnite metédu zalozent na tprave vhodnej
blokovej matice pomocou ESO. Ako sa mozno vyhnif ESO a nahradif ich ERO?
Rieste maticové rovnice A-X = BaY A = C prematice A = (324),B= (13 7)),
C = (}27117) nad polom Q. Uréte najprv rozmery matic X a Y. Aké ststavy
linedrnych rovnic ste takto vyriesili? Napiste rieSenie kazdej z nich (ak existuje).
Nad polom R rieste ststavy linedrnych rovnic v nezndmych x, y, z a urobte diskusiu
poc¢tu rieseni vzhladom na parametre a € R resp. ¢,d € R:

(a) z+y+(2e®-1)z=a’>+a+1, (b) cx+y+(c+1l)dz=c+2d+1,
r+y+ (a2 +a—-1)z=1, cx+cdz =d+1,
z+a’z=a®+aq cy + 2cdz = 2¢% + cd — 1.

Nech K je pole a m,n € N. Dokazte, ze vztah A ~ B riadkovej ekvivalencie na
mnozine K™*" splia podmienky A ~ A, A~B = B~ A a A~B&B ~
C = A ~ C pre Iubovolné A,B,C € K™*". Inak povedané, tento vztah je
reflexivny, symetricky a tranzitivny, teda je naozaj relaciou ekvivalencie na mnozine
K™*" (pozri paragraf 0.6). Sformulujte analogicky vysledok pre vzfah stipcovej
ekvivalencie A B.

Dokézte vetu 3.3.2 matematickou indukciou podla poé¢tu riadkov matice. (Ndvod:
Ukazte, ze matica s jedinym riadkom je riadkovo ekvivalentnd s maticou v reduko-
vanom stupnovitom tvare. Predpokladajte, Ze matica A vznikla z matice v redu-
kovanom stupiiovitom tvare pridanim jedného riadku. Ukézte, Zze aj A je riadkovo
ekvivalentna s maticou v redukovanom stupiiovitom tvare.)

Dokéazte jednoznacnost redukovaného stuptiovitého tvaru matice. Presnejsie, do-
kézte, ze pre matice A, B € K"™*" v redukovanom stupiiovitom tvare plati A ~
B = A = B. (Ndvod: Ak A, B su v redukovanom stupiiovitom tvare a A # B,
ukazte, ze homogénne ststavy linearnych rovnic nemaja rovnaké rieSenia; to je vsak
spor s A ~ B.)

Dokézte zosilnenie tvrdenia 3.3.1 do podoby ekvivalencie, t.j. pre lubovolné A, B €
K™*" b e e K™ plati: ststavy A-x =b a B -z = ¢ st ekvivalentné prave vtedy,
ked (A|b) ~ (B |e).

Dokazte tvrdenie 3.3.6(b).
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V tejto kapitole sa opéf vratime k studiu abstraktnych vektorovych priesto-
rov nad vSeobecnym polom. K bude v celej kapitole oznacovat nejaké pevné,
inak Tubovolné pole a V' bude nejaky pevne zvoleny vektorovy priestor nad
K. Citatel sa vSak nedopusti nijakej chyby, ak si pod vSeobecnym polom
K bude predstavovat pole R vSetkych redlnych ¢isel. Zakazdym, ked sa bu-
deme odvolavat na geometricky nazor, bude to dokonca uzitocné. Na druhej
strane by vSak nemal spustat zo zretela, Ze nase iivahy maju podstatne Sirgiu
platnost — okrem vektorovych priestorov nad R sa z nam znamych prikla-
dov vztahuji tak na vektorové priestory nad polom C vSetkych komplexnych
¢isel, polom Q vSetkych raciondlnych ¢isel ako i na vektorové priestory nad
kone¢nymi polami Z,.

4.1 Linearne podpriestory vektorového priestoru

Mnozina S C V sa nazyva linedrny podpriestor vektorového priestoru V', ak
S # () a pre vSetky skalary a € K a vektory ¢,y € Splatiax € Saxz+y € S.
Inak povedané, neprazdna podmnozina S C V je linearny podpriestor prave
vtedy, ked je uzavretd na operacie skaldrneho nasobku a suctu vektorov.

Nasledujtce tvrdenie je bezprostrednym dosledkom prave vyslovenej de-
finicie.

4.1.1. Tvrdenie. Nech S je linearny podpriestor vektorového priestoru V.
Potom 0 € S a S s operaciami stictu vektorov a skalarneho nasobku ziizenymi
z V na S tvori vektorovy priestor nad polom K.

V kazdom vektorovom priestore V' st {0} a V linedrne podpriestory
(v pripade, ked V' = {0}, dokonca splyvaju, inak ide o dva rézne podpries-
tory) — {0} nazyvame trivdlny alebo tiez nulovy a V nevlastny alebo tiez
plny linearny podpriestor. Teda pre vlastny netrividalny linearny podpriestor
S CV plati {0} # S #V.

Napr. vo vektorovom priestore R? netrividlne vlastné podpriestory s
prave vsetky priamky a roviny prechadzajice pociatkom O.

Nasledujtce tvrdenie charakterizuje linearne podpriestory ako mmnoziny
uzavreté na linedrne kombinécie.

4.1.2. Tvrdenie. Pre lubovolni podmnozinu S vektorového priestoru V' na-
sledujice podmienky su ekvivalentné:
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(i) S je linedrny podpriestor vo V;
(ii) S # 0 a pre vsetky skaldry a,b € K a vektory x,y € S plati ax+by € S;
(iii) pre kazdén € N a pre vSetky skalary ay, ..., a, € K avektoryz;,...,z, € S
plati
a1m1+...+anmn GS‘

Dékaz. Postupne dokazeme implikacie (i) = (i), (ii) = (iil) a (iii) = (i).

(i) = (ii): Ak S je linedrny podpriestor, tak S # (). Nech a,b € K, z,y €
S. Kedze S je uzavreté na skaldrne nasobky, plati ax,by € S. Z uzavretosti
S na sucet vyplyva ax + by € S.

(ii) = (iii): Nech plati (ii). Kedze S # 0, existuje s € S. Potom 0 =
0s+0s € S atiez ax = axr+0s € S pre kazdé a € K,z € S. Teda podmienka
z (iii) je splnené pre n = 0 (lebo prazdna linedrna kombinécia je 0) a n = 1;
podla (ii) je splnena tiez pre n = 2. Keby nebola splnend pre vsetky n € N|
oznac¢ime n najmensie prirodzené ¢islo s touto vlastnostou. Potom n > 2 a
pre vSetky & < n podmienka z (iii) plati. Nech a4, ...,a, € K, 21,...,2, € S
st také, ze a121 + ... + a,x, ¢ S. AvSak

BT+ ...+ ap, = (a1x1 +...+ an,1$n,1) + a,x, € S,

kedZe pre prirodzené ¢isla n — 1 a 2 podmienka z (iii) plati. To je spor.

(iii) = (i): Z platnosti (iii) pre n = 0 vyplyva, ze 0 € S (prazdna linedrna
kombin4cia je totiz 0). Teda S # (). Volbou n = 1 dostavame uzavretost S na
skalarne nasobky. Uzavretost S na stucet vyplyva z volby n = 2, a; = a; = 1.

4.1.3. Priklad. Kedze s prikladmi linedrnych podpriestorov vektorovych
priestorov K™ sa eSte stretneme pri mnohych prilezitostiach, uvedieme tu
niekolko ,exotickejsich® prikladov. Napospol pojde o podpriestory priestorov
VX vgetkych funkcii z lubovolnej mnoziny X do nejakého vektorového pries-
toru V' nad polom K; $pecidlne mdze ist o pripad V' = K (pozri priklad 1.6.5).

(a) Oznaéme V) mnozinu vietkych funkcii f: X — V takych, Ze mnozina
{z € X; f(z) # 0} je kone¢na. Pre Iubovolnu linedrnu kombinaciu funkcii
f,g € VX plati

{zeX;af(z)+bg(z) #0} C{reX; f(x) #0}U{r € X; g(x) # 0}

Z toho vyplyva, ze VX je linedrny podpriestor vektorového priestoru VX.
Ak X je kone¢na, tak V) = VX ak X je nekoneéna, tak V) je netrivalny
vlastny podpriestor v VX,

(b) Nech X C R je lubovolna mnozina redlnych ¢isel. Potom C(X, R), alebo
len struéne C(X) ozna¢uje mnozinu vsSetkych spojitych funkcii f: X — R.
KedZe linedrne kombindacie spojitych funkcii su zrejme opét spojité funkcie,
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C(X) je linedrny podpriestor v R¥.

(c) Ak X je nejaky (ohraniCeny alebo neohraniceny) interval redlnych ¢i-
sel, tak D(X) ozna¢uje mnozinu vSetkych funkcii f: X — R, ktoré maji
v kazdom bode = € X kone¢nu derivaciu (v pripadnych krajnych bodoch in-
tervalu X sa ziada existencia konecénej derivécie zlava alebo sprava). Kedze
kazd4 diferencovatelna funkcia je spojitd na svojom definiénom obore a line-
arna kombindcia diferencovatelnych funkeii je opét diferencovatelna, D(X)
je linedrny podpriestor vektorového priestoru C(X).

4.2 Linearny obal mnoziny vektorov

Mnozinu vsetkych linedarnych kombinécii vektorov z podmnoziny X vektoro-
vého priestoru V' nazyvame linedrnym obalom mnoziny X a oznacujeme ju
[X]. Teda

X]={az1+...+axp;neN&ay,...;a, € K &2q,...,2, € X}

Ak X = {z,,...,z,} je konetna mnozina, tak miesto [{zi,...,z,}] piSeme
len [zq,...,2,]. Zrejme tento zapis ma zmysel aj pre [ubovolni usporiadant
n-ticu (nie nutne roznych) vektorov (z1,...,z,), a plati

[Z1,...,2,] = {11 + ... + ayzp; a1,...,a, € K}.

4.2.1. Tvrdenie. Nech X je podmnozina vektorového priestoru V. Potom
linearny obal [X| mnoziny X je najmensi linedrny podpriestor vektorového
priestoru V taky, ze X C [X].

Dékaz. Musime dokazat dve veci:
(a) [X] je linedrny podpriestor vo V;
(b) pre kazdy linedrny podpriestor S C V plati X C S = [X]| C S.

(a) Zrejme [ X ] obsahuje 0 ako prazdnu linedrnu kombinéciu, teda [X] # 0.
Nech ¢,d € K au =a121+ ...+ apZp, v = biy1 + . .. + by st prvky z [X],
pricom a;,b; € K, z;,y; € X. Potom

cu+ dv = ca1xy + ...+ cap®, + dbiy + ... + dbyy., € [X],

kedZe je to opét linedrna kombinacia vektorov z X. Podla podmienky (ii)
tvrdenia 4.1.2 je [X] linedrny podpriestor vo V.

(b) Nech S C V je linearny podpriestor taky, ze X C S. Potom podla
podmienky (iii) tvrdenia 4.1.2 vSetky linedrne kombinacie vektorov z .S, a tym
skor vektorov z X, patria do S. Teda [X]| C S.

Dokazané tvrdenie nés opraviiuje nazyvat linedrny obal [X] mnoziny X C
V' tiez linedrnym podpriestorom generovanym mnozinou X. Ak [X] = 5,
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hovorime, ze X generuje linearny podpriestor S, pripadne ze X je generujica
mmnozina alebo tiez mnoZina generdtorov linedrneho podpriestoru S C V. Ak
S =1V, t.j. ak [X] = V, hovorime kratko o generujicej mnozine. PouZiva sa
tiez nazov vytvdrajica mnozina.

Kvoli prehladnosti este zhrnieme zékladné vlastnosti operacie linearneho
obalu X — [X].

4.2.2. Tvrdenie. Pre Iubovolné podmnoziny X, Y vektorového priestoru V'
av €V plati:

(a) [0] = [0] = {0};

(b) X C [X];

() X CY = [X]C [V

(d) X je linedrny podpriestor vo V' prave vtedy, ked X = [X];

(e) [[X]] = [X];
(f) ve [X] & [XU{v}] = [X].

Dékaz. (a), (b) a (c) su trivialne, (d) priamo vyplyva z tvrdenia 4.2.1 a (e) je
bezprostrednym dosledkom (d).
(f) Nech v € [X]. S pouzitim (b), (c) a (e) dostavame
(X U{v}] € [[X]U{e}] = [[X]] = [X].

Teda [X U{v}] = [X]. KedZze v € [X U{v}], obratend implikacia je trividlna.

4.3 Prienik a sucet linearnych podpriestorov

Nech X, Y st [ubovolné podmnoziny vektorového priestoru V. Potom mno-
zinu

X+Y={z+y;zecX&ycY}

nazyvame suctom mnozin X, Y.

4.3.1. Tvrdenie. Nech S, T st linearne podpriestory vektorového priestoru
V. Potom aj SNT a S+ T st linearne podpriestory vo V. Navyse plati

S+T=[SUT],

t.j. S+ T je najmensi linearny podpriestor vo V| ktory obsahuje S aj T

Dokaz. Zrejme 0 € SNT'. Z toho, ze S aj T st uzavreté na linearne kombi-
nacie, vyplyva, ze aj S N'T méa tuto vlastnost.
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Dokézeme, ze aj S+1 je uzavreté na linearne kombinécie. Nech a;,a, € K
aUu; =T t+Y1, U2 = To2+Yo2 su vektory Z S+T, pl"iéOIIl T1,Ty € S, Y1,Y2 € T.
Potom

a1 + asuy = al(xl + y1> + CLQ(LEQ + y2)
= (m1x1 + ao%2) + (a1y1 + azys) € S+ T,

lebo S, T st linearne podpriestory, teda a127 + asxs € S a a1y + asys € 1.

Dokazeme poslednt rovnost. Inklizie SUT C S+T C [SUT] st zrejmé.
Kedze S + T je linearny podpriestor vo V' a [S U T| je najmensi linedrny
podpriestor vo V', ktory obsahuje mnozinu SUT, plati tiez [SUT]| C S+T.

Na druhej strane citatel iste Tahko najde priklady na to, Ze zjednotenie
dvoch linedrnych podpriestorov S, T' vektorového priestoru V' nemusi byt
linedrnym podpriestorom. Presnejsie, S U T je linedrny podpriestor vo V
prave vtedy, ked S C T alebo T' C S. Porozmyslajte preco.

Kazdy prvok z € S + T suctu linearnych podpriestorov S, T C V mozno
vyjadrit v tvare z = x + y pre nejaké x € S, y € T. Vo vSeobecnosti to
v8ak mozno urobit viacerymi sposobmi. Stcet linedrnych podpriestorov S, T’
vektorového priestoru V' nazyvame priamym alebo tiez direktnym suctom, ak
kazdé z € S+ T mozno jednoznacne vyjadrit v tvare z = x +y, kdex € S,
y € T takyto sucet zvykneme tiez oznacovat S & T

4.3.2. Tvrdenie. Nech S, T st linearne podpriestory vektorového priestoru
V. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(i) S+T=S&T,t.j sacet S+ T je direktny;

(ii)) SNT ={0}.

Dokaz. (i)=(ii): Nech z € SN T. Potom z mozno vyjadrit v tvare z =
z2+0,kdez € S,0eT, akoaj vitvare z =0+ 2, kde 0 € S,z € T.
Z predpokladanej jednoznacnosti vyplyva z = 0. Teda SNT = {0}.

(ii) = (i): Nech SNT = {0}. Predpokladajme, ze vektor z € S+7 mozno
vyjadrit v tvaroch z = 1 + Yy, = 3 + ¥y2, kde 21,25 € S, y1,y2 € T. Potom
T, — Ty =Ys—y;. KedZze 1 — x5 € S, y2 —y1 € T, uvedend spoloéné hodnota
patrido SNT. Pretox; —xs =yo—y1 = 0, t.]j. x1 = x5, Y1 = Y. To dokazuje
pozadovant jednoznacnost.

Uvedent definiciu moZzno zrejmym spésobom zovSeobecnit na priamy si-
¢et Tubovoného konecného poctu linedrnych podpriestorov. Zodpovedajice

zovSeobecnenie podmienky (ii) z prave dokdzaného tvrdenia vSak uz celkom
priamociare nie je. Podrobnosti najde ¢itatel v cviceni 4.8.

4.4 Linearna nezavislost

Nech uy,...,u, € V. Hovorime, Ze usporiadana n-tica vektorov (u,...,u,)
je linedrne zdvisld, ak existuju skalary cy, ..., ¢, € K také, ze (¢1,...,¢,) #0
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aciuy + ...+ cyu, = 0.V opacnom pripade hovorime, ze usporiadana n-tica
vektorov (uy,...,u,) je linedrne nezavisla. Pre n = 0 kvoli tplnosti dodéa-
vame, ze usporiadaniu 0-ticu (t.j. prazdnu postupnost) vektorov povazujeme
za linearne nezavisla.

Miesto ,linearne (ne)zavisla usporiadand n-tica vektorov (w1, . .., u,)“ bu-
deme ¢asto hovorit len o linedrne (ne)zavislych vektoroch uy, ..., u,.

Rozmenme si teraz ,na drobné“, ¢o znamena ono ,,v opac¢nom pripade®
v definicii linedrnej nezavislosti. Podla tejto definicie vektory u,...,u, st
linedrne nezavislé prave vtedy, ked

Ver, ooy € K)(aup + .o+ cu, =0 = ¢ = ... =¢, =0).

Vidime, ze logicka struktira pojmu lineadrnej nezavislosti je trochu zlozitejsia,
nez sme boli doteraz zvyknuti. Kedze ide o kIti¢ovy pojem, je potrebné sa
pri fiom na chvilu pristavit.

Uvedomme si, Ze pre n-ticu skaldrov (ci,...,¢,) = 0 plati cjuy + ... +
cntty, = 0 pre lubovolni n-ticu vektorov (uy, . .., u,), bez ohladu na to, ¢ je li-
nearne zavisla alebo nezéavisla. Avsak pre niektoré n-tice vektorov (uy, ..., u,)
mozeme ako vysledok linearnej kombinacie ciu;+. . .+c,u,, dostat 0 aj pomo-
cou inej n-tice skaldrov (cy,...,¢,) nez len 0 = (0, ...,0) — takéto usporia-
dané n-tice (uy, ... ,u,) nazyvame linedrne zavislé. Pre niektoré usporiadané
n-tice vektorov (uy, . ..,u,) je volba (c1, ..., ¢,) = 0 jedind moznost ako line-
arnou kombinaciou cjuq + . .. + c,u, ziskat vysledok 0 — takéto usporiadané
n-tice nazyvame linedarne nezauvisle.

Na precvicenie prave definovanych pojmov ¢itatelovi odporucame, aby si
dokézal styri jednoduché no uzitocné pozorovania:

(a) jediny vektor u je linedrne nezavisly prave vtedy, ked u # 0;
(b) vektory u, v st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom
druhého;

(c) ak niektory z vektorov u,,...,u, je 0, tak tieto vektory s linedrne
zavislé;
(d) ak sa niektoré dva z vektorov s, ...,u, rovnaji alebo niektory z nich

je nasobkom iného, tak tieto vektory si linearne zavislé.
Inak povedané, len usporiadana n-tica nenulovych a navzajom roéznych vek-
torov, z ktorych Ziaden nie je ndsobkom druhého, méze (no stale eSte nemusi)
byt linedrne nezavisla.

Nasledujuce tvrdenie asi vysvetluje nazov ,linedrna zévislost“ lepsie nez
samotna definicia.

4.4.1. Tvrdenie. Pre lubovolné n € N a uy,...,u, € V nasledujiice pod-
mienky si ekvivalentné:
(i) vektory uy,...,u, su linedrne zavislé;
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(ii) niektory z vektorov uy, k < n, je linedrnou kombindciou predchadzajii-
cich;

(ii’) niektory z vektorov uy, k < n, je linedrnou kombindciou nasledujicich;

(iii) niektory z vektorov uy, k < n, je linedrnou kombindciou ostatnych.

Dokaz. Dokéazeme implikacie (i) = (ii) = (iii) a (iii) = (i). Rovnako by bolo
mozné dokazat aj implikacie (i) = (ii") = (iii).

(i) = (ii): Nech uy,...,u, st linedrne zavislé vektory a cy, ..., ¢, st ska-
lary, nie vSetky rovné 0, také, ze cyus + ... + c,u, = 0. Nech k je najvacsi
z indexov 1,...,n taky, ze ¢, # 0. Potom ¢; = 0 pre £ < i < n, teda
cur + ...+ cgu =y, cu; = 0. Z toho dostédvame

uy = c,}l(clul + .t ceo1ug1),
t.]. uy je linedrnou kombinaciou predchadzajicich vektorov.
(ii) = (iii) plati trivalne.
(iii) = (i): Ak up = > -1 cu; je linedrnou kombindciou ostatnych vek-
ik

torov, polozme ¢, = —1. Potom pre n-ticu skalarov (ci,...,c,) # 0 plati
cuy + ...+ cu, = 0, teda vektory uq, ..., u, st linedrne zavislé.

Pozndmka. Vsimnite si, ze dokaz implikacie (i) = (ii) pokryva aj pripad k =
1. Vtedy ¢; # 0 a cqyu; = 0, preto tiez u; = 0. Teda u; je naozaj linedrnou
kombinéciou predchadzajtcich (t.]. prazdnej postupnosti) vektorov.

Kazdy vektor z z linedrneho obalu [u4, . .. ,u,] moZno vyjadrif v tvare
T =cCcu+ ...+ cu,

pre nejaku n-ticu skalarov (cq, ..., ¢,). Nasledujice tvrdenie ukazuje, Ze line-
arna nezavislost vektorov uy, ..., u, je ekvivalentnd s jednoznacnostou tohto
vyjadrenia.

4.4.2. Veta. Vektoryu,,...,u, st linedrne nezavislé prave vtedy, ked kazdy
vektor x € [uy, ..., u,] mozno vyjadrit v tvare £ = ¢yt +. . .+ c,u,, pre jedint
usporiadanti n-ticu (¢y,...,¢,) € K™

Dokaz. Nech uq,...,u, st linedrne nezavislé vektory. Predpokladajme, ze
vektor x € [uy,...,u,] mozno vyjadrif v tvaroch

T=cu+ ...+ cu, = du + ...+ dyu,,
kde (c1,...,¢n),(dy,...,d,) € K". Potom

(Cl — dl)ul + ...+ (Cn — dn)un = 0.
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7 linearnej nezavislosti vektorov uy, ..., u, vyplyvac, —d; = ... = ¢, —d, =
0, ¢ize (c1,...,¢,) = (dy,...,d,). Teda vyjadrenie vektora & v tvare linearnej
kombinacie vektorov uy, ..., u, je jednoznacné.

Predpokladajme teraz, ze kazdy vektor € [ug,...,u,] ma jednoznacné
vyjadrenie v tvare linearnej kombinécie vektorov u,, . . ., u,. Specialne to plati

aj pre vektor £ = 0, ktory ma vyjadrenie 0 = Ou;+. . .+0u,,. Z jednoznacnosti
tohto vyjadrenia vyplyva

caur+...+cu,=0=c=...=¢,=0

pre lubovolnt n-ticu skalarov (cy, . .., ¢,). Teda vektory uy, . . . ,u,, st linedrne
nezavislé.

Nasledujtice tvrdenie dava do stvislosti linearnu (ne)zavislost s linearnym
obalom.

4.4.3. Tvrdenie. Nech uy,...,u,,v € V pricom vektory ui, ... ,u, sa line-
arne nezavislé. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(1) vE [u17 s 7un]7
(ii)) vektory uq, ..., u,,v su linedrne zavislé;
(iii) [wq,..., Uy, 0] = [uq,...,u,).
Dokaz. (1)=(ii): Ak v € [uy,...,u,] tak vektory wuy,...,u,,v s linedrne
zavislé podla tvrdenia 4.4.1

(ii) = (ili): Nech vektory uy, ..., u,, v st linedrne zavislé. Potom niektory
z nich je linearnou kombinéciou predchadzajicich. Kedze vektory uq, ..., u,
st linedrne nezavislé, moze to byt len vektor v. Teda v € [uq, ..., u,].

(iii) = (i) je obsiahnuté v bode (f) tvrdenia 4.2.2

4.4.4. Veta. Nech uq,...,u,,v1,...,v,, € V, pricom vektory ui,...,u,
st linedrne nezavislé. Potom z mnoziny {1,...,m} mozno vybrat indexy
11 < ...<t1y tak, ze vektory ui,...,up,v;,,...,v;, su linearne nezavislé a
generuju rovnaky podpriestor ako vektory wy, ..., U,, V1, ..., V.

Dékaz. Ozna¢me X = {vq,...,v,,}. Vektory v,,,...,v;, vyberieme z mno-
ziny X nasledujucim spésobom. Ak X C [uy,...,u,|, polozme k = 0, t.j.
nevyberieme ziaden z nich. V opac¢nom pripade nech v;, je prvy z vektorov
mnoziny X, ktory nelezi v podpriestore [ug, ..., u,|. Ak X C [ug,...,u,,v;],
tak k = 1 aw;, je jediny vybrany vektor. Podla predchadzajiceho tvrdenia st
vektory uy, ..., u,,v;, linedrne nezavislé. Ak X & [uy, ..., u,,v;], oznacime
v;, prvy vektor mnoziny X, ktory nelezi v [ui,...,u,,v;] (zrejme i; < iy
a v, # v;,). Vektory uy,...,u,,v;,v;, su podla tvrdenia 4.4.3 opit line-
arne nezavislé. Podla potreby pokracujeme rovnakym spésobom, az kym pre
takto ziskané linedrne nezavislé vektory wi,...,u,,v;,...,v; neplati ink-
lazia X C [ug,...,Upn, V5, ...,0; ), kedy sa zastavime. (V krajnom pripade
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dostaneme k = m, t.j. vyberieme vSetky vektory z mnoZiny X.) Z uvedenej
inkltzie okamzite vyplyva rovnost

(W1, .o U, V1, U] = [Ur, e U, Uiy -, 05,

kedZe kazdy z generatorov podpriestoru na lavej strane je prvkom podpries-
toru na pravej strane.

4.5 Linearny obal a linearna nezavislost v priestoroch K™

V tomto paragrafe si ukazeme, ako mozno na zéklade nasich doterajsich zna-
losti o ststavach linearnych rovnic tou istou metédou tpravy matic pomocou
ERO na (redukovany) stuptiovity tvar riesit pre vektory z priestoru K™ na-
sledujuce tri otazky:

1) rozhodnuf pre dané vektory xq,...,xz,,y € K™ ¢&i y patri alebo nepatri
Y )

do linedrneho obalu [z1,...,2,];

(2) rozhodnit pre dané vektory zi,..., &, € K™ ¢ su linedrne zavislé alebo
nezavislé;

(3) vybrat z vektorov z1,...,x, € K™ linedrne nezavislé vektory z;,, ..., x;,
(j1 < ... < ji) tak, aby vektory z;,...,x; generovali vo V ten isty
linedrny podpriestor ako vektory xq,...,x,.

Hoci vSetky tri otdzky mozno rieSit naraz jednotnym spdsobom, z me-
todickych dévodov zacneme jednoduchsimi otdzkami (1) a (2), a az potom
pristupime k trochu zlozitejsej otazke (3). NavySe pri tom zavedieme ozna-
¢enie, ktorého sa budeme drzat v celom paragrafe.

Nech z1, ...,2,,y € K™ su stipcové vektory, pricom
L1 Y1
xr; = ’ Y= :
L Ym
Oznaéme X = (v;;) € K™ maticu so stlpcami z,,...,z,, a (X|y) €

K™*(n+1) blokovi maticu zlozend z matice X a vektora y. Potom pre ¢ =
(c1,...,c,)T € K™ plati:

(1) az1+...4cxy=y & X -c=1y;

(2) a1 +...4+¢x, =0 & X-c=0.

Inak povedané: (1) y € [z,...,2,] prave vtedy, ked sustava X -¢ = y
s rozsirenou maticou (X |y) m4 aspon jedno rieSenie; (2) vektory zq,..., %,
st linedrne nezavislé préave vtedy, ked homogénna ststava X -¢ = 0 mé jediné
rieSenie ¢ = 0; ak tato sustava ma aj nejaké nenulové riesenie, tak vektory
Zi,...,Z, su linedrne zavislé. (Nedajte sa spliest atypickym oznacenim: z;;
st teraz koeficienty ststavy, y; su zlozky pravej strany a ¢; st nezname.)
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Otézku (1) uz vieme riesit. Sta¢i pomocou ERO upravif maticu (X |y)
na stupnovity tvar. Ak vyslednd matica obsahuje riadok tvaru (0,...,0]z),
kde z # 0, tak ststava X - ¢ = y nema rieSenie ay ¢ [xy,...,x,]|. Ak sa taky
riadok vo vyslednej matici nenachadza, tak ststava ma aspon jedno riesenie
ayeE [Ty,...,T,)

Podobne je to s otazkou (2). Opit staci pomocou ERO upravit maticu X
na stupiiovity tvar a pozriet sa, ¢ v kazdom stipci lezi vedici prvok nejakého
riadku. Ak je to tak, niet ¢o volif za parametre, ¢ = 0 je jedinym rieSenim

suastavy X - ¢ = 0 a vektory xi,...,x, s linedrne nezavislé. V opa¢nom
pripade mame moznost volby aspoii jedného parametra, stistava ma aj nejaké
nenulové riesenie a vektory 1, ...,x, su linedrne zavislé.

Este si v8imnime tzku stvislost oboch otazok. Vedtucim prvkom riadku
(0,...,0]2), kde z # 0, je prave v (n + 1)-om stlpci leziaci prvok z. Teda
matica v stuptiovitom tvare riadkovo ekvivalentné s (X |y) neobsahuje taky
riadok prave vtedy, ked v jej poslednom stlpci nelezi vedtci prvok Ziadneho
riadku.

4.5.1. Priklad. Uvazujme stipcové vektory z; = (1,1, -1, -1)T, 2, = (0,1,0, 1)7,
z3 = (3,1,-3,-5)T, z, = (0,0,1,2)T, y = (3,5,—-2, )7, 2 = (1,1,1,)T

v priestore RY. Mame rozhodnit, ¢i vektory y, z patria do linedrneho obalu
[T1, %2, 23, 24]. Oznacme si nasledujtice matice

10 30 3 10 3071
11 10 ) 11 1 01
Xly=1 10 31| 2| El&= 419 311
-1 1 -5 2 1 -1 1 -5 2|1
Matice (X |y), (X | z) st riadkovo ekvivalentné s maticami
10 3073 10 30 1
01 =2 0| 2 01 =20 0
00 o1[1| ™P oo o1] 2
00 0O07]0 00 0O0]| =2

Okamzite vidime, Ze plati y € (1,22, Z3,24] a 2 & (1,22, T3, 24).

4.5.2. Priklad. Zistime, & stlpce redlnej matice

— O NN
NN = O
eI O
NN W W
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st linearne zavislé alebo nezavislé. Tato matica je riadkovo ekvivalentné s ma-
ticou

oo
SO =N
O ==
TN O NN

Vidime, ze stlpce matice X su linedrne nezavislé. Na druhej strane, ako ma-
tica nad polom Zs je X riadkovo ekvivalentna s maticou

coor
cC o RN
O W w
= RS NG )

Teda stlpce matice X, chdpané ako vektory z vektorového priestoru Z2, si
linearne zavislé.
KTIacom k odpovedi na otazku (3) je nasledujtce tvrdenie.

4.5.3. Tvrdenie. Nech X, Y € K™*" su riadkovo ekvivalentné matice, pri-

¢om matica'Y je v stupiiovitom tvare. Pre 1 < j < n oznacme x; = s;(X)

j-ty stlpec matice X. Nech j, < ... < jj st indexy vSetkych stlpcov matice

Y, v ktorych lezia veduce prvky jej riadkov. Potom plati:

(a) vektory x;,,...,x;, su linearne nezavislé;

(b) ak v j-tom stlpci matice Y nelezi vediici prvok Ziadneho jej riadku (t. ].
1<j<naj# j,...,jJk) tak vektor z; je linedrnou kombinaciou
vektorov x;,,...,x;, kde | < k je najvacsi index, pre ktory plati j; < j;

(c) [xj,,....x; ) = [21,..., 2]

Dokaz. (a) Oznaéme X', Y’ matice, ktoré pozostavaji len zo stipcov s indexmi
g1, ..., jr matic X resp. Y (ostatné stipce vynechdme). Potom postupnostou
tych istych ERO, ktorymi sme X upravili na Y, dostaneme z X’ maticu Y,
teda X' ~Y’. Matica Y’ je vSak v stupiiovitom tvare a mé v kazdom stlpci
veduci prvok nejakého svojho riadku. Preto homogénna ststava X' -d = 0
maé jediné rieenie d = 0 € K*, ¢o znamena, Ze stipce matice X', t.j. vektory
Zj,...,Z;, st linedrne nezavislé.

(b) Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze matica Y je do-
konca v redukovanom stupnovitom tvare. Poloha veducich prvkov riadkov
v jednotlivych stipcoch bude stéle rovnaka. Nech j # ji,...,jx. Pri volbe
parametra ¢; = 1 a volbou 0 za hodnotu vSetkych ostatnych parametrov
(ak nejaké zostali) dostaneme jedno riesenie ¢ = (cy,...,c,)" # 0 sustavy
X -¢=0. Nech | < k je najvacsi index taky, ze j; < j. Pre nase rieSenie
¢ navyse plati ¢, = 0, ak 7 < p < n. Ak je totiz ¢, parameter, tak je to
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dosledok nasej volby, a vo vyjadreni neznamych c¢;, pre [ < h < k sa (jediny
nenulovy) parameter ¢; nevyskytuje. Ozna¢me X" maticu, ktora pozostava

len zo stlpcov matice X s indexmi 7ji,...,J; a j. Z uvedenych dévodov je
vektor ¢/ = (cj,,...,cj,1)T riesenim sustavy X” - ¢’ = 0. To znamené, ze
Tj= _(lemjl . F lesz) S [$j17 s ijz]'

(c) je bezprostrednym dosledkom (b) a tvrdenia 4.4.3

Prave dokazané tvrdenie ndm dava priamy navod na rieSenie otazky (3).
Sta¢i pomocou ERO upravif maticu X = (zy,...,z,) na maticu Y v stup-
novitom tvare a zistit v nej indexy j; < ... < ji, vSetkych stlpcov, v ktorych
lezia vedtce prvky jej riadkov. Potom zj,, ..., x;, si hladané linedrne neza-
vislé vektory, ktoré generuju lineadrny podpriestor [z, ... ,Z,].

4.5.4. Priklad. Zo stlpcov redlnej matice

113 -1 1
202 13
X:113 2 4
202 0 2

treba vybraf linedrne nezéavislé stipce, ktoré generujt linearny obal vietkych
stipcov matice X. Matica X je riadkovo ekvivalentnd s maticou

113 -1 1
012 2 -3
Y=1ovo00 1 1
000 0 0

v stupiiovitom tvare. Vedice prvky riadkov matice Y sa nachadzaju v stlp-
coch 1, 2 a 4. Hladané vektory su teda stipce 1, 2 a 4 matice X. Zapisané
vedla seba tvoria maticu

11 -1
2 0 1
11 2
20 O

I ked sme cely postup rieSenia otazok (1), (2) a (3) vylozili len pre pries-
tory stipcovych vektorov K™ a tjchto priestorov sa tykali aj vietky priklady,
¢itatelovi by uz nemalo robif tazkosti modifikovat popisani metédu aj na
priestory riadkovych vektorov K™ — ¢i uz transponovanim, prislusnych ma-
tic riadkovych vektorov alebo nahradenim elementarnych riadkovych operacii
stipcovymi.
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4.6 Linearne nezavislé postupnosti a mnoziny

V tomto paragrafe strué¢ne doplnime pojmy linearnej zavislosti a nezavislosti
sposobom, ktory umoziuje ich pouzitie i v pripade nekonec¢nych postupnosti
a Tubovolnych (t.j. koneénych aj nekonecnych) mnozin vektorov. Nakolko
vsak tieto otazky zostavaju na okraji nasho zaujmu, popri prislusnych defi-
nicidch sa obmedzime len na niekolko jednoduchych zovSeobecneni vysledkov
o linedrnej (ne)zavislosti usporiadanych n-tic.

Nekonecnii postupnost (ug)pe, = (o, U1, U2, . .., U, ... ) vektorov z pries-
toru V nazyvame linedrne nezdvislou, ak kazda jej konecna podpostupnost
(Uyy - U, ), kde 0 < ky < ... <k, je linedrne nezavisla.

Dokaz nasledujiceho jednoduchého tvrdenia prenechdvame citatelovi.

4.6.1. Tvrdenie. Nekonecna postupnost (uy);>, vektorov z V je linedrne
nezavisla prave vtedy, ked pre kazdén € N jej pociatocny usek (ug, w1, . . ., uy,)
je linearne nezavisly.

Napriklad postupnost (1,z,22,...,2"%,...) vietkych mocnin z je line-

arne nezavisla postupnost vo vektorovom priestore K[z| vSetkych polynémov
v premennej = nad polom K. Polyném f(x) = ag + a1 + ... + a,x™ je totiz
(definitoricky) nulovy prave vtedy, ked ay = a3 = ... = a, = 0. MnoZina
X C V sa nazyva linedrne nezavisld, ak pre Tubovolné n € N kazda usporia-
dané n-tica navzajom réznych vektorov (ui, ..., u,) z mnoziny X je linedrne
nezavisla.

Este raz podciarkujeme ono ,navzajom roznych“ — keby totiz uq,...,u,
neboli navzéjom rozne vektory, nemohli by byt linedrne nezavislé.

Linearna zévislost ¢i nezavislost usporiadanej n-tice vektorov nezavisi od
ich poradia — zrejme usporiadana n-tica (uq,...,u,) je linedrne nezavisla
prave vtedy, ked je linedrne nezavisla usporiadana n-tica (uo(1), ..., Us(n)),
kde o je Tubovolna permutacia mnoziny {1,...,n}. Inak povedané, linedrna
(ne)zavislost usporiadanej n-tice (uq,...,u,) navzajom roznych vektorov je
vlastnostou mnoziny {uy,...,u,}. Citatel uz iste lahko nahliadne platnost
nasledujticeho ocividného tvrdenia.

4.6.2. Tvrdenie. Usporiadand n-tica (uy,...,u,) navzajom roznych vekto-
rov z V je linedrne nezavisla prave vtedy, ked mnozina {u,,...,u,} CV je

linedrne nezavisla.

Nase zavere¢né tvrdenie, ktoré dava do suvisu linedrnu (ne)zavislost mno-
ziny s jej linedrnym obalom, je obdobou tvrdenia 4.4.3 Taktiez jeho dokaz
mozno ziskat malou obmenou dokazu spominaného tvrdenia.

4.6.3. Tvrdenie. Nech X C V je linearne nezavisla mnozina a v € V.
Potom nasledujice podmienky st ekvivalentné:
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(i) v e [X];

(ii) mnozina X U {v} je linearne zavisl4;

(iii) [X U {v}] = [X].

Cvicenia
4.1. Nech S, T st linedrne podpriestory vektorového priestoru V. Potom SUT je linedrny

podpriestor V' préave vtedy, ked S C T alebo T' C S. Dokézte.

4.2. V kazdom z nasledujucich pripadov rozhodnite, ¢i dand podmnozina S vektorového
priestoru V nad polom K je jeho linedrnym podpriestorom. Svoje rozhodnutie zdo-
vodnite. Ak S nie je linedrny podpriestor, popiste jeho linedrny obal [S].

(a) K=R, V=R, S=(-1,1);

(b) K=C,V=C,S8={z€C; |z| =1};

(c) K=R, V=R S={(z,y) e R*% 2 — 2y =0};

(d) K=C,V=C2 S={(z,y) e Cx+iy =1}

() K=R,V=C, S={zxe€C;Rex =Imuza};

) K=Q, V=R, S=Q[V3] ={a+b/3;a,bcQ};
(g) K =127y, V=13,5={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)};
(h) K =273,V = Z%, 5§ ={(0,0),(1,2),(2, 1)}

(

(

(

(

i) K Tubovolné, V = K[z], S = {f(x) € Klz]; f(1) = 0};

j) K Tubovolné, V = Klz|, S = {f(z) € Kz]; f(0) =1}

k) K Tubovolné, V = K|[z], S = {f(x) € K[z]; f(0) = f(1) };

1) K Tubovolné, V = K[z], S = {a + bx + (a + b)z?; a,b € K};

(m) K Tubovolné, V = K[z], S={a+bx+ (a + b+ 1)z?; a,b € K}
4.3. V kazdom z nasledujucich pripadov rozhodnite, ¢i uvedené vektory z vektorového
priestoru V nad polom K st linedrne nezavislé. Svoje rozhodnutie odévodnite.

(a) K=Q,V =0Q2 u=(0,0),v=(1,1);

D) K=QV=0%w=(1,23)T;

(c) K=R,V=R*2=(0,1,0,1)T, y = (1,0,1,0)T, 2 = (1,0,0,1)T;

(d) K=C,V=Cu=(1,i—i),v=2+i,3—i,1+2i), w=(2+2i,2—1,2+ 2i);
() K=175, V=73 z=(1,3,2,4),y=(2,2,1,1), z = (4,2,4,2);

() K=2Z;,V=27%z=(1,3,2,4),y = (2,2,1,1), 2 = (4,2,4,2);

(
(
(

g) K =R,V = RO[], fo(x) = 1, i(2) = 7, folw) = 2(a—1), fo() = 2(a—1)(a—2);
h) K =73,V = Zys[z], f(x) =5+ 12z, g(z) = 12 + 8x;
i) K=R, V=R[z], f(x) =5+ 12z, g(z) = 12 + 8.

4.4. Nech V je vektorovy priestor nad polom K, uq,...,u, € V su linedrne nezavislé
vektory a A € K™*", Pre i = 1,...,m oznafme v; = a %1 + ... + @b, =
ri(A)- (u1,...,u,)". Potom vektory vy, ...,v,, € V st linedrne nezavislé prave vtedy,

ked riadky matice A st linedrne nezavislé vektory v K". Dokéazte. Co sa zmeni, ak
U1, ...,U, sU linedrne zavislé?
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4.5. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. V kazdom z nasledujicich pripadov roz-
hodnite, ¢i vektor u € V' patri do linedrneho obalu vektorov z,y,z € V.

@ K=R, V=R 2z=(1,1,2)T,y=(-2,1,-1)T, 2= (0,1,1)T, u = (1,2, -1)T;
(b)) K=C,V=Cz=>01+1),y=(11-1),2z=(1-1),u=(1+i1-1i);

() K=173,V=23z=(0,1,2),y=(1,2,0), 2= (2,0,1), u = (1,0, 1);

(d) K =75,V =273 z=(0,1,2),y = (1,2,0), 2 = (2,0,1), u = (1,0,1).

4.6. V kazdej z tloh (a)—(i) cvicenia 4.3 vyberte z danych vektorov linedrne nezavislé vek-
tory, ktoré generujua ten isty linedrny podpriestor ako pévodné vektory. Rieste rovnaky
problém pre vektory , y, z, u v kazdej z uloh (a)—(d) cvi¢enia 4.5. Vyuzite pri tom
vysledky cviceni 4.3 a 4.5.

4.7. Dopliite chybajice dokazy casti (a)—(e) tvrdenia 4.2.2

4.8. (a) ZovSeobecnite definiciu priameho sictu na lubovolny koneény pocet linedrnych
podpriestorov daného vektorového priestoru.

(b) Nech Si,...,S, (n > 2) st linedrne podpriestory vektorového priestoru V. Pre
i:1,...,noznaémeTi:Sl+...+Si_1+Si+1+...+Sn, tJ T1 :SQ++Sn,
To=51+53+...+S,, ..., T, =5 +...+5,_1. Potom S1+...4+ 5, =516...85,,
t.j. sucet podpriestorov Sy, ..., S, je priamy, prave vtedy, ked pre kazdé i < n plati
S, NT; = {0} Dokéazte.

4.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a X C V je Iubovolnd podmnozZina.
Dokazte tzv. podmienku zdmeny: (Vu,v € V)(u € [XU{v}|\[X] = v € [XU{u}]).
Rozhodnite, ¢ plati dokonca ekvivalencia (Vu,v € V)(u € [X U{v}] N [X] & v €
(XU {u}] N [X])?

4.10. Dokézte tvrdenia 4.6.1, 4.6.2 a 4.6.3

4.11. Nech K je pole a (pr(x))72, je postupnost polynémov z K|[z| takd, Ze pre k # I
maju polynémy pg(z), pi(x) rozny stupei. Dokazte, Ze potom ide o linedrne nezavisla
postupnost.



5. Baza a dimenzia

V tejto kapitole sa oboznamime s pojmom bdzy vektorového priestoru, ¢o
nam v niektorych vektorovych priestoroch umozni zaviest siradnice. Dalej
budeme definovat dimenziu vektorového priestoru a odvodime jej zakladné
vlastnosti. V nasledujtcej kapitole si potom okrem iného dokéazeme, ze di-
menzia je zakladny struktirny invariant tzv. konecnorozmernych vektoro-
vych priestorov.

I v tejto kapitole V oznacuje nejaky vektorovy priestor nad pevnym polom
K.

5.1 Steinitzova veta a kone¢norozmerné priestory
Zacneme jednym technickym vysledkom kltcového vyznamu.

5.1.1. Tvrdenie. (Steinitzova veta) Nechu,..., u,,vy,...,v, € V. Ak

vektory uy, ..., u, su linearne nezavislé a vsetky patria do linearneho obalu
[V1,...,0,], tak n < m.
Dékaz. KedZze u; € [v1,...,v,,] prekazdé j < n, existujie; = (cij,...,cm;)" €

K™ také, ze

U; = C1;V1 + ...+ CrmjUm = (’Ul, R ,’Um) - Cj.
Inak povedané
(ug,...,u,) = (v1,...,0,) - C,
kde C = (¢ij)mxn je matica so stlpcami ¢y, . .., c,.
Predpokladajme, Ze m < n. Potom podla tvrdenia 3.3.6 mé& homogénna
stistava C - £ = 0 aspoii jedno riesenie £ = (xy,...,1,)" # 0. Jednoduchym

vypoctom dostavame

Ty F o Ty, = (U, Uy) X
=(1,...,0p) - C-2=(v,...,0,)-0=0,

¢o je v spore s linedrnou nezavislostou vektorov uy, ..., u,.

5.1.2. Tvrdenie. Pre lubovolny vektorovy priestor V nasledujice podmienky
su ekvivalentné:
(i) existuje konecna mnozina X C 'V taka, ze [X] =V;
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(ii) kazda linedrne nezavisla mnozina Y C V' je konecna.

Dokaz. (i) = (ii): Nech X C V je kone¢nd mnozina, ktord generuje V. Podla
Steinitzovej vety pre Iubovolné linedrne nezavislé vektory uq,...,u, plati
n < # X, teda kazda linearne nezavisla mnozina Y C V' je konecna.

(ii) = (i): Budeme dokazovat logicky ekivalentnt implikaciu = (i) = — (ii).

Predpokladajme, ze ziadna kone¢na podmnozina priestoru V' negeneruje
V. Potom vo V mézeme zostrojif postupnost vektorov (y,, )52, tak, ze yo # 0
a pre kazdé n > 0 plati y,, ¢ [yo,...,Y,_1]. Podla tvrdenia 4.4.1 je kazdy
podiato¢ny tsek (yo,...,¥y,) tejto postupnosti linedrne nezavisly, takze celd
postupnost je linedrne nezavisla podla tvrdenia 4.6.1 Teda vo V existuje ne-
konecéné linedrne nezavisld mnozina, napr. Y = {y,; n € N}.

Hovorime, Ze vektorovy priestor V je konecnorozmerny , ak spliia niektort
(teda nevyhnutne obe) z ekvivalentnych podmienok (i), (ii) prave dokdzaného
tvrdenia. V opa¢nom pripade hovorime, ze V' je nekonecnorozmerny vekto-
rovy priestor.

5.2 Baza a dimenzia kone¢norozmerného priestoru

Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Bdzou priestoru V nazyvame
kazdu linedrne nezavisli usporiadna n-ticu (ug,...,u,) vektorov z V', ktora
generuje cely priestor V. Strucne tiez hovorime, ze vektory uq, ..., u, tvoria
bazu priestoru V.

Nasledujtce tvrdenie je priamym dosledkom vety 4.4.4

5.2.1. Tvrdenie. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom

(a) lubovolnil linearne nezavisli usporiadant k-ticu (uy, . . . ,u) vektorovz V/
mozno doplnit do nejakej bazy (ui, ..., uy,...,u,) priestoru V;

(b) z lubovolnej generujicej usporiadanej m-tice (v1,...,v,,) vektorov z V
mozno vybrat nejaka bazu (v,,,...,v;,) priestoru V.

5.2.2. Veta. Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom
(a) V m4 aspori jednu bazu;
(b) Iubovolné dve bazy priestoru V maji rovnaky pocet prvkov.

Dokaz. (a) je bezprostrednym dosledkom predchddzajiceho tvrdenia, ktoré
nam dokonca dava dva varianty dokazu: jeden doplnenim prazdnej mnoziny
(ktoré je linedrne nezavisld) na bazu vo V, druhy vyberom bazy z nejake;
konec¢nej generujicej mnoziny vo V.

(b) je bezprostrednym désledkom Steinitzovej vety. Ak st totiz (uy, ..., u,),
(v1,...,v,) dve bazy vo V| tak, kedze (uy,...,u,) je linedrne nezavisla a



5.3. Stradnice vektora vzhladom na dani bazu 107

(v1,...,v,) generuje cely priestor V', musi platit n < m. Nakolko v8ak i
(v1,...,v) je linedrne nezavisla a (uq,...,u,) generuje celé V, plati tiez
m < n. Teda m = n.

Prave dokézana veta ndm umoznuje korektne definovat dimenziu alebo
tiez rozmer konec¢norozmerného vektorového priestoru V' ako pocet prvkov
jeho Tubovolnej bazy. Dimenziu vektorového priestoru V' zna¢ime dim V. Ak
dim V' = n, hovorime, ze V' je n-rozmerny vektorovy priestor. Ak V' je neko-
necnorozmerny priestor, kladieme dim V' = oco. V pripade, Zze bude potrebné
zdoraznit tlohu pola K, budeme pouzivat podrobnejsie oznadenie dimpg V.

Teda V je konecnorozmerny prave vtedy, ked dim V' < oo.

Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako cvicenie ¢itatelovi.

5.2.3. Tvrdenie. Nech dimV = n, vq,...,v,, € V. Potom Iubovolné dve
z nasledujiicich podmienok implikuju tretiu:

(i) vektory vy, ...,v,, su linedrne nezavislé;

(i) [vy,..., 0] =V;

(iii) m = n.

To okrem iného znamenad, Ze na overenie, ¢i n vektorov vq,...,v, tvori
bazu n-rozmerného vektorového priestoru V', staci overit len jednu (a to Tu-
bovolnt) z podmienok (i), (ii).

5.3 Sdradnice vektora vzhfadom na dana bazu

Nasledujuca veta je Specialnym pripadom vety 4.4.2

5.3.1. Veta. Vektory uy,...,u, tvoria bazu vektorového priestoru V' prave
vtedy, ked kazdy vektor x € V mozno jednoznacne vyjadrit v tvare linearnej
kombinacie

T =cu+ ...+ cu,.

Uvedomme si, Ze existencia aspon jedného vyjadrenia x = ciui+. . .+c,u,
je ekvivalentna s podmienkou, ze vektory uq, ..., u, generuja V. Jednoznac-
nost tohto vyjadrenia je zasa ekvivalentna s linedrnou nezavislostou vektorov
Uy, ..., Uy.

Teda a = (uq,...,u,) je bazou V vtedy a len vtedy, ked pre kazdé x € V
existuje prave jedno ¢ = (cy,...,c,)" € K™ také, ze

r=cu+...+cu, =a-c.
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Tento jednoznacéne uréeny stipcovy vektor ¢ € K™ budeme nazgvat suradnice
vektora x vzhladom na bdzu a a oznacovat

c=(2)q.

Teda kazda baza a v n-rozmernom vektorovom priestore V' definuje suradni-
cové zobrazenie & — (x)o z V do stlpcového vektorového priestoru K™.

Jednoduchy dokaz nasledujiiceho tvrdenia prenechavame ako cvicenie ¢i-
tatelovi.

5.3.2. Tvrdenie. Nech a = (uy,...,u,) je bdza konecnorozmerného vekto-
rového priestoru V. Potom prislusné siradnicové zobrazenie V. — K™ je
bijektivne a zachovava linedrne kombindcie, t.j. pre lubovolné a,b € K,
z,y € V plati

(az + by)a = a(@)a + b(Y)a-

K nemu inverzné zobrazenie K™ — V je dané predpisom ¢ — « - c.

V oznaceni posledného tvrdenia teda pre Iubovolné x € V, ¢ € K™ plati
T=a- (T)a, (@-c)e =c.

Prvéa rovnost ukazuje, ako mozno vektor x zrekonstruovat z danej bazy a a
jeho stradnic (), v tejto baze; druhd zachytava zrejmy fakt, Ze stradnice
linearnej kombinécie Y i | cau; v baze uy, ..., u, tvori vektor (ci,...,c,)T.

Prave zavedené stradnice by sme mohli podrobnejsie nazvat stlpcovymi
sturadnicami vzhladom na dant bazu. Podobnym spdsobom mozZno zaviest
i riadkové siradnice a dokazaf pre ne analogické tvrdenia ako pre stipcové.
V takom pripade je samozrejme vhodnejSie zapisovat prislusni bazu ako
stipcovy vektor a = (uy,...,u,)" a v pripade riadkového priestoru V = K"
ju stotoznif s maticou s riadkami w4, ..., u,. Podrobnosti prenechdvame na
doplnenie ¢itatelovi.

5.3.3. Priklad. Oznacme el(-n) = s;(I,)) € K" stlpcovy vektor pozostavajici
zo samych nil, okrem i-tej zlozky, ktora je 1. Potom (™ = (e&"), ce ,e%n)) je
béza stipcového vektorového priestoru K. Naz§vame ju kanonickou bdzou
tohto priestoru. Tato bédzu mozno zrejmym spoésobom stotoznit s jednotko-
vou maticou I,,. Pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme horny index
(n) vynechévat a prislusni bazu oznacovat struéne € = (ey,...,e,). Pre Iu-
bovolny vektor & = (z1,...,2,)" € K™ plati

xr=x€+...+x,€,,

preto (). =z, t.j. kazdy vektor x € K" splyva so svojimi vlastnymi sirad-
nicami v kanonickej baze.
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Kanonicka baza riadkového vektorového priestoru K™ je tvorena riadkami
jednotkovej matice I,, a zna¢ime ju rovnako ako v predchadzajicom pripade

g = (egn), o ,e,(qn))T alebo strucne € = (ey,...,e,)T, len s tym rozdielom,
7e €™ = g je teraz stlpec vektorov a kazdé e; je riadok pozostavajici zo
samych nul, okrem i-teho miesta, ktoré je 1.

V predoslom priklade je, okrem iného, zahrnuty aj dokaz nasledujticeho
ocakavaného vysledku.

5.3.4. Veta. Pre Iubovolné n € N plati dim K™ = n.

5.3.5. Priklad. Stipce matice

==
SO~ =
SO ==
SO O

tvoria bazu a (stlpcového) vektorového priestoru K* (presvedéte sa o tom
s vyuzitim tvrdenia 5.2.3 a vety 5.3.4 Stradnice vektora x = (11, 7o, 73,74)" €
K™ v baze a st dané vzfahom

(27>a = ($4,953 — Ty, Ty — T3,T1 — $2)T'
Plati totiz

X1
)

= :[,‘4
Zs3

Ty

+ (3 — 24) + (22 — x3) + (21 — x2)

—_
O = =
oo R R
SO O

Overte.

5.3.6. Priklad. Ozna¢me £€™ = (1,z,...,2") usporiadani (n + 1)-ticu pr-
virch n + 1 mocnin premennej z. Lahko nahliadneme, Ze €™ je béza vekto-
rového priestoru K™ [z] vietkych polynémov stupiia < n v premennej x nad
polom K. Stradnice polynému f(z) = Y"1 ja;x’ v tejto baze tvori vektor

(f){(") = (a07 Ay, ... 7an>T € KnJrl-
Teda dim K™ [z] = n+ 1. Na druhej strane vektorovy priestor K [z] vietkych

polynémov v premennej x nad polom K zrejme nie je konec¢norozmerny, teda
dim K[z] = oc.
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5.3.7. Priklad. Nech m,n € N. Pre Tubovolné 1 < k < m, 1 <[ <n

oznacme E,(glnn) = Ej = (0ix0ji)mxn maticu typu m X n nad polom K,

pozostavajicu zo samych nil, okrem miesta (k,[), na ktorom je 1. Zrejme
kazda maticu A = (ag) € K™*™ mozno jednoznacne vyjadrit v tvare

A= Z Z an B,

k=1 I=1

z ¢oho vyplyva, Ze matice E,(;ln’"), 1 <k <m,1 <1 < n, tvoria bazu
vektorového priestoru K™*™ v8etkych matic typu m x n nad polom K. Jej
$pecidlnym pripadom je kanonické baza €™ v priestore K. Dostavame tak
dalsi ocakévany vztah: dim K™ = mn.

5.3.8. Priklad. Pole C vsetkych komplexnych ¢isel je rozsirenim pola R
vetkych redlnych ¢isel. Teda C mozno povazovat za vektorovy priestor nad
polom R (priklad 1.6.1). Kazdé komplexné ¢islo z mozno jednoznacne vyjadrit
v tvare

z=a+ bi = al + bi,

kde a = Re z, b = Im z st reélne ¢isla, nazjvané redlna resp. imagindrna éast
komplexného disla z, a i je imaginarna jednotka. To znamena, ze komplexné
¢isla (t.j. vektory) 1, i tvoria bazu vektorového priestoru C nad polom R.
Stradnicové zobrazenie vzhladom na tito bazu je dané vztahom

Re z s(z+z
(s = (Im z) a (l.((z — Z))> ’

kde zZ = a—bi je cislo komplexne zdruzen€ k ¢islu z = a+bi. Teda dimg C = 2.
Na druhej strane kazdé pole K, uvazované ako vektorovy priestor nad sebou
samym mé dimenziu 1, t.j. dimg K = 1. Specidlne dimg R = 1 aj dim¢ C =
1.

5.4 Dimenzia prieniku, sictu a sucinu vektorovych
priestorov

V tomto paragrafe preskimame niektoré zakladné vlastnosti dimenzie, uva-
zovanej ako zobrazenie definované na vsetkych vektorovych priestoroch nad
pevnym polom K.

Na zaciatok si uvedomme, Ze Iubovolny lineadrny podpriestor S vektoro-
vého priestoru V' je i sém vektorovym priestorom nad tym istym polom, teda
pojmy ako baza podpriestoru S a dimenzia podpriestoru S maju dobre defi-
novany vyznam. Zrejme kazdy podpriestor kone¢norozmerného vektorového
priestoru je i sdm konecnorozmerny.
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5.4.1. Veta. Nech S, T' C V st kone¢norozmerné linearne podpriestory vek-
torového priestoru V. Potom

dim(S +7) =dim S +dim7T — dim(SN7T).

Dékaz. Oznacme dim S = m, dim T = n, dim(SN7T) = k. Nech uy, ..., u; je

béza podpriestoru SNT. Dopliime tato bazu do bazy u, ..., ux, V1, ..., Vi
podpriestoru S, a taktiez do bazy uq,...,uy,wq,...,w,_; podpriestoru 7.
Dokazeme, ze vektory uy, ..., ug, v1, ...,V _, Wy, ..., W, tvoria bazu pod-

priestoru S + 7. Tym budeme hotovi, lebo potom naozaj plati

dm(S+T)=k+(m—k)+(n—k)=m+n—k
=dim S +dim7 — dim(SN7T).

Kedze vektory uy, ..., ug, v1,...,Vpm_g, W1, . .., W,_j zrejme generuju pod-
priestor S + T (premyslite si detaily), zostava dokézat, Ze su tiez linedrne
nezavislé. Nech aq,...,a, by,..., by g, c1,...,Cok st skalary také, ze

a Uy + ...+ apug + bl’l)l + ...+ bm_k’l)m_k +cw;+ ...+ Wy = 0.
Potom
ajuy + ...+ apty + 0101 + .+ bV = —(CQwy + ..+ G Wi k),

pricom vektor na lavej strane patri do S a vektor na pravej do T". Ttto spo-
lo¢nt hodnotu z € SNT mozno vyjadrit ako linearnu kombinéciu len vekto-
rov Uy, . ..,Uu;. Z jednoznacnosti vyjadrenia z v baze uq,...,ug,v1, ...,V &
podpriestoru S tak dostavame b; = ... = b, = 0. Preto

Uy + ...+ apUp + WL + ...+ Cpp_ Wy = 0.

7 linearnej nezavislosti bazy wq,...,ug, wq,...,w,_, podpriestoru 1" po-
tom vyplyva a; = ... = ap = 0, ¢4 = ... = ¢, = 0. Teda uq,...,
U, V1, .- Uk, W1, ..., W,k SU linedrne nezavislé vektory.

5.4.2. Doésledok. Nech S, T st linearne podpriestory vektorového priestoru
V. Potom SNT = {0}, t.j. sucet S+ T je direktny, prave vtedy, ked

dim(S +7T) =dim S + dim 7.

Prave dokézané vzfahy pre dimenzie konecénorozmernych podpriestorov
nejakého vektorového priestoru napadne pripominaji vztah

HFXUY)=#X+#Y —#(XNY)



112 5. Béaza a dimenzia

pre pocty prvkov kone¢nych mnozin z paragrafu 0.2, ktory sa v pripade dis-
junktnych mnozin redukuje na rovnost

H(XUY)=#X +4Y.

To znamend, Ze kone¢norozmerné vektorové priestory (hoci v typickom pri-
pade priestorov nenulovej dimenzie nad nekoneénym polom ide o nekonec¢né
mnoziny) sa spravaji do zna¢nej miery podobne ako koneéné mnoziny. Di-
menzia dim V' kone¢norozmerného priestoru V' je tak akousi mierou jeho ,vel-
kosti“, podobne ako pocet prvkov # X je mierou velkosti konecnej mnoziny
X. Direktny (priamy) sucet linedrnych podpriestorov je tak analdgiou zjed-
notenia disjunktnych mnozin.

Na rozdiel od multiplikativneho charakteru poc¢tu prvkov kartezianskeho
stucinu kone¢nych mnozin, ktory je dany formulou

H(XXY)=#X #Y,

sa vSak dimenzia priameho stc¢inu konec¢norozmernych vektorovych priesto-
rov (pozri priklad 1.6.4) sprava aditivne, t.j. do zna¢nej miery podobne ako
logaritmus.

5.4.3. Tvrdenie. Nech V, W sti konecnorozmerné vektorové priestory nad
polom K. Potom pre dimenziu ich priameho stucinu plati

dim(V x W) = dim V + dim W.

Dokaz. Nech vy, ..., v,, je baza priestoru V awy, ..., w, je baza priestoru V.
Staci overit, ze vektory (vi,0),...,(vm,0),(0,w,),...,(0,w,) tvoria bazu
priameho st¢inu V' x W. Podrobnosti prenechéavame ¢itatelovi.

V dosledku toho pre kone¢norozmerné priestory Vi, ...,V nad polom K
plati

a pre k-tu priamu mocninu V* priestoru V' mame
dim V¥ = kdim V.

Pozndmka. Ak obvyklym spdsobom rozsirime aritmetiku prirodzenych cisel
aj na symbol oo, t.j. polozime n + 00 =00+ n =004+ 00 =00 pre n € N,
0-0o=00-0=0an-00 =00-n=00-00 = 0o pre n > 0, lahko
nahliadneme, Ze vztahy dokdzané v tomto paragrafe zostavaju v platnosti aj
pre nekonecnorozmerné priestory.
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5.5 Usporiadané a neusporiadané bazy

Ak (uq,...,u,) je baza vektorového priestoru V, tak (uy(), ..., Uo@m)) je tiez
baza V pre lubovolni premuticiou ¢ mnoziny {1,...,n}. Inak povedané,
vlastnost byt bazou vektorového priestoru® nezavisi od poradia vektorov
v baze — nie je to ani tak vlastnost prislusnej usporiadanej n-tice (uy, ..., u,)
ako skor mnoziny {us,...,u,}. Na druhej strane je rozumné povazovat bazy
(u1,...,u,) & (Us1),- .-, Uo(n)), kde o je neidentickd permutacia, za rozne.
Prislichaji im totiz rozne stradnicové zobrazenia. Napr. € = (ey, ez, e3),
n = (es, €3, e;1) st bazy stipcového priestoru K3, lisiace sa len poradim svojich
vektorov. Pre stiradnice fubovolného vektora £ = (1, w9, 23)7 € K3 v tjchto
béazach vsSak plati:

X X2
(Z)e = | 22|, (T)g = | 3
T3 T

Teda (z). # (2),, okrem pripadu, ked =1 = x5 = w3.

Doteraz Studované bazy by sme vlastne mali presnejSie nazyvat konec-
nymi usporiadanymi bdzami. To naznacuje moznosti uvazovat jednak o ne-
konecénych, jednak o ,neusporiadanych“ bazach. Kedze v centre nasho zaujmu
nadalej zostévaju iba konecnorozmerné priestory, oboch tychto otdzok sa len
letmo dotkneme.

Hovorime, ze nekoneéna postupnost (ug)p>, = (uo,u1, Uz, ..., Uy, ...) je
baza, presnejsie usporiadand bdza vektorového priestoru V', ak je linearne
nezavisla a generuje cely priestor V.

Treba zdoraznit, Ze podmienka generovania priestoru V' hovori, ze kazdy
vektor £ € V mozno vyjadrif ako konecnd linedrnu kombinaciuz = > ;' _, cxut,
kde n € N a ¢g,...,c, € K, prvkov prislusnej bazy. , Nekonecné linearne
kombinécie* tvaru 220:0 cruy sme zatial nedefinovali a len samotna algeb-
raicka struktura vektorého priestoru ndm to vo vSeobecnosti ani neumoznuje.

Nasledujuce tvrdenie, ktorého dékaz neuvadzame, je obdobou vety 5.3.1

5.5.1. Tvrdenie. Postupnost vektorov (uy);2, je bazou vektorového pries-
toru V' prave vtedy, ked kazdy vektor x € V mozno jednoznacne az na nulové
¢leny vyjadrit v tvare linedrnej kombinédcie

X = CoUug + iUy + ... + Cy,

kden e N acy,cq,...,c, € K.

Uvedomme si podstatnost vsuvky ,,az na nulové ¢leny*. Vzhladom na pre-
mennu hodnotu n dlzky prislusnej linearnej kombinacie mozno napr. vektor
ug —uy € V pisat aj v tvare ug — u; + Ous + Ous a pod.
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Na druhej strane, pri danej baze a = (ug);2, priestoru V' kazdy vektor
z € V jednoznac¢ne uréuje postupnost skalarov (c;)5, € KV takd, Ze ¢ = 0
pre vietky k aZ na koneény pocet, t.j. (cx)22, € K™ (pozri priklad 4.1.3(a)),

a plati
oo
r = E CrUp .
k=0

Vsimnite si, ze takéto linearne kombinacie obsahuju len kone¢ne mnoho ne-
nulovych s¢itancov, takze s ich definiciou nie je ziaden problém. Uvedent po-
stupnost (cx)52, potom nazyvame siradnicami vektora x vzhladom na bdzu o
a oznacujeme ju (z),. (Vzhladom na to, Ze nemienime dalej rozvijat prislusni
tedriu pre nekonecnorozmerné priestory, nema zmysel blizsie Specifikovat, ¢i
tym mienime ,riadkovi® alebo ,stlpcovii“ postupnost (c;)5,.)

5.5.2. Priklad. Postupnost & = (z")>2, = (1,z,2%,...,2",...) vSetkych
mocnin premennej x je bazou priestoru K[z| vSetkych polynémov v premen-
nej x nad polom K. (Presvedéte sa o tom.) Sturadnicami polynému

f(x):@0+a1$+...+anm”:ZaimiGK[:E]
i=0

v tejto béaze je postupnost
(fe = (ag, a1, ...,a,,0,0,...) € K.

Podmnozinu X vektorového priestoru V nazyvame bdzou, presnejsie neus-
poriadanou bdzou priestoru V', ak X je linedrne nezavisla a [X] = V. Pouziva
sa tiez nazov Hamelova bdza.

Aj v pripade Hamelovych baz plati obdoba tvrdeni 5.3.1 a 5.5.1, ¢o umoz-
nuje zaviest na priestore V s takouto bazou stradnicové zobrazenie V —
K@) (pripominame, ze KX) oznacuje vektorovy priestor vietkjch zobrazeni
f: X — K takych, ze f(z) = 0 pre vSetky £ € X az na konecny pocet — po-
zri priklad 4.1.3). Sturadnicami vektora v € V vzhladom na bdzu X nazyvame
jednozna¢ne uréené zobrazenie f € KX), pre ktoré plati

v= Z f(z)z.

zeX

(Vzhladom na koneény pocet nenulovych séitancov je uvedena linedrna kom-
binacia dobre definovana.) I tieto stradnice oznac¢ujeme obvyklym spésobom
W)x=f.

Zostava otazka, ¢i aj kazdy nekonecnorozmerny vektorovy priestor ma
bazu, podobne ako kone¢norozmerné priestory resp. nekonec¢norozmerné pries-
tory polynémov K[z]. Inak povedané, radi by sme vediet, ¢ vobec kazdy
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vektorovy priestor ma bazu. Na zéklade zakladnych axiém tedrie mnozin ne-
mozno na tuto otdzku odpovedat. Az prijatie tzv. azidmy vyberu, postuluji-
cej platnost istého principu platného pre koneéné mnoziny aj pre nekonecné
mnoziny, nam umoziuje dat na uvedent otazku kladni odpoved. Teda za
predpokladu axiémy vyberu mé kazdy vektorovy priestor nad Iubovolnym
polom Hamelovu bazu. Na druhej strane pre viésinu nekone¢norozmernych
priestorov nam toto tvrdenie zarucuje skutoc¢ne len existenciu takejto bazy a
ni¢ viac. Neddva nam nijaka konkrétnu bazu ani ndvod ako ju zostrojit.

K prikladom vektorovych priestorov, v ktorych nevieme nijako rozumne
popisat Hamelovu bazu, hoci jej existenciu méame zaruc¢ent, patria priestory
KX, kde X je nekone¢nd mnoZina, priestor C(a, b) vetkych spojitych funkcii
z netrividlneho uzavretého intervalu (a, b) do mnoziny R, no taktiez polia R
¢ C uvazované ako vektorové priestory nad polom Q. Nie je to vSak az takéa
chyba, lebo v mnohych nekonec¢norozmernych priestoroch studovanych vo
funkcionélnej analyze st uzito¢nejsie iné typy ,,béz*, umoziujice vyjadrovat
vektory z priestoru napr. v tvare istych ,nekonec¢nych linearnych kombinacii®
> o Cay prvkov , bézy“.

5.6 Fyzika v n-rozmernom priestore*

Na zaver kapitoly si dovolime jedno odbocenie od hlavnej témy. Ked sa uz
tolko bavime o dimenzii, mozeme spolu trochu porozmyslat, ako sa troj-
rozmernost ,nasho* priestoru prejavuje v matematickej podobe niektorych
fyzikalnych zakonov. Na zéklade toho sa pokisime o extrapolaciu tychto
zédkonov za hranice trojrozmerného priestoru. Inak povedané, podnikneme
spolu metafyzikalny (nie metafyzicky) myslienkovy experiment, v ktorom sa
pokiisime trochu pospekulovat nad otézkou, ako by asi mohla vyzerat ,fy-
zika v m-rozmernom priestore“. Samozrejme, nie je jasné, ¢i by pre n # 3
v n-rozmernom priestore mohli existovat vobec nejaki ,fyzici“, t.j. ¢ by tu
Sfyziku“ mal kto pestovat. Touto otdzkou sa vSak zaoberat nebudeme, hoci
nase ivahy ndm aj na nu naznacia ist odpoved. Ale nebudeme predbiehat.

Ak sa len trochu hlbsie zamyslime nad charakterom priestoru, do ktorého
sme nevdojak vrhnuti, uvedomime si, zZe je plny zdhad. Je kone¢ny (ohrani-
¢eny) alebo nekonecny (neohraniceny)? Je diskrétny (pozostavajtci z akychsi
najmensich, dalej uz nedelitelnych ¢asti) alebo spojity (suvisly a donekone¢na
delitelny)? KedZe skiisenost ndm na tieto otdzky nedéva jednozna¢ni odpo-
ved, filozofi sa oddévna pokusali zodpovedat ich na zaklade Spekulativnych
uvah. Aktualne nekonec¢no, ¢ uz smerom do dialky (t.j. smerom k Coraz
merom) sa v8ak vymyka nasim predstavam. Rovnako problematicka je vSak
predstava ohrani¢eného priestoru ako i predstava akejsi najmensej, dalej uz
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nedelitelnej priestorovej oblasti. Priestor si totiz nepredstavujeme ako stcno,
t.j. ako ,nieco“, ale ako prazdnu formu, naplnent sticnami. Za hranicou,
ohrani¢ujucou ,cely priestor”, by uz nemohlo byt absolttne nié¢, ¢o si vSak
nedokézeme predstavit inak, ako prazdny priestor. Podobne, akékolvek mala
priestorova oblast, je aspor myslienkovo (hoc nie nutne fyzikalne) dalej deli-
telnd na mensie Casti.

Moderna fyzika sa s podobnymi otazkami nevysporadiva nijakou defi-
nitivnou odpovedou. Namiesto toho konStruuje rozne matematické modely
a na ich zaklade ziskava predpovede, ktoré mozno porovnat s vysledkami
experimentov. Tym sa tieto modely c¢iastocne potvrdzujua alebo falzifikuja.
NavysSe hypotéza zakriveného priestoru oddeluje otdzky (ne)konecnosti a
(ne)ohranic¢enosti. Zakriveny priestor moze byt (sdm v sebe) neohrani¢eny a
pritom mat kone¢ny objem. Ale tak, ako zakrivena gulova plocha poukazuje
na existenciu trojrozmerného (nezakriveného) priestoru, zakriveny konecne
velky trojrozmerny priestor vyvolava otazku existencie nejakého viacrozmer-
ného, neohranic¢eného a nezakriveného priestoru.

My sa vSak na tomto mieste nemienime zaoberat otédzkou konec¢nosti ¢i
vzdialenostiam. Svoju pozornost upriamime na omnoho tvrdsiu hranicu pries-
toru, ktort predstavuje jeho trojrozmernost. Na tito hranicu narazime, ked
sa pokusime uskutoc¢nit Styri rozne, navzajom kolmé usecky, vychadzajice
z jedného bodu. Priestor nam také nieco nedovoli. Pritom existencia takychto
useciek nevedie nevyhnutne k sporu, ich uskuto¢neniu nebrania nijaké logické
zakony, ale len a len priestor. Aby sme si uvedomili rozdiel medzi priesto-
rovou nepredstavitelnostou a logickou nemoznostou, pokusime sa vmysliet
do postavenia akychsi plochych bytosti, obyvajicich dvojrozmerny priestor,
t.j. rovinu. V rovine mozno uskuto¢nit len dve rozne navzajom kolmé tisecky
vychadzajice z daného bodu. Na$i ,,dvojrozmerni Tudkovia“ by si zrejme ne-
vedeli predstavif tri takéto tisecky, ¢o pre nas nepredstavuje nijaky problém.
Podobne nejaké bytosti, obyvajice n-rozmerny priestor, kde n > 3, by si asi
vedeli predstavif n navzdjom kolmych tseciek. Teda ich existencia je logicky
moznd.

Vrafme sa vSak k povodnej otazke: ako sa prejavuje trojrozmernost nasho
priestoru v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zakonov a aku ,fy-
ziku“ by asi objavili ,fyzici“ v n-rozmernom priestore.

Samozrejme, nebudeme sa zaoberat uvedenymi otdzkami v celej ich Sirke,
len sa pokusime ilustrovat naznacen problematiku na priklade Newtonovho
gravita¢ného zékona. Uplne analogicky by sme mohli postupovat i v pripade
Coulombovho zakona pre elektrostaticka silu.

Podla Newtonovho gravitacného zédkona centrélne symetrické teleso o hmot-
nosti M vytvara okolo seba centralne symetrické gravitacné pole, ktoré na



5.6. Fyzika v m-rozmernom priestore* 117

hmotny bod o hmotnosti m vo vzdialenosti r od stredu telesa posobi silou

mM
r2

F=ux ,
kde 2 ~ 6,672 - 10" kg ' m®s~2 je gravitaéni konstanta, ktorej hodnotu
mozno stanovit experimentalne. Gravitacna hmotnost je priamo definovana
ako miera gravitacného ucéinku telesa, ¢o vyjadruje priama tmernost uvede-
nej sily hmotnostiam oboch telies. Z centralnej symetrie gravitacného pola,
ktora je dosledkom izotropie (homogenity) priestoru, vyplyva, Ze uvedena sila
zavisi len od vzajomnej vzdialenosti oboch telies a nie od dalSich parametrov
ich vzajomnej polohy, napr. od smeru. NavySe je rozumné predpokladat, Ze
gravitacné sila bude slabnit so vzdialenostou r. Na prvy pohlad vsak nie je
jasné, preco by mala slabnif akurit nepriamo timerne jej druhej mocnine.
Ukézeme si, ze prave to je dosledkom trojrozmernosti priestoru. Rovnako
opravnene vSak mozno tvrdit, Ze trojrozmernost priestoru je dosledkom pri-
slusnej podoby v nom platného gravitacného zakona.

Gravitacné pole si znazornujeme geometricky pomocou kriviek nazyva-
nych silociary. Tie maju v pripade centrélne symetrického pola v izotropnom
priestore tvar polpriamok vychédzajucich zo stredu zdroja. Velkost pritazli-
vej sily pdsobiacej na hmotny bod je (okrem jeho hmotnosti) priamo Gmerna
hustote tychto silo¢iar v danom mieste. KedZe na povrchu gulovej plochy
s polomerom r, opisanej okolo stredu pritazlivosti je hustota siloc¢iar vSade
rovnakd, tato hustota klesa so vzdialenostou r nepriamo tmerne ploSnému
obsahu povrchu danej gulovej plochy. Tento obsah ma hodnotu 47r2. To
znamend, ze velkost pritazlivej sily F' je nepriamo timernd druhej mocnine
vzdialenosti 7.

Pod (n — 1)-rozmernou sférou rozumieme povrch n-rozmernej gule v n-
rozmernom priestore. Ak si jej stred zvolime za pociatok suradnej sustavy,
tak (n — 1)-rozmernt sféru s polomerom r mozno stotoznit s mnozinou

SOy ={(21,...,2,) ER™ 22 + .. 422 =12}

Velkost (n—1)-rozmerného povrchu sféry S~V (r) je priamo timerna mocnine
r"~1. Rovnakou tivahou ako v predchadzajiicom odstavci tak mozno odvodit
nasledujuci tvar Newtonovho gravitacného zdkona v n-rozmernom priestore:

mM

F =3, =

kde s, je gravitaéné konstanta, M je hmotnost centralne symetrického telesa
vytvarajiceho prislusné gravita¢né pole, m je hmotnost hmotného bodu a r
. . ¥ 70 M . .7 . v .

jeho vzdialenost od stredu pritazlivosti. Specialne si uvedomme, Ze v jedno-
rozmernom priestore, t. j. na priamke, gravitacna sila nezavisi na vzdialenosti
(silodiary sa nemaji kam rozptylif, ich hustota sa so vzdialenostou nemeni).
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Préaca, ktort je potrebné vynaloZit na premiestnenie hmotného bodu
s hmotnostou m zo vzdialenosti r; > 0 do vzdialenosti 7o > 7; od stredu
pritazlivosti, je dané integralom

A= / Fdr = %nm]\/[/ ri=mdr.
T1 T1

Pre jednotlivé hodnoty n dostavame

A = symM (ry — 1), akn=1,
A:%2mM1nr—2, ak n = 2,
™
M 1 1
A:%nm <n2— n2>’ ak n > 3.
n—2\rj T

Dalsou analyzou uvedenych vztahov (¢o uz nebudeme robit) mozno zistit,
ze pohyb v jedno- a dvojrozmernom priestore, t.j. na priamke a v rovine, by
bol nesmierne energeticky naro¢ny. Vymanit sa z gravitacného pola daného
telesa (ry — o0) by si vyZziadalo nekonecéne velkt energiu. NavySe v rovine je
v takomto poli mozny len pohyb po kruhovych uzavretych orbitach, alebo po
neuzavretych orbitach (tvaru ruzice), pricom oba typy su stabilné. Uzavreta
dréha prechédzajica v roznych vzdialenostiach od stredu pritazlivosti nie je
mozné. (Pripadom n = 1 sa ani nemusime zaoberat, lebo na priamke jedno-
ducho ,nie je dost miesta“ na pohyb bodu po uzavretej orbite ,,okolo“ iného
bodu — zrazka by bola nevyhnutna.) Gravitatné posobenie v n-rozmernom
priestore je pre n > 4 zasa daleko od zdroja také slabé a blizko zdroja také
silné, zZe iné uzavreté orbity ako kruhové nie st mozné, a i tie st nestabilné.
Aj té najmensia odchylka od kruhovej dréhy (zapri¢inend napr. pdsobenim
dalsich planét) by sposobila zmenu kruhovej drahy na $pirdlova (napr. tnik
Zeme od Slnka alebo pad nari). Nestabilita pre n = 4 m4 Specidlny charak-
ter: za velmi idealizovanych predpokladov si mozno predstavit prechod z jed-
nej kruhovej orbity na int v désledku dvoch po sebe nasledujticich presne
zladenych ,drgnuti“ v opa¢nych smeroch (pri ktorych sa zachova energia a
moment hybnosti). Kazdopadne v8ak stabilné kruhové orbity st mozné len
v dimenziach 2 a 3 a stabilné eliptické orbity len v dimenzii 3.

K podobnym efektom by dochadzalo aj pdsobenim elektrostatickej sily,
pod vplyvom ktorej sa elektrony pohybuji okolo jadra atému. Dvojrozmerny
atém by bol natolko stabilny, Ze by sa mohol len velmi tazko ionizovat, teda
v dvojrozmernom priestore by asi nemohlo dochddzat ku vzniku chemickych
zltcenin. Vo viac nez trojrozmernom priestore by zas nemohli existovat sta-
bilné atémy — pri najmensej odchylke by elektron po spirdlovej drahe z atému
unikol alebo spadol na jadro. Jemnejsia analyza kvantovomechanickych javov
ukazuje, ze pre n > 5 — aj bez posobenia vyvolavajiceho mald odchylku — by
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elektrény v obale atému samovolne prechddzali na ¢oraz vzdialenejsie orbity,
teda atéom vo viac nez Stvorrozmernom priestore by sa spontanne ionizoval.
Pripad n = 4 je opéf singulédrny: moment hybnosti obiehajiceho elektrénu
by mohol nadobudat len jedint pevne stanovenii hodnotu.

Pokial teda uzname opravnenost vykonanej extrapolacie fyzikdlnych za-
konov trojrozmerného sveta aj na svety inych rozmerov (Co je zrejme najp-
roblematickejSie miesto nasich tvah), dochddzame k zaveru, ze tak stabilné
systémy planét obiehajtcich okolo centralnych hviezd ako aj stabilné a jed-
nako zlucovania schopné atémy pozostavajice z jadra a elektrénového obalu
st pravdepodobne mozné len v trojrozmernom priestore.

Cviéenia

5.1. Dokéazte tvrdenie 5.2.3 (Ndvod: Pouzite Stenitzovu vetu 5.1.1 a tvrdenie 5.2.1)

5.2. Vyberte z danych vektorov bazu vektorového priestoru V nad polom K (ak je to
mozné; ak to nie je mozné, zddvodnite preco):

() K=R, V=R z=(223"9y=(-1,02T,2= (027", u= (1,277,

v=(3,21T;
(b) K = C? V = C47 .'E = (17i7l7i)7 y = (i717i71)7 z = (171)171)7 u = (1707071)’
v = (0,i,i,0);

(C) K = Z57 V = Z§7 r = (0717273)T7 Yy = (1327374)1—5 z = (2517074)1—3 u =
1737032)1-7 v = (3743(); 1)T7

d)K=Q,V= Q(?’)[x}, folx) =1, fi(z) =1+, fa(z) = (1 +2)2, f3(x) = (1 +2)3.

—~

5.3. Dopliite uvedené vektory do bazy vektorového priestoru V' nad polom K (ak je to
mozné; ak to nie je mozné, zddvodnite preco):

(a) K =R,V =R®[z], g(x) = 1+ 2z + 722, h(z) = 1 + ;

M K=C,V=Chu=(1+i,1-1,2,20))T,v=(1+3i,3—i,4+2i,-2+4i)T;
(€) K = Zq, V =29 [x], folx) =5+ 62 + 522 + 62°, f1(z) = 6 + bz + 622 + 52°;
(d) K=711,V = Zﬁ)[x}, fo(x) =5+ 6z + 5x? + 623, f1(x) = 6 + bz + 622 + 5a3.

5.4. V kazdej z tloh cviceni 5.2 a 5.3 urcte dimenziu linedrneho podpriestoru generovaného
vsetkymi danymi vektormi.

5.5. Dokazte tvrdenie 5.3.2
5.6. Podrobne dokézte, ze €™ = (ey,...,e,) je baza vektorového priestoru K™.
5.7. Dopliite vynechané podrobnosti v priklade 5.3.5

5.8. Dokazte, ze uvedend konecnd postupnost vektorov B tvori bazu vektorového priestoru
V nad polom K a najdite stradnice vektorov x, y v tejto béze.

(a) K =R, V =R 8 = ((1237,1,-1,1)7,2,1,07), z = (1,1,1)T, y =
(071a_2)T;
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b) K=C,V=C®[],B=04+i1+izi-2?),z=f(z) = ()—1+z

(

() K = Zy, V =73, B = ((1,1,0,0)7,(0,0,1,1),(1,0,0, ) ,(0,1,1,)7), =
(1,0,0,0)7, y = (1,1,1,0)7;
(d

JK=R,V=C,B=(1+i1-i),z=1,y=i

5.9. Dokazte, ze vektory uq, ..., Uk, V1, .., UVm—_k, W1, .., W,k z dokazu vety 5.4.1 naozaj
generuju linedrny podpriestor S + T

5.10. ZovSeobecnite dosledok 5.4.2 na sicet lubovolného koneéného poctu linedrnych pod-
priestorov a dokazte toto zovSeobecnenie.

5.11. Doplitte vynechané podrobnosti v dékaze tvrdenia 5.4.3

5.12. Nech A € K™*™ je matica v stupiiovitom tvare. Dokézte, Ze
(a) jej nenulové riadky tvoria bézu linedrneho podpriestoru [ri(A),...,rn(A)] C
len;
(b) jej stipce, v ktorych lezia vediice prvky jej riadkov, tvoria bazu linedrneho pod-
priestoru

[s1(A),...,8,(A)] € K™,

(c) Odvodte z (a) a (b), Ze pre matice v stupniovitom tvare plati

dim[ry (A),...,7m(A)] = dim[s;(A),...,s,(A)].

5.13. Nech A, B € K™*". Dokézte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) A~B = [ri(A),...,rn(A)] = [ri(B),...,rn(B)].

(b) Ak A ~ B a B je navySe v stupiiovitom tvare, tak jej nenulové riadky tvoria
bazu linedrneho podpriestoru [ry(A),...,rm(A)] € KX".

(c) Na zaklade (b) sformulujte postup, ako moZno ipravou vhodnej matice pomocou
ERO néjst k danym (riadkovym) vektorom @i, ...,&,, € K™ nejak( bazu ich linear-
neho obalu [z1,...,%,,]. Tdto bdza nie je spravidla (az na velmi Specidlne pripady)
vybrana z vektorov x1,...,&,,, na druhej strane vS§ak mozno tpravou prislusnej ma-
tice na redukovany stuptiovity tvar dosiahnut velmi jednoduchy a prehladny tvar tejto
bazy.

(d) Rieste analogicki tilohu ako v (c) pre stipcové vektory.

5.14. S vyuzitim cvicenia 5.13(b) nanovo dokdzte jednozna¢nost redukovaného stupnovitého
tvaru danej matice, t.j. pre Tubovolné matice A, B € K™*™ v redukovanom stupiio-
vitom tvare plati A ~ B = A = B (porovnaj s cvi¢enim 3.13) (Ndvod: Uvedomte si,
7e sa staGi obmedzit na matice s nenulovymi riadkami, a dalej postupujte indukciou
podla poc¢tu riadkov m.)

5.15. S pouzitim cviCenia 5.14 dokédzte zosilnenie tvrdenia z cvifenia 5.13(a) do podoby
ekvivalencie, t.j. pre Tubovolné A, B € K™*" plati A~ B < [r1(A),...,rm(4)] =
[ri(B),....,Tm(B)].

5.16. S vyuzitim vysledkov cvienia 5.13 najdite pre uvedené vektory z vektorového pries-
toru V nad polom K ,¢o najjednoduchsiu® bazu ich linedrneho obalu a dopliite ju
(ak treba) do ,¢o najjednoduchsej* bazy celého priestoru V:

(a) K =R,V =Ry 2z = (2,0,0,3), y = (4,-1,4,0), 2 = (2,-1,4,3), u =
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(-2,2,-8,-9);

b) K =R,V =Ry z = (0,0,2,-DT,y = (3,-1,2,00T, 2 = (-3,1,2,-2)T,
u=(2,-1,1,-2)T;

() K=C,V=Cz=(1,1+i),y=(1+i1-1,2),2=(2,-i,3-2i)7;

(d) K=R, V=ROz], f(z) =2+x+2® 23, g(x) =222 — 23, h(z) = 1 —x + 22
(e) K =275,V = ng z=(2,4,3),y=1(0,1,2), 2 = (4,0,0);

(

5.17. Nech ¢ # +1 je Tubovolné redlne ¢islo. Pre k,n € N, k < n, definujme ¢-binomicky
koeficient ako vyraz

(n> @ -D@ - -
k), (¢" =1)(¢*t=1)...(¢ - 1)
Specialne pre k = 0 sa tym mysli (g)q = 1. Pre k£ > n navy$Se kladieme (Z)q = 0.

Potom pre Iubovolné k < n plati:
(@) (7), = G2k, (b) (%) = Lim (5),, (© (@), = (), =1

(@ ("), = (), + (), = a (), + () ak 1<k <.

Dokézte. Rovnosti (c) a (d) sa nazyvaju pravidlami g-Pascalovho trojuholnika pre
g-binomické koeficienty (porovnaj s cvi¢enim 0.18).

5.18. Nech pole K je kone¢né a ma préve g prvkov. Pre k,n € N oznaéme Cy(n, k) pocet
vSetkych k-rozmernych linedrnych podpriestorov vektorového priestoru K™. Dokazte
postupne nasledujtce tvrdenia:

(a) Pre Iubovolné n plati Cy(n,0) = Cy(n,n) =1 a Cy(n, k) = 0 pre k > n.

(b) Cy(n, k) sa rovna poctu vietkych matic A € K**" v redukovanom stuptiovitom
tvare, ktoré maju vSetky riadky nenulové. (Ndvod: UvaZzujte K™ ako priestor riadko-
vych vektorov a na zéklade cviceni 5.13 a 5.14 reprezentujte kazdy jeho k-rozmerny
linedrny podpriestor jednoznacne uréenou bazou, ktorej vektory, zapisané ako riadky
pod sebou, tvoria maticu v redukovanom stupiiovitom tvare.)

(c) Pre 1 < k < n plati Cy(n + 1,k) = Cy(n,k — 1) + ¢"Cy(n, k). To spolu s (a)
zabezpecuje, ze Cisla Cy(n, k) vyhovuji rovnakym podmienkam g-Pascalovho troju-
holnika ako g-binomické koeficienty (Z)q. (Ndvod: Vyuzite (b); matice A € K**(n+1)
v redukovanom stupriovitom tvare s nenulovymi riadkami rozdelte do dvoch skupin
podla toho, & vedici prvok posledného riadku lezi alebo nelezi v poslednom stipci —

ukazte, ze prvych je Cy(n,k — 1) a druhych ¢*Cy(n, k).)
(d) Odvodte z (a) a (c) rovnost Cy(n, k) = (Z)q pre vSetky k,n € N.

(e) Kolko k-rozmernych linedrnych podpriestorov maji vektorové priestory Zy, nad
polom Z, pre p =2,3,5,7, n =10,1,2,3,4,5, 0 < k < n? Zostrojte pociatotné useky
prislusnych p-Pascalovych trojuholnikov.

5.19. Nech K je pole a (pr(x))2, je postupnost polynémov z K [z] tak4, Ze stupen polynému
pr(x) je prave k. Dokazte, ze postupnost (px(z)) je bazou vektorového priestoru K |[x]
(vyuzite cvicenie 4.11).
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Zatial sme sa pri $tudiu linearnej algebry sustredili zakazdym na Strukttaru
jedného, izolovaného vektorového priestoru. Doteraz sme si nevybudovali
pojmy, ktoré by nam umoznili §tidium vztahov medzi viacerymi vektorovymi
priestormi. V tejto kapitole hodlame zaplnit tito medzeru. Zavedieme a bliz-
Sie preskiimame pojem linedrneho zobrazenia, ktory nam umozni porovnavat
struktary réoznych vektorovych priestorov nad tym istym pevne zvolenym po-
Tom. Volne povedané, péjde o zobrazenia medzi vektorovymi priestormi, ktoré
zachovavaju ich linearnu struktuaru.

6.1 Linearne zobrazenia

Nech U, V st vektorové priestory nad tym istym polom K. Hovorime, Ze
p: V — U je linedrne zobrazenie, ak ¢ zachovava operacie vektorového suctu
a skalarneho nasobku, t.j. ak pre Tubovolné z,y € V, ¢ € K plati

T +y) =p)+ oY),
p(cx) = cp(x).

Prva z uvedenych vlastnosti niekedy nazyvame aditivitou a druhtt homoge-
nitou. Ako cviCenie si dokazte, Ze linedrne zobrazenia zachovéavaju nulu a
opacné vektory, t.j. pre linedrne zobrazenie p: V — U a x € V plati

p(0) =0,  o(-z)=—p(z).

Zrejme pre kazdy vektorovy priestor V' identita idy : V' — V je linedrne
zobrazenie. Taktiez pre Tubovolné vektorové priestory U, V nad polom K
zobrazenie 0: V — U, ktoré kazdému vektoru & € V priradi nulovy vektor
0 € U, je linearne. Komutativnost operacie sucinu v poli a jeho distributiv-
nost vzhladom na sc¢itanie znamenéd, Ze pre lubovolny pevny skalar a € K
je priradenim z +— ax definované linedrne zobrazenie K — K. Coskoro sa
zoznamime aj s menej trividlnymi prikladmi linedrnych zobrazeni.

No zatial si eSte v§imnime jednu odlisnost v pouziti ndzvu ,linedrne zobra-
zenie“ v linearnej algebre oproti matematickej analyze, kde sa pod linedrnou
funkciou R — R rozumie Iubovolna funkcia tvaru f(x) = ax + b, kde a,b €
R. Lahko sa moZno presvedcit, ze takéto f: R — R je linedrne zobrazenie
v zmysle nasej definicie prave vtedy, ked b = 0. Neskér zavedieme $irgiu triedu
zobrazeni medzi vektorovymi priestormi, ktora zahina aj takéto ,v zmysle
matematickej analyzy linearne“ zobrazenia.
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Linearne zobrazenia mozno charakterizovat ako zobrazenia medzi vekto-
rovymi priestormi (nad tym istym polom), ktoré zachovavaju linearne kombi-
nacie. Jednoduchy dokaz tohto pozorovania prenechavame ¢itatelovi. (Ndvod:
Pozrite sa na dokaz tvrdenia 4.1.2)

6.1.1. Tvrdenie. Nech U,V sti vektorové priestory nad polom K a p: V —
U je Iubovolné zobrazenie. Nasledujiice podmienky st ekvivalentné:
(i) ¢ je linedrne zobrazenie;

(ii) pre vietky z,y € V, a,b € K plati p(azx + by) = ap(x) + bp(y);
(iii) pre Iubovolné n € N a vsetky z1,...,2, € V, c1,..., ¢, € K plati
oy + ..+ eay) = 1p(T1) + ..+ Cap(Tn).

Nasledujtce dve tvrdenia zachytavaji vyznamné vlastnosti linearnych zo-
brazeni: kompozicia linearnych zobrazeni je opiit linearne zobrazenie a obrazy
i vzory linearnych podpriestorov v linearnych zobrazeniach su tiez linearnymi
podpriestormi.

6.1.2. Tvrdenie. Nech U, V, W st vektorové priestory nad polom K a
v: W — V, p: V. — U st linearne zobrazenia. Potom aj ich kompozicia
pot: W — U je linedrne zobrazenie.

Dokaz. Overime, ze i zlozené zobrazenie o1 zachovava linedrne kombinéacie.
Nech z,y € W, a,b € K. S vyuzitim linearity zobrazeni i) a ¢ postupne
dostavame

(p o) (ax +by) = p(Y(azx + by)) = p(avz + biby)
= ap(yz) + bp(Yy) = a(p o P)(x) + b(p 0 P)(y).

Podla tvrdenia 6.1.1 to znamenad, Ze zobrazenie p o 1 je linearne.

6.1.3. Tvrdenie. Nech U,V st vektorové priestory nad polom K a p: V —

U je linearne zobrazenie.

(a) Ak S je linedrny podpriestor priestoru V', tak ¢(S) je linearny podpries-
tor priestoru U.

(b) Ak T je linedrny podpriestor priestoru U, tak o~'(T) je linedrny pod-
priestor priestoru V.

Dokaz. (a) Kedze 0 € S, 0 = ¢(0) € ¢(S5). Overime, ze obraz ¢(S5) je
uzavrety vzhladom na linedrne kombinacie. Nech a,b € K, u,v € ¢(9).
Potom existuji z,y € S také, ze u = p(x), v = p(y). S vyuzitim linearity ¢
dostavame:

au + v = ap(x) + bp(y) = p(az + by) € (),
lebo ax + by € S, nakolko S C V je linearny podpriestor.
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(b) KedZe ¢(0) = 0 € T, 0 € o }(T). Ukazeme, ze aj vzor ¢ *(T) je
uzavrety vzhladom na linedrne kombinécie. Zvolme a,b € K, z,y € ¢ *(T).
To znamené, ze p(x), p(y) € T. Z linearity ¢ vyplyva

plax + by) = ap(T) + bp(y) € T,

lebo T' C U je linearny podpriestor. Preto ax + by € o 1(T).

6.1.4. Priklad. Nech K je pole. Distributivnost st¢inu matic vzhladom na
ich sucet a jeho zamenitelnost s operaciou skaldrneho nasobku (pozri od-
stavec 2.2.2) vlastne hovori, Ze pre pevné m,n,p € N a Iubovolnt maticu
A € K™ je priradenim X — A - X definované linearne zobrazenie me-
dzi vektorovymi priestormi matic K™"*? — K™*P. Podobne je priradenim
Y — Y - A definované linedrne zobrazenie KP*™ — KP*" Specidlne pre
p = 1 je takto definované linedrne zobrazenie £ — A - x medzi stipcovymi
vektorovymi priestormi K™ — K™, resp. linearne zobrazenie y — y - A medzi
riadkovymi vektorovymi priestormi K™ — K". Neskor uvidime, ze kazdé
linedrne zobrazenie medzi konecnorozmernymi vektorovymi priestormi nad
K ma v podstate® takuto podobu.

6.1.5. Priklad. Nech K je pole. Pre myn € Napevné 1 <i < m, 1 <
Jj < n st predpismi A — 7;(A), A — s;(A) definované linedrne zobrazenia
Kmxn — K1 pesp. K™ — K™*! Takisto A — AT je linedrne zobrazenie

JmXn _, fFnxm

6.1.6. Priklad. Nech V je vektorovy priestor nad polom K, X je mnoZina
a z € X je pevne zvoleny prvok. Pripomenime, ze V¥ je vektorovy priestor
vSetkych funkcii f: X — V (pozri 1.6.5) Dosadenie prvku = do funkcie f,
t.j. priradenie f — f(x), je linedrne zobrazenie VX — V. Podobne, pre
[ubovolnt podmnozinu Y C X je zuZenie f — f | Y linedrne zobrazenie
VX VY,

6.1.7. Priklad. Ozna¢me V mnozinu vsetkych konvergentnych postupnosti
redlnych éisel. Zrejme V je linedrny podpriestor vektorového priestoru RY
vsetkych postupnosti redlnych ¢isel. Potom zobrazenie V' — R, ktoré po-
stupnosti @ = (a,)22, € V priradi jej limitu lim,, . a,, je linedrne.

6.1.8. Priklad. (a) Nech X C R a V ozna¢uje mnozinu vsSetkych zobrazeni
X — R, ktoré maju v pevne zvolenom vnutornom bode a mnoziny X konecntu
derivaciu. Zrejme V je linedrny podpriestor vektorového priestoru R¥. Potom
zobrazenie V' — R, ktoré funkcii f € V priradi jej derivaciu f'(a) v bode a,
je linearne.

(b) Nech X C R je Iubovolny netrivialny interval. Pripomenme, ze D(X)
oznacuje linedrny podpriestor vektorového priestoru R¥, tvoreny vsetkymi
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funkciami f: X — R, ktoré maji v kazdom bode x € X konec¢nt derivaciu
(pozri priklad 4.1.3 (¢). Potom derivécia, t.j. priradenie f +— f’, je linearne
zobrazenie D(X) — R¥.

6.1.9. Priklad. Pre reilne ¢isla a < b oznacuje C{a, b) linedrny podpriestor
vektorového priestoru R(®? | tvoreny vietkymi spojitymi funkciami f: (a,b) — R
(pozri priklad 4.1.3 (b)).

(a) Ur¢ity integral f — fab f(z)dz je linedrne zobrazenie C(a, b) — R.

(b) Podobne, na urcity integral ako funkciu hornej medze, ktory funkecii
f € C{a,b) priradi jej primitivnu funkciu F' € C{a,b) dant predpisom

F(m):/wf(t)dt, (a <x <)),

sa mozno divat ako na linedrne zobrazenie C(a,b) — C(a,b).

6.2 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Nech ¢: V' — U je linedrne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi nad
polom K. Jeho jadrom nazyvame mnozinu

Kerp = ¢71(0) = {z € V; p(z) = 0}.

Obrazom linedrneho zobrazenia ¢ nazyvame, v zhode s paragrafom 0.3, mno-
Zinu
Imey =o(V) = {p@); z € V}.

(Oznacenie pochddza z anglickych slov kernel a image.)

KedZze {0} je linearny podpriestor priestoru U a V je linedrny podpries-
tor priestoru V', ako Specidlny pripad tvrdenia 6.1.3 dostavame nasledujtci
vysledok.

6.2.1. Tvrdenie. Nech ¢: V — U je linearne zobrazenie medzi vektorovymi
priestormi nad polom K. Potom Ker ¢ je linedrny podpriestor priestoru V a
Im ¢ je linearny podpriestor priestoru U.

Pomocou pojmov jadra a obrazu mozno charakterizovaf injektivne resp.
surjektivne linedrne zobrazenia.

6.2.2. Veta. Nech p: V — U je linearne zobrazenie. Potom
(a) ¢ je injektivne prave vtedy, ked Ker p = {0};
(b) ¢ je surjektivne prave vtedy, ked Im ¢ = U.
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Dokaz. (a) Ak ¢ je injektivne, tak 0 € V' je jediny prvok priestoru V', ktory

sa zobrazi na 0 € U. Teda Kerp = {0}. Naopak, ak ¢ nie je injektivne,

tak existuju z,y € V také, ze £ £y a ¢(x) = p(y). Potomz —y # 0 a

o(x—y) = p(x)—p(y) =0, teda z—y € Ker . Inak povedané, Ker ¢ # {0}.
(b) je priamo definicia surjektivnosti.

Treba poznamenat, ze zakial ¢ast (b) uvedeného tvrdenia je trividlna a
plati aj bez predpokladu linearity zobrazenia ¢, o ¢asti (a) to uz povedat
nemozno. Pre vSeobecné zobrazenie ¢: V' — U by sa totiz mohlo stat, ze
0 € V je jediny prvok, ktory sa zobrazi na 0 € U, no ¢ aj tak nie je
injektivne. Stale by totiz mohol existovat nejaky vektor 0 # u € U a dva
rozne vektory z,y € V také, ze ¢(x) = u = ¢(y). Spominané tvrdenie teda
hovori, Ze linearne zobrazenia maji znacne homogénnu struktiru, takze ich
injektivitu nemusime zistovaf ,vSade“ — d& sa rozpoznat uz podla mnoziny
vzorov jediného prvku 0 € U.

6.2.3. Veta. Nech p: V — U je linearne zobrazenie, pricom vektorovy pries-
tor V' je konec¢norozmerny. Potom aj Ker ¢ a Im ¢ st konec¢norozmerné pries-
tory a plati

dim V' = dim Ker ¢ + dim Im ¢.

Dokaz. Sta¢i dokézat uvedent rovnost pre dimenzie, koneény rozmer pod-
priestorov Ker ¢ a Im ¢ je uz jej doésledkom.

Oznacme k = dimKer ¢, | = dimV — k. Zrejme [ > 0. Nech uq, ..., u; je
nejaka baza priestoru Ker ¢. Dopliime ju do bazy ug, ..., ux, vy, . ..,v; pries-

toru V. Potom p(u,) = ... = ¢(uy) = 0. DokéZzeme, Ze vektory o(v1),. .., p(v;)

tvoria bazu priestoru Im ¢, z ¢oho uz vyplyva pozadovana rovnost.

Najprv dokdzeme, ze vektory ¢(v1), . . ., ©(v;) generuji podpriestor Im ¢ C
U. Kazdy vektor w € Im ¢ mozno vyjadrit v tvare w = ¢(x) pre nejaké
x € V, ktoré je vhodnou linedrnou kombinaciou £ = ayuy + ... + apu, +
bivi + ... + b, vektorov uy, ..., ux,vq,...,v; bazy priestoru V. Potom

w = gp(:r) = <p(a1u1 + ..ot apug + bl’Ul + ...+ bl”l)
= a1o(ur) + ... + app(ug) + bip(v) + ... + bip(v)
= bip(v1) + ... + bip(v),
teda w € [p(v1),...,p(v)].
Zostava dokazat linedrnu nezavislost vektorov ¢(v1), ..., p(v;). Nech ¢y, . ..

st skalary také, ze cip(v1) +...+¢p(v;) = 0. Potom p(civ1+...+¢w;) =0,
teda civy + ... + qu; € Ker . Preto sa tento vektor musi dat vyjadrit ako li-

nearna kombinacia civ1+. . .+cv; = diui+. . .+diuy vektorov bazy uq, . . ., uy
podpriestoru Ker ¢. Z lineadrnej nezavislosti bazy u, ..., ux, vy, ..., v; pries-
toru V vyplyva ¢y = ... = ¢ =0 = d; = ... = d;, teda aj nezévislost

vektorov ¢(vy), ..., p(v;).

» Cl
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Dimenziu obrazu Im ¢ nazyvame hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ a
znacime ju
h(p) = dim Im .
Linearne zobrazenie ¢: V' — V vektorového priestoru V' do seba nazy-
vame linedrnym operdtorom alebo linedrnou transformdciou.

Ako sme spominali v paragrafe 0.5, transforméacia f: X — X konecnej
mnoziny X je injektivna prave vtedy, ked je surjektivna. Ako dosledok prave
dokéazanej vety dostavame analogicky vysledok aj pre linearne transformaécie
konec¢norozmernych vektorovych priestorov.

6.2.4. Dosledok. Nech ¢: V. — V je linearna transformacia konec¢noroz-
merného vektorového priestoru V. Potom ¢ je injektivna prave vtedy, ked je
surjektivna.

Dokaz. Nech dim V' = n. Potom ¢ je injektivne prave vtedy, ked dim Ker ¢ =
0, a surjektivne prave vtedy, ked dim Im ¢ = n. KedZze dim Ker p+dim Im ¢ =
n, obe tieto podmienky st ekvivalenté.

6.3 Linearne izomorfizmy

Bijektivne linearne zobrazenie ¢: V' — U medzi vektorovymi priestormi V,
U nad tym istym polom K nazyvame linedrny izomorfizmus. Hovorime, Ze
vektorové priestory V', U su linedrne izomorfné alebo len kratko izomorfné,
oznacenie V = U, ak existuje nejaky linedrny izomorfizmus ¢: V — U.

6.3.1. Tvrdenie. Nech U, V, W sii vektorové priestory nad polom K.

(a) idy: V — V je linedrny izomorfizmus.

(b) Ak ¢: V — U je linedrny izomorfizmus, tak aj o=': U — V je linedrny
izomorfizmus.

(c) Ak: W — V, p: V — U su linearne izomorfizmy, tak aj pop: W — U
je linearny izomorfizmus.

Dokaz. (a) je trividlne, (c) vyplyva z toho, Ze kompozicia bijekcii je bijekcia
a kompozicia linearnych zobrazeni je linedrne zobrazenie. Zostdva dokazaf
(b). Treba overit, Ze inverzné zobrazenie ¢~': U — V k linedrnej bijekcii
@: V — U je tiez linedrne (jeho bijektivnost je totiz zrejma).

Zvolme u,v € U, a,b € K. Mame dokézat rovnost

o~ (au + bv) = ap™ (w) + by~ (v),
ktora je ekvivalentna s podmienkou

au +bv = p(ap™ ' (u) + by~ ' (v)).
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Vdaka linearite ¢ a vzfahu ¢ o ¢! = idy naozaj dostavame

p(ap™ (u) + b (v)) = app~ ' (u) + bpp " (v) = au + b.
7 prave dokazaného tvrdenia okamzite vyplyva nasledujici dosledok.

6.3.2. Désledok. Pre vektorové priestory U, V., W nad tym istym polom
plati:

(a) V=V;

(b)) V=U = U=V;

(c) WEV&VEU => W=U.

Hovorime, Ze vztah izomorfnosti & je reflexivny, symetricky a tranzitivny,
t.j. je vztahom ekvivalencie. Z formélneho hladiska s nim teda moZeme na-
rabat podobne ako so vztahom rovnosti =.

Izomorfné vektorové priestory maju rovnakua struktaru, lisia sa nanajvys
oznacenim svojich prvkov, nie vSak vztahmi medzi nimi. Preto ich moZno
v pripade potreby stotoznit, ¢i nahradif jeden vektorovy priestor jeho izo-
morfnou képiou. Z toho dovodu je dolezité mat k dispozicii vhodni triedu
vektorovych priestorov nad danym polom, ktora by pre kazdy vektorovy
priestor obsahovala nejaky priestor s nim izomorfny.

6.3.3. Priklad. (a) Nech V' je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad po-
fTom K,dimV =naf = (vy,...,v,) je nejaka jeho baza. Potom tvrdenie 5.3.2
vlastne hovori, ze stradnicové zobrazenie & — (x)g je linedrny izomorfizmus
V— K"

(b) Podobne mozno nahliadnuf, Ze (i v nekone¢norozmernom pripade)
urcuje Hamelova baza X vektorového priestoru V' stradnicové zobrazenie
v — (v)x, ktoré je linedrnym izomorfizmom V — KX) (pozri zaver para-
grafu 5.5).

Na zaver tohto paragrafu este ukazeme, Ze typ izomorfizmu daného konecno-
rozmerného priestoru je jednoznac¢ne urceny jeho dimenziou.

6.3.4. Veta. Nech U, V st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom
K. Potom
V=U < dimV =dimU.

Dokaz. Nech V= U a ¢: V — U je linearny izomorfizmus. Potom Ker ¢ =
{0} a Im ¢ = U Podla vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu

dimV =dimKerp +dimIm ¢ =0+ dim U = dim U.

I

Naopak, nech dim V' = dim U = n. Podla prikladu 6.3.3 (a) plati V = K"
U.
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Teda koneénorozmerny vektorovy priestor V' nad polom K je izomorfny
so stlpcovym (no rovnako aj s riadkovym) vektorovym priestorom K™ prave
vtedy, ked n = dim V. Pritom kazda baza B priestoru V' urcuje jeden takyto
izomorfizmus V' — K™ — je nim stradnicové zobrazenie z — (z)g.

6.4 Matica linearneho zobrazenia

Uvazujme nejaké linedrne zobrazenie ¢: K™ — K™. V priestore K" mame
kanonickt bdzu €™ = (ey,...,e,). Kedze obrazy ¢(e;) vektorov tejto bazy
st stIpcové vektory z priestoru K™, mozeme vytvorif maticu

A= (per),...,ple,)) € K™ "

ktorej stipcami st préve tieto vektory, t.j. plati s;(A) = ¢(e;) pre 1 < j < n.
Uk4Zeme, ako mozno obraz ¢(z) lubovolného vektorazx = (x1,...,2,)" € K"
vypocitat len zo znalosti tejto matice. Uvedomme si, ze £ = x1e1+- - -+ 2,65,
a pocitajme

() = p(rie; + ...+ x0€,) = T190(€1) + ... + Trp(€))
=(s1(A),...,8,(A)- | : | =A-z

Tn

Teda kaZdé linedrne zobrazenie p: K" — K™ ma tvar p(x) = A - x pre
vhodnt maticu A € K™*". Kedze kazdy kone¢norozmerny vektorovy priestor
nad polom K je izomorfny s priestorom K™ pre n = dim V', pri volbe pevnych
béz v kone¢norozmernych priestoroch U, V' bude mozné lubovolné linearne
zobrazenie ¢: V — U zakdédovat pomocou vhodnej matice A.

Nech U, V st kone¢norozmerné vektorové priestory nad polom K, dim U =
m,dimV =naa= (u,...,%y), 8= (v1,...,v,) st bazy v U, resp. vo V.
Maticou linedrneho zobrazenia p: V — U wvzhladom na bdzy B, a nazyvame
maticu

A= ((val)a’ T (QD’Un)a> € Kmxn’

ktorej stlpce st tvorené stiradnicami obrazov ¢ (v;) vektorov bazy 8 vzhladom
na bazu a, t.j. plati s;(A) = (pv;)a pre 1 < j < n. Tato maticu znacime

tiez
A= (¢)ap-

(Vsimnite si obratené poradie znakov baz vo¢i poradiu vektorovych priesto-
rov v oznaceni zobrazenia ¢: V — U.)

Maticu A zo zaciatku tohto paragrafu by sme teda mohli nazvat mati-
cou linedrneho zobrazenia p: K" — K™ wvzhladom na kanonické bdzy €™,
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€™ Pokial nepovieme inak, budeme pod maticou linedrneho zobrazenia
0: K™ — K™ medzi stlpcovymi vektorovymi priestormi vzdy rozumief ma-
ticu (¢)e(m) e(n) zobrazenia ¢ vzhladom na kanonické bazy.

Pri studiu linedrnych transformécii ¢: V' — V kone¢norozmerného vek-
torového priestoru V' budeme spravidla vzory i obrazy vektorov z V vyjad-
rovat v tej istej baze. Maticou linedarnej transformacie ¢: V — V vzhladom
na bazu « priestoru V' teda rozumieme maticu

(P)a = (P)aa
Pri dokaze nasledujtcej vety bude potrebné si uvedomit, ze (v;)g = egn)
pre Tubovolny vektor v; bazy 8 = (v1,...,v,) priestoru V. Z toho je zrejmé,
ze pre kazda bazu B n-rozmerného vektorového priestoru V' plati
(idy)sg = I,..

6.4.1. Veta. Nech ¢p: V — U je linearne zobrazenie medzi kone¢norozmer-
nymi vektorovymi priestormi nad polom K, dimV = n, dimU = m a a, 8
s bazy priestorov U resp. V. Potom pre vsetky x € V plati

(pr)a = (Qp)a,ﬁ ) (‘T)ﬂ
a A= (p)ap je jedina matica s touto vlastnostou.

Dokaz. Nech B = (vq,...,v,). Zvolme Iubovolny vektor £ € V' a ozna¢me
(z)g = (21,...,7,)7, teda = z1ev; + - - + x,v,,. Podobne ako v $pecidlnom
pripade zo zaciatku tohto paragrafu, i teraz dostavame
o(@) = p(x1v1 + ...+ x0,) = 210(V1) + ..+ Tpp(Vy),
(pr)a = <x1g0<'01) +...+ xngp(vn))a = xl(@’”l)a +..+ xn(govn)a
T1
= ((po1)as-- s (wa)a) - | 1 | = (©)as " (@5
Tn
Zostéva ukézaft, ze pre Tubovolni maticu A € K™*" plati
(Vz e V)((v2)a =4 (2)s) = A= (P)ap-

Za uvedeného predpokladu volbou & = v; dostavame

(pvj)a = A~ (vj)p = A-e; =35;(A)

pre kazdé 1 < j < n. Teda matice A a (¢)q,s maji rovnaké stipce, preto sa
rovnaju.
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Matica (¢)qp linearneho zobrazenia ¢: V' — U z n-rozmerného vekto-
rového priestoru V' do m-rozmerného vektorového priestoru U nad polom
K vzhladom na bazy B, a je teda medzi vSetkymi maticami A € K™*"
jednoznacne urc¢ena podmienkou

(¢T)o = A - (2)p

pre kazdé x € V.

Dalej si ukéZeme, 7e skladanie linedrnych zobrazeni zodpoveda nasobeniu
matic, ¢o umoziuje vypocitat maticu kompozicie linedrnych zobrazeni o o v
len zo znalosti matic jednotlivych zobrazeni ¢ a 1. Tento vysledok definitivne
yospravedlnuje® sposob, akym sme sucin matic definovali v odstavci 2.2.2

6.4.2. Veta. Nech U, V, W st konecnorozmerné vektorové priestory nad
polom K, a je baza U, 8 je baza V a 7 je baza W. Potom pre lubovolné
linearne zobrazenia : W — V', p: V — U plati

(PoV)ay = (P)ap - (V)sa-

Dékaz. Oznatme A = (¢)qap maticu linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na
bazy B, @ a B = (1) maticu linearneho zobrazenia 1) vzhladom na bazy
v, B. Dokézeme rovnost

(pot)ay=A"B.
Na zaklade definicie matic A, B pre Iubovolné x € W plati

((po)z), = (pvx)), = A- (V2)s
=A-(B-(z)y) =(A-B) (),

KedZe matica kompozicie ¢ o 1) vzhladom na bazy v, a je podla vety 6.4.1
touto podmienkou urcena jednoznacne, dokaz je hotovy.

V nasledujucich prikladoch sa zozndmime s niekolkymi délezitymi line-
arnymi transformaciami roviny R? a ich maticami vzhladom na kanonick
bazu € = (61,62).

6.4.3. Priklad. Otocenie roviny okolo pociatku o uhol o € R je linedrne
zobrazenie R,: R? — R2. Homogenita je zrejma na prvy pohlad. O aditi-
vite sa presved¢ime nasledujicou tvahou. Ak oto¢ime rovnobeznik vekto-
rov 2,y € R? o uhol «a, dostaneme tak rovnobeznik prisltichajtici vektorom
R.(z),R.(y). Pritom uhlopriecka prvého rovnobeznika prejde na uhlopriecku
druhého. Teda R,(x +y) = R,(x) + R,(y) (nakreslite si obrazok). Maticu
tohto linedrneho zobrazenia vzhladom na kanonick bézu & budeme znacit
rovnako R, teda pre x € R? budeme pisat R, (z) = R, -x. Jej stipce ziskame
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oto¢enim vektorov e, = (1,0)7, e5 = (0,1)T o uhol . Z definicie goniometric-
kyrch funkcii sinus a kosinus pomocou jednotkovej kruznice priamo dostavame

_ [cosa _(cos(E2+a)) [ —sina
R, el_(sina)’ R, e2_<sin(§+o¢)>_< cosoz)‘

To znamena, ze

R, — ( cos o —sina )

sina cosa

a obrazom Tubovolného vektora (z,y)T € R? v otodeni R, je vektor

(35) (x cos v — ¥ sin a)

R, = . .
Y Tsino + Y cos o

Na zéklade znalosti matic R, je uz jednoduché napisat matice otodeni
v R3 okolo stiradnych osi vzhladom na kanonicktt bazu € = (ey, ez, €3). Oto-

Cenia okolo osi x = [e1], y = |es] resp z = [e3] o uhol @ maji postupne
matice

1 0 0 cosa 0 sina cosay —sina 0

0 cosa —sina |, 0 1 0 , sin « cosa 0

0 sina CoSs « —sina 0 cosw 0 0 1

Na orientéaciu otoceni pouzivame pravidlo pravej ruky, t.j. prsty pravej ruky
ukazuji smer otaCania a palec urcuje orientaciu osi: v prvom pripade prsty
od vektora e; k e3 a palec v smere vektora e, v druhom prsty od e3 k e; a
palec v smere e,, v trefom prsty od e; k e, a palec v smere es.

6.4.4. Priklad. Osovd simernost roviny podla lubovolnej priamky precha-
dzajicej pociatkom definuje zobrazenie S,: R? — R? kde o € R je uhol,
ktory zviera os stmernosti s osou x. Obdobnou tvahou ako v pripade oto-
¢eni mozno nahliadnut, Ze i S, je linedrne zobrazenie. Jeho maticu vzhladom
na kanonick(i bazu € budeme znacif rovnako S,. Zrejme matica stimernosti

podla osi x je
1 0
(5 )

a osovi sumernost S, mozno dostat ako kompoziciu oto¢enia R_,, osovej
sumernosti Sy a otocCenia R,, t.].

S.=R.,-So-R_..
Po vynésobeni prislusnych matic z toho s vyuzitim par trigonometrickych

vzorcov dostavame
cos 2« sin 2«
S, = .

sin 2ac  — cos 2«
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Teda osova stimernost S, zobraz{ vektor (z,y)" € R? do vektora
(x) <x cos 2a + y sin 2a)
S, = . :
Y 2 sin 2a — y cos 2«
6.4.5. Priklad. Rownolahlost alebo tiez homotetia so stredom v pociatku a
s koeficientom podobnosti 0 # ¢ € R je opit linedrne zobrazenie R? — R2

s maticou cIy = diag(c, c). Tento priklad mozno zrejmym spdsobom zovse-
obecnif na lubovolnt dimenziu n.

6.4.6. Priklad. Skosenie v smere osi x s parametrom a. Pre lubovolné a € R

je priradenim
(x) <x + ay) <1 a) ' (x>
Y Y 01 Y

definovana linearna transformécia roviny, ktora postuva kazdu jej ,,vodorovnu
vrstvu“ {(z,v); y = s}, s € R, o vektor ase; (nakreslite si obrazok). Ana-
logické linearne transformacie funguju aj vo viacrozmernych priestoroch R"
ako aj v kone¢norozmernych vektorovych priestoroch nad fubovolnym polom.

6.4.7. Priklad. Galileova transformdcia ,roviny“, alebo skor ,,¢asopriamky*

R? je z formalneho hladiska totozna so skosenim v smere priestorovej osi
s parametrom a = —uv:

t=t y 'y _( 10 t
¥ = —vt +x, & o) \—v 1) \z)"

Ak k tymto rovniciam eSte doplnime y' = y, 2/ = z, dostaneme Galile-
ovu transforméciu ,,casopriestoru® R*. Vektor (¢, x,y, 2)" interpretujeme ako
stradnice ¢asu t a polohy (z,y,z), ktoré nejakej okamzitej bodovej uda-
losti v trojrozmernom fyzikélnom priestore priradi pozorovatel P, a vektor
(t',2',y,2")T ako stradnice, ktoré jej priradi pozorovatel P’, ktory sa vzhla-
dom na P pohybuje rovnomerne priamociaro rychlostou v v smere osi x
(pri¢om podiatky ich stradnych sistav st zhodne stanovené okamihom a
miestom ich stretnutia, kedy tiez splyvaju ich prislusné stradné osi). Gali-
leova transformécia potom udéava vztah medzi tymito stradnicami, ku kto-
rému dospejeme na zaklade principov klasickej mechaniky. Je v nej zachyteny
newtonovsky princip absolitneho ¢asu a priestoru, rovnakého pre vsetkych
pozorovatelov nezavisle od ich pohybu, a galileovsky princip relativnosti po-
hybu, ktory sa prejavuje v rovnocennosti stiradnych stustav lubovolnych na-
vzajom rovnomerne priamociaro sa pohybujicich pozorovatelov. Je zname,
ze Galileova transformaécia sa velmi dobre zhoduje so skuto¢nostou pre rych-
losti v z ,,bezného Zivota“, ktoré st malé v porovnani s rychlostou svetla. Pre
rychlosti blizke rychlosti svetla vSak straca svoju platnost a treba ju nahradit
tzv. Lorentzovou transformaciou, s ktorou sa zoznamime neskor.
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6.5 Priestory linearnych zobrazeni

Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Ak zabudneme na Struk-
turu vektorového priestoru vo V, t.j. V budeme povazovat len za mno-
zinu, mozeme vytvorit vektorovy priestor UV wsetkych zobrazeni f: V — U
s operaciami su¢tu a skaldrneho ndsobku definovanymi po zlozkach (pozri
odstavec 1.6.5). Potom pre mnozinu £(V,U) vSetkych linedrnych zobrazeni
¢: V — U, samozrejme, plati L(V,U) C U".

6.5.1. Tvrdenie. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K. Potom
L(V,U) je linedrny podpriestor vektorového priestoru UY. Teda L(V,U) je
vektorovy priestor nad polom K.

Dokaz. Treba overit, Ze pre lubovolné a,b € K linedrna kombinacia 9 =
ap + by linearnych zobrazeni ¢,1: V' — U, definovana pre x € V' predpisom

I z) = ap(z) + bi(x),
je tiez linedrne zobrazenie ¢: V — U. Zvolme z,y € V, ¢,d € K. Priamym
vypoctom dostavame
V(e +dy) = ap(cx + dy) + bip(ca + dy) = a(cp(x) + do(y)) + b(cy(z) + di(y))
= c(ap(x) + bip(x)) + d(ap(y) + b (y)) = cd(z) + di(y).

Teda ¥ € L(V,U).

6.5.2. Tvrdenie. Nech U, V sii konecnorozmerné vektorové priestory nad
polom K a dimU = m, dimV = n. Potom

£<M U) > gmxn
teda dim L(V,U) = mn.

Dokaz. Zvolme bazy a v priestore U a B v priestore V. Z vysledkov predché-
dzajtceho paragrafu vyplyva, ze priradenie ¢ — (¢)q g je bijekcia L(V,U) —
K™ Staci teda dokézat, Ze je to aj linedrne zobrazenie, to znamena, Ze pre
a,be K, p,¢ € L(V,U) plati

(GSO + b@b)a,ﬁ = a(gp)a,ﬁ + b(@b)a,ﬂ'

To je vSak zrejmé. Citatelovi, ktory mé nejaké pochybnosti, odporti¢ame, aby
si jednoduchjm v§poc¢tom porovnal stipce matic na lavej a pravej strane.

Na maticu (p)qps sa teda mozno divat ako na suradnice vektora ¢ €
L(V,U) v priestore K™*", vzhladom na dvojicu baz 3, a.
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Linearne zobrazenie ¢: V' — K z vektorového priestoru V' do pola K sa
nazyva linearny funkciondl alebo linedrna forma na V. Vektorovy priestor
L(V, K) v8etkych linearnych foriem na V' sa nazyva dudalny priestor alebo len
kratko dudl vektorového priestoru V. Budeme pouzivat oznacenie L(V, K) =
V*

V poli K budeme vzdy uvazovat len kanonickd bazu pozostavajicu z je-
diného vektora 1 € K. Lubovolna baza B8 v kone¢norozmernom priestore V'
dimenzie n tak uréuje linearny izomorfizmus V* — K1*™ dany predpisom
¢ +— (p)15. Nakolko aj x — (x)s je linedrny izomorfizmus V — K@D a
K)o (1) - dokazali sme tfm nasledujtce tvrdenie.

6.5.3. Tvrdenie. Pre lubovolny konecnorozmerny vektorovy priestor V' nad
polom K plati V* =2 V.

Uvedomme si, ze matica (¢);g linedrneho funkcionalu ¢: V. — K je
riadkovy vektor z priestoru K**”. To nam odkryva novy pohlad na vektorovy
priestor riadkov K'*". Pri volbe kanonickej bazy € v stlpcovom priestore
K™ mozno riadkovy priestor K" stotoznit s dudlom (K™<!)" stipcového
priestoru K>

Este raz podciarknime, Ze izomorfizmus kone¢norozmerného priestoru V'
a jeho dudlu V* zavisi od vyberu bazy vo V. Na druhej strane, pre lubovolny
vektorovy priestor V' mozno definovat kanonické, t.j. od vyberu bazy neza-
vislé zobrazenie z priestoru V' do jeho druhého dudlu V** dané predpisom
xz +— 7, kde

prex eV, pe V™

6.5.4. Veta. Nech V je vektorovy priestor nad polom K. Potom
(a) x — T je injektivne linedrne zobrazenie V. — V**;

(b) ak V je konecnorozmerny, tak € — Z je linedrny izomorfizmus V. — V**.
Dokaz. Najprv ukdZeme, Ze pre kazdé x € V vobec plati £ € V**, t.j. T je
linedrny funkcional na priestore V*. Pre ¢, € V* a,b € K jednoduchy
vypocet dava

Z(ap + bv) = (ap + b)) (x) = ap(z) + bip(x) = aZ(p) + bz (V).

(a) Pre x € V ozna¢me = n(z). Dokazeme, ze n: V' — V** je linedrne
zobrazenie. Zvolme z,y € V ¢, d € K. Treba overit, ze zobrazenia n(czx + dy)
a cn(x)+dn(y) sarovnaju, t.]. ze kazdému ¢ € V* priradia ti isti hodnotu.
Pocitajme

n(cx + dy)(p) = p(cx + dy) = cp(x) + dp(y)
= cx(p) + dy(p) = (en(z) +dn(y)) ().
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Injektivnost zobrazenia n spozname podla jeho jadra. Staci si uvedomit, ze
pre Tubovolné 0 # z € V existuje p € V* také, ze o(x) # 0. !
Potom

n(x)(p) =(p) = ¢(x) # 0,

teda n(x) sa nerovna identicky nulovému zobrazeniu 0: V* — K, ktoré je
nulou vo V**. Preto ¢ Kern pre & # 0, ¢ize Kern = {0}.

(b) Ak V' je kone¢norozmerny, tak s vyzitim vety 6.2.3, uz dokazanej ¢asti
(a) a tvrdenia 6.5.3 dostdvame

dimImn =dimV —dimKern = dimV = dim V* = dim V"*".
Preto Imn = V**, ¢ize n je i surjektivne.

Kazdy vektor x € V tak definuje linedrny funkcional Z na duélnom
priestore V*. Pritom konec¢norozmerny vektorovy priestor V' mozno pro-
strednictvom priradenia x — Z prirodzene stotoznit s dudlom priestoru V*.
Napr. stIpcovy priestor K™*! mozno stotoznit s dualom riadkového priestoru
K" Vo vieobecnom pripade mozno V stotoZnif s linedrnym podpriestorom
Imn = {z; £ € V} jeho druhého dudlu V**.

Poznamka. Prostriedkami, ktoré presahuja ramec tohto kurzu, mozno dokéa-
zat, ze V2 V* a V 22 V** pre kazdy nekoneCnorozmerny vektorovy priestor
V. Zjednodusene povedané, dual V* je vzdy ,podstatne vacsi“ nez pdévodny
priestor V' a druhy dudl V** je ,este viacsi“. Teda ani £ +— T nemdze byt
surjektivne zobrazenie V — V**.

Cvicenia
6.1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je linearne zobrazenie.
Potom ¢(0) = 0 a pre kazdé ¢ € V plati p(—z) = —p(x). Dokazte.
6.2. Dokazte tvrdenie 6.1.1

6.3. Nech A € K™*". UvaZzujme linedrne zobrazenie p: K™ — K" dané predpisom p(z) =
A - z. Ako stvisi jadro Ker ¢ s homogénnou suistavou linedrnych rovnic A - £ = 07

6.4. (a) V prikladoch 6.1.5-9 podrobne overte, Ze v nich definované zobrazenia st naozaj
linearne.

(b) Pre kazdé z uvedenych linedrnych zobrazeni uréte jeho jadro a obraz.

6.5. Zdovodnite, preco ziadne z nasledujucich zobrazeni R — R nie je linearne:
(a) p(z) =1 - 3a, (b) ¥(z) = [x],
() f(z) =22, (d) g(x) = 2?,

1V koneénorozmernom pripade ide o o¢ividné tvrdenie. V nekone¢norozmernom pripade
vsak jeho dokaz vyuziva existenciu Hamelovej bazy vo V', pripadne si vyzaduje nejaky iny
vhodny désledok axiémy vyberu (pozri zavereénu ¢ast paragrafu 5.5 a cvicenie 6.15).
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(e) h(z) = /], (f) k(z) = /7,
() I(z) = In(1 4 ?) (h) s(x) = sinz,
(i) n(z) = e, () o(z) = sinhz = 3(e* —e™?).

6.6. (a) Uvazujte C ako vektorovy priestor nad polom R. Ukéazte, ze komplexna konjugacia
z + Z je linearne zobrazenie C — C.

b) Uvazujte C ako vektorovy priestor nad polom C. Ukazte, ze komplexna konjugécia
( \ yp p ; p jug
z +— Z nie je linedrne zobrazenie C — C.
6.7. Linearne zobrazenie ¢: R3 — R? je pre & = (x1, 22, 23)' € R? dané predpisom ¢(z) =
¥ J P
(1'1 + 2%2, 31‘1 + 71’2 - 933)1—.
(a) Napiste maticu linedrneho zobrazenia ¢ vzhladom na kanonické bazy £ v R?,
e® v R2.
(b) Napiste maticu ¢ vzhladom na bazy B = (e1,e2,v) v R3, a = (ui,us) v R?, kde
v=(-2,1,1)T, u = (1,3)T, uy = (2,7)7.
(c) Napiste priamo nejaké bazy linearnych podpriestorov Ker ¢ C R? a Im ¢ C R2.

1
6.8. Baza 3 vektorového priestoru R? je tvorené stlpcami matice (

12
2 02| abaza a vek-
311

2 3 1
torového priestoru R* je tvorena stlpcami matice ( 7(1) _i (1)) . Linearne zobrazenie
12 1

(a) Napiste priamo nejaké bazy linedrnych podpriestorov Kery C R?® a Im1) C R%.

(b) Napiste maticu ¢ vzhladom na kanonické bazy e v R3, e® v RG),

O

¥: R3 — R* m4 vzhladom na tieto bazy maticu A = (¢)qg = (

cooo

0
1
0
0

[eNeNaNT

6.9. Nech n € N. Uvazujme derivaciu f — f’ ako linearnu transformaciu D: R("[z] —
RM)[z].
(a) Uréte linedrne podpriestory Ker D a Im D v R(™[z] a nijdite nejaké ich bazy.
Zistite dimenzie oboch podpriestorov a overte vztah dim Ker D + dimIm D = n.

(b) Napiste maticu linedrnej transforméacie D vzhladom na bazu €™ = (1, z,22,...,2").
(c) Napiste maticu D vzhladom na bazu ¢ = (1, %x, %J;z, ol %x”)
6.10. Operdtor diferencie A: R(™[z] — R [z] je dany predpisom A(f)(z) = f(z + 1) —

().
(a) Dokazte, ze A je linedrny operator.

(b) Uréte linearne podpriestory Ker A a Im A v R("[z] a najdite nejaké ich bazy.
Zistite dimenzie oboch podpriestorov.

(¢) Napiste maticu lineérnej transformacie A vzhladom na bazu £ = (1, z,22,...,z").

(d) Dokéazte, ze polynémy 1, z, [2]a, ..., [2],, kde [z]y = z(x —1) ... (x —k+1), tvoria
bazu vektorového priestoru R(™[z].

(e) Napiste maticu A vzhladom na bazu (™ = (1, z, [z], ..., [2],).
(f) Najdite nejak bazu vektorového priestoru R(™)[z], vzhladom na ktortt mé A ma-

: On,l In
ticu tvaru( 0 017”).

6.11. Pre lubovolné a, 3 € R vynasobenim prislusnych matic dokézte uvedené rovnosti a
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interpretujte ich v re¢i linedrnych transformécii roviny R
R, -Rsz=R.yp, R, S5 =_58310/2,
SQ-SBZRQ(,Q,Q), ngRa:S,@,a/g.

6.12. Predpismi ¢(z1, 72, 23)" = (z1—223, 201 +22+324, —71—T4, 23+224) ", (21, T2, T3, 74) | =
(2x1 — 23,373 + 24,79 + 14) T st dané linearne zobrazenia p: R3 — R* 1: R* — R3.
Napiste matice linedrnych zobrazeni ¢ o ¢: R? — R3, ¢ 0 1): R* — R* vzhladom na
kanonické bazy vektorovych priestorov R? resp. R%.

6.13. Nech S, T st linedrne podpriestory vektorového priestoru V.

(a) Priradenim (z,y) — x+y je definované surjektivne linedrne zobrazenie u: SxT —
S+ T. Dokazte.

(b) Najdite jadro Ker p a dokézte, Ze u je injektivne préve vtedy, ked S NT = {0}.

(c) Odvodte z toho, Ze vektorové priestory S x T a S + T st izomorfné prave vtedy,
ked S+T=SaT.

(d) Zovseobecnite na Iubovolny koneény pocet linedrnych podpriestorov (pozri cvice-
nie 4.8).

6.14. Galileova transformdcia ,Gasopriestoru® R* je dand priradenim (¢, z,y,2)" — (¢, 2',y,2')T,
kde t' =t, 2/ = x—v,t,y =y—uyt, 2/ = z—v,t, pricom vektor v = (v, vy, v,)" € R3
interpretujeme ako rychlost (pozri priklad 6.4.7).

(a) Napiste maticu G, Galileovej transforméacie.

(b) Uvazujme dvoch pozorovatelov P a P’. Vysvetlite, za akych podmienok je uvede-
nou transforméciou sprostredkovany vztah medzi ¢asmi a priestorovymi stradnicami
udalosti z hladiska pozorovatelov P a P’. (RieSte otdzku v ramci klasickej fyziky, bez
ohladu na relativistické efekty.)

(¢) Vynasobenim matic dokdzte vztah G, - G, = Guiy. Vysvetlite, preco sa tento
vztah nazyva klasickym pravidlom skladania rijchlosti.

6.15. (a) Dokazte nasledujicu kone¢norozmernu verziu Hahnovej-Banachovej vety: Nech
V' je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad polom K, S C V je vlastny linedrny
podpriestor a 1: S — K je linearny funkcional. Potom pre kazdé x € V' \ S existuje
linedrny funkciondl ¢ € V* taky, ze p(x) 0 a ¢[S = 1.

(b) Zovseobecnite tvrdenie (a) aj na nekone¢norozmerné vektorové priestory. (Ndvod:
Predpokladajte, ze V' méa Hamelovu bazu X taku, ze £ € X a X NS je Hamelova
baza podpriestoru S — pozri zavereénu Cast paragrafu 5.5).

(c) Pre kazdy vektor 0 # & € V existuje linedrny funkcionél ¢ € V* taky, ze o(x) # 0.
Dokézte jednak priamo podla vzoru (a) resp. (b), jednak z nich odvodte ako Specidlny
pripad.

6.16. Nech K je konecné pole, ktoré ma prave ¢ prvkov. Potom ¢ je mocninou nejakého
prvocisla. Dokézte. (Ndvod: Ukazte, ze K nesie prirodzent Struktiru vektorového
priestoru nad polom Z,,, kde p = char K.)

6.17. Nech K je koneéné pole, ¢ = #K a U, V st vektorové priestory nad K s koneénymi
rozmermi dim U = m, dim V' = n. Aka dimenziu a kolko prvkov mé vektorovy priestor
L(V,U) vSetkych linedrnych zobrazeni V' — U? Porovnajte s dimenziou a po¢tom prv-
kov vektorového priestoru U" vsetkych zobrazeni V — U. Ak je pravdepodobnost,
7e ndhodne vybrané zobrazenie f € U" bude linearne?



Cvicenia 139

6.18. Nech (V;);cr je stbor vektorovych priestorov nad polom K indexovany mnoZinou
I. Ozna¢éme [];.; V; mnozinu vSetkych funkcii f s definicnym oborom I takych, ze
f(i) € Vi pre kazdé i € I. Na mnozine W = [[,.; V; definujme operacie suctu a
skalarneho nasobku po zlozkach, t.j. (f + ¢)(i) = f(i) + g(¢) a (cf)(i) = cf (i) pre
fhgeW, ce K,iel.
(a) Dokézte, ze W = [],.; Vi s prave definovanymi operaciami tvori vektorovy pries-
tor nad polom K. Ako vyzerd 0 € W a opacény prvok k prvku f € W? Vektorovy
priestor [ [, ; Vi nazgvame priamym sicinom systému vektorovych priestorov (V;)icr.

(b) Predpokladajme, ze I = {1,...,n} je koneénd mnozina. DokézZte, Ze oba priame
saciny Vi x ..., xV, a [[;c; Vi st linedrne izomorfné. Snazte sa najst ¢o najprirodze-
nejsi izomorfizmus.

(c) Predpokladajme, Zze V; = V pre kazdé ¢ € I. Dokazte (presnejsie, uvedomte si,
lebo dokazovat nie je velmi €o), Ze priamy sucin [[,.; V; splyva s priestorom funkcii
V1 (pozri priklad 1.6.5). Z toho dévodu nazyvame priestor V! aj priamou mocninou
vektorového priestoru V.

(d) Prekazdé j € I oznacme 7;: [],.; Vi — V; zobrazenie dané predpisom 7;(f) = f(j)
pre f € [[,c; Vi. Dokaite, Ze tzv. kanonickd projekcia m; je surjektivne linedrne zo-
brazenie. Ako vyzera jadro Kerm;?

(e) Pre kazdé j € I oznacme o;: V; — [];.; Vi zobrazenie dané predpisom o;(x)(j) =
a o;(x)(i) = 0, ak i # j, pre x € V;. Dokéite, ze tzv. kanonické vnorenie o; je in-
jektivne linedrne zobrazenie, teda je to izomorfizmus priestoru V; na linedrny pod-
priestor Imo; C [[,.; Vi. Ako vyzera obraz Imo;? Dokézte, Ze pre kazdé j € I plati
W =Imo; ® Kerm;.

6.19. V oznaceni cvi¢enia 6.18 stotoznime kazdy vektor £ € V; s funkciou o,(z) € W a
néasledne aj kazdy z priestorov V; s jeho izomorfnou képiou Imo; € W.

(a) Predpokladajme, ze I = {1,...,n} je konetnd mnozina. Dokazte, ze W = [[,.; Vi
je priamym stctom svojich linedrnych podpriestorov Vi, ..., V,.

(b) Predpokladajme, Ze I je nekoneénd mnozina. Dokazte, Ze zjednotenie podpriesto-
rov V;, i € I negeneruje vektorovy priestor W = [[,.; V;.

(c) Oznacme S = P, Vi linedrny podpriestor priameho stcinu [[,.; Vi generovany
zjednotenim jeho linedrnych podpriestorov V; = Imoy, i € I. Dokazte, Ze S pozos-
tava zo vSetkych funkcii f € W, pre ktoré je mnozina {i € I; f(i) # 0} konecna.
Vektorovy priestor S = €D, .; Vi nazyvame priamym sictom systému vektorovych
priestorov (V;)ier.

iel

(d) Dokézte, ze kazdy prvok f € S moZno jednoznacéne az na poradie a nulové séitance
vyjadrit v tvare tzv. formdineho suctu f = x1 + ... + x,, konecného poctu séitancov
zi € Vi, kde indexy 41, ...,%; € I si navzajom rozne.
(e) Sformulujte pravidla pre rovnost a s¢itanie formdlnych sactov zq + ... + &,
y1+. ..+, tak, aby boli v zhode s rovnostou vektorov a s¢itanim v priestore B, ; V;.
(f) Predpokladajme, ze V; = V pre kazdé i € I. Dokazte, Ze priamy stcet @,.; Vi
splyva s podpriestorom V) priamej mocniny V' z prikladu 4.1.3.

6.20. Nech X je Hamelova baza vektorového priestoru V. Dokézte, Ze priestor V je izomorfny
s priamym stc¢tom €, i [2] svojich jednorozmernjch linedrnych podpriestorov [z],
z € X, a tym padom tiez s vektorovym priestorom K (X).
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V tejto kapitole zavedieme pojem inverznej matice k danej Stvorcovej matici
a dame ho do savisu s pojmom inverzného linedrneho zobrazenia. Dalej sa
naucime pocitat inverzné matice a matice prechodu z jednej stradnej bazy
do druhej. Nakoniec preskiimame vplyv zmeny bazy na maticu linearneho
zobrazenia. Zacneme vSak s pojmom hodnosti matice, ktory nam umozni
rozhodntt o existencii inverznej matice a — ako uvidime neskdér — bude nam
este velakrat uZitocny.
V celej kapitole K oznacuje pevné pole, m, n, p si kladné celé ¢isla.

7.1 Hodnost matice

V tomto paragrafe je potrebné rozlisovat medzi vektorovymi priestormi riad-
kovich resp. stipcovich vektorov. Nebudeme teda pouzivaf nespecifikované
oznadenie K™, ale priestor riadkovych vektorov budeme znadit K1*" a pries-
tor stIpcovych vektorov K™*1.

Pripomenime, 7e r;(A) € K" oznacuje i-ty riadok a s;(A) € K™*!
zase j-ty stlpec matice A = (a;j)mxn. Tto maticu teda mozeme zapisaf
v blokovych tvaroch

ri(A)

)
A= : = (s1(A),s2(A),...,5,(A)).

rn(A)

Riadkovou hodnostou h.(A) matice A nazgvame dimenziu linedrneho pod-
priestoru vektorového priestoru KX generovaného riadkami matice A. Po-
dobne, stlpcovou hodnostou hy(A) matice A nazyvame dimenziu linedrneho
podpriestoru vektorového priestoru K™*! generovaného stipcami matice A.

Teda
h.(A) = dim[r;(A),r2(A),...,rn(A)],
hs(A) = dim[s1(A),s2(A),...,8,(A4)]

Oznacme p: K™ — K™ linedrne zobrazenie dané predpisom p(z) =
A -z pre x € K™*!. Pripometime, %e hodnostou linedrneho zobrazenia ¢ na-
zyvame dimenziu jeho obrazu, t.j. h(¢) = dim Im . V nasom pripade zrejme
plati h(¢) = hs(A), kedZe linedrny podpriestor Imp C K™*! je generovany
stipcami matice A.
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7.1.1. Lema. Nech A € K™*".
(a) Nech matica B vznikne z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej)
ERO. Potom [ri(A),r2(A),...,rn(A)] = [ri(B),r2(B),...,rm(B)].
(b) Nech matica C vznikne z matice A vykonanim jednej (inak Iubovolnej)

ESO. Potom [51(A), $3(A), ... ., 8.(A)] = [51(C). $2(C), ..., 5,(C)].

Dokaz. Zrejme pre lubovolné vektory uq, ..., u; v kazdom vektorovom pries-
tore V' a lubovolny skalér ¢ € K plati:

(W1, Uy Uy U] = (U, Uy W, U,
[y, .oy, g = [ug, .y, (ak ¢ #0),
[y, Uy Uy U] = (U, U, CU U, U

7.1.2. Tvrdenie. Pre kazdi maticu A € K™*™ plati h.(A) = hs(A).

Dokaz. Upravme A pomocou ERO na redukovany stuptiovity tvar B € K™*™
a oznaCme k pocet nenulovych riadkov v matici B. Podla prave dokéza-
nej lemy plati [r1(A4),...,r,(A)] = [ri(B),...,rn(B)]. Preto tiez h.(A) =
h.(B). KedZe nenulové riadky matice B su zrejme linedrne nezavislé (rozmys-
lite si preco), h,(B) = k, ¢o je vlastne pocet stipcov matice B, v ktorych sa
nachadza vedtci prvok nejakého jej riadku. Oznacme 1 < j; < ... < jx <n
indexy tychto stipcov. Podla tvrdenia 4.5.3 vektory s;,(A),...,s;, (A) st li-
nearne nezavislé a plati [s1(A4),...,s,(A)] = [s;,(A),....s;. (A)]. Preto tiez
hs(A) = k = hy(A).

Kedze riadkova a stlpcovad hodnost Tubovolnej matice A splyvaji, tato
ich spoloénit hodnotu budeme odteraz znacit jednoducho h(A) a nazyvat
hodnostou matice A. Zrejme pre A € K™*" je h(A) < min(m,n).

Prave vykonané tivahy maji dva bezprostredné dosledky.

7.1.3. Tvrdenie. Nech A € K™ ". Potom h(A) = h(AT).

7.1.4. Tvrdenie. Nech uy,...,u, € K™ st lubovolné vektory a A €
K™ je matica taka, ze s;(A) = u; pre 1 < j <n. Potom

(a) uy,...,u, su linedrne nezavislé prave vtedy, ked h(A) = n;

(b) [uy,...,u,] = K™ prave vtedy, ked h(A) = m.

Vsimnite si, Ze pripad (a) moze nastat iba vtedy, ked n < m; naopak, (b)
moze nastat jedine za predpokladu m < n.

Sami si sformulujte a premyslite analogické tvrdenia pre riadkové vektory.

Este si dokazeme jeden odhad hodnosti sti¢inu matic pomocou hodnosti
jednotlivych ¢initelov.
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7.1.5. Tvrdenie. Nech A € K™*", B € K™*P. Potom
h(A - B) < min(h(A), h(B)).

Dokaz. Oznacme p: K" — K™, 1: K — K" linearne zobrazenia dané
predpismi p(x) = A-x pre x € K" resp. Y(y) = B -y pre y € K?. Zrejme
Im(p 0 ¢) C Im, preto

h(A-B) =h(pov) < h(p) = h(A).
S vyuzitim toho druhy potrebny odhad uz dostaneme priamym vypoc¢tom

hA-B)=h((A-B)") =h(B"-A") <h(B") = h(B).

7.2 Inverzné matice a inverzné linearne zobrazenia

Nech A € K™*" t.j. A je Stvorcovd matica typu n X n. Inverznou maticou
k matici A rozumieme maticu B € K™*™ taku, ze

A-B=1,=B-A

Zrejme k danej $tvorcovej matici A existuje najviac jedna inverznd matica
(rozmyslite si preco). Tato jednoznac¢ne uréentt maticu (ak existuje) budeme
znacit A™1.

Nasledujtuca veta je bezprostrednym dosledkom stvisu medzi linearnymi
zobrazeniami a ich maticami.

7.2.1. Veta. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a dimU =
dimV = n. Nech dalej e, B st nejaké bazy v U, resp. vo V a A = (¢)ap
je matica linearneho zobrazenia p: V' — U vzhladom na bazy 8, a. Potom
k matici A existuje inverznd matica A~! prave vtedy, ked k zobrazeniu ¢
existuje inverzné zobrazenie p~1. V tom pripade A~! je maticou linearneho
zobrazenia p~1': U — V vzhladom na bazy a, 3, t.]j.

A7 = (P)ap) = (¢ g

)

Hovorime, Ze $tvorcova matica A € K™ ™ je reguldrna, ak k nej existuje
inverzna matica A~!; v opa¢nom pripade hovorime, ze A je singuldrna.

7.2.2. Veta. Matica A € K™*" je reguldrna prave vtedy, ked h(A) = n.

Dokaz. Oznacme p: K™ — K™ linedrnu transformaciu dant predpisom p(z) =
A -z pre x € K". K matici A existuje inverzna matica A~! prave vtedy, ked
k zobrazeniu ¢ existuje inverzné zobrazenie ¢!, t.j. prave vtedy, ked ¢ je
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bijekcia. Podla dosledku 6.2.4 to nastane prave vtedy, ked ¢ je surjekcia, ¢ize
Imy = K™, ¢o je ekvivalentné s rovnostou dimIm ¢ = n. Na dokoncenie
dokazu si sta¢i spomentt, ze h(A) = h(p) = dim Im ¢.

7Z praktickych dovodov bude uzitocné si uvedomit, Ze na to, aby sme sa
presveddili, ze matica B € K™*" je inverzna k matici A € K™*", staci overit
len jednu (a to hocktort) z rovnosti A-B=1,, B-A=1,.

7.2.3. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K"*" plati A- B = I,, prave vtedy,
kedB-A=1,.

Dokaz. Oznacme ¢, ¥v: K™ — K" linearne transformécie dané pre x € K"
predpismi p(x) = A-z, resp. ¥)(x) = B-x. Nech A-B = I,,. To nastane préave
vtedy, ked ¢ o ¢ = idgn. Z toho vyplyva, Ze ¢ je surjekcia a 1 je injekcia
(pozri paragraf 0.3). Kedze ¢, ¢ st linedrne transformacie kone¢norozmerného
vektorového priestoru, podla dosledku 6.2.4 to znamen4, Ze o aj v st bijekcie,
teda linedrne izomorfizmy, a ¢ = ¢~ !. Potom vsak B = A~!, preto tiez
B - A =1,. Obratena implikacia vyplyva zo symetrie tvrdenia.

S vyuzitim posledného tvrdenia si ako cvicenie overte nasledujtce vzorce,
z ktorych uz vyplyva zvysok tvrdenia.

7.2.4. Tvrdenie. Nech A, B € K™*" sii regularne matice. Potom aj matice
A7', A-B a A" st regularne a plati:

(AH'=4 A-B'=B'-A'  (AT)'=(@anH"

7.3 Vypocet inverznej matice

Prakticky vsetky ulohy linearnej algebry, s ktorymi sme sa doteraz stretli,
sme riesili tak, ze sme danu situaciu reprezentovali nejakou vhodnou maticou,
ti sme dalej pomocou ERO upravili na redukovany stupriovity tvar a tento
vysledny tvar sme potom interpretovali v zavislosti na charaktere pévodne;j
ulohy. Prezradme uz vopred, Ze zatial sme vSetky tlohy, ktoré sa riesia tpra-
vou matic pomocou ERO pripadne ESO, zdaleka nevycerpali. Naopak, tato
metdda nas bude v linedrnej algebre neustéle sprevadzat.

Skor nez pristupime k dalSiemu vyuzitiu tejto metddy, tentoraz pri vy-
pocte inverznej matice, vSak bude potrebné si uvedomit, ze ERO aj ESO
mozno realizovat pomocou nasobenia matic.

7.3.1. Tvrdenie. Nech A € K™*",
(a) Nech B € K™*™ vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ERO.

Oznac¢me E maticu, ktora vznikne z matice I,, vykonanim tej istej ERO.
Potom B=FE - A.
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(b) Nech C € K™*" vznikne z A vykonanim jednej (inak Iubovolnej) ESO.
Oznac¢me F maticu, ktora vznikne z matice I,, vykonanim tej istej ESO.
Potom C =A-F.

Dokaz. Mozno overit priamym vypoctom pre kazdy jednotlivy druh ERO
resp. ESO. Ako cvicenie si to skiiste napr. pre maticu A typu 3 x 2, resp.
3 x 3.

Stvorcové matice E € K™", ktoré vzniknt z jednotkovej matice I,, vy-
konanim jedinej ERO alebo ESO, nazyvame elementdrne matice. Posledna
veta teda hovori, ze lubovolni ERO (ESO) na matici A mozno realizovat
vynasobenim matice A vhodnou elementarnou maticou E zlava (sprava).

Névod na vypocet inverznej matice k danej Stvorcovej matici A € K™*"
si mozno najlahsie zapamiitat v tvare nasledujicej schémy:

(A1) 2% (1,|AY).

Tento postup mé navyse ti vyhodu, Ze sa nemusime vopred staraf, ¢i inverzné
matica k matici A existuje alebo nie. Ak A~! existuje, tak ju nakoniec vypo-
¢itame, ak neexistuje, tak to odhalime pocas nasho vypoctu a dalej v nom
nebudeme pokracdovat. Cely postup si teraz vysvetlime trochu podrobnejsie.

Blokova matica (A|I,) vznikne tak, ze matice A a I,, jednoducho napi-
Seme vedla seba. Tato maticu teraz budeme upravovat pomocou ERO tak,
aby sme v Tavej Casti z matice A dostali jednotkovi maticu I,,. Akonéhle sa
nam to podari, matica v pravej ¢asti vyslednej blokovej matice je uz hladana
matica A1, Ak sa ndm to nepodari, t.j. matica A nie je riadkovo ekviva-
lentné s jednotkovou maticou (¢o nastane prave vtedy, ked h(A) < n, a spo-
zname to podla toho, Ze sa ndm v lavej ¢asti objavi nejaky nulovy riadok),
tak inverzna matica k matici A neexistuje.

Korektnost uvedeného postupu vyplyva z nasledujiceho oc¢ividného tvr-
denia a skutoc¢nosti, ze ERO moZno reprezentovat nasobenim elementarnymi
maticami zlava. Taktiez tu hra tlohu fakt, ze pre B € K™ plati B = A~}
prave vtedy, ked B - A = I,,, uvedeny v tvrdeni 7.2.3

7.3.2. Tvrdenie. Nech A € K™" a E|,FE,,...,E;, € K™ st elementarne
matice také, ze E,-...-Ey-E,-A=1,. PotomA™'=E,-...-Ey-E;.

Poznamenajme, Ze k rovnakému cielu vedie tieZ postup reprezentovany
schémou: .
A\ 2P (e
(#) ().

Rozmyslite si preco a sformulujte prislusné tvrdenie.

Z prave vykonanych tuvah vyplyvaju nasledujice tri désledky. Posledny
z nich je ¢iasto¢nym obratenim odhadu hodnosti sti¢inu matic za predpokladu
regularity aspon jedného z Cinitelov.
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7.3.3. Tvrdenie. Matica A € K"*"je regularna prave vtedy, ked ju mozno
rozlozit na sucin A = E, - ... - E}, konecného poctu elementdrnych matic
E, . . E,e K"

7.3.4. Tvrdenie. Pre lubovolné A, B € K™*"™ plati:

(a) A je riadkovo ekvivalentnd s B préave vtedy, ked existuje regularna matica
P c K™*™ taka, 7e A= P - B;

(b) A je stlpcovo ekvivalentna s B prave vtedy, ked existuje reguldrna matica
Q € K™ takd, ze A= B - Q.

7.3.5. Tvrdenie. Nech A € K™*" P € K™™ @Q € K™, pricom P, Q st
regularne matice. Potom

h(A)=h(P-A)=h(A-Q)=h(P-A-Q).
Trochu vSeobecnejsie mozno uvedené ivahy pouzit na nasobenie lubovol-
nej matice vhodného rozmeru maticou A~! (ak existuje) zlava resp. sprava.

Tieto operacie mozno uskutoc¢nit pre regularnu A € K™*™ a lubovolné B €
K™ m C e K™ " podla nasledujtucich schém:

(A|B) 2% (1,|A!-B),

Este si vSimnime, Ze v Specialnom pripade sme nieco podobné vlastne
robili uz davno, pri rieseni stustav linearnych rovnic ipravou na redukovany
stupriovity tvar pomocou ERO. Aj tento postup totiz mozno vyjadrit pomo-
cou schémy

ERO
(A[b) — (B]e),
ktord mé pre regularnu A € K™*" tvar
(A|b) =52 (I,|A7-b).

Ako vedlajsi produkt nasich iivah tak dostévame nasledujuci vysledok o rie-
Seni stustav n linedrnych rovnic o n neznamych.

7.3.6. Veta. Nech A € K™", b € K". Ak A je regularna, tak stustava
A -z = b mé jediné rieSeniex = A~ - b.



146 7. Inverzné matice a zmena bazy

7.4 Matica prechodu

Nech V' je vektorovy priestor nad polom K aa = (uy,...,u,), 8 = (v1,...,v,)
st jeho dve bazy. Maticou prechodu z bazy 8 do bazy a nazyvame maticu
identického zobrazenia idy : V' — V vzhladom na béazy 8, a, ktort znac¢ime
P, 3. Teda

P, s = (idy)ap-

Podla definicie matice linedrneho zobrazenia vzhladom na dané bazy (po-
zri paragraf 6.4), stipce matice prechodu P, st tvorené stradnicami vek-
torov bazy B vzhladom na bazu a, t.j. 8;(Pag) = (v)a pre 1 < j < n.
Teda

Paﬁ = (('Ul)a7 ('UQ)OH SRR (vn)a)a

a podla vety 6.4.1 je tato matica jednoznacne uréend podmienkou transfor-
macie suradnic

(Z)a = Pogp - (T)p

pre ITubovolné x € V.

Ak do zrejmej rovnosti £ = a - (z), (pozri paragraf 5.3) budeme za x
postupne dosadzovat vektory vy, ..., v, bazy B, s vyuzitim vzfahu pre stipce
sucinu matic z paragrafu 2.3 dostaneme

v =a- (Vj)a =0 8;(Pap) =s;j(a- Pap)

pre kazdé 1 < j < n. Tym sme dostali dalsi dolezity vztah, ktory jednoznacne
charakterizuje maticu prechodu P, g:

a-Paﬂ :ﬂ,

(Podotykame, ze sGéin « - P, g treba chapat v zmysle paragrafu 2.3)

Priradenie u; — v; pre i < n mozno jednoznacne rozsirit do bijektiv-
nej linedrnej transformécie ¥: V' — V. Skréatene piseme ¥(a) = . Matica
transformacie ¢ vzhladom na bazu a je opét

(Da = (Daa = (M1)a, - - -, (Wn)a) = ((V1)as-- - ¥n)a) = Pag.

Zhrnutim vykonanych tivah dostavame styri ekvivalentné charakterizacie
matice prechodu.

7.4.1. Tvrdenie. Nech a = (uy,...,u,), B = (v1,...,v,) su dve bazy n-
rozmerného vektorového priestoru V nad polom K. Potom pre lubovolnu
maticu P € K™*" nasledujiice podmienky st ekvivalentné:

(i) P = (idv)ag, t.j. P je matica prechodu z bazy 8 do bézy a;

(ii) ()o = P - (x)g pre kazdé x € V;
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(iii) & P = f;
(iv) P = (V)q, kde ¥: V — V je linearna transformacia taka, ze J(a) = B.

7 definicie matice prechodu a vety 6.4.2 okamzite vyplyvaju nasledujtce
rovnosti.

7.4.2. Tvrdenie. Nech a, B, v st bazy konec¢norozmerného vektorového
priestoru V' nad polom K. Potom

Poo=1I,  Pga=Pog', Popg-Pgy=P,,.

Z druhej z uvedenych podmienok vidno, ze matica prechodu P, g je vzdy
requldrna. Taktiez naopak, kazda regularna matica P € K™*™ je maticou
prechodu medzi vhodnou dvojicou baz.

7.4.3. Tvrdenie. Nech V' je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K,
P = (p;;) € K™*" je lubovolna regularna matica a & = (41, ..., u,) je nejakd
baza vo V. Polozme

B=(,...,v,) =a-P, v =(wi,...,w,) =a- P

t] pre 1< j <n platf V; = p1juq + ... —i—pnjun aw; = q1;Uy + ...+ njln,
kde P™' = (qij)nxn. Potom P je maticou prechodu z béazy 8 do bézy a a
taktiez z bazy a do bazy vy, cize

P=P,s=P,,.

Speciélne, P je maticou prechodu z bazy (s1(P),...,s,(P)) do bazy € =
(e1,...,e,) v K™ a taktiez z bazy € do bazy (s1(P™'),...,8,(P™1)).

V pripade, ked V = K" je priestor stipcov§ch vektorov, mozno kazdt jeho
bézu a stotoznit s prislusnou regularnou maticou, ktorej stipcami st vektory
danej bazy. Pri takomto stotozneni je navod na vypocet matice prechodu
obsiahnuty v nasledujicom tvrdeni.

7.4.4. Tvrdenie. Nech a = (uy,...,u,), 8 = (vi,...,v,) si dve bazy stlp-
cového vektorového priestoru K". Potom Pag=a™' - 3.

Dékaz. Z podmienky a - P, g = 8 okamzite vyplyva pozadovana rovnost.

To ndm déva névod na vypocet matice prechodu pre bazy a, 8 vektoro-
vého priestoru K" podla uz znamej schémy

(@]B) =% (I,| Pag) = (e]a™" - B).
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7.5 Matice linearneho zobrazenia vzhladom na rézne bazy

V tomto paragrafe sa budeme zaoberat vplyvom zmeny béz na maticu line-
arneho zobrazenia, presnejsie, vztahom medzi maticami daného linedrneho
zobrazenia vzhladom na roézne dvojice baz.

7.5.1. Veta. Nech V}, V5 st konecnorozmerné vektorové priestory nad polom
K, ¢: Vi — V, je linearne zobrazenie, a1, 31 su dve bazy priestoru Vi a s,
B2 st dve bazy priestoru V,. Potom

(@)Bz,ﬁl = Pﬂ2,0t2 ’ ((70)027011 ' Pah,Bl'
Dékaz. Oznaéme A = (9)ay.01, B = (), matice linedrneho zobrazenia ¢

vzhladom na bazy ai, as, resp. bazy B1, B2. Pre Tubovolné x € V; plati:

B - (z)p, = (v2)p, = Ppas * (6T)as
- Pﬂz,az A (m)al - Pﬁ2,042 A Palﬂl ’ (m>51'

Na zéklade vety 6.4.1 z toho okamzite vyplyva dokazovand rovnost
B = Pﬁ2,012 A Palﬁr

Poslednt transformac¢nt formulku si mozno najlahsie zapaméitat pomocou
nasledujticeho diagramu:

Vi, 1) —2— (Va, a0)

Pa17ﬁ1T lpﬁbﬂm

(‘/17131) T) (‘/27:32)

Nezabudnite, Ze zobrazenia skladame ,,v obratenom poradi“, a tomu musi
zodpovedat aj ,obratené poradie* nasobenia matic!

7.5.2. Priklad. Nech ¢: K™ — K™ je linedrne zobrazenie a a, 3 si nejaké
bazy priestorov K™ resp. K". Oznac¢me A = (p)a,, M = (0)s(m) () matice
zobrazenia ¢ vzhladom na bazy 8, a resp. vzhladom na kanonické bazy ™,
€™ Podla poslednej vety plati:

A=P, )M Py,

M == Pe(m),a : A . P,B,e(”) .

Ak stotoznime kazdd bazu s regularnou maticou, ktorej stipce st vektory
tejto bazy, tak uvedené rovnosti nadobudnu tvar

A=a ' I, M-I.;'-f=a' M B,
M=I"'"a-A-B "' I,=a-A-87",
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umoznujuci priamy vypocet jednej z matic A, M na zaklade znalosti bz a,
B a druhej z nich.

Polozme si teraz obratent otazku. Za akych podmienok st matice A, B €
K™ maticami toho istého linedrneho zobrazenia ¢: V' — U vzhladom na
nejaké dve (mozno no nie nutne roézne) dvojice baz kone¢norozmernych vek-
torovych priestorov U, V? Odpoved na 1iu dava nasledujtca veta.

7.5.3. Veta. Nech U je m-rozmerny a V' je n-rozmerny vektorovy priestor

nad polom K. Potom pre lubovolné matice A, B € K™*" nasledujiice pod-

mienky su ekvivalentné:

(i) A, B st maticami toho istého linearneho zobrazenia ¢: V' — U vzhladom
na nejaké dve (mozno no nie nutne rézne) dvojice baz priestorov U, V;

(ii) existuju regularne matice P € K™*™ Q € K"*" také, ze B=P-A-Q;
(iii) h(A) = h(B).

Dokaz. Ekvivalencia (i) < (ii) je priamym dosledkom vety 7.5.1 a tvrdenia 7.4.3
Implikacia (ii) = (iii) vyplyva z tvrdenia 7.3.5

Zostava dokazat (iii) = (ii). Oznac¢me h = h(A) = h(B). Pomocou ERO
upravime A aj B na redukovany trojuholnikovy tvar A’ = Py - A, resp. B’ =
P, - B, kde P, P, st regularne matice. Zrejme A’, B’ maju rovnaky pocet
nenulovych riadkov rovny h. A" aj B’ mozno dalej pomocou ESO upravit na
blokovy tvar

I, Onn—n
m—hh Om—hn—n

A”:A/'le(o ):B,'szB//7

kde @1, @2 st regularne matice. Sta¢i pomocou veducich prvkov jednotlivych
riadkov vynulovat pripadné dalsie nenulové prvky tychto riadkov a, ak treba,
vymenit poradie niektorych stipcov. Potom Py - A -Q, = Py - B - Q,, teda
B=P,' - P,-A-Q:-Q," amatice P=P,'-P;,Q =Q,-Q," st zrejme
regularne.

Na zéklade dokazu tejto vety okamzite dostavame zaverecny vysledok.

7.5.4. Veta. Pre kazdé linearne zobrazenie p: V — U medzi konecnoroz-
mernymi vektorovymi priestormi nad polom K mozno zvolit bazu 8 priestoru
V' a bazu a priestoru U tak, ze ¢ ma vzhladom na bazy (3, a maticu v blo-

kovom tvare I
B A O0nn—n
(90)07.3 - <0m—h,h Om—hyn_h) 7

kden =dimV, m=dimU a h = h(p).

Skuste si tato vetu dokdzat priamo a blizsie Specifikovat bazy B a a.
(Ndvod: Spomeiite si na dokaz vety 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu.)
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7.6 Pohyblivé bazy

Linearnu transformaciu konec¢norozmerného vektorového priestoru V' je ¢asto
vyhodné popisovat zadanim obrazov vektorov nejakej bazy. Pritom pre rézne
transformécie mozu byt vyhodné rozne bazy. Napr. pri sledovani nejakého po-
hybujtceho sa objektu je prirodzené udavat jeho polohu vzhladom na bézu
spojent s ,nehybnym® pozorovatelom. Zmenu orientécie takého objektu spo-
sobenu jeho rotéciou je vSak vyhodnejSie udavat vzhladom na bézu spojent
s tymto objektom.

UvaZzujme bazy a, B vektorového priestoru V. Nech ¥: V' — V je linedrna
transformacia taka, ze ¥(a) = B. Ak prechod od vektora £ € V k jeho
obrazu ¥(z) € V chépeme ako vysledok nejakého pohybu (napr. otocenia)
v priestore V', tak bazu # mozno povazovaf za novil polohu premiestnene;
bazy a. Ak v je dalsia baza vo V an: V — V je linedrna transformécia taka,
ze n(B) = 7, tak bazu v moézeme chapat jednak ako bazu f premiestnent
transforméaciou 7, jednak ako poévodni bazu a premiestnent transforméaciou
nod.

Pre maticu zloZenej transformaécie n o ¢ vzhladom na bézu a dostévame
popri obvyklom vyjadreni pomocou ,,pevnej“ bazy «

(Mod)a=(Na- (V)a

taktieZ vyjadrenie pomocou ,pohyblivej* bazy a, t.j. pomocou baz a, 3,

(nod)a = ()a- (1)

ktoré je zaujimavé obratenym poradim d¢initelov. Stacéi si uvedomif, Ze zo
vztahov ¥(a) = B, n(B) = v vyplyva (n o J)(a) =+, a dalej podla ¢asti (iv)
tvrdenia 7.4.1 a tvrdenia 7.4.2 tiez

(noV)a =Pay=Pap Psgy= (V)" (1n)p-

Toto pozorovanie mozno matematickou indukciou rozgirit na Tubovolny ko-
necny pocet baz a linearnych transformaécii.

7.6.1. Veta. Nech ag,aq,...,a;, st bazy konecnorozmerného vektorového
priestoruV ady,...,0: V — V sil linedrne transformacie také, ze v;(a;_1) =
a; pre 1 < i < k. Potom maticu zlozenej transformécie 9 = ;0. . .01 vzhla-
dom na poévodnii bazu ag mozno vyjadrit ako stucin

(79)010 = (191)010 B (§k>ak—1

matic (V;)q,_, diel¢ich transformécii 9; vzhladom na jednotlivé polohy ;4
pohyblivej bazy ay.
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7.6.2. Priklad. N4jdeme maticu linedrnej transformécie £2: R3 — R3 ktora
vznikne zloZenim otocenia (2; okolo osi z = [e3] o uhol 7/4 s otofenim (25
okolo osi so smerovym vektorom (2;(e;) o uhol 7/3.

Linedrna transformdcia {2, mé v baze € = (e, e, e3) maticu

cos(m/4) —sin(w/4) 0 V2/2 —v/2/2 0
(1)e = | sin(n/4)  cos(m/4) 0| =|+v2/2 V2/2 0
0 0 1 0 0 1

Linearna transformécia (2 ma v baze 8 = (21(e) = ({21(e1), 21(e2), €3) (t.].
v ,novej“ baze €) maticu

1 0 0 1 0 0
()3 =0 cos(n/3) —sin(r/3) | = [0 1/2 —/3/2

0 sin(m/6)  cos(w/6) 0 v3/2 1/2

Preto
(2)e = (20 21)e = (f1)e - (f2)p
V2/2 —v/2/2 0 1 0 0
=|v2/2 V22 0| |0 1/2 —V3)2
0 0 1 0 v3/2 1/2

V2/2 —V2/4  V6/4
=(v2/2 Vv2/4 —V6/4
0 V32 1)2

Na zéaklade rovnosti (£2) = (£22)e - (£21)e je uz teraz hrackou vypocitat aj
samotni maticu otocenia (2 vzhladom na kanonickt bazu e:

V2/2 —v2/4 V6/4 V2/2 V2/2 0
(2)e = (2)e- () = | V2/2 v2/4 —v6/4) - | -v2/2 v2/2 0
0 V3/2  1/2 0 0 1
3/4  1/4  /6/4

= 1/4 3/4 —6/4

—/6/4 V6/4 1/2

Cvicenia

7.1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je lineadrne zobrazenie.
Potom pre Iubovolné vektory vy, ...,v, € V plati pvy,...,v,] = [p(v1),...,pv,)].
Dokéazte. Odvodte z toho, ze ak vy, ...,v, generuju V, tak p(v1),...,p(v,) generuji
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7.2

7.3.

7.4.
7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

Im ¢. Specialne, stipce matice A € K™*™ generujt linearny podpriestor Im¢ C K™,
kde ¢: K™ — K™ je dané predpisom p(z) = A - z.

Uréte hodnost matice A nad polom K:

o) K= 4= (32°1); () K =C A= (11170, %)
052 A= (11]) @ k=24 (11]).

(a) Dokéazte vzorce z tvrdenia 7.2.4

(b) Dokazte, ze pre fubovolnt maticu A € K™*" a k,l € N plati A* - Al = AF*! a
(A*)! = AM.

(c) Pre regularnu maticu A € K™*" rozsirte definiciu jej mocniny A* na Tubovovolny
celociselny exponent k a dokazte rovnosti A* - Al = A*+! (AF)! = A¥ pre vietky
k,l € Z (porovnaj s cvi¢enim 2.13).

d) Za akych okolnosti plati pre matice A, B € K™*" rovnost (A - B)* = A* . B* pre
( A plati p : p
Iubovolné k € N?

(e) Za akych okolnosti plati pre regularne matice A, B € K™*" rovnost (A - B)* =
B* . A* pre lubovolné k € 77

f) Najdite priklad reguldrnych matic A, B € R?*2 takyjch, ze vSetky styri matice

g

(A-B)™2, (B-A)"%2, A=2. B2 B~%. A2 st rozne. D4 sa tato tiloha riesit aj bez

pocitania inverznych matic?

Dokéazte tvrdenie 7.3.5.

Zistite, ¢i uvedend matica A nad polom K je reguldrna; v tom pripade vypocitajte
k nej inverzni maticu A=!:

(a)K:Q,A:(fI%%); (b)KZR,AzG\fﬁ);

101 00 Y

(0 K=C A= (131 @ K =€ 4= (1310
110 110

(0 K =22 4= (1) 0 K =2 4= ({31),

Pre matice A, B nad polom R vypocitajte maticu C = A~! - B (ak A je regularna):
2
() A=(733).B=(3172); (b)A—( ),B—(_g )
Ako skasku spravnosti vypoditajte maticu A - C — mali by ste dostat B.
Pre matice A, B nad polom R vypoc¢itajte maticu C = A - B~! (ak B je regularna)
_ 011 95
(a)A< ),B:<025>; (b)A:(%g),B:(%).

100
Ako skisku spravnosti vypodéitajte maticu C - B — mali by ste dostat A.
N4 zaklade skiisenosti nadobudnutych v cviceniach 7.5, 7.6 a 7.7 dokéazte tvrdenie 7.3.1

1
