
Úvod

Tato skripta jsou ur£ena poslucha£·m pedagogické fakulty v²ech sm¥r· studia.
Jsou rozd¥lena do t°í £ástí: V první £ásti je uveden stru£ný p°ehled vývoje mate-
matiky od nejstar²ích dob aº po sou£asnost. Je z°ejmé, ºe uvést detailn¥ takovýto
p°ehled by p°esáhlo rozsah t¥chto skript, proto se autor soust°edil na ty partie,
které se probírají na základních a st°edních ²kolách. Krom¥ samotných fakt· jsou
zde uvedeny i moºné p°íklady vyuºití dané problematiky p°i výuce. V druhé £ásti
jsou uvedeny ºivotopisy významných matematik·, p°ednost dostali op¥t ti, s je-
jichº jmény se mohou ºáci setkat v hodinách matematiky. Kone£n¥ t°etí £ást je
sestavena z referát·, zde m·ºe £tená° nalézt inspiraci pro svou pedagogickou praxi.
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�ást I

Vybrané £ásti z d¥jin
matematiky
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Kapitola 1

Starov¥ká matematika

Zatímco historikové mapující vývoj matematiky °ekn¥me v druhé polovin¥ 19. sto-
letí mají relativn¥ snadnou úlohu, jelikoº tehdy bylo b¥ºné, ºe v¥dci své výsledky
publikovali a tyto publikace se zachovaly v knihovnách, tak historikové bádající
o po£átcích matematiky, mají úlohu velmi nesnadnou, nebo´ se prakticky ºádné
prameny nedochovaly, bylo-li jich v·bec dostate£né mnoºství. P°esto existují jisté
indicie, ºe matematické znalosti m¥l jiº £lov¥k ve star²í dob¥ kamenné. v¥hlasný
moravský badatel prof. Karel Absolon objevil p°i vykopávkách v Dolních V¥stoni-
cích mj. i vl£í ºeberní kost, na níº bylo 55 vryp·, p°i£emº kaºdý pátý vryp byl o n¥co
del²í. Pozd¥ji byly objeveny na jiných místech dal²í podobné kosti. Takto upra-
veným kostnem dnes °íkáme vrubovky. A£koliv o jejich ú£elu vedou v¥dci dodnes
spory, je docela pravd¥podobné, ºe slouºily k po£ítání p°edm¥t·. Ostatn¥ kaºdý
vrchní si dnes po£íná obdobným zp·sobem.

Dobrodruºné knihy z prav¥ku, jeº psával Eduard �torch a které byly v mých
mladých dobách mezi kluky velice oblíbené, dnes jiº moºná nejsou in, p°esto si
jednu dovolím p°ipomenout. Hrdinou románu Lovci mamut· je teenager Kop£em,
jenº byl velice hloubavý a na svou dobu také vzd¥laný, jelikoº um¥l po£ítat do
p¥ti, coº krom¥ ná£elníka a n¥kolika p°edních lovc· nikdo neum¥l. Jestliºe po£et
p°edm¥t· p°esahoval p¥t, tak se °íkalo, ºe v¥cí je mnoho. Tedy dne²ní ℵ0 svým
zp·sobem znali jiº lovci mamut·, jen s tím rozdílem, ºe pod pojmem spo£etná
kone£ná mnoºina se rozum¥ly v²echny mnoºiny, u nichº po£et prvk· p°esáhl p¥t.
Je ov²em zajímavé, ºe podobný zp·sob po£ítání mají i n¥které p°írodní národy
euroatlantickou civilizací zatím nedot£ené. Ostatn¥ i v dne²ních ºivých jazycích lze
nalézt obdobný p°íklad. Po£ítáme jedna, dv¥, t°i, £ty°i atd. Pokud ov²em bereme
jistou £ást celku, tak máme polovinu, t°etinu, £tvrtinu ap. Podobnou zajímavost
lze nalézt i v jiných jazycích, t°ebas Angli£ané po£ítají one, two, third, four a d¥lí
half

Zatímco paleolitický a mezolitický £lov¥k byl ko£ovník, lovec a sb¥ra£, tak lidé
v neolitu se za£ali pozvolna usazovat na jednom míst¥, alespo¬ po ur£itou dobu,
nebo´ zm¥nili zp·sob obºivy. Z ko£ovníka a lovce se stal usedlý zem¥d¥lec, lidé
si za£ali budovat stálá sídla, lidská spole£nost se za£ala atomizovat, nebo´ lidé se
za£ali specializovat na ur£itý zp·sob práce. Dochází k prvním dv¥ma velkým d¥l-
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6 KAPITOLA 1. STAROV�KÁ MATEMATIKA

bám práce�odd¥lení obd¥lávání p·dy a pastevectví a odd¥lení zem¥d¥lské výroby
od °emesla. Stavba obydlí, výroba nástroj· a keramiky, to v²e nasv¥d£uje, ºe se
rozvíjely i matematické, p°edev²ím geometrické znalosti lidí. Jak dosv¥d£ují arche-
ologické nálezy, lidé zdobili keramiku geometrickými vzory, podle tohoto zdobení
historikové dokonce ozna£ují jednotlivé kultury, nebo´ nevíme, jak se tyto prav¥ké
národy jmenovaly (lidé se spirálovitou keramikou, volutovou keramikou, kultura
zvoncových pohár· ap.). S r·stem materiálního bohatství si spole£nost mohla do-
volit i do té doby nemoºnou v¥c. N¥kte°í lidé byli vy£len¥ni z výrobního procesu
a za£ali se v¥novat £innosti duchovní. To se v²ak jiº dostáváme do historické epo-
chy, kterou dnes nazýváme starov¥k a která je charaktrizována zm¥nou uspo°ádání
spole£nosti, mluvíme o civilizacích.

1.1 Matematika starov¥kého Egypta

Egyptská civilizace vznikla na dolním toku Nilu, po£átky egyptského státu kla-
deme do roku asi 3 000 let p°. Kr., kdy do²lo ke sjednocení Horního a Dolního
Egypta. Egyptskou °í²i zaloºenou Menim m·ºeme s klidným sv¥domím nazvat °í²í
tisíciletou, vºdy´ trvala prakticky bez p°eru²ení aº do roku 525 p°. Kr., kdy tuto
°í²i vyvrátili Per²ané. Abychom si u£inili jen malou p°edstavu o tom, jak velké
£asové období tato °í²e trvala, prove¤me malé srovnání s na²í zemí. Ode£teme-li
od dne²ní doby 2 500, dostaneme se do roku 600 let p°. Kr. D¥jepisci ani nev¥dí jak
se jmenovaly kmeny na tomto území sídlící a jaké m¥la tato zem¥ jméno; kelt²tí
Bójové k nám totiº p°i²li asi o sto let pozd¥ji. O znovuzrození Egypta se zaslouºil
jeden z vojev·dc· Alexandra Velikého Ptolemaios, jenº zaloºil poslední královskou
dynastii starov¥kého Egypta.

Ptolemaiovská °í²e zaºila zejména za vlády prvních Ptolemai· velice prospe-
rovala a stala se st°ediskem vzd¥lanosti tehdej²ího sv¥ta. V nov¥ zaloºeném hlav-
ním m¥st¥ Alexandrii bylo zásluhou Démetria Falérského zaloºeno Múseion (D·m
múz) a v této instituci pracovali tém¥° v²ichni nejvýznamn¥j²í v¥dci té doby. I
nejznám¥j²í matematický spis�Eukleidovy základy bylo sepsáno v této instituci
²t¥d°e podporované králem-faraonem Ptolemaiem I. Název této instituce p°etr-
val do dne²ní doby ve slov¥ muzeum, její £innost v²ak byla mnohem bliº²í dne²ní
Akademii v¥d. B¥hem krátké doby se poda°ilo v Alexandrii vybudovat i obrov-
skou knihovnu, v jejichº depozitá°ích byly statisíce svitk·. Traduje se, ºe pokud
n¥kdo p°i²el do Alexandrie a m¥l u sebe knihu, byla mu tato odebrána a uloºena
v knihovn¥, p·vodní majitel se musel spokojit jen s opisem.

Po smrti poslední Egyptské královny Kleopatry VII.1 se Egypt stal sou£ástí
°ímské °í²e. V 7. století Egypt dobyli Arabové a poda°ilo se jim dokon£it to, co za£al
jiº Caesar a v £em úsp¥²n¥ pokra£ovali k°es´an²tí °ím²tí císa°ové v £ele se zboºným
Theodosiem, totiº zlikvidovat zbytky kdysi slavné alexandrijské knihovny. �íká se,
ºe kdyº se arab²tí vojáci ptali svého velitele co d¥lat s knihami, dostalo se jim této
odpov¥di: "Spálit. Bu¤to je v nich to, co je v koránu, pak jsou zbyte£né, nebo je

1Tato milenka �íman· Caesara a Marca Antonia je hlavní postavou n¥kolika román·, diva-
delních her a �lm· a patrn¥ nejznám¥j²í Egyp´ankou v·bec.
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v nich n¥co jiného, pak jsou ²kodlivé."2 V zájmu spravedlnosti v²ak musíme °íci,
ºe tento postoj byl u st°edov¥kých arabských vládc· spí²e ojedin¥lý a platí jen
pro po£áte£ní období islámu. Na jimi obsazených územích se v¥d¥ da°ilo, bohuºel
i jimi zaloºené knihovny byly pozd¥ji vd¥£ným objektem tentokrát k°es´anských
vandal·.

Pro moderní Evropu objevila Egypt Napoleonova výprava na sklonku 18. sto-
letí, sice vojensky pro Francouze nakonec neúsp¥²ná, le£ pro poznání starov¥kého
Egypta velmi významná. Bonaparte s sebou totiº vzal i významné francouzské
v¥dce, z matematik· se mj. zú£astnili Monge a Fourier. A£koliv Francouzi hodlali
nalezené památky odvézt dom·, aby je uchránili p°ed nevzd¥lanými felláhy3, díky
nim tehdej²í Evropa poznala starov¥ký Egypt a zrodila se nová v¥da�egyptologie.
Ostatn¥ Napoleon Bonaparte byl jedním z mála moderních vládc·, který si uv¥do-
moval význam v¥dy pro spole£nost. Traduje se, ºe p°ed bitvou vºdy velel u£enci a
oslové doprost°ed. Pokud si uv¥domíme, jak velký význam m¥li oslové pro tehdej²í
armádu kv·li p°eprav¥ nákladu, nevyznívá tento rozkaz pro u£ence v·bec pejora-
tivn¥ nýbrº naopak. Tento d·stojník d¥lost°electva a pozd¥j²í císa° se zajímal o
nejnov¥j²í v¥decké objevy a p°i ud¥lování poct se v¥dci nekr£ili n¥kde vzadu, nýbrº
naopak. Sám matematiku velmi dob°e ovládal a dovedl ocenit její význam.

Le£ vra´me se do starov¥kého Egypta. A£koliv sta°í Egyp´ané bývají ozna£o-
váni jako nejpsav¥j²í národ starov¥ku a zanechali nám spoustu psaného materiálu,
bohuºel matematických text· nám z·stalo pramálo, snad proto, ºe matematické
spisy nebyly tesány hieroglyfy do kamene, nýbrº psané hieratickým písmem na
papyrové svitky. Dochované památky, p°edev²ím pyramidy, hrobky a chrámové
komplexy dokazují, ºe matematické znalosti starých Egyp´an· byly velké, i kdyº
asi m¥ly spí² empirický charakter.

Nejznám¥j²í staroegyptský matematický text je tzv. Rhind·v papyrus, který
byl sepsán v 16. století p°. Kr., av²ak jeho p°edloha je zhruba o t°i století star²í.
Pojmenován je po anglickém staroºitníku Rhindovi, jenº ho v roce 1858 zakoupil.
Dva velké fragmenty jsou nyní v Britském muzeu v Londýn¥, n¥kolik men²ích
zlomk· se dostalo do brooklynského muzea. Sestává se ze £trnácti list· ²irokých
38-40 cm, celková délka obou v¥t²ích fragment· je 513 cm. Moskevský papyrus byl
zakoupen Rusem Goleni²£evem koncem 19. století a dnes ho nalezneme v Pu²kinov¥
muzeu krásných um¥ní v Moskv¥. P·vodní rozm¥ry se odhadují na 544x8 cm,
dnes se v²ak sestává z jednoho v¥t²ího kusu o jedenácti listech a devíti malých
zlomk·. N¥kolik zlomk· papyru s matematickými texty se nalezly v roce 1889 v
Káhúnu, dva malé zlomky vlastní Berlínské muzeum. V Egyptském muzeu v Káhi°e
opatrují dv¥ d°ev¥né tabulky s matematickými texty a tím vý£et staregyptských
matematických památek kon£í.

Podívejme se tedy, co se z matematických znalostí starých Egyp´an· dochovalo
do dne²ní doby. Základem matematiky je £íslo a sta°í Egyp´ané pracovali s £ísly
celými a se zlomky. Pro celá £ísla vyvinuli desetinný nepozi£ní systém zápisu, který
vyuºíval £íslice od 1 do 1 000 000. �ísla se zapisovala kombinací pot°ebného po£tu
£íslic pro jednotky, desítky, stovky atd. �íslo 42 bychom v egyptském podání psali

2Totéº se traduje i o dobyvateli st°ední Asie.
3Nakonec se museli spokojit jen se sádrovými odlitky a kresbami vynikajícího kreslí°e Denona;

originály si odvezli vít¥zní Angli£ané.
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jako jedna jedna deset deset deset deset. Egyp´ané pouºívali pouze tzv. kmenné
zlomky, tedy p°evrácené hodnoty p°irozených £ísel. Po£ítání se zlomky bylo tedy
dosti t¥ºkopádné, nebo´ výsledek musel být zapsán op¥t jako kmenný zlomek. Aby
si usnadnili práci, sestavovali tabulky, v nichº byly zlomky vyjád°eny jako sou£et
n¥kolika zlomk· kmenných, nap°íklad 2

3 = 1
2 + 1

6 .
Egyp´ané ovládali základní aritmetické operace, p°i£emº násobení a d¥lení bylo

zaloºeno na s£ítání. Jeden £initel se zdvojnásoboval tak dlouho, dokud jeho ná-
sobky nedosáhly druhého £initele, výsledky se potom se£etly. M¥l-li tedy Egyp-
´an vynásobit £ísla 51 a 11 a nem¥l-li zrovna po ruce kalkula£ku, postupoval ná-
sledovn¥. 1x51=51, 2x51=102, 4x51=204, 8x51=408. Se£teme-li poloºky 1, 2 a
8, dosáhneme kýºeného výsledku 561. Naproti tomu p°i d¥lení t¥chto dvou £ísel
zdvojnásobujeme d¥litele tak dlouho, aº dostaneme d¥lence. 51=44+4+2+1. Tedy
51:11=4+4/11+2/11+1/11. Umoc¬ování a odmoc¬ování není ve staregyptských
textech p°íli² £asté, v¥t²inou se provádí na "slu²ných hodnotách"a je pravd¥po-
dobné, ºe p°i t¥chto operacích byla vyuºívána i geometrická znázorn¥ní. Velkou
pozornost byla v¥nována práci s kmenovými zlomky, podrobn¥j²í popis t¥chto ope-
rací by p°esáhl rozsah t¥chto skript, proto odkazujeme £tená°e na jinou literaturu,
nap°. [Vy]. Jelikoº Egyp´ané °e²ili pouze praktické úlohy, museli po£tá°i také bez-
pe£n¥ ovládat p°evody jednotek.

Ze zachovaných matematických text· usuzujeme, ºe Egyp´ané m¥li pom¥rn¥
zna£né znalosti geometrie, zejména co se tý£e praktického vyuºití, tedy výpo£t·
obsah· a objem·. Egyp´ané dovedli spo£ítat obsah pravoúhelníku. Trojúhelníky
znali pouze rovnoramenné a jejich obsah se po£ítal jako obsah obdélníka se stejným
obsahem. Obsah lichob¥ºníku po£ítali p°evedením na obsah rovnoramenného troj-
úhelníku, jehoº základna byla stejn¥ dlouhá jako sou£et délek základen lichob¥º-
níku, tedy znali vzorec S = (a+c).v

2 . Kruh byl ur£ován délkou polom¥ru a jeho
obsah se po£ítal p°evedením na £tverec o p°ibliºn¥ stejném obsahu. Strana £tverce
p°itom odpovídala 8

9 pr·m¥ru zadaného kruhu. Egyp´ané nepracovali s £íslem �,
výsledky k nimº dosp¥li odpovídají hodnot¥ � .

= 3, 16.
Jak dokazují pyramidy, jediný ze starov¥kých div· sv¥ta, který se zachoval aº

do dne²ních dn· a který patrn¥ budou i na²i potomci dlouhou obdivovat, m¥li
Egyp´ané i dobré znalosti stereometrie. Ovládali výpo£et objemu kvádru a válce,
kdy postupovali stejn¥ jako se postupuje nyní, tedy obsah podstavy se násobí vý²-
kou. Um¥li vypo£ítat i objem komolého jehlanu, av²ak je zajímavé, ºe pro toto
t¥leso nem¥li speciální název a zobrazovali je pouze ideogramem. Postup bychom
dnes charakterizovali vzorcem V = 1

3v(a2 +ab+b2). V Rhindov¥ papyru lze nalézt
i úlohy na výpo£et sklonu pyramidy. Ani ve stereometrických úlohách nenajdeme
odvození postupu a na rozdíl od úloh planimetrických se nezachovala ani jednotná
terminologie. Vzhledem k tomu, ºe nalezené matematické památky pocházejí z re-
lativn¥ pozdní doby, je pravd¥podobné, ºe v nich byly zúro£eny tisícileté zku²enosti
egyptských inºenýr·.

V dochovaných matematických textech lze nalézt i úlohy na aritmetickou a ge-
ometrickou posloupnost a praktické úlohy, mimo jiné na srovnávání kvality chleba
a piva. Jiné úlohy vedou na °e²ení rovnic a v n¥kterých nalezneme °e²ení metodou
fale²ného p°edpokladu. Malý výb¥r ze staroegyptských úloh uvádíme v následují-
cích °ádcích.
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Trojúhelník, jehoº vý²ka je deset a základna £ty°i. Udej mi (obsah) jeho plochy.
Spo£ítej polovinu ze £ty°, je to dv¥, pro udání jeho obdélníku. Po£ítej s deseti
dvakrát, vyjde dvacet. To je (obsah) jeho plochy. (Moskevský papyrus, úloha 4)

Metoda výpo£tu (obsahu) kruhové plochy o (pr·m¥ru) 9 chet. Jaký je obsah
její plochy? Ode£ti jednu devítinu z toho, je to jedna, zbytek je osm. Po£ítej s
osmi osmkrát, vyjde ²edesát £ty°i. Toto je její obsah v plo²e. 64 secat. (Rhind·v
papyrus, úloha 50)

Metoda výpo£tu pytle s mnoha drahými kovy. �ekne-li se ti: pytel, v n¥mº je
zlato, s°íbro a cín. Tento pytel m·ºe být získán za 84 ²atej. Co je to, co p°íslu²í
kaºdému kovu, kdyº za deben zlata s dá 12 ²atej, (za) st°íbro to je 6 ²atej a (pro)
deben cínu je to 3 ²atej. Se£ti to, co se dá za ²atej v²ech kov·, vyjde 21. Po£ítej
s t¥mi 21 aº najde² 84 ²atej. To je, za co je moºné získat tento pytel. Vyjde 4. To
dá² za kaºdý kov. Postup: Po£ítej se £ty°mi dvanáctkrát, vyjde: zlato je 48, to je
to, co mu p°íslu²í. 6x st°íbro 24, 3x cín 12. 21 celkem 84. (Rhind·v papyrus, úloha
62)

Metoda výpo£tu 16 m¥°ic hornoegyptského je£mene. P°evést na 100 chleb· (kva-
lity) 20, zbytek na pivo (kvality) 2, 4, 6 1

2
1
4 sladu pro datle. Spo£ítej podíl t¥ch

chleb· (kvality) 20, vyjde 5. Spo£ítej zbytek ze 16 za 5, vyjde 11. Prove¤ d¥lení 1
t¥mi velikostmi kvalit vyjde 2

3
1
4 . Po£ítej s

2
3
1
4 dvakrát, nebo´ bylo °e£eno 1

2
1
4 sladu

pro datle, vyjde 1 2
3
1
6 . Po£ítej s t¥mi 1 2

3
1
6 aº najde² 11, vyjde 12x. �ekni mu: toto

je p°íslu²né pivo. Nalezl jsi správn¥. (Moskevský papyrus, úloha 13)
K této úloze p°ipojíme malý komentá°. Je z°ejmé, ºe na 100 chleb· kvality

dvacet se spot°ebuje 5 m¥°ic je£mene. Na jeden dºbán od kaºdé kvality piva se
spot°ebuje 1

2 + 1
4 + 1

6 m¥°ice obilí, coº po p°idání datlí dává 11
6 m¥°ice. Vyd¥lením

11 m¥°ic touto hodnotou získáme po£et dºbán· piva. Pozorný £tená° si zajisté
v²imne, ºe t¥ch dºbán· není dvanáct, nýbrº pouhých ²est. Je tedy pravd¥podobné,
ºe autor této úlohy byl velkým milovníkem piva a v tomto p°ípad¥ bylo p°ání otcem
my²lenky.

1.2 Babylónská matematika

Dal²í významnou oblastí, kde vznikly vysp¥lé civilizace, byla Mezopotámie, tedy
kraj mezi °ekami Eufratem a Tigridem. Na rozdíl od Egypta tuto oblast obývalo
postupn¥ n¥kolik národ· (Sumerové, Akkadové, Babyló¬ané, Asy°ané), pro jed-
noduchost budeme mluvit o matematice babylónské, i kdyº toto ozna£ení není
úpln¥ p°esné. V této oblasti se pouºívalo tzv. klínové písmo4 , psalo se p°eváºn¥ na
hlin¥né tabulky, které se vypalovaly, takºe památek na tyto °í²e se zachovalo rela-
tivn¥ mnoho. Zdá se, ºe babylónská matematika byla na vy²²í úrovni neº egyptská,
alespo¬ dochované památky na to ukazují. Jedním z nejv¥t²ích p°ínos· Babylónie
bylo pouºívání pozi£ního zápisu £ísla, Babylo¬ané pouºívali ²edesátkovou soustavu,
snad proto, ºe £íslo ²edesát má mnoho d¥litel·. Z Babylónie pochází d¥lení kruhu
na 360 díl·, hodiny na 60 minut a podobn¥. Toto d¥lení je tak pevn¥ ukotveno v
lidské mysli, ºe ani tv·rcové m¥rové soustavy SI, která je jinak striktn¥ zaloºena na

4Klínové písmo je nejdéle pouºívaným písmem v historii lidstva, pouºívalo se více neº t°i tisíce
let.
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desítkové soustav¥ a jednotky d¥lí £i násobí aº na výjimky po tisícinách £i tisících,
si netrou�i hodinu rozd¥lit na tisíc milihodin a k tomuto d¥lení p°istoupili aº u
jednotky nejmen²í, tedy sekundy.

�edesátkovou soustavu pouºíval jiº nejstar²í národ, který obýval Mezopotámii
a tímto národem byli Sumerové. Zatímco my £íslo 1011 vyjad°ujeme jako 1.103 +
0.102 + 1.101 + 1.100 aniº si n¥kdy toto uv¥domujeme. Sumerové v²ak toto £íslo
chápali jako 16.601 +51.600. Sumerové v²ak neznali nulu, a to ani jako symbol pro
prázdné místo. Stejn¥ tak postupovaly i dal²í národy, které p°i²ly do krajiny mezi
Eufratem a Tigridem. Po£tá° tedy musel poznat pouze z kontextu úlohy, které £íslo
ten který zápis vyjad°uje. Teprve ke konci babylonské éry lze nalézt zápis £ísla,
kdy je na míst¥ nuly speciální znak. Babyló¬ané byli skv¥lými po£tá°i, tabulka
YBC 7289 z období známého panovníka Chamurapiho (asi 1700 p°.Kr.) obsahuje
výpo£et

√
2 s p°esností na milóntiny. Pro usnadn¥ní výpo£t· si podobn¥ jako

Egyp´ané pomáhali r·znými tabulkami. Tak nap°íklad tzv. Plimptonská tabulka
£. 322 obsahuje °adu pythagorejských trojic.

Babyló¬ané byli také experty na °e²ení rovnic jednotlivých a jejich soustav. �e-
²ení lineárních rovnic bylo samoz°ejmostí, trou�i si v²ak i na rovnice kvadratické
a n¥které typy rovnic kubických. Jelikoº neznali symboliku, museli popisovat jed-
notlivé operace slovn¥. Stejn¥ tak neuznávali záporná £ísla, proto museli rovnice
zadat tak, aby obsahovaly pouze kladná £ísla a záporná °e²ení ignorovali. Jako
ukázku si uvedeme °e²ení rovnice x2 + x = 0, 75. Levá strana byla dopln¥na na
£tverec (x + 0, 5)2 = 1, z toho pak plyne x + 0, 5 = 1 a x = 0, 5. Druhý ko°en
x = −1, 5 je záporný a ten nehledali, a£koliv by se snadno tímto postupem na²el
(x+ 0, 5 = −1⇒ x = −1, 5).

Zajímavou úlohu lze nalézt na tabulce VAT 8398. Z (1) bur (4) gur obilí jsem
sklidil. Z jednoho druhého bur (3) gur obilí jsem sklidil. Obilí nad obilí o o (8,20)
p°evy²uje. Moje pole p°i£teno a (30,0)dává. Moje pole jsou co? Tato úloha je psána
pon¥kud ²roubovan¥, obsahuje r·zné jednotky, jejihº p°evody Babyló¬ané dob°e
ovládali (narozdíl od nás), £ísla jsou vyjád°ena v ²edesátkové soustav¥. Pro lep²í
pochopení babylónského postupu úlohu p°eformulujeme. Zedník·m byla p°ivezena
basa lahvových piv. Kvasary stojí 15 K£, Veleny 12 K£. Celkem jsme zaplatili 276
K£ (bez zálohy). Kolik je kterých? Babyló¬an p°edpokládal, ºe obou druh· byl
stejný po£et, v tom p°ípad¥ bychom zaplatili 10.15+10.12 = 270 K£. je tedy jasné,
ºe Kvasar· je více, p°i£emº si uv¥domil, ºe zám¥nou Velena za Kvasar se zvedne
cena nákupu o 3 K£. Sta£í tedy rozdíl mezi skute£nou a hypotetickou cenou vyd¥lit
t°emi a hned víme, ºe Kvasar· bylo dvanáct a Velen· osm. Dnes se podobné úlohy
°e²í pomocí soustav dvou rovnic o dvou neznámých, metoda fale²ného p°edpokladu
je v²ak podle autorova názoru tou nejp°irozen¥j²í a je ²koda, ºe v sou£asných
u£ebnicích není zmi¬ována. Není p°ece problém zam¥nit piva za limonády, které
£ernohorský pivovar také vyrábí, £i za jiný, pro d¥ti vhodný artikl, pop°ípad¥ pro
zvý²ení ekonomických znalostí p·vodní úloh p°evést na sou£asné jednotky.

Babyló¬ané ovládali vzorce pro druhou mocninu dvoj£lenu, rozdíl £tverc·, sou-
£et prvních n £len· geometrické posloupnosti s kvocientem 2 a sou£et prvních n
druhých mocnin p°irozených £ísel, i kdyº formulace m¥li k dispozici slovní návod
na tyto výpo£ty by asi byla p°esn¥j²í. Vý²e zmín¥ná plimptonská tabulka doka-
zuje, ºe um¥li konstruovat pythagorejské trojice a znali téº geometrickou interpre-
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taci t¥chto £ísel. Ve znalostech geometrie v²ak za Egyp´any pon¥kud zaostávali,
alespo¬ dosavadní nálezy sv¥d£í o tom, ºe um¥li ur£it obsah trojúhelníku a li-
chob¥ºníku a znali p°ibliºné návody na výpo£et objemu válce, kuºele a komolého
jehlanu. Národy ºijící v Mezopotámii v²ak budovali své stavby z pálených cihel a
tyto se aº na základy do dne²ních dob nezachovaly.
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Kapitola 2

Matematika v antickém �ecku

�ecké kmeny v n¥kolika vlnách osídlily nejen dne²ní �ecko, ale také ostrovy v
Egejském mo°i a také pob°eºí Malé Asie. Práv¥ ve m¥stech na maloasijském po-
b°eºí m·ºeme nalézt po£átky °ecké a tím pádem i evropské v¥dy. Teprve od t¥chto
dob m·ºeme mluvit o matematice, teprve �ekové za£ali d¥lat matematiku tak jak
ji známe dnes. Zatímco d°íve byly °e²eny pouze konkrétní úlohy, �ekové za£ali
budovat matematiku jako abstraktní v¥du, své poznatky za£ali zobec¬ovat a do-
kazovat. Matematika egyptská i babylónská byla pro nás v ,podstat¥ anonymní,
a£koliv známe n¥jaká jména, tak teprve z �ecka známe jména muº·, které m·-
ºeme ozna£it za matematiky v dne²ním slova smyslu. A jsou to jména, která zná
skoro kaºdý. i kdyº se matematikou nezabývá. Jména jako Archimédes, Eukleides,
Pýthágorás, Tháles a dal²í jsou dnes v²eobecn¥ známa. O jejich ºivot¥ a hlavn¥
díle bude zmínka p°edev²ím v druhé £ásti t¥chto skript, v krátké p°ehledu vývoje
matematiky v²ak výsledky jejich práce nemohou chyb¥t.

2.1 Figurální £ísla

Patrn¥ se jiº nedozvíme, pro£ se v �ecku tak výrazn¥ zm¥nil charakter mate-
matiky od °e²ení konkrétních úloh k abstraktní v¥d¥. Podle n¥kterých badatel·
tomu mohly napomoci �gurální £ísla. P°irozené £íslo totiº m·ºeme vizualizovat
více zp·soby, jedním z nich je i pomocí kamínk·. Kaménky je moºné uspo°ádat do
obrazc·�takto vzniklé uspo°ádání nazýváme �gurální £ísla (trojúhelníková, ob-
délníková, £tvercová, p¥tiúhelníková ap.) T°ebas to byl bývalý voják £i t¥locviká°,
koho napadlo se°adit kaménky do dvojstupu a zjistil, ºe n¥kdy je tvar uzav°ený
(£ísla sudá), jindy je neuzav°ený (£ísla lichá). Stejný výsledek obdrºíme, vytvo°íme-
li ze dvou dvojstup· jeden, p°itom v²ak v·bec nezáleºí na tom, kolik £len· mají
jednotlivé zástupy, ale výhradn¥ na tom, jsou-li p·vodní útvary uzav°ené £i ni-
koliv. Narodila se tak první matematická v¥ta a sou£asn¥ byla téº dokázána. Na
druhé stran¥ mám pochybnosti, zda tento objev byl d·leºitý pro lidi z praxe, a´
jiº to byl stavitel £i obchodník s olivami.

Trojúhelníková �gurální £ísla se dají vyjád°it vzorcem a = 1
2n(n + 1), coº je

také vzorec pro sou£et prvních n £len· aritmetické posloupnosti, v níº a1 = 1 a

13
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d = 1. �tvercová �gurální £ísla jsou dána vzorcem a = n2. Podíváme-li se na
jejich praktickou konstrukci, pak vidíme, ºe první je ur£eno jedním kamínkem.
Abychom dostali druhé, musíme ve vodorovném sm¥ru p°idat dva kamínky a ve
svislém jeden, tedy celkem t°i. P°i konstrukci t°etího pak ve vodorovném sm¥ru
p°idáme t°i a ve svislém dva, celkem p¥t atd. Tento postup je vlastn¥ vizualizace
vzorce

1 + 3 + 5 + ⋅ ⋅ ⋅+ 2n− 1 = n2

neboli slovy sou£et n lichých £ísel se rovná n2.

2.2 Soum¥°itelnost, objev iracionality

Jiº ze staro°eckých bájí m·ºeme usoudit, ºe Helénové byli národ hudbymilovný a
moºná práv¥ hudba inspirovala Pýthágora a jeho ºáky k vytvo°ení jejich zvlá²t-
ního �lozo�ckého sm¥ru. Pýthagorejci si totiº pov²imli, ºe tóny vytvo°ené dv¥ma
strunami zn¥jí libozvu£n¥ práv¥ tehdy, kdyº jejich délky jsou v pom¥ru malých
celých £ísel. Zmá£kneme-li druhou strunu p°esn¥ v polovin¥, obdrºíme oktávu (2 :
1), zkrácením struny na dv¥ t°etiny získáme kvintu (3 : 2), kvart¥ odpovídá pom¥r
(4 : 3) atd. Pro£ tedy hledat základ sv¥ta v ohni, vod¥ £i neur£itém apéironu, kdyº
tu máme £íslo. Základem jsoucna je £íslo (arithmos), jedin¥ £íslo nám umoºní po-
psat kvantitativní vztahy v¥cí a jev·. A tak jako hudba je uchu lahodící kdyº jsou
délky strun v pom¥ru malých celých £ísel, tak i sv¥t musí být krásný, budeme-li
ho moci vyjád°it obdobným zp·sobem.

Podle jejich p°edstav byl ve st°edu vesmíru centrální ohe¬, kolem n¥hoº obíhají
na jednotlivých sférách Zem¥, M¥síc, Slunce, jednotlivé planety a hv¥zdy. Jelikoº
�ekové znali pouze p¥t planet, bylo nutno vymyslet je²t¥ Protizemi, aby sfér, po
nichº nebeská t¥lesa obíhají, bylo deset. Desítka byla pro pýthagorejce symbolem
dokonalosti, proto by nep°enesli p°es srdce, kdyby m¥lo být sfér pouze dev¥t. Je
samoz°ejmé, ºe sféry byly kulové, jejich polom¥ry v pom¥ru malých celých £ísel
a pohyb nebeských t¥les rovnom¥rný. Tak jako p°i pohybu struny £i p°i chv¥ní
vzduchového sloupce vzniká hudba, tak i p°i pohybu nebeských t¥les musela podle
pýthagorejských p°edstav vznikat hudba, nádherná, dokonalá, kterou mohli vnímat
jen velcí duchové, nebo´ tato hudba m·ºe být vnímána pouze rozumem. �ecké
slovo kosmeo znamená krásný, proto název kosmos a ze stejného slovního základu
máme i slovo kosmetika.

Jedni£ku nepovaºovali za £íslo, nýbrº za základní stavební kámen aritmetiky.
P°irozená £ísla byla sou£tem ur£itého po£tu jednotek, sudá £ísla byla ºenská, lichá
muºská. Racionální £ísla byla p°edstavována jako pom¥ry p°irozených £ísel. Kaºdá
dv¥ £ísla byla soum¥°itelná, tedy vºdy existovalo nejmen²í £íslo, které d¥lilo ob¥
p·vodní £ísla. Tato pohoda v²ak nepanovala dlouho, nebo´ p°i²el objev iracionality
(nesoum¥°itelnosti) a pýthagorejc·m se zhroutil sv¥t. Bylo zakázáno tento objev
zve°ejnit, le£ ²ídlo v pytli neutají² a o iracionalit¥ se brzy dozv¥d¥li i lidé mimo
jejich komunitu. Hippas z Metapontu, který m¥l tento objev zve°ejnit, byl podle
n¥kterých legend zabit, podle jiných se zabil sám, podle je²t¥ jiných byl dokonce
potrestán bohy.
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D·kaz, ºe odmocnina ze dvou je £íslo iracionální pat°í dnes ke ²kolským p°ípa-
d·m aplikace d·kazu sporem. Pokud by

√
2 byla £íslo racionální, bylo by moºné

ji psát ve tvaru zlomku, tedy
√

2 = p
q , p°i£emº (p, q) = 1. Po umocn¥ní a úprav¥

máme p2 = 2q2, tedy p2 je sudé a proto i p je sudé, tedy lze je psát ve tvaru
p = 2k a po dosazení do p°edchozí rovnice obdrºíme, ºe i £íslo q je sudé, coº
je spor s p°edpokladem, ºe £ísla p a q jsou nesoud¥lná. Tento d·kaz je jednodu-
chý, av²ak �ekové pravd¥podobn¥ na iracionalitu

√
2 p°i²li jiným zp·sobem; dv¥

nejpravd¥podobn¥j²í hypotézy uvádíme v následujících odstavcích.
M¥jme £tverec, jehoº strana m¥°í a jednotek a úhlop°í£ka u jednotek. Alespo¬

jedno z t¥chto £ísel je liché, protoºe kdyby byla ob¥ sudá, mohli bychom volit
dvojnásobnou jednotku. Podle Pýthagorovy v¥ty platí u2 = a2 + a2 a £íslo u2 je
tedy sudé, proto je také u sudé, proto celým po£tem jednotek m·ºeme zm¥°it i
polovinu úhlop°í£ky. Op¥tovné pouºití Pýthagorovy v¥ty dává a2 =

(
u
2

)2
+
(
u
2

)2
a tedy i a je £íslo sudé, coº je spor s p°edpokladem. Tento d·kaz je v podstat¥
geometrickou modi�kací d·kazu uvedeného vý²e.

Pýthagorejci m¥li v oblib¥ pravidelný p¥tiúhelník, jemuº p°ipisovali magicou
moc. Máme-li sestrojit pravidelný p¥tiúhelník ABCDE, sta£í sestrojit rovnora-
menný trojúhelník ABC, zbývající body se snadno naleznou. Jelikoº podle pý-
thagorejc· m¥ly kaºdé dv¥ úse£ky spole£nou míru, dá se p°edpokládat, ºe tuto
spole£nou míru hledali. Snadno se v²ak ukáºe, ºe pokud taková úse£ka existuje,
tak je rovn¥º spole£nou mírou pentagonu A1B1C1D1E1, jehoº vrcholy jsou pr·-
se£íky úhlop°í£ek p¥tiúhelníku p·vodního. Stejným postupem m·ºeme vytvá°et
stále men²í a men²í p¥tiúhelní£ky, jejichº strana a úhlop°í£ka mají tutéº spole£nou
míru jako pentagram p·vodní. To v²ak není moºné, proto p°edpoklad o soum¥°i-
telnosti strany a úhlop°í£ky je ²patný a musíme p°ijmout opa£ný záv¥r ºe tyto dv¥
úse£ky jsou nesoum¥°itelné.

S iracionálními £ísly jsou propojeny i t°i slavné úlohy, o jejichº p°esné °e²ení
se �ekové marn¥ pokou²eli. První z t¥chto úloh je zdvojení krychle. K této úloze
se váºe následující legenda: Na ostrov¥ Délos vypukla morová epidemie a protoºe
nep°estávala, vyslali Dél²tí poselstvo do delfské v¥²tírny s prosbou o radu. Odpov¥¤
byla jednoduchá�je t°eba zdvojit podstavec sochy boha Apollóna, který byl celý
ze zlata a m¥l tvar krychle. Podmínkou bylo, aby i nový oltá° m¥l krychlový tvar a
nutno °íci, ºe si Délané s tímto problémem neporadili. Bohové v²ak z°ejm¥ ocenili
alespo¬ snahu, protoºe morová epidemie nakonec ustala.

Dal²ím problémem je kvadratura kruhu, jinými slovy sestrojit £tverec o stejném
obsahu jako daný kruh. Zatímco kvadratura obdélníka je záleºitost snadná, sta£í
vyuºít nap°. Eukleidovu v¥tu o vý²ce v2 = ca ⋅ cb a sestrojit pravoúhlý trojúhelník
s p°eponou ca + cb a vý²ka tohoto obdélníka je stranou hledaného £tverce, najít
konstrukci pro kruºnici se neda°ilo. Jako kvadratura kruhu se dnes v literatu°e £i
v noviná°ském jazyce ozna£uje velmi t¥ºce °e²itelný problém.

T°etím problémem je trisekce úhlu, jinými slovy rozd¥lit za pouºití kruºítka a
pravítka úhel na t°i stejné díly. Bisekce £ili rozp·lení úhlu je úloha tak snadná, ºe by
ji m¥li ovládat uº ºáci základních ²kol, rozd¥lení úhlu na t°i úhly stejné velikosti se
neda°ilo. N¥kdy se k t¥mto úlohám p°idává je²t¥ rekti�kace kruºnice, tedy nalezení
úse£ky stejné délky jako obvod kruºnice a konstrukce providelných mnohoúhelník·.
V²echny tyto úlohy musely být °e²eny tzv. euklidovskou konstrukcí, tedy kruºítkem
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a pravítkem, £ili konstrukcí kone£ného po£tu p°ímek a kruºnic. Dnes jiº víme, ºe
tyto úlohy takto nelze °e²it, nebo´ £íslo � je transcendentní, jinými slovy jedná se
o iracionální £íslo které není ko°enem algebraické rovnice.

2.3 Základy

O ºivot¥ Eukleidov¥ toho dnes moc nevíme, ale jeho dílo Stoichea, £esky Základy
mu zajistilo nesmrtelnost. �íká se, ºe se jedná o druhou nejvydávan¥j²í knihu v
d¥jinách lidstva v·bec a jelikoº na prvním míst¥ máme Písmo svaté, tak v kategorii
v¥deckých publikací £i u£ebnic toto dílo bezkonkuren£n¥ vede. Eukleides v tomto
díle soust°edil ve²keré matematické v¥d¥ní tehdej²ího �ecka. Toto dílo je sloºeno
z 13 knih, jejich vý£et a charakteristiku lze nalézt nap°. v [Eu]. Jistý paradox
m·ºeme nalézt v tom, ºe a£ jsou Základy nej£ten¥j²í matemtickou knihou historie,
tak je lze sou£asn¥ ozna£it také jako knihu nejmén¥ £tivou. Základy jsou totiº
sloºeny výhradn¥ z de�nic, axiom·, tvrzení a lemat, p°i£emº kaºdá v¥ta je zde
dokázána. Nenalezneme zde ºádné p°íklady, a´ jiº motiva£ní nebo vysv¥tlující,
ºádný spojovací text £i komentá°e, ty pocházejí aº z per dal²ích matematik· a
umoº¬ijí £tená°i snaz²í pochopení textu.

Jelikoº partie, které se týkají geometrie jsou pom¥rn¥ £asto citovány v£etn¥
proslulých p¥ti Eukleidových axiom· (ty uvedeme v kapitole pojednávající o 19.
století), podívejme se rad¥ji na aritmetickou £ást Základ·, tedy na knihy sedmou,
osmou a devátou. Na úvod sedmé knihy uvádí Eukleides dvacet dva de�nic a
za£íná tím, ºe de�nuje jedni£ku a (p°irozené) £íslo (D7/1 a D7/2). Jedni£ku tedy
nepovaºuje za £íslo, nýbrº za základní stavební kámen £ísla. M·ºeme tak soudit z
toho, ºe Eukleides znázor¬uje £ísla jako úse£ky; jedni£ku tedy p°edstavuje základní
úse£ka a nap°. £íslo p¥t je tvo°eno p¥ti stejnými úse£kami poskládanými za sebou.
Toto pojetí £iní pak n¥které d·kazy t¥ºkopádnými, pokusy chápat jedni£ku jako
kaºdé jiné £íslo, nebyly úsp¥²né.1 �tená°, který se domnívá, ºe n¥co podobného jiº
v této knize £etl, se nemýlí, tuto £ást p°evzal Eukeides od pyhtagorejc·.

Nyní si dovolíme malou odbo£ku, kdyº odcitujeme n¥kolik v¥t z u£ebnice [Sm1],
která byla vydána zhruba p°ed 150 lety. �íslo (numerus, die Zahl)jest více stejných
p°edm¥t·. Onen stejný p°edm¥t, jenº v £ísle p°ichází, nazýváme jednost. V £ísle 7
krejcar· jest jednost krejcar, v £ísle deset koní jest tím k·¬ a v £ísle p¥t set jest
tím sto. Tento citát ukazuje, ºe i páter �imerka psal svoji u£ebnici v eukleidov-
ském duchu a na druhou stranu nám tento p°íklad p°ibliºuje uvaºování °eckých
matematik·.

Vra´me se v²ak op¥t k Základ·m: Dal²í de�nice se týkají b¥ºných pojm·, jako
£ísla sudá a lichá, prvo£íslo a £íslo sloºené, nejmen²í spole£ný násobek a nejv¥t²í
spole£ný d¥litel, úm¥ra ap. Poslední, dvaadvacátá de�nice pak de�nuje dokonalé
£íslo, jímº se rozumí to £íslo, které je rovno sou£tu v²ech svých £ástí (rozum¥j
d¥litel· men²ích neº je £íslo samo). Kniha pak pokra£uje t°icetidevíti tvrzeními,
které se týkají d¥litelnosti p°irozených £ísel. Nalezneme zde i známý Eukleid·v
algoritmus, by´ ne v takové form¥ v jaké ho známe dnes. Tvrzení 1/7: Jsou dána
dv¥ r·zná £ísla a je-li nep°etrºit¥ men²í ode£ítáno od v¥t²ího a jestliºe £íslo, které

1Nap°. stoický �losof Chrysippos (280�207) p°. Kr.
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z·stane, nikdy ned¥lí p°edchozí a jestliºe od£ítáme tak dlouho, dokud nezbude jed-
ni£ka, pak p·vodní dv¥ £ísla jsou nesoud¥lná.

Je-li nap°. a1 = 19 a a2 = 7, pak podle Eukleida musíme postupovat násle-
dovn¥: 19-7=12, 12-7=5, 7-5=2, 5-2=3, 3-2=1. Zkrácení algoritmu do sou£asné
podoby pomocí d¥lení je z°ejmé, d·kaz je pak snadný, nebo´ sta£í vyuºít skute£-
nosti, ºe z p°edpokladu b∣a1 ∧ b∣a2 plyne b∣(a1 − a2). Tak budeme pokra£ovat tak
dlouho, aº dojdeme ke sporu, ºe b∣1. Jen pro zajímavost dodáváme, ºe a£koliv je
toto tvrzení obecné, Eukleid·v d·kaz je d¥lán jen na t°i ode£ítání. Stejn¥ ov²em
jsou dokazována i ostatní obecná tvrzení.

Kniha osmá obsahuje 27 tvrzení, které se týkají spojitých úm¥r nebo chcete-li
kone£ných geometrických posloupností. Jako ukázku uvedeme tvrzení22/8: Jsou-li
t°i £ísla spojit¥ úm¥rná a první je £tverec, pak i t°etí je £tverec. D·kaz tohoto
tvrzení je snadný, nebo´ platí a2 = ka1, a3 = ka2 = kk2a1.

Kniha devátá se týká teorie parity a prvo£ísel. Najdeme zde jiº uvedená tvrzení,
týkající se parity sou£tu £i násobku £ísel. Nap°. ve v¥t¥ 22/9 se tvrdí: Se£teme-li
ur£itý po£et lichých £ísel a tento po£et je £íslo sudé, pak i sou£et je £íslo sudé. D·kaz
je proveden tak, ºe se vezmou £ty°i lichá £ísla, od kaºdého je ode£tena jedni£ka,
£ímº obdrºíme £ísla sudá. Jejich sou£et je £íslo sudé, p°i£tením £ty° jedni£ek se na
parit¥ nic nezm¥ní.

V tvrzení 20/9 se °íká: Prvo£ísel je více neº víc neº jakékoliv mnoºství pr-
vo£ísel. D·kaz je proveden sporem, Eukleides vezme t°i prvo£ísla, najde jejich
nejmen²í spole£ný násobek a p°i£te k n¥mu jedni£ku. Takto vzniklé £íslo je bu¤
prvo£íslo (to by bylo ale £tvrté) nebo sloºené. Nem·ºe v²ak být d¥litelné ani jedním
z p°edchozích�na jedno jsme tedy zapomn¥li. �ekové neznali pojem nekone£no,
chápali je jen jako nekone£no potenciální, tedy ve smyslu, ºe daný po£et mohu na-
vy²ovat. Ostatn¥ ani v £ásti geometrické neuvádí, ºe p°ímka je nekone£n¥ dlouhá,
ale tvrdí ºe úse£ku (p°ímku) lze neomezen¥ prodluºovat za oba krajní body.

V¥ta 35/9 je v podstat¥ vzorec pro sou£et prvních n £len· geometrické posloup-
nosti. Nech´ je dáno jakékoliv mnoºství £ísel, která jsou spojit¥ úm¥rná. Ode£t¥me
první £íslo od druhého a od posledního. Potom p°ebytek druhého k prvnímu je
stejný jako p°ebytek posledního k sou£tu v²ech p°edchozích. Tato pon¥kud krko-
lomná formulace ne°íká nic jiného, neº ºe platí a2−a1

a1
= an+1−a1

a1+a2+⋅⋅⋅+an
. Odvození

známého vzorce pro sou£et prvních n £len· geometrické posloupnosti je pak jiº
hra£kou.

Poslední v¥ta této knihy (36/9) zní takto: M¥jme libovolné mnoºství £ísel po-
£ínaje jedni£kou, která jsou spojit¥ úm¥rná s quocientem dva a s£ítejme je tak
dlouho, dokud nebude sou£et prvo£íslo. Vynásobíme-li tento sou£et posledním, pak
sou£in je £íslo dokonalé. Eukleides zde uvádí posta£ující podmínku pro to, aby
£íslo tvaru (2n − 1).2n−1 bylo dokonalé. Dá se dokázat, ºe tato podmínka je sou-
£asn¥ i podmínkou nutnou. �ísla 22 − 1 se nazývají £ísla Mersennova, v sou£asné
dob¥ je známo asi 40, která jsou prvo£ísla a hledání Mersennových prvo£ísel je v
sou£asné dob¥ velkým hitem mezi matematiky-amatéry.

Záv¥rem této £ásti si dovolím malé zamy²lení na téma Eukleides a sou£asný
sv¥t. Eukleidovy základy vycházejí z názor· dvou významných antických �lozof·.
Prvním z nich je Platón2 a jeho idealistická �lozo�e, která rozli²uje dva sv¥ty. ten

2Platón (427/8�347 p°. Kr.), °ecký idealistický �lozof, zaloºil ²kolu nazvanou Akademie.
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reálný, v n¥mº ºijeme a dále transcendentní sv¥t ideí. V na²em sv¥t¥ jsou lidé, zví-
°ata, rostliny a v¥ci, které poznáváme svými smysly. Tyto vznikají, v pr·b¥hu £asu
se m¥ní, nakonec zanikají. T°esoucí se ratlík je pes stejn¥ jako doga. Odpojíme-li
ve stanici n¥kolik vagón·, to co ze stanice vyjede, bude zase vlak. Transcendentní
sv¥t v²ak m·ºeme poznat poze rozumem, tento sv¥t je dokonalý a jediný skute£ný,
ovládaný ideou Dobra. V tomto sv¥t¥ existuje jeden pes a jeden vlak. Idea vlaku £i
psa se nerodí a neumírá, neodráºí v sob¥ nic jiného a také se na nic jiného nem¥ní.
Idea psa je samoz°ejm¥ obsaºena ve v²ech pejscích, kte°í pobíhají po zemi, stejn¥
jako idea vlaku je obsaºena ve v²ech vlacích, které se kdy po kolejích pohybovaly,
pohybují a pohybovati budou. Idea v²ak není konkrétními realizacemi nikterak
ovlivn¥na.

Stejn¥ je tomu tak i v Základech. De�nice 1 praví: Bod je to, co nemá £ásti.
De�nice 2 nám °íká, ºe: �ára je délka bez ²í°ky. Jenºe i kdybychom si o°ezali
tuºku na o°ezávátku vybaveném nejmodern¥j²í technikou, tak i s takto o°ezanou
tuºkou námi kreslené body budou �í£ky a narýsovaná £ára jsouce pat°i£n¥ zv¥t-
²ena nám bude p°ipomínat autostrádu. Jak by °ekl Vlasta Burian, geometrie se
nám abstrouhala3 od reálné skute£nosti. Problémy geometrické °e²íme rozumem
a potom je více £i mén¥ v¥rn¥ realizujeme na papí°e. Nebude tedy náhoda, m¥l-li
Platón na vstupních dve°ích své Akademie nápis Nevstupuj, kdo nezná² geometrii.

Druhým je Aristoteles ze Stageiry4, zakladatel logiky. Podle n¥ho je t°eba v¥-
novat velkou pozornost de�nicím pojm·, nebo´ lidé se domlouvají práv¥ pomocí
pojm·. Cesta poznání princip· vede od jednotlivého ke v²eobecnému a nazývá
se indukce. tyto principy je potom nutno zd·vodnit úsudkem neboli dedukcí. Po-
kud se ukáºe, ºe nový princip je d·sledkem princip· jiº ov¥°ených, ud¥lali jsme
d·kaz. Ne kaºdé tvrzení lze dokázat, takovým tvrzením °íkáme axiomy. Základy
mají logickou výstavbu v tomto duchu a na stejném principu jsou zaloºeny i dal²í
matematické teorie.

2.4 Matematika praktická

Z p°edchozích °ádk· by se mohl zdát, ºe °e£tí v¥dci °e²ili pouze úlohy teoretické v
klidu svých pracoven. �ekové v²ak byli zdatnými námo°níky, o £emº sv¥d£í jednak
jejich báje (Argonauté, Odysseia ap.), jednak fakt, ºe se jim poda°ilo kolonizovat
valnou £ást St°edomo°í. Sedm bylo div· starov¥ku, tak jak je uvád¥l Filón, z
toho p¥t bylo na území obývaném �eky a nejmén¥ t°i (Artemidin chrám v Efesu,
mauzoleum v Halikarnassu a maják na ostrov¥ Faru) byly p°edev²ím divy archi-
tektonickými. Uº tyto skute£nosti sv¥d£í o tom, ºe dovedli pouºívat matematické
znalosti také v praxi.

�ekneme-li dnes náhodnému kolemjdoucímu jméno Archimédes, tak se prav-
d¥podobn¥ vybaví t¥leso pono°ené do kapaliny a z toho usoudí, ºe se jednalo o
fyzika. Pokud bereme dne²ní rozd¥lení v¥dy, tak s tímto tvrzením lze jist¥ sou-
hlasit, nesmíme v²ak zapomenout na to, ºe Archimédes byl i skv¥lý inºenýr a z

3Zde musíme krále komik· opravit, správn¥ má být abstrahovala.
4Aristoteles (384�322 p°. Kr.), vedoucí osobnost Lýkeia, polyhystor s velkým smyslem pro

metodiku v¥deckého zkoumání.
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díla, které se do dne²ního dne zachovalo, je jasné, ºe ho m·ºeme ozna£it také jako
matematika. V kaºdém p°ípad¥ lze °íci, ºe Archimédes byl nejvýznamn¥j²ím v¥d-
cem starov¥ku. S jeho jménem se setkávají ºáci jiº od základní ²koly, proto o jeho
n¥kterých objevech pojednáme podrobn¥ji.

Zatímco výpo£et obvodu £i obsahu pravidelných mnohoúhelník· ne£iní ºádných
potíºí, tak stanovení vzorc· pro obvod kruºnice £i obsahu kruhu jiº není zdaleka
jednoduché a vyºaduje to od u£itel· zna£ného d·vtipu, aby ºáci vzorce pochopili,
nebo´ zatím nemají k dispozici pat°i£ný aparát. Ur£it¥ by v²ak stálo za to, vrátit
se po probrání goniometrických funkcí k této problematice a pokusit se odvodit
vzorce podobným zp·sobem, jakým to ud¥lal p°ed mnoha staletími Archimédes.

Archimédova metoda vychází z Eudoxova exhausta£ního principu, jenº m·ºe
být formulován takto: Nech´ l je délka kruºnice, ln je délka pravidelného n−úhelníku
této kruºnici vepsaného. Pak ke kaºdému k > 0 existuje n takové, ºe l − ln < k.
Podobným zp·sobem lze tento princip zformulovat i pro délku kruºnice a pravi-
delného n -úhelníka této kruºnici opsaného a podobným zp·sobem m·ºeme po-
stupovat i pro obsah kruhu a n-úhelník· kruhu opsaných £i vepsaných.

M¥jme tedy kruºnici o pr·m¥ru d a ptejme se, jakým £íslem musíme vynásobit
pr·m¥r, abychom dostali délku. Ozna£íme-li hledáné £íslo symbolem �, potom
obdrºíme l = �d. Pro obvod pravidelného n-úhelníka kruºnici vepsaného lze snadno
odvodit vzorec

ln = nd sin
360∘

2n
(2.1)

. Porovnáním obou vzorc· dostaneme dolní odhad £ísla �, a sice � > n sin 360∘

2n .
Podobn¥ lze odvodit horní hranici, nebo´ obvod pravidelného n-úhelníku kruºnici
opsaného je

Ln = nd tg
360∘

2n
(2.2)

a platí tedy � < n tg 360∘

2n . Spojením t¥chto podmínek obdrºíme omezení pro £íslo
�, které je dáno následující nerovností

n sin
360∘

2n
< � < n tg

360∘

2n
. (2.3)

Z t¥chto úvah je z°ejmé, ºe se nám tímto zp·sobem nikdy nepoda°í stanovit
p°esnou hodnotu £ísla �. Pro praktické výpo£ty v²ak sta£í znát jen p°ibliºnou
hodnotu této konstanty. Sta£í si tedy stanovit tuto p°esnost k a po£ítat hodnoty
obou odhad· tak dlouho, aº obdrºíme Ln−ln < k. Pokud tyto hodnoty nepo£ítáme
pomocí po£íta£e ale jen s kalkulátorem, sta£í vyjít z ur£ité hodnoty n a po£et stran
zdvojnásobovat tak dlouho, aº platí poºadovaná nerovnost.

Obdobným zp·sobem m·ºeme postupovat i p°i stanovení konstanty, kterou
je nutno vynásobit druhou mocninu pr·m¥ru (polom¥ru), abychom dostali obsah
kruhu. Z praktických d·vod· budeme hledat £íslo, kterým je nutno vynásobit
druhou mocninu polom¥ru a toto £íslo ozna£íme op¥t �. Pro obsah n−úhelníka
kruºnici vepsaného lze snadno odvodit vzorec

pn = nr2 sin
360∘

2n
cos

360∘

2n
=

1

2
nr2 sin

360∘

n
(2.4)
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. Obsah n-úhelníka opsaného je zase dán vzorcem

Pn = nr2 tg
360∘

2n
(2.5)

. Pro omezení £ísla � tedy máme vztah

n sin
360∘

n
< � < n tg

360∘

2n
(2.6)

a pro stanovení £ísla � postupujeme obdobn¥ jako p°edtím.
Archimedes vycházel z pravidelného ²estiúhelníku a výpo£et zastavil p°i pravi-

delném ²estadevadesátiúhelníku. Obvykle se se uvádí, ºe pouºíval hodnotu � = 22
7 ,

coº je v naprostém souladu s dnes b¥ºn¥ pouºívanou hodnotou � .
= 3, 14, kteráºto

hodnota je naprosto posta£ující pro technickou praxi.
Archimédes se rovn¥º zabýval kvadraturou paraboly, tedy výpo£tem obsahu

pravoúhlého trojúkelníka, jehoº p°eponu nahradíme parabolou y = x2. V jednom
ze zp·sobu dovedn¥ vyuºil svých znalostí mechaniky. P°i osv¥tlení jeho metody
budeme pro snaz²í pochopení pouºívat sou£asnou symboliku. M¥jme tedy páku,
kterou ztotoºníme s osou x a která bude mít st°ed otá£ení v po£átku sou°adné
soustavy. Nalevo umístíme rovnoramenný trojúhelník, jehoº strany budou y = 1

2x,
y = − 1

2x a x = −1. Na pravou stranu pak dáme parabolu y = x2, kde x ∈ [0; 1].
Vezmeme-li libovolné x0 z tohoto intervalu, pak i p°í£ka trojúhelníka má tutéº
délku a moment síly bude M = x0 ⋅ x0%g. Aby nastala rovnováha, musíme vzít
p°í£ku i trojúhelníku na pravé stran¥ a umístit ji do bodu x = 1. Celý trojúhelník
na stran¥ levé tedy m·ºeme vyváºit tak, ºe v²echny p°í£ky trojúhelníku na pravé
stran¥ soust°edíme do bodu x = 1. Jelikoº hustota a tíhové zrychlení se vykrátí a
trojúhelník m·ºeme nahradit hmotným bodem umíst¥ným v jeho t¥ºi²ti, obdrºíme
rovnici

P (x) ⋅ 1 =
x2

2
⋅ 2

3
x⇒ P (x) =

1

3
x2.

Toto ov²em není jediný zp·sob, jak provést kvadraturu paraboly. Archimédes
také pro tento p°ípad vyuºil exhausta£ní metodu a vypl¬oval plochu pod parabolou
trojúhelníky, viz [Zn]. Krom¥ kvadratury paraboly odvodil vzorce pro výpo£et
objemu a povrchu válce a koule. Zabýval se i problematikou koule vepsané do
rovnostranného válce a zjistil, ºe pom¥ry objem· a povrch· t¥chto t¥les jsou 2 : 3.
I tuto zajímavost lze snadno odvodit p°i probírání tématu objemy a povrchy t¥les
jiº na základní ²kole. Kdyº byl Cicero správcem na Sicílii, tak na²el Archiméd·v
hrob a zjistil, ºe na jeho pomníku byla vytesána práv¥ koule vepsaná do válce,
tak si z°ejm¥ tento geniální muº cenil svého objevu. Zlé jazyky tvrdí, ºe tento
Ciceron·v objev pat°í k tomu nejvýznamn¥j²ímu, £ím �ímané p°isp¥li k rozvoji
matematiky.

Záv¥rem této £ásti si op¥t dovolíme trochu za�lozofovat. Zatímco Eukleid·v
p°ístup m·ºeme ozna£it jako statický a £ist¥ intelektuální, lze Archimédovy me-
tody ozna£it jako dynamické a inºenýrské (praktické). Bylo by asi dost odváºné
tvrdit, ºe Archimédes pouºíval p°i svých úvahách in�mitezimální po£et, základní
my²lenky tohoto odv¥tví matematiky v²ak v jeho díle nalezneme. Tento Syrakusan
dokázal také matematiku uvád¥t do praxe, jak jsme jiº nazna£ili a snad práv¥ proto
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si vyslouºil velký obdiv autora knihy [?]. Zde se lze s autorem tohota díla ztotoºnit,
nesouhlasíme v²ak s jeho zatracováním t¥ch v¥dc·, kte°í pat°ili ke sm¥ru prvnímu.
Domníváme se, ºe i eukleidovské konstrukce mají své místo ve výuce matematiky,
i kdyº patrn¥ málokdo bude v ºivot¥ konstruovat trojúhelník ur£ený stranou a
vý²kou a t¥ºnicí na tuto stranu. Práv¥ tyto konstrukce, stejn¥ jako d·kazové úlohy
ap. mají nezastupitelný význam pro rozvoj logického my²lení.
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Kapitola 3

Matematika ve st°edov¥ku

Roku 476 byl sesazen poslední císa° západo°ímské °í²e Romulus. Je paradoxem
d¥jin, ºe se jmenoval stejn¥ jako mytologický zakladatel �íma, pro jeho bezvý-
znamnost mu dali d¥jepisci p°ízvisko Augustulus (císa°í£ek). Toto datum bývá
ozna£ováno jako p°elom mezi starov¥kem a st°edov¥kem, a£koliv východní polo-
vina °ímského impéria se pod údery barbar· nezhroutila a trvala je²t¥ dal²ích tém¥°
tisíc let. Na troskách °í²e západo°ímské vznikaly a zanikaly °í²e r·zných germán-
ských kmen·. Nejvýznamn¥j²í a také nejstabiln¥j²í státní útvar zaloºili Frankové,
jejichº °í²e se stala základem dvou sou£asných evropských velmocí�Francie a N¥-
mecka. Nejvýznamn¥j²ím a také nejznám¥j²ím franským panovníkem byl Karel
Veliký, který pochopil význam vzd¥lání a na jehoº dvo°e ºil u£ený mnich Alcuin.
Karlova °í²e sice dlouho nep°eºila svého tv·rce, byla v²ak základem pro vznik
dne²ních evropských velmocí Francie a N¥mecka.

3.1 Alcuin a druzí

Dostane-li se nám do rukou n¥jaká publikace zabývající se rekrea£ní matematikou,
m·ºeme s vysokou pravd¥podobností o£ekávat, ºe tam bude i následující o°í²ek:
N¥jaký muº m¥l p°evézt p°es °eku vlka a kozu a hlávku zelí a nemohl najít jinou
lo¤ku neº takovou, která byla schopna uvézt jen dva z nich. Bylo mu v²ak na°ízeno,
ºe má v²echny p°evézt nepo²kozené. �ekni kdo m·ºe², jak je nepo²kozené mohl
p°evésti.

Tato úloha je stará jiº zhruba tisíc dv¥ st¥ let a myslím, ºe stále pobaví a
kdo ji nezná, musí chvíli p°emý²let, neº ji vy°e²í. Poprvé byla uvedena v knize
Propositiones ad acuentos iuvenes, coº bychom do mate°²tiny mohli p°eloºit jako
Úlohy pro byst°ení mladík·, za jejíhoº autora je povaºován práv¥ Alcuin. Krom¥
této úlohy zde nalezneme je²t¥ t°i dal²í, ostatn¥ Alcuin je historiky matematiky
povaºován za vynálezce tohoto typu úloh. Uvedeme je²t¥ jednu úlohu, která není
tak známa. Byli t°i p°átelé a kaºdý z nich m¥l sestru a m¥li se p°epravit p°es °eku.
Kaºdý z nich pocítil touhu po sest°e svých p°átel. Kdyº p°i²li k °ece, nalezli jen
malou lo¤ku, v níº se nemohli p°epravit více neº dva sou£asn¥. �ekni, kdo m·ºe²,
jak se p°epravili p°es °eku, aniº by jediná z nich byla poskvrn¥na. Z °e²ení uvede-

23
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ného problému samotným Alcuinem vyplývá, ºe £est dívky by byla poskvrn¥na v
p°ípad¥, ºe by byla o samot¥ s jiným muºem bez p°ítomnosti bratra. Z této úlohy
vyplývá, ºe poºadavky na morálku ºen byly v dob¥ Alcuinov¥ na jiné úrovni neº
v dne²ní dob¥.

P°ed n¥kolika lety se k autorovi dostala úloha, jeº je analogická k p°edchozí a
která má být údajn¥ pouºívána v Japonsku jako test inteligence p°i p°ijímání do
zam¥stnání. Doba na vy°e²ení je p·l hodiny a protoºe autor stále p·sobí v Brn¥
je jasné, ºe ji do p·l hodiny nevy°e²il. �e²ení v²ak úloha má. P°es °eku se mají
p°epravit otec se dv¥ma syny, matka se dv¥ma dcerami a policista se zadrºeným.
K dispozici mají lo¤ku pro dv¥ osoby, kterou v²ak m·ºe °ídit pouze dosp¥lá osoba.
Synové nemohou být sami v p°ítomnosti matky, dcery zase v p°ítomnosti otce. Za-
t£ený nesmí být o samot¥ s ºádným £lenem rodiny, kupodivu neute£e, není-li pod
dohledem policisty. Fran²tí mladíci si ov²em nebyst°ili rozum jen úlohami o p°e-
váºení, nýbrº i jinými. Známý monolog Vlasty Buriana o p°íbuzenských zmatcích
(obdobným bavil publikum uº Jind°ich Mo²na) má sv·j p°edobraz v jedné úloze
z Alcuina která zní: Jestliºe otec a syn uvedou do manºelství poz·stalou vdovu a
její dceru a to tak, ºe syn si vezme vdovu a otec dceru, °ekni, ptám se, jakým
p°íbuzenstvím budou spojeni synové, kte°í by jimi byli zplozeni.

P°eváºná £ást této sbírky je v²ak v¥nována úlohám matematickým. Nalezneme
zde úlohy na rovnici o jedné neznámé, úlohy geometrické, úlohy na p°evád¥ní jedno-
tek a také úlohy na posloupnosti a úlohy na diofantické rovnice jakoº i úlohy kombi-
natorické. V¥t²ina t¥chto úloh je obdobná jako ty z dne²ních u£ebnic, pouze zp·sob
zadání je mnohem kv¥tnat¥j²í, neº dne²ní stroze formulované úlohy. Uv¥domíme-li
si, ºe v 8. století nebyla k dispozici alegebraická notace tak jak ji známe dnes,
musíme uznat, ºe °e²ení slovních úloh byl od tehdej²ích ºák· docela dobrý výkon.
Je v²ak docela dob°e moºné, ºe kdyby stroj £asu p°enesl tehdej²í studenty do 21.
století, tak by také na²e postupy nepochopili a divili by se, jak komplikovan¥ tak
snadné úlohy °e²íme.

Alcuin nebyl jediným autorem, jehoº sbírka úloh se zachovala. �ty°i st°edov¥ké
úlohy jsou p°ipisovány Bedovi ctihodnému, £tvrtá je zajímavá tím, ºe se v ní mluví
o záporných £íslech. Pravd¥podobn¥ z Byzance £tvrtého století pochází sbírka
úloh, jeº je p°ipisována °eckému básníku Metrodorovi, nebo´ jsou uve°ejn¥ny v jeho
Palatinské antologii. Je ov²em moºné, ºe úlohy samotné pocházejí od jiného autora
a Metrodoros je pouze zver²oval. Z desátého století se dochovala i sbírka ²esti úloh
od Abú Kámila nazvaná Sbírka matematických kuriozit. Tyto úlohy vedou vºdy na
soustavu diofantických rovnic a jejich formulace je pon¥kud stereotypní�osoba má
k dispozici sto drachem a jejím úkolem je koupit n¥kolik druh· pták· za r·zné ceny.
Pro bliº²í seznámení se s t¥mito sbírkami doporu£uji knihu [Ma1]. Jako upoutávku
uvádíme výb¥r n¥kolika zadání z vý²e uvedených knih.

Lineární rovnicí o jedné neznámé by dne²ní ºactvo °e²ilo tuto úlohu: N¥jaký
chlapec pozdravil otce. Bu¤ pozdraven ot£e, pravil. Na to otec odpov¥d¥l: Bu¤ zdráv
synu. A´ ºije² kolik jsi ºil a tento dvojnásobek rok· ztrojnásobí² a p°idej jeden
z mých rok· a bude² mít sto let. A´ °ekne kdo m·ºe, kolik let m¥l tenkrát onen
chlapec. Krom¥ matematiky bychom m¥li ocenit jak p¥kn¥ se k sob¥ otec a syn
chovali.

Dne²ní úlohy na p°evád¥ní jednotek jsou jednotvárn¥ formulovány rozkazem
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p°eve¤te decimetry na centimetry a následuje n¥kolik £íselných zadání. Alcuin v²ak
tyto úlohy formuluje s velkým ²armem, námi vybraná p°ipomíná spí²e Fontainovy
£i Krylovovy bajky: Hlemýº¤ byl od vla²tovky pozván na sva£inu ve vzdálenosti
jedné míle. Hlemýº¤ v²ak nemohl za den ujít více neº jednu unci stopy. A´ °ekne
kdo by cht¥l za kolik dní by hlemýº¤ dorazil na onu sva£inu. Podmi¬ovací zp·sob
je na míst¥, nebo´ podle Alcuinova výsledku by ²nek dorazil na sva£inu za 90 000
dní.

Úlohy o spole£né práci bývají zadávány tak jak to trefn¥ popsal S. Leacock v díle
Literární poklesky. Superman A to zvládne skoro celé sám, B je b¥ºný pracovník
a C takový ne²ika, ºe je aº s podivem, ºe ho ti dva v·bec vzali do party. Ne tak
Metodoros: Výrob£e pálených cihel, velice moc si p°eji dokon£it d·m. Dne²ní den
je bez mrak· a já uº nepot°ebuji mnoho pálených cihel; dohromady je jich jenom
t°ista, které chybí. Tak mnoho jsi ud¥lal sám za jediný den a dv¥ st¥ p°inesla
denní práce synova, práv¥ tak mnoho a je²t¥ padesát dodal ze´. Kolik hodin to tedy
trvá, kdyº se vy t°i spole£n¥ pustíte do práce? Krom¥ poetické hodnoty oceníme
i realismus úlohy. Syn i ze´ otci významn¥ pomohou a p°itom je pochopitelné, ºe
mistr je na práci ²ikovn¥j²í neº tovary²i.

Mezip°edm¥tové vztahy napomohou upevnit úlohy v nichº vystupují postavy z
°ecké mytologie, jednu z nich uvedeme záv¥rem: Jednou se zeptala Afrodité Erota,
který k ní p°i²el sklí£ený: "Jaký zármutek t¥ trápí mé dít¥?"On tedy odpov¥d¥l:
"Práv¥ jsem p°icházel z Helikonu, obtíºen jablky, ale ta mi ukradly Múzy a pak
uprchly. Kleio mi vzala p¥tinu, Euterpe dvanáctinu jablek; dále osminu Thaleia, ta
vzne²ená, dvacetinu pak je²t¥ sebrala Melpomene, Terpsichore mi ukradla £tvrtinu
a Erato uchopila jako sv·j díl sedminu. Polyhymnia mi ukradla t°icet jablek, sto
dvacet potom Urania, s t¥ºkým nákladem se odplíºila pry£ Kalliopé s t°emi sty
jablky. A tak jsem p°i²el k tob¥ dom·�pohle¤�s lehkýma rukama; bohyn¥ mi
nechaly jen pouhých padesát jablek.

Jelikoº Múzy inspirovaly a inspirují um¥lce a v¥dce, tak jim tento poklesek
odpustíme.

3.2 Fibonacci aneb nejen problémy chovatelské

Kdosi umístil pár králík· na ur£itém míst¥ ze v²ech stran ohrazeném zdí, aby po-
znal, kolik pár· králík· se p°itom zrodí pr·b¥hem roku, jestliºe u králík· je tomu
tak, ºe pár králík· p°ivede na sv¥t m¥sí£n¥ jeden pár a ºe králíci za£ínají rodit ve
dvou m¥sících svého v¥ku. Jelikoº první pár v prvním m¥síci dá potomstvo, zdvoj-
násob, a v tomto m¥síci bude² mít dva páry, z nich jeden pár, totiº první, rodí i
v následujícím m¥síci, takºe ve druhém m¥síci bude² mít t°i páry. Z nich v násle-
dujícím m¥síci dva páry dají potomstvo, takºe ve t°etím m¥síci se zrodí je²t¥ dva
páry a po£et pár· králík· v tomto m¥síci dosáhne p¥ti...

Tuto úlohu nalezneme v knize Liber abaci, jejímº autorem je Leonardo Pisánský,
téº nazývaný Fibonacci. Autor postupn¥ rozebírá situaci v jednotlivých m¥sících,
aby nakonec dosp¥l k tomu, ºe za jeden rok bude v ohrad¥ 377 pár· králík·. Úloha
kon£í poznámkou, ºe takto lze po£ítat králíky aº do nekone£na. Odhlédneme-li
pon¥kud od idealizovaných podmínek, jako je v¥rnost partner· a ºelezné zdraví
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na jedné stran¥ a na dne²ní pom¥ry neuv¥°iteln¥ nízká a kupodivu pravidelná
produktivita rozmnoºování, je nám zde p°edstavena zajímavá posloupnost. Tato
posloupnost se dnes nazývá Fibonacciho a lze ji zadat rekurentním vzorcem Fk =
Fk−1 + Fk−2, F0 = 0, F1 = 1.1 Prvky této posloupnosti se nazývají Fibonacciho
£ísla a mimo matematiku se s nimi m·ºeme setkat mj. v knize Dana Browna �ifra
mistra Leonarda.

S Fibonacciho £ísly se dnes setkávám v °ad¥ oblastí matematiky, zde si uvedeme
jednu zajímavou souvislost. Eukleides v tvrzení 11 druhé knihy °e²í následující
úlohu: Rozd¥lit danou úse£ku tak, aby obsah obdélníka, jehoº strany jsou p·vodní
úse£ka a jedna z £ástí m¥l stejný obsah jako £tverec, jehoº stranou je druhá £ást.

Ozna£íme-li x stranu £tverce, potom musí platit

a(a− x) = x2,

coº dává kvadratickou rovnici x2 + ax − a2 a její °e²ení je x1,2 = a(−1±
√
5)

2 . Pod-
mínkám úlohy vyhovuje pouze kladný z t¥chto ko°en·. Ozna£íme-li

Φ =
a

x
=

x

a− x
,

obdrºíme po dosazení za x Φ = 1+
√
5

2

.
= 1, 618034. Úloha rozd¥lit úse£ku na takové

£ásti se dnes nazývá zlatý °ez a £íslo Φ zlatý pom¥r. Tento pom¥r je sou£asn¥
limn→∞

Fn+1

Fn
. Dal²í zajímavosti o Fibonacciho £íslech lze nalézt mj. v [Ja], kde je

uvedena i dal²í literatura týkající se této problematiky.
Fibonacci byl nejvýznamn¥j²ím st°edoevropským matematikem a posloupnost

po n¥m pojmenovaná není zdaleka jeho jediným vkladem do matematiky. Krom¥
jiº zmín¥né Knihy o abaku je autorem dal²ích £ty° matematických spis·, jeº uve-
deme v £eském p°ekladu: Praxe geometrie, Kv¥t, Dopis podepsaného Leonarda
Mistru Theodorovi, císa°skému �lozofovi a Kniha £tverc·. A£koliv není ve svých
dílech vºdy originální a p°ebírá poznatky dal²ích matematik·, s jejímiº spisy se
z°ejm¥ seznámil na svých cestách, jeho dílo stojí za pozornost. Nem·ºeme zde po-
drobn¥ rozebírat jeho spisy, v tomto ohledu odkazujeme £tená°e na knihu [Be2],
proto uvedem stru£n¥ jen n¥které jeho výsledky.

Fibonacci jako jeden z prvních za£al pouºívat indicko-arabské £íslice a desítkový
pozi£ní systém. �ást jeho díla je v¥nována zápisu £ísel, po£etním operacím v£etn¥
odmoc¬ování a p°evád¥ní jednotek. V Knize o abaku v²ak najdeme i úlohy vedoucí
na °e²ení rovnic, a to i kvadratických a kubických. Jelikoº se v té dob¥ nepouºívala
sou£asná notace a nepracovalo se se zápornými £ísly, musí p°i °e²ení kvadratických
rovnic pouºívat n¥kolik typ· tak, aby se v nich nevyskytovaly záporné koe�cienty.
U kvadratických rovnic dokáºeme zrekonstruovat °e²ení a p°ijít k záv¥ru, ºe v
podstat¥ pouºíval sou£asné vzorce, tak u rovnice kubické tomu tak není, a£koliv
jím nalezené °e²ení je velice p°esné.

Leonardo pisánský pracoval i s posloupnostmi, krom¥ jiº zmín¥né po n¥m po-
jmenované u n¥ho nalezneme p°íklady na sou£et prvních n £len· aritmetické po-
sloupnosti, p°íklady na sou£et £tverc· a evergreen zábavné matematiky, totiº sta-
roegyptskou úlohu o ko£kách. Jelikº od prvního uvedení této úlohy uplynulo jiº

1Název poprvé uºil francouzský matematk E. Lucas (1842�1891).
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mnoho let, v jeho podání se z ko£ek staly sta°eny. V jeho spisech nalezneme i
úlohy na °e²ení diofantických rovnic. Krom¥ pta£ích úloh jako v Abu Kámilovi zde
nalezneme i úlohy sloºit¥j²í, které spí²e p°ipomínají Diofantovu Aritmetiku. Jako
p°íklad m·ºeme uvést tuto: Nalezn¥te £tvercové £íslo, které zv¥t²eno i zmen²eno o
5 dává op¥t £tvercové £íslo.

V geometrii p°i de�nování základních pojm· navázal na Eukleida, v¥nuje se
i "m¥°ení obrazc·", pod tímto pojmem musíme rozum¥t p°edev²ím návody na
výpo£et obsahu. Uvádí obecný vzorec na výpo£et obvodu a obsahu kruhu, v jeho
podání je � = 22

7 . Je zajímavé, ºe reprodukuje i Archimédovu metodu na výpo£et
£ísla � pomocí opsání a vepsání pravidelného ²estadevadesátiúhelníku. Fibonnacci
uvádí i návody na výpo£et objem· t¥les, zejména jehlanu a koule. V¥nuje se i
výpo£t·m délek stran a úhlop°í£ek pravidelného p¥tiúhelníka a desetiúhelníka a
zlatému °ezu. Um¥l dokázat, ºe t¥ºnice trojúhelníka se protínají v jednom bod¥ a
ºe t¥ºi²t¥ d¥lí t¥ºnici v pom¥ru 2 : 1.2

Záv¥rem se zmíníme o dvou zajímavých skute£nostech. Ve Fibonacciho pracech
se objevují náznaky pouºívání matematické notace a obecné °e²ení úloh. Jako p°í-
klad m·ºeme uvést tuto úlohu: P¥t koní spot°ebuje za dev¥t dní ²est váhových
jednotek ovsa. Za kolik dn· spot°ebuje deset koní ²estnáct stejných váhových jed-
notek ovsa? Fibonacci °íká, ºe a koní spot°ebuje b ovsa v c dnech, d koní pak e
jednotek v f dnech. Musí platit abc = def a odsud lze vypo£ítat poºadovanou hod-
notu. V n¥kterých úlohách na °e²ení �nan£ní hotovosti n¥kolika osob; tyto úlohy
vedou na soustavu lineárních rovnic, které mají jedno °e²ení záporné. Fibonacci
uvádí, ºe tato úloha je °e²itelná pouze v p°ípad¥, ºe uznáme, ºe daná osoba má
dluh (neboli °e²ením je £íslo záporná).

3.3 Arabové

S Araby jsme se jiº setkali v £ásti v¥nované egyptské matematice a zmínka o jejich
p°ínosu v¥d¥ byla velmi negativní. Nazna£ili jsme v²ak, ºe se jednalo spí²e o exces
a nyní p°ichází ta správná chvíle, abychom £tená°e seznámili s arabským vkladem
do pokladnice sv¥tové matematiky. Kdyº v roce 622 uprchl Mohamed z Mekky do
Medíny, asi jen málokdo tu²il, ºe se za osm let vít¥zn¥ vrátí a ºe jeho nástupci
dobudou rozsáhlá území, na nichº se roz²í°í jím zaloºené nové náboºenství�islám.

Arabové b¥hem n¥kolika staletí obsadili území, které na západ¥ za£ínalo ve
�pan¥lsku a p°es severní Afriku a Blízký východ dosahovalo aº k °ece Indu. Tato
°í²e byla zna£n¥ nesourodá a postupn¥ se rozpadla na n¥kolik samostatných celk·
a nastával téº postupný úpadek a ztráta dobytých pozic. Stejn¥ jako tomu bylo
v p°ípad¥ °í²e °ímské, tak i na území obsazeném Araby ºili dál p·vodní obyva-
telé, proto se n¥kdy mluví ne o arabské matematice, ale o matematice islámské.
Ani tento termín v²ak není úpln¥ p°esný, nebo´ vedle dominantního islámu byla
tolerována i jiná vyznání, zejména k°es´anství a judaismus. My se budeme pro
jednoduchost drºet u nás vºitého ozna£ení matematika arabská.

Tak jako Ptolemaiovci v Egypt¥, tak i bagdád²tí kalifové si uv¥domovali vý-
znam v¥dy a vzd¥lání a v¥decké bádání v²emoºn¥ podporovali. Za vlády Hárúna

2Tento fakt znal jiº Archimédes, jeho d·kaz se v²ak nezachoval.
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ar-Raa²ída (786�809) byla zaloºena velká knihovna, která byla neustále dopl¬o-
vána. Jeho nástupce Al-mamún pak zaloºil obdobu Múseia. Tuto instituci nazval
D·m moudrosti a soust°edil sem p°ední u£ence té doby. Podobné ústavy vznikly
i v jiných místech. Trochu zjednodu²en¥ m·ºeme °íci, ºe se arab²tí matematikové
seznámili s výsledky svých koleg· v jiných kulturách (�ecko, Babylón, Indie ap.) a
získané poznatky tv·r£ím zp·sobem dále rozvíjeli. Arabským u£enc·m pat°í velký
dík za to, ºe p°eloºili Eukleidovy Základy, Diofantovu Aritmetiku, Práce Archimé-
dovy, Apollóniovy a dal²ích °eckých v¥dc·. N¥které jejich objevy by z°ejm¥ byly
bez t¥chto p°eklad· nenávratn¥ ztraceny. Ptolemaiovo astronomické dílo Syntaxis
megalé je ve sv¥t¥ mnohem znám¥j²í pod arabským názvem Almagest. K p°ekla-
d·m pak byly p°ipojovány zasv¥cené komentá°e, takºe se tato díla stala mnohem
srozumiteln¥j²ími. Arabové se také oprostili od geometrických p°edstav v aritme-
tice.

Jednou z partií ²kolské matematiky je algebra. Tento název má p·vod v arab²tin¥
a byl p°evzat z knihy nejznám¥j²ího arabského matematika Al-Chwarízmího, která
nese název Krátká kniha o po£tu al-dºabr a al-mugábaly. V tomto spise se krom¥
praktických problém· (obchodní smlouvy, záv¥ti) zabývá i °e²ením lineárních a
kvadratických rovnic s celo£íselnými koe�cienty. Chwarízmí nepouºívá symboliku,
proto musí ve²keré operace popisovat slovn¥. Neuvaºuje záporná £ísla, proto musí
uvaºovat n¥kolik typ· rovnic s kladnými koe�cienty. Stejn¥ tak neuvaºuje záporná
°e²ení. P°i °e²ení pouºívá dva typy operací: al- dºabr, coº je v podstat¥ p°i£tení
stejného £lenu k ob¥ma stranám rovnice a al-mugabála, coº je slou£ení £len· stej-
ného °ádu. Kvadratické rovnice nebyly ov²em vrcholem arabské algebry. Omar
Chajjám napsal spis o klasi�kaci a °e²ení rovnic t°etího stupn¥ a Al-Ká²í um¥l
°e²it i n¥které rovnice stupn¥ £tvrtého. V arabské matematice se p¥stovala také
trigonometrie a v této disciplin¥ dosáhli zna£ných úsp¥ch·. Navázali jak na práce
matematik· °eckých (Ptolemaios), tak i indických. Nápad m¥°it velikost úhlu po-
mocí délky t¥tivy pocházel z �ecka, Indové to vylep²ili tím, ºe pouºívali polovi£ní
t¥tivu, tedy funkci sinus. Arabové tyto poznatky p°evzali a rozvinuli. Zavedli novou
funkci stín (kotangens) a obrácený stín (tangens) a pouºívali také dnes jiº poloza-
pomenuté funkce sekans a kosekans. K usnadn¥ní výpo£t· byly sestaveny tabulky
trigonometrických funkcí. Je zajímavé, ºe tyto poznatky pouºívali pouze p°i °e²ení
astronomických úloh. Rovinné problémy °e²ili podobn¥ jako �ekové rozd¥lením
obecného trojúhelníka na dva pravoúhlé. Dokázali sinovou v¥tu a formulovali v¥tu
kosinovou, aniº by jí p°ikládali n¥jaký význam.

Arabové zanechali v matematice je²t¥ jednu velmi výraznou stopu, s níº se
setkáváme na kaºdém kroku�tzv. arabské £íslice. Jiº zmín¥ný Chwarízmí si uv¥-
domil, jaký význam má skute£nost, ºe pomocí devíti znak· lze vyjád°it jakkoliv
velké £íslo. T¥ch znak· je vlastn¥ deset, nebo´ Chwarízmí pouºívá desítkovou po-
zi£ní soustavu a je nutné kv·li jednozna£nosti mít n¥jaký znak pro prázdné místo.
V jeho podání to byl krouºek, tedy na²e pozd¥j²í nula. Desítkový pozi£ní systém
není vynález arabský, nýbrº indický. Indové tento systém za£ali postupn¥ pouºívat
zhruba od 7. století. Od nich ho postupn¥ p°ebíraly i ostatní národy. Podobn¥ jako
v Indii, i u Arab· se tento systém prosazoval pom¥rn¥ pomalu, zato v²ak neustále.
Do Evropy se dostal p°es �pan¥lsko, které bylo v té dob¥ ovládáno Araby (Maury).
Nejstar²í rukopis, který pouºívá arabské (lépe by bylo °íkat indické) £íslice, pochází
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z roku 976 a byl nalezen v severním �pan¥lsku poblíº m¥sta Logrono. Desítková
pozi£ní soustava postupn¥ vytla£ovala zejména nepraktický zp·sob zápisu £íslic po
°ímském zp·sobu. Co se v²ak týkalo m¥r a vah, zde se projevila velká setrva£nost
a staré míry a váhy, které vesm¥s nebyly zaloºeny na dekadickém systému, p°eºily
tak°ka aº do dne²ních dn·.3 Na záv¥r tohoto odstavce p°idáme je²t¥ malý jazykový
koutek. Latinská podoba jména Al-Chwarízmího byla nej£ast¥ji Algoritmus a toto
jméno se stalo názvem pro novou aritmetiku. Arabské ozna£ení pro prázdné místo
(nulu) bylo as syfr. Z tohoto názvu vznikla nejen zero (ozna£ení pro nulu v n¥-
kterých jazycích), ale i cifra (dnes ve významu £íslice). Nula pochází z latinského
nullus (ºádný) a do hovorové °e£i matematik· tento název pronikl v 15. století.

3.4 Matematika v £eských zemích

Jak jiº bylo °e£eno, první památka na po£etní znalosti lidí byla nalezena v ji-
homoravských Dolních V¥stonicích. Podívejme se, jak si vedli na²i p°edkové v
matematice ve st°edov¥ku. Potíº je v tom, ºe se nám zejména z raného st°edo-
v¥ku nezachovaly prakticky ºádné traktáty, které by se v¥novaly £ist¥ matematice.
Musíme se tedy spolehnout pouze na hmotné památky £i vzít v úvahu d·kazy
nep°ímé. Prvním státním útvarem na na²em území byla Velká Morava. V²ichni
£ty°i velkomorav²tí panovníci byli k°es´ané a tato víra postupn¥ zvít¥zila na ce-
lém území. Ve velkomoravských st°ediscích byly stav¥ny kostelíky a jak ukazují
archeologické nálezy, tyto byly stav¥ny v ur£itém modulu, takºe je jisté, ºe sta°í
Moravané m¥li dobré technické znalosti. Sta°í Moravané m¥li i £ilé obchodní styky
s okolními zem¥mi a jelikoº v té dob¥ byla soustava m¥r a vah zna£n¥ nejednotná,
museli se tehdej²í obchodníci dob°e vyznat v jejich p°epo£tech. Nejvýznamn¥j²ím
k°es´anským svátkem jsou velikonoce, tyto svátky jsou v²ak pohyblivé. Vzhledem
k omezeným komunika£ním moºnostem tyto svátky vyhla²ovali kn¥ºí v kaºdém
kostele, museli tedy p°inejmen²ím ovládat algoritmus pro jejich výpo£et.

Koncem 9. století, prakticky sou£asn¥ s pádem Velké Moravy, za£ala v �e-
chách r·st moc P°emyslovc·, kte°í postupn¥ ovládli území tém¥° celých �ech a
díky B°etislavovi téº území dne²ní Moravy. O matematických znalostech v tomto
období m·ºeme mluvit stejnými slovy jako tomu bylo v p°ípad¥ Moravy. S Rozvoj
feudalismu si vynutil dal²í rozvíjení p°edev²ím geometrie. Bylo totiº nutné p°esn¥
stanovit rozm¥ry polností i les·, stejn¥ tak bylo nutné p°esn¥ rozm¥°it p·du p°i
zakládání m¥st a vesnic. Zem¥m¥°ictví se tak stalo významným oborem lidské
£innosti a bylo v t¥ch dobách na velmi dobré úrovni.4

Ze svatováclavských legend víme, ºe budoucí kníºe a sv¥tec Václav nav²t¥voval
²kolu p°i kostele sv. Petra a Pavla v Bud£i. Tato ²kola vychovávala syny p°edních
velmoº·, p°edev²ím ke kn¥ºskému povolání. Podobné ²koly byly zakládány i p°i
jiných kostelích. Nejv¥t²í proslulosti nabyla ²kola p°i kapitule sv. Víta, kde bylo

3I dobrý voják �vejk tvrdil, ºe na Konopi²ti m¥lo viset ne deset ale dvanáct £erných prapor·,
nebo´ na tucty to vºdycky p°ijde levn¥ji.

4Nejvýznamn¥j²ím d·kazem úrovn¥ £eského zem¥m¥°ictví je Nové M¥sto Praºské, zaloºené
Karlem IV. v roce 1348. Král a jeho zem¥m¥°ici p°i plánování Nového M¥sta p°edb¥hli dobu
o n¥kolik století. Dobyt£í trh (Karlovo nám¥stí) se stalo nejv¥t²ím nám¥stím v Evrop¥ a tento
primát si udrºelo do dne²ních dn·.
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z°ízeno studium generale minor. Znalosti, které získali absolventi t¥chto ²kol, od-
povídaly tehdej²ímu st°edoevropskému standardu. U£ilo se s£ítat a od£ítat, p·lit
a zdvojovat, násobit a n¥kdy téº d¥lit. Mén¥ se vyu£ovalo po£ítání se zlomky a
algoritmy. Obor p°irozených £ísel byl ohrani£en zhruba milionem. V geometrii byly
uºívány základní pojmy jako bod, p°ímkm, plocha ap. Byly známy postupy pro
výpo£et obvod· a obsah· základních plo²ných útvar·, jakoº i pro výpo£et objem·
n¥kterých t¥les.

Významným impulsem pro rozvj vzd¥lanosti (nejen) v �echách bylo zaloºení
univerzity v Praze, k n¥muº do²lo v roce 1348. Karlovi se tak poda°ilo uskute£nit
to, o£ marn¥ usiloval jeho d¥de£ek Václav II., tedy zaloºit universitas magistrorum
et studentium. Praºská, nyní Karlova univerzita byla první svého druhu na sever
od Alp a studovali na ní nejen studenti ze zemí koruny £eské, ale i z jiných zemí
st°ední Evropy. Nás bude zajímat p°edev²ím �lozo�cká fakulta, která m¥la jiné
poslání neº mají dne²ní fakulty stejného názvu. Filozo�cká (artistická) fakulta byla
jakousi p°ípravkou ke studiu fakult léka°ské, právnické a teologické a mimo jiné
se na ní vyu£ovala i matematika. Tuto fakultu m·ºeme téº nazvat fakultou sedmi
svobodných um¥ní: humanitn¥ zam¥°eného trivia (gramatika, rétorika a dialektika)
a p°írodov¥dné zam¥°eného kvadrivia (aritmetika, geometrie, astronomie a hudba).

Od zaloºení univerzity se na výuce matematiky podílela °ada u£itel·, my vzpo-
meneme dva patrn¥ nejvýznamn¥j²í. prvním z nich je Mistr K°í²´an z Prachatic
(?1368�1439), sou£asník a p°ítel Hus·v a také fará° a kazatel u sv. Michala na
Starém M¥st¥ praºském. Jeho dílo v¥t²inou není p·vodní, vycházel ze spis· za-
hrani£ních u£enc· (Sacrobosco, Jan z Erfurtu). Za nejvýznamn¥j²í práci v oblasti
matematiky je povaºován spis Algorismus prosaycus magistri Christanni, v n¥mº
K°í²´an popisuje základní aritmetické operace. Spis Computus chirometralis je v¥-
nován sestavování kalendá°e, ur£ení pohyblivých svátk·, slune£ních cykl· ap. Jeho
dal²í spisy jsou v¥novány astronomii, ale také léka°ství.

Jméno dal²ího p°edního matematika je je²t¥ mén¥ známé, p°estoºe se s jedním
jeho dílem mohou obyvatelé Prahy mohou denn¥ setkávat a je téº obdivováno i
turisty domácími a zahrani£ními. Touto památkou je praºský orloj, coº jsou nejen
v¥ºní hodiny, ale i planetárium. Díky Jiráskovi a jeho Starým pov¥stem £eským
víme, ºe toto mimo°ádné dílo vytvo°il geniální Hanu² z R·ºe a aby se jiº ºádné
m¥sto nemohlo chlubit takovou nádherou, byl starom¥stskými kon²ely oslepen.
Tato pov¥st je romantická, av²ak ke skute£nosti má daleko. Orloj sestrojil p°ední
£eský hodiná° a mechanik Mikulá² z Kadan¥. Ten v²ak nem¥l pot°ebných ast-
ronomických znalostí a proto je jasné, ºe musel toto dílo zhotovit podle návrhu
vynikajícího astronoma. No a tímto u£encem nebyl nikdo jiný neº mistr praºské
univerzity Jan �indel (1373�?1450). Astronomické spisy této vynikající osobnosti
se bohuºel nedochovaly, byly v²ak jist¥ vynikající, nebo´ byly oce¬ovány i sv¥tozná-
mými astronomy rudol�nské doby Keplerem a Brahem. Podobn¥ jako K°í²´an se
v¥noval i medicín¥.

Husitské období hodnotí Palacký jako nejvýznamn¥j²í v £eských d¥jinách. Pro
toto své tvrzení m¥l zajisté své d·vody, krom¥ úsp¥ch· politických a vojenských
byly £eské zem¥ známy i náboºenskou tolerancí, ve st°edov¥ku jev nevídaný, ma-
tematice a p°írodním v¥dám v²ak tato doba p°íli² nep°ála. Nelze °íci, ºe by se na
univerzit¥ p°estala matematika p¥stovat, její úrove¬ v²ak spí²e stagnovala, dá se
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°íci aº do doby, kdy se do Prahy p°est¥hoval podivínský císa° Rudolf II. O této
dob¥ v²ak budeme mluvit aº v p°í²tí kapitole.

3.5 Dal²í jména

Zatím jsme uvedli pouze jména a díla, která m·ºeme vyuºít p°i výuce matema-
tiky ve ²kolách. St°edov¥k v²ak v Evrop¥ nebyl jen obdobím stagnace v¥dy a
krom¥ jiº jmenovaných u£enc· zde p·sobili i jiní, jejichº p°ínos matematice neby�
nevýznamný. N¥kolik dal²ích jmen uvedeme ve stru£ném p°ehledu. Na dvo°e ostro-
gótského krále Theodoricha p·sobil Anitius Manlius Boethius (asi 480�524), téº
nazývaný poslední �íman. Byl autorem u£ebnic pro v£echny disciplíny kvadrivia
a díky n¥mu se nám zachovaly n¥které znalosti °ecké matematiky. Jeho práce totiº
nebyly p·vodní, ale jednalo se o p°eklady starých °eckých autor· (Eukleides, Niko-
machos aj.). Jeho p°eklad Nikomachovy Aritmetiky se pouºíval jako jako u£ebnice
tém¥° tisíc let.

Jedním z nejv¥t²ích u£enc· na p°elomu prvního a druhého tisíciletí byl Gerbert
z Aurillacu. Datum jeho narození není známo, pocházel z chudé av²ak svobodné
rodiny. Vychován a vzd¥láván byl benediktiny z nedalekého klá²tera. Jeho zájmy
byly velmi ²iroké, na svých cestách se mj. seznámil se spisy arabských u£enc·. Jeho
matematická pojednání nebyly originální, p°isp¥la v²ak k roz²í°ení matematických
znalostí v Evrop¥. P°isp¥l k renesanci abaku, tuto pom·cku zdokonalil. Byl patrn¥
prvním Evropanem, který se seznámil s arabskou matematikou a v omezené mí°e
pouºíval arabské £íslice5. Jeho spis Geometria se v¥nuje °e²ení n¥kterých geomet-
rických úloh, °e²ení je v²ak uvád¥no bez d·kaz· a podrobného vysv¥tlení. N¥které
kapitoly jsou v tomto spise v¥novány také zem¥m¥°ictví. Byl také skv¥lým astro-
nomem, v Lateránském paláci v °ím¥ dal údajn¥ vybudovat hv¥zdárnu. Byl také
p°edním evropským politikem a rádcem císa°e Oty III., který usiloval o sjednocení
k°es´anského sv¥ta pod vládou jednoho císa°e a papeºe. V karié°e církevní dosáhl
aº na metu nejvy²²í, v roce 999 byl zvolen jako první Francouz papeºem a p°ijal
jméno Silvestr II.. Po £ty°ech letech na stolci sv. Petra za nevyjasn¥ných okolností
umírá a je poh°ben v bazilice sv. Jana v Lateránu. O jeho ºivot¥ koluje °ada legend,
ne vºdy p°íznivých jeho kn¥ºskému stavu. Pokud je autorovi známo, tak matema-
tikové narozdíl od drtivé v¥t²iny ostatních profesí nemají svého patrona. Gerbert
by byl asi nejºhav¥j²ím kandidátem na tuto pozici, nebyl v²ak kanonizován.

Nejvýznamn¥j²í osobností evropské matematiky ve 14. století byl Nicole Ore-
sme (?1323�1382). Jeho nejvýznamn¥j²ím matematickým dílem je Algorismus pro-
portionum. V tomto spise zavedl mocniny s kladným racionálním exponentem a
uvedl pravidla pro po£ítání s takovými výrazy. V traktátu De latitudinibus forma-
rum, v n¥mº naná²í závisle prom¥nnou (latitudo�²í°ku) v·£i nezávisle prom¥nné
(longitudo�délku), kterou lze m¥nit. jedná se tedy o jistý zp·sob p°echodu od
sou°adnic na nebeské £i zemské sfé°e, které pouºívali jiº starov¥cí u£enci, ke geo-
metrickým sou°adnicím jak je známe dnes. Je pravd¥podobné, ºe toto pojednání
ovivnilo i zakladatele analytické geometrie.

5Na jeho abaku lze nalézt symboly podobné arabským cifrám gobar. Ve svých spisech v²ak
£ísla popisuje slovy £i pouºívá £íslice °ímské.
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Ve století patnáctém ºil Johannes M¶ller zvaný Regiomontanus. Tento skv¥lý
po£tá°, ale téº mechanik a tiska° se podílel na p°ekladech a vydáních klasických
matematických rukopis·. jeho hlavním dílem bylo De triangulis omnimodus libri
quinque, které je systematickým úvodem do trigonometrie. Regiomontanus nem¥l
k dispozici dne²ní symboliku, proto v²echny v¥ty musí formulovat slovn¥. Díky
tomuto dílu se trigonometrie stala nezávislou na astronomii. Sestavil také tabulky
sin· pro intervaly jedné minuty p°i polom¥ru 60 000. Nepoda°ilo se mu oprostit
od chápání sin· jako polovinu délky t¥tiv pro dvojnásobné úhly. Takto chápané
hodnoty ov²em závisely na délce polom¥ru.6

V+W v písni ze hry T¥ºká barbora se o st°edov¥ku vyjad°ovali dost nelicho-
tiv¥. I v tomto období v²ak byla p¥stována v¥da, i kdyº p°edev²ím v úzkém okruhu
p°edev²ím církevních vzd¥lanc·. Matematika v¥t²inou nep°ekro£ila úrove¬ staro-
v¥kých �ek·, na rozdíl od nich byla chápána p°edev²ím prakticky a její rozvoj
byl do zna£né míry ovlivn¥n rozvojem výrobních sil. P. T. £tená°·m doporu£uji
publikaci [Be2], v níº m·ºe nalézt více podrobností o n¥kterých významných ma-
tematicích, ukázky z jejich d¥l v£etn¥ komentá°· a dal²í zajímavosti týkající se
st°edov¥ké v¥dy a ²kolství.

6Jednotkový polom¥r zavedl aº Euler v roce 1748.



Kapitola 4

Matematika v 16. a 17. století

D¥jepisci se neshodli na tom, kdy kon£í st°edov¥k, mnohdy se udává, ºe objevem
Ameriky £i vynálezem knihtisku. Ob¥ tyto události byly významným milníkem
v lidských d¥jinách, zejména ta druhá. Gutenberg·v vynález umoºnil, aby vzd¥-
lání postupn¥ p°estalo být záleºitostí privilegované hrstky lidí. Objevení nového
kontinentu Kolumbem zase podnítilo zámo°ské cesty, výrazn¥ vzrostl obchod. K
cest¥ p°es oceán bylo zapot°ebí v¥t²ích lodí, bylo zapot°ebí dokonalej²í navigace.
Legendární Magalhaesova plavba dokázala, ºe je Zem¥ kulatá, Koperník p°i²el s
geocentrickou teorií, kterou pozd¥ji zdokonalil Kepler a Newton objasnil pro£ tomu
tak musí být z hlediska dynamiky.

Tyto i dal²í skute£nosti byly také impulsem pro rozvoj matematiky. Ta se nejen
vyrovnala znalostem starov¥kým, nýbrº je p°ekonala a její vývoj postupoval neza-
drºiteln¥ kup°edu. Byla objevena komplexní £ísla, vybudovány základy in�mitezi-
málního po£tu, objev logaritm· zna£n¥ zjednodu²il zejména astronomické výpo£ty,
po£et pravd¥podobnosti p°ivedl do matematiky náhodné jevy, algebraická notace
zna£n¥ zjednodu²ila psaní matematických text· a tak bychom mohli pokra£ovat
dále. My se podrobn¥ji zmíníme o zejména t¥ch oborech, s nimiº se setkáváme ve
²kolské matematice.

4.1 Algebraické rovnice, komplexní £ísla

V jedné z prvních ti²t¥ných matematických knih Summa de Arithmetica, jejímº
autorem byl franti²kán Luca Paciolli se m·ºeme mimo jiné do£íst, ºe °e²ení kubic-
kých rovnic je za daného stavu nemoºné práv¥ tak, jako kvadratura kruhu. N¥které
speciální typy kubických rovnic dokázali °e²it jiº sta°í Babyló¬ané, díl£ích úsp¥ch·
dosáhli i sta°í �ekové £i Arabové, obecná formule £i lépe °e£eno postup se v²ak
nalézt nepoda°ilo. �e£eno slovy kucha°e okultisty Jurajdy k nalezení obecného
postupu p°i °e²ení t¥chto rovnic byli p°edur£eni aº matematikové v Itálii.

Prvním z nich byl Scipione del Ferro, který ºil v letech 1465�1526 v Bologni.
Tento na²el °e²ení n¥kterých typ· rovnic1, své °e²ení v²ak nepublikoval, sd¥lil

1Jelikoº v této dob¥ je²t¥ nebyla vzata na milost, matematikové psali rovnice tak, aby koe�-
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je údajn¥ jen n¥kolika svým p°átel·m. Benátský po£tá° Niccolo Fontana (1499?�
1557), známý pod p°ezdívkou Tartaglia, £esky Koktavec, údajn¥ um¥l °e²it v²echny
typy rovnic, ani on v²ak svoje výsledky nepublikoval, sd¥lil je v²ak pod podmínkou
ml£ení milánskému léka°i Geronimovi Cardanovi (1501�1576). Tento pán se krom¥
medicíny zabýval i matematikou a narozdíl od vý²e jmenovaných koleg· se rozhodl
neml£et a výsledky své i svých koleg· uve°ejnil ve vynikající knize Ars magna, v
níº vyloºil metody °e²ení rovnic t°etího a také £tvrtého stupn¥. Oproti n¥kterým
v¥dc·m na sever od Alp Cardano poctiv¥ uvedl, které výsledky jsou jeho vlastní a
které p°evzal. V této knize se tedy m·ºeme do£íst, ºe metodu pro °e²ení kubických
rovnic mu prozradil Tartaglia, ov²em bez d·kazu, coº ho motivovalo k tomu, aby
d·kaz nalezl a publikoval. Tento podle na²eho mín¥ní £estný postup v²ak Tartagliu
velice rozlítil a mezi ob¥ma pány se rozpoutal spor, p°i£emº oba u£enci si v n¥m
ob£as nebrali servítky. V kaºdém p°ípad¥ ve v²ech knihách se vzorce, pomocí nichº
m·ºeme kubické rovnice °e²it, nazývají vzorce Cardanovy.

Tyto vzorce se v dne²ní dob¥ po£íta£· jiº prakticky nepouºívají, p°esto si do-
volíme plýtvat místem a tyto formule uvedeme. Je-li dána rovnice x3 + a1x

2 +
a2x+ a3 = 0, lze substitucí x = y− a1

3 eliminovat kvadratický £len. M·ºeme tedy
uvaºovat rovnice tvaru x3 + px+ q = 0, jejíº ko°eny jsou dány vzorcem

x =
3

√√
p3

27
+
q2

4
+
q

2
−

3

√√
p3

27
+
q2

4
− q

2
.

�e²íme-li rovnici x3 − 6x+ 4 = 0, zjistíme, ºe nemá °e²ení v oboru reálných £ísel,
nebo´ výraz pod druhou odmocninou je záporný. P°itom bez pouºití sloºitých
výpo£t· se snadno p°esv¥d£íme, ºe této rovnici vyhovuje £íslo 2. Tento paradox
si nedovedli tehdej²í °e²itelé vysv¥tlit a byl jimi nazván casus ireducibilis. Takový
p°ípad nastává vºdy, kdyº kubická rovnice má t°i reálné r·zné ko°eny. Snadno
se p°esv¥d£íme, ºe námi uvedená rovnice má je²t¥ iracionální ko°eny −1 ±

√
3.

Cardano uvaºoval i záporné ko°eny, které nazýval �ktivní. Ve svém díle uvedl i
metody °e²ení rovnic £tvrtého stupn¥, coº byl objev jeho ºáka Lodovica Ferrariho
(1522�1565).

Casus ireducibilis byl s velkou pravd¥podobností impulsem ke vzniku komplex-
ních £ísel, nebo´ se dalo tu²it, i odmocnina se záporného £ísla m·ºe mít ur£itý
smysl. To uº ov²em nazna£il i Cardano, který uve°ejnil následující úlohu, kterou
uvedeme s pomocí sou£asné symboliky: Je-li t°eba rozd¥lit 10 na dv¥ £ásti, jejichº
sou£in je 30 nebo 40, je jasné, ºe tento p°ípad je nemoºný. Budeme v²ak postupovat
takto: rozd¥líme deset na p·l, polovina bude p¥t; to vynásobeno samo sebou dá 25.
Potom ode£teme od 25 poºadovaný sou£in, °ekn¥me 40, z·stane (-15); vezmeme-li
z toho odmocninu a p°idáme k 5 a ode£teme od 5, vyjdou veli£iny, které vynáso-
beny mezi sebou dají 40. tyto veli£iny budou 5 +

√
5 a 5 −

√
5. Je otázkou, jak si

vysv¥tlit uvedení této úlohy, badatelé se kloní k názoru, ºe Cardano cht¥l tímto
p°íkladem ilustrovat, ºe i p°i °e²ení kvadratických rovnic lze dosp¥t k odmocni-
nám ze záporných £ísel. Je-li tomu tak, jednalo se o my²lenku revolu£ní, nebo´ po
celá t°i tisíciletí, co byly kvadratické rovnice °e²eny, takt nikdo neuvaºoval. Jak
snadno vidíme, uvedenou úlohu bychom dnes snadno vy°e²ili skrze kvadratickou

cienty byla pouze £ísla kladná. Stejn¥ tak nepouºívali sou£asné notace.
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rovnici x(10−x) = 40. Odmocniny ze záporných £ísel nazýval quantitas sophistica,
ve stanovování jejich vlastností v²ak nijak nepokro£il. To Rafael Bombelli (1526�
1572) byl jin²í kabr¬ák, nebo´ stanovil osm základních pravidel pro po£ítání s
komplexní jednotkou, p°esn¥ji °e£eno stanovil, jak mezi sebou násobit jedni£ku a
imaginární jednotku a jak se násobí imaginární jednotky mezi sebou. �e uº chápal
komplexní £ísla v dne²ním významu sv¥d£í i n¥které vztahy, které publikoval ve
svém díle L Algebra parte maggiore dell Aritmetica. Jako p°íklad uvádíme rovnost
3
√

52 + 47i = 4 + i.
Komplexní £ísla se prosazovala pom¥rn¥ pomalu, nebo´ nebyla z°ejmá jejich

interpretace. Známý matematik a �losof Descartes jako první pouºil název £ísla
imaginární, z toho potom vzniklo ozna£ení i pro komplexní jednotku, které zavedl
Euler. Ten za£al vyjad°ovat komplexní £ísla v goniometrickém tvaru a je téº auto-
rem známé identity ei' = cos'+ i sin'. To nasv¥d£uje tomu, ºe chápal komplexní
£ísla jako body roviny, explicitn¥ to v²ak nikde nepublikoval. Prvním v¥dcem,
který výslovn¥ chápal komplexní £ísla jako body roviny byl norský geodet a karto-
graf Caspar Wessel (1745�1818), hlavní podíl na roz²í°ení této p°edstavy má Carl
Friedrich Gauss (1777�1855), který ve své diserta£ní práci pouºil komplexních £í-
sel pro d·kaz základní v¥ty algebry a v práci Theoria residuorum biquadraticorum
podal geometrickou interpretaci t¥chto £ísel tak jak je chápeme dnes. Lze tedy
°íci, ºe pojmenování komplexní roviny po tomto významném v¥dci je oprávn¥né.
To v²ak jiº úpln¥ neplatí o rovnosti (cos�+ i sin�)n = cosn�+ i sinn�, která je
dnes známa jako Moivreova v¥ta. Francouzský hugenot Abraham de Moivre (1667�
1754, který valnou £ást svého ºivota proºil v Anglii sice pracoval s komplexními
£ísly a tuto rovnost pouºíval, nikdy ji v²ak v této podob¥ nezapsal. P°ipomeneme
je²t¥ jméno Lazare Carnot (1753�1823), který tato podivná £ísla pok°til dnes po-
uºívaným jménem komplexní.

Z uvedeného p°ehledu vyplývá, ºe komplexní £ísla byla s úsp¥chem pouºívána
p°i °e²ení (nejen) matematických problém· i kdyº jejich teorie nebyla je²t¥ d·-
kladn¥ propracována. Jako p°íklad lze uvést °e²ení lineárních diferenciálních rovnic
s konstantními koe�cienty, t°ebas rovnice popisující chování jednoduchého elek-
trického obvodu s cívkou a kondenzátorem má tvar Ld2I

dt2 + 1
C I = 0. Charakteris-

tická rovnice má ko°eny komplexní °e²ení této rovnice je tedy I = C1 cos 1
LC t +

C2 sin 1
LC t, konkrétní hodnoty konstant m·ºeme ur£it jsou-li dány po£áte£ní pod-

mínky. je v²ak z°ejmé, ºe závislost proudu na £ase je popsána harmonickou funkcí a
v tomto obvodu probíhají harmonické kmity. Tento postup lze samoz°ejm¥ apliko-
vat i na kmity mechanické. �e²ení diferenciálních rovnic se na st°ední ²kole obvykle
neprobírá, pomocí komplexních £ísel m·ºeme pom¥rn¥ snadno popsat i pom¥ry v
obvodech st°ídavého proudu jako je stanovení impedance a fázového posuvu mezi
nap¥tím a proudem.

4.2 In�mitezimální po£et

Tímto pojmem se n¥kdy ozna£ují dv¥ operace, a to derivace a v jistém smyslu
derivaci inverzní operace integrál. Anglicky psaná literatura ob¥ operace obvykle
ozna£uje termínem kalkulus. Zatímco n¥které £ásti matematiky mají sv·j p·vod
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aº v novov¥ku, tak zejména ur£itý integrál má starov¥ký p·vod. Ur£itý integrál
nám totiº umoºní stanovit obsah obrazce s k°ivými stranami,tedy jedná se o úlohu
veskrze praktickou. Jak jsme jiº uvedli, jiº starov¥cí u£enci dovedli stanovit obsah
n¥kterých takových obrazc·. Nepouºívali sice pojem funkce, ale základní my²lenka
ur£itého integrálu, totiº rozd¥lit toto t¥leso na £ásti, jejichº obsah umíme spo£ítat
a pak tyto díl£í obsahy se£íst, se v jejich pracech jiº objevuje.

Podívejme se, jak si poradil s problémem vypo£ítat obsah úseku paraboly
y = x2 je-li x ∈ [0; 1] Pierre Fermat. Ten si zvolil libovolné £íslo q ∈ (0; 1) a
na ose x sestrojil posloupnost bod· o sou°adnicích 1, q, q2, q3, atd. V t¥chto
bodech pak vzty£il kolmice k ose x, které protínají parabolu v bodech se sou°adni-
cemi [qi; (qi)2]. Parabole pak za£al opisovat obdélníky, jejichº jednu stranu tvo°ily
sousední body na ose x a druhou vlastn¥ funk£ní hodnoty na ose y. Se£teme-li
obsahy v²ech t¥chto obdélník·, obdrºíme

1 ⋅ (1− q) + q2(q − q2) + q4(q2 − q3) + . . . =

(1− q) + q3(1− q) + q6(1− q) + . . . =
1− q
1− q3

=
1

1 + q + q2

�ím více se budeme s £íslem q blíºit jedni£ce, tím více se bude obsah obdélník·
blíºit obsahu úseku paraboly a také £íslu 1

3 . Z uvedeného postupu je jasné, ºe
Fermat pouºíval limitní p°ístup, a£koliv jen intuitivn¥, tento pojem bude muset
£ekat na své objevení je²t¥ dv¥ století.

Jiný zp·sob zvolil Bonaventura Cavalieri (1598�1647), jeden z nejlep²ích ºák·
Galilea Galileiho. Cavalieri uºil metody p°í£ných °ez·, tedy roz°ezání plochy na
segmenty nekone£n¥ malé ²í°ky; konkrétn¥ pro parabolu mají tyto £ásti délku x2

a nekone£n¥ malou ²í°ku. Cavalieri hledá sou£et t¥chto kvadrát· v trojúhelníku
ACE, p°i£emº p°edpokládal, ºe v²echny p°í£ky rovnob¥ºné se stranou AC jsou
práv¥ ty kvadráty. Potom∑

EA

XY 2 =
∑
ED

XY 2 +
∑
DA

XY 2,

kde D je st°ed strany AE. Zvolme na úse£ce DA libovolný bod X. Kolmice vedená
z bodu X na odv¥snu AE protne st°ední p°í£ku v bod¥ Z a p°eponu v bod¥ Y .
Pak platí∑
EA

XY 2 =
∑
ED

XY 2+
∑
DA

(XZ+ZY )2 =
∑
ED

XY 2+
∑
DA

XZ2+
∑
DA

ZY 2+2
∑
DA

XZ.ZY.

První a t°etí suma je vlastn¥ stejná, nebo´ jsou to obsahy shodných trojúhelník·.
Tímto jsme o²et°ili k°ivost a tedy zbývající dv¥ sumy m·ºeme povaºovat za nor-
mální obrazce, takºe nakonec obdrºíme, ºe∑

EA

XY 2 = 2
∑
ED

XY 2 +
1

4
.

Cavalieri tvrdil, ºe dv¥ t¥lesa o stejné vý²ce mají stejný objem, mají-li °ezy ve
stejných vý²kách stejnou plochu. Toto tvrzení dnes nazýváme Cavalieriho princip.
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Podle tohoto principu lzr tedy s£ítat plochy a obdrºíme t¥leso, sou£et kvadrát·
tedy vyplní jehlan. M·ºeme si to p°edstavit tak, ºe °ezy jsou vlastn¥ desti£ky s
nekone£n¥ malou tlou²´kou. Potom platí∑

EA

XY 2 = 8
∑
ED

XY 2 = 2 ⋅ 1

8

∑
EA

XY 2

a po úprav¥ obdrºíme ∑
EA

XY 2 =
1

3
.

Pokud bychom pouºili dne²ní terminologie, tak Cavalieri nepouºíval p°i stano-
vení ur£itého integrálu pojem limity, ale nekone£n¥ malé veli£iny. Cavalieri tento
postup roz²í°il aº po devítku, znal tedy vzorec

∑1
0 x

n = 1
n+1 , p°i£emº ona suma

je vlastn¥ ur£itý integrál pd nuly do jedné. S nekone£n¥ malými veli£inami praco-
val uº Cavalieriho u£itel Galileo Galilei, kdyº stanovil sv·j známý zákon volného
pádu. Ten v¥d¥l, ºe rychlost je p°ímo úm¥rná £asu, tedy v = gt. Ptáme se, ja-
kou dráhu urazí padající t¥leso za £as t. V jistém £asovém okamºiku t0 má t¥leso
rychlost gt0 a za nekone£n¥ malý £asový úsek dt urazí dráhu gt0dt, v £ase t − t0
pak dráhu g(t− t0)dt. Celková dráha je gtdt, ke stejnému výsledku bychom do²li,
kdyby se t¥leso pohybovalo v obou bodech stálou rychlostí gt

2 . Celková dráha je
tedy s = 1

2gt
2. Puritán·m se m·ºe zdát, ºe tento p°íklad sem nepat°í, av²ak jiº

Archiméda fyzika inspirovala k mnoha matematickým objev·m a stejné platí i v
17. století.

D·leºitým problémem bylo také nalezení maxima a minima funkce. V této
souvislosti zmi¬me Fermat·v spis Methodus ad Disquirendam et Maximam et Mi-
nimam. Fermat·v postup p°i hledání te£ny ke k°ivce y = f(x) si ukáºeme op¥t
na p°íkladu paraboly y = x2 v bod¥ T = [x0;x20]. Te£na protne osu x v bod¥ P a
my musíme najít jeho x�ovou sou°adnici. Zv¥t²íme-li hodnotu o dx, potom se na
te£n¥ dostaneme do bodu P1 a trojúhelníky budou podobné. Je-li navíc dx velmi
malé, lze úse£ku nahradit úse£kou. Z podobnosti trojúhelník· máme rovnost

PQ =
dx.x20

(x0 + dx)2 − x20
.

Fermat nyní pouºil ne úpln¥ korektní trik, kdyº druhou mocninu dx poloºil rovnu
nule, av²ak první mocninu téhoº povaºoval za £íslo nenulové a celý zlomek jím
zkrátil, takºe x�ová sou°adnice pr·se£íku te£ny s osou x je x0

2 a sm¥rnice te£ny
je k = 2x0. Pokud pouºijeme sou£asných pojm·, tak Fermat nahradil p°ír·stek
funkce jejím diferenciálem. A£ tento postup nebyl zcela korektní, p°esto byl mnoha
v¥dci pouºíván a vedl ke správným vásledk·m. Matematickým puritán·m se to zase
nelíbilo a vehementn¥ proti tomu protestovali, ale o tom blíºe v partii o krizích v
d¥jinách matematiky.

Newton prý prohlásil, ºe vid¥l dál proto, ºe stál na ramenou obr·. V p°ípad¥
in�mitezimálního po£tu tomu m·ºeme rozum¥t tak, ºe navázal na práce v²ech,
kte°í se p°ed ním in�nitezimálním po£tem zabývali (a ne o v²ech je v této knize
zmínka). Zeptáme-li se dnes kdo to byl Newton, pak nám v¥t²ina z t¥ch, kte°í
budou v¥d¥t o koho jde, odpoví, ºe to byl anglický fyzik. Tento v¥dec skute£n¥
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dostav¥l budovu klasické mechaniky a jeho Principie2 mají pro fyziku stejný vý-
znam jako Základy pro matematiku. Mén¥ se uº ví, ºe tento u£enec má také velké
zásluhy o in�mitezimální po£et a snad nás nep°ekvapí, ºe v tomto hrála d·leºitou
úlohu fyzika.

Newton vyuºil znalostí analytické geometrie a rovinnou k°ivku (trajektorii) si
p°edstavoval jako mnoºinu pr·se£ík· p°ímek rovnob¥ºných se sou°adnými osami,
které se pohybují rychlostmi ẋ resp. ẏ, tyto rychlosti nazýval �uxe, zatímco sou-
°adnice nazval �uenty. Musí platit

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dx
.

Jejich pom¥r je pak derivace y podle x. Newton pak formuloval dv¥ základní úlohy:
1. Ze znalosti závislosti dráhy pohybu hmotného bodu na £ase ur£íme závislost
rychlosti na £ase.
2. Ze znalosti závislosti rychlosti na £ase ur£íme závislost dráhy na £ase.

Druhý problém °e²il pomocí hledání primitivní funkce, tedy inverzní proces
k derivování. Jelikoº v Newtonov¥ dob¥ je²t¥ nebyl pouºíván pojem funkce, dá
se p°edpokládat, ºe Newton m¥l na mysli pouze funkce spojité. Pokud uváºíme
úzké vazby na pohyb t¥lesa, tak ani nic jiného p°edpokládat nem·ºeme. Je-li dána
na uzav°eném intervalu ⟨a; b⟩ kladná funkce y = f(x) a poda°í-li se nám nalézt
takovou funkce y = F (x), pro niº v daném intervalu platí F (́x) = f(x), pak rozdíl
F (b)− F (a) je roven obsahu obrazce ohrani£eného osou x, p°ímkami x = a, x = b
a grafem funkce y = f(x). Jinými slovy de�nujeme tzv. Newton·v integrál

(N)

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Jiný zp·sob zvolilGottfried Wilhelm Leibniz (1646�1716). Humanitn¥ vzd¥laný
mladý muº p°i²el v roce 1672 do Pa°íºe coby diplomat ve sluºbách mohu£ského ar-
cibiskupa3. Co by diplomat se jist¥ setkal s Králem Sluncem Ludvíkem XIV., av²ak
osudovým se pro n¥j stalo setkání s Huygensem. Práv¥ pod vlivem holandského
u£ence konvertoval k matematice a mimo jiné se seznámil s Pascalovou my²len-
kou tzv. charakteristického trojúhelníka a tuto my²lenku, pouºitou v jisté speciální
situaci, rozpracoval v ucelenou teorii.

Nech´ je dána funkce y = f(x). V bod¥ A sestrojme te£nu ke grafu této funkce
a ve¤me kolmici k této te£n¥ v bod¥ A. Touto kolmicí, osou x a rovnob¥ºkou
s osou y v bod¥ A je ur£en charakteristický trojúhelník APR, kde ∣ AP ∣= y,
∣ PR ∣= m. Ten je podobný trojúhelmíku ABC, kde dx =∣ AB ∣, dy =∣ BC ∣
jsou nekone£n¥ malé. Z podobnosti t¥chto trojúhelník· obdrºíme rovnost mdx =
ydy. Takto m·ºeme postupovat v kaºdém bod¥ a výsledky se£íst. Leibniz se tak
pokusil porovnat k°ivky y = x3 a y = x2, p°i£emº dosp¥l k výsledku

∫
x2dx = x3

3 .
Podobným zp·sobem pak nalezl i integrály dal²ích k°ivek.

2Philosophiae Naturalis Principia Mathematica £ili Matematické základy p°írodní �loso�e,
poblikováno 1687

3Mohu£ský arcibiskup byl sou£asn¥ jedním z kur�°t· £ili volitel· °ímských král·
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Newton i Leibniz pracovali nezávisle na sob¥ a jejich výsledky jsou v n¥£em
shodné a v n¥£em se li²í. Oba objevili souvislost mezi derivací a integrálem a odvo-
dili základní pou£ky, i kdyº jak jiº bylo °e£eno navázali na dílo svých p°edch·dc·,
které zna£n¥ obohatili. Pokud bychom pouºili ur£ité metafory, tak dokon£ili hru-
bou stavbu budovy zvané in�mitezimální po£et. Newton v²ak °e²il spí²e konkrétní
problémy a inspirací mu byla mnohdy fyzika. Naproti tomu Leibniz pracoval více
matematicky, hledá obecné metody a algoritmy a snaºí se sjednotit p°ístup k r·z-
ným problém·m. Newtonova symbolika byla dosti t¥ºkopádná a nepraktická. Pou-
ºívat te£ku nad písmenem bylo p°ed vynálezem techu dosti odváºné. Zato Leibniz
v¥noval symbolice zna£nou pozornost a jeho ozna£ení pouºíváme aº do dne²ních
£as·. Spole£né ob¥ma pán·m bylo na dne²ní dobu volné zacházení s malými veli-
£inami. Co z toho vze²lo, uvidíme v dal²í £ásti textu.

Oba pánové se dostali i do sporu, co se tý£e priority jejich objevu. Jak jsme
jiº uvedli, nebyli objeviteli této discipliny, jejich p°ínos pro její rozvoj byl zásadní.
Newton na této problematice za£al pracovat d°íve neº Leibniz, svoje výsledky v²ak
publikoval se zna£ným zpoºd¥ním. Leibniz byl v tomto sm¥ru jiº v¥dcem 21. sto-
letí a v£asným publikováním svých výsledk· získával jednoho bob°íka za druhým.
Ve druhé polovin¥ 17. století navíc neexistovaly v¥decké £asopisy, publikace byly
samostatné knihy a jejich ²í°ení mimo zemi vydání bylo spí²e výjimkou. V¥decké
konference nebyly po°ádány, vzájemné poznatky si u£enci vym¥¬ovali korespon-
den£ní formou, pokud si je v·bec vym¥¬ovali. Proto m·ºeme tuto v¥c uzav°ít s
tím, ºe oba tito v¥dci u£inili své objevy nezávisle jeden na druhém.

4.3 Po£et pravd¥podobnosti

Jako datum narození této disciplíny lze uvést rok 1654, kdy za£ala £ilá korespon-
dence mezi Fermatem a B. Pascalem na téma hazard. Tak jako se Pilát dostal
do kréda, tak se do matematiky dostal i rytí° Antoine Gombaud de Méré. Tento
francouzský ²lechtic m¥l v oblib¥ práv¥ hazardní hry a a£koliv mu nelze up°ít jisté
matematické znalosti, nedovedl si s n¥kterými problémy poradit, proto se s nimi
obrátil na Pascala a ten svá °e²ení konzultoval písemn¥ s Fermatem. V pop°edí
jejich zájmu byl p°edev²ím problém rozd¥lení sázky mezi dva rovnocenné hrá£e,
kte°í z n¥jakých d·vod· nemohli svou hru dohrát. Dejme tomu, ºe tak jako v play
o� se hrálo na £ty°i vít¥zná utkání (o jakou hru p°esn¥ ²lo, prameny neuvád¥jí),
p°i£emº za stavu 2 : 1 na zápasy ve prosp¥ch hrá£e A museli tuto sérii p°ed£asn¥
ukon£it. Hrá£ská £est ov²em velela, aby sázka byla rozd¥lena, bylo i jasné, ºe hrá£
A musí dostat víc, ale na pom¥ru jak sázku rozd¥lit, se nemohli shodnout.

Fermat si uv¥domil, ºe nejpozd¥ji po £ty°ech utkáních musí celá série skon£it.
Budou-li se hrát je²t¥ £ty°i utkání, pak je moºných 16 r·zných zp·sob·, jak by sé-
rie probíhala. (Variace £tvrté t°ídy ze dvou prvk· s opakováním, V́2(4) = 24 = 16.
Sta£í tedy rozepsat v²echny moºné zp·soby jak by série pokra£ovala, pak zjistit
p°i kterých pr·b¥zích by sázku bral hrá£ A a úloha je vy°e²ena. pokud si to takto
provedeme, zjistíme, ºe v 11 p°ípadech by sérii vít¥zn¥ zakon£il hrá£ A a ve zbýva-
jících p¥ti hrá£ B. Sázku je tedy nutno rozd¥lit 11 : 5 ve prosp¥ch hrá£e A. Fermat
si správn¥ uv¥domil, ºe je nutné brát v²echny moºnosti, tedy v£etn¥ t¥ch, které by
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se reáln¥ nehrály, nebo´ série by byla jiº rozhodnuta. Je to jistá obdoba penalto-
vého rozst°elu p°i pohárových fotbalových utkáních. Pravidla p°edepisují p¥t kop·
na kaºdé stran¥, musíme tedy uvaºovat v²echny moºnosti (45). Malá poznámka na
záv¥r: Je²t¥ o sto let pozd¥ji se d�Alembert domníval, ºe p°i hodu dv¥ma mincemi
jsou moºné jen t°i výsledky (líc-líc, rub-rub a nap·l). P°itom by ani pro n¥ho
nem¥l být problém si vzít dv¥ r·zné mince a moºné výsledky si znázornit.

Podobnými úvahami se zabýval i Pascal, v²ak si také ve své korespondenci
pochvalovali, ºe pravda je stejná jak v Toulose, tak v Pa°íºi. Pascal v²ak ²el ve svých
úvahách je²t¥ dále a dosp¥l k obecnému °e²ení, které m·ºeme stru£n¥ formulovat
následujícím zp·sobem: Nech´ hrá£i A chybí do skon£ení série m výher, hrá£i B
pak n výher. Za tohoto p°edpokladu série skon£í po nejvý²e m+n−1 utkání. Hrá£
A vyhraje sázku v p°ípad¥, ºe jeho soupe° vyhraje nejvý² n− 1 her, B má ²anci,
pokud A získá nejvý² m− 1 vít¥zství. Sázku je tedy nutno rozd¥lit v pom¥ru

n−1∑
i=0

(
m+ n− 1

i

)
:

m−1∑
j=0

(
m+ n− 1

j

)
.

Je ²koda, ºe se tato úloha v u£ebnicích vyskytuje velmi málo, p°itom se autorovi
za jeho st°edo²kolského p·sobení skv¥le osv¥d£ila jako motiva£ní úloha p°i úvodu
do teorie pravd¥podobnosti. Více detail· nejen o tomto problému lze nalézt nap°.
v [Ma2].

Korespondence pat°ila v tomto období k b¥ºným metodám v¥decké práce, takºe
se o problémech, které °e²ili Fermat s Pascalem dozv¥d¥li dal²í v¥dci, mezi jinými i
Christian Huygens.4 Tato skv¥lá postava sv¥tové v¥dy zasáhla i do budování teorie
pravd¥podobnosti, a to vydáním spisu De ratiociniis in ludo aleae. Toto dílo není
p°íli² rozsáhlé, p°esto stojí za pov²imnutí. Obsahuje 14 témat, které jsou nazvány
Propositio. Uve¤me nyní první t°i.

P1: O£ekávám-li £ástku a nebo £ástku b, které mohu získat stejn¥ snadno, pak
hodnota mého o£ekávání je a+b

2 .
P2: O£ekávám-li £ástky a, b nebo c, které mohu získat stejn¥ snadno, pak hod-

nota mého o£ekávání je a+b+c
3 .

P3: Je-li po£et p°ípad·, v nichº obdrºím £ástku a roven p a po£et p°ípad·, v
nichº obdrºím £ástku b roven q, a jestliºe p°edpokládám, ºe v²echny p°ípady se
mohou vyskytnout stejn¥ snadno, pak hodnota mého o£ekávání je pa+qb

p+q .
V t¥chto t°ech de�nicích je poprvé zavedena st°ední hodnota diskrétní náhodné

veli£iny, i kdyº tento termín Huygens explicitn¥ neuvádí.Jelikoº se tato kniha týká
her, uºívá pojem o£ekávaná výhra. Stejn¥ tak není uveden pojem pravd¥podobnost,
místo toho je pouºit pojem ºe o£ekávané výsledky lze získat stejn¥ snadno.

Propositiones 4�9 °e²í úlohu o rozd¥lení sázky. Huygens postupuje od p°ípad·
jednodu²²ích k sloºit¥j²ím a také roz²i°uje po£et hrá£·. V plném zn¥ní uvedeme
pouze Propositio 9, nebo´ zde Hyugens udává obecnou metodu °e²ení problému,
£ímº se dostává na kvalitativn¥ vy²²í stupe¬ neº Fermat £i Pascal, kte°í v podstat¥
°e²ili jen konkrétní úlohy.

4Christian Huygens (1629�1695), holandský v¥dec, £ást ºivota proºil v Pa°íºi. Mj. objevil
Saturnovy prstence a formuloval vlnovou teorii sv¥tla.
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P9. Abychom mohli vypo£ítat podíl kaºdého hrá£e p°i libovoln¥ mnoha hrá£ích,
z nichº n¥kterému chybí více a jinému mén¥ her, je t°eba zjistit, co náleºí hrá£i,
jehoº podíl má být zji²t¥n, kdyº on sám nebo n¥jaký jiný hrá£ vyhraje následující
hru. Se£tou-li se takto získané £ásti dohromady a d¥lí-li se tento sou£et po£tem
hrá£·, obdrºí se hledaný podíl doty£ného hrá£e.

K tomuto Propositiu je p°ipojena tabulka uvád¥jící °e²ení úlohy pro 17 situací,
které mohou nastat p°i h°e t°í hrá£·. Zbývající Propositia se týkají hry kostkou.
Záv¥r díla tvo°í p¥t ne°e²ených úloh (Problemata). Zájemce o podrobn¥j²í sezná-
mení se s touto knihou op¥t odkazujeme na publikaci [Ma2].

Pokud se zabýváme matematikou 17. a 18. století, m·ºeme si být jisti, ºe na-
razíme na jméno Bernoulli. Nejinak je tomu i vp°ípad¥ pravd¥podobnosti. Z této
dynastie musíme zmínit p°edev²ím Jakoba I (1604�1705), autora spisu Ars con-
jectandi. Toto dílo z·stalo nedokon£eno, vydal je aº v roce 1713 Jakob·v syn
Niclaus I. V prvním díle této knihy lze nalézt plné zn¥ní Huygensových De ratioci-
niis in ludo aleae v£etn¥ podrobných komentá°·. Druhý díl je v podstat¥ u£ebnicí
kombinatoriky, t°etí pak navazuje na druhý, nebo´ jsou v n¥m uvedeny kombinato-
rické úlohy s herní tematikou. V posledním, bohuºel nedokon£eném díle, lze nalézt
mj. i první formulaci a d·kaz zákona velkých £ísel, coº je patrn¥ nejvýznamn¥j²ím
p°ínosem Jakoba Bernoulliho k teorii pravd¥podobnosti.

St°edo²kol²tí studenti, kte°í mají ve ²kolním vzd¥lávacím programu pravd¥po-
dobnost, se se jménem Bernoulli potkají p°edev²ím v p°ípad¥ binomického roz-
d¥lení. Prove¤me n nezávislých pokus·, p°i£emº pravd¥podobnost, ºe p°i jednom
pokusu nastane jev A je p a tato hodnota je pro v²echny pokusy stejná. Pak
pravd¥podobnost, ºe v této sérii nastane jev A práv¥ k- krát je dána vzprcem

pk(A) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Tomuto uspo°ádání se n¥kdy °íká Bernoulliho schéma £i Bernoulliho posloupnost
nezávislých pokus· a skýtá u£itel·m velké moºnosti pro zadávání p°íklad· z prav-
d¥podobnosti. V kaºdém p°ípad¥ by na toto téma m¥l být zadán tento p°íklad:

Test se sestává z dvaceti otázek, p°i£emº na kaºdou z nich jsou uvedeny £ty°i
odpov¥di, z nichº jedna z nich je správná. Student se na test nep°ipravil a test
vypl¬uje náhodn¥. Jaká je pravd¥podobnost, ºe test zvládne, je-li k jeho úsp¥²nému
spln¥ní nutno alespo« patnáct správných odpov¥dí.

Pravd¥podobnost, ºe se setká st°edo²kolský student se jménem Bernoulli je²t¥
v jiné souvislosti p°i probírání tohoto tématu není p°íli² veliká a je to rozhodn¥
²koda. Jakob·v synovec Daniel publikoval v£etn¥ °e²ení následující úlohu a jeli-
koº se tak stalo v Petrohrad¥, je v literatu°e známa jako Petrohradský paradox5.
Autor této publikace ji nikdy neopomn¥l uvést, úloha m¥la úsp¥ch a b¥hem jeho
st°edo²kolského p·sobení ji ºádný ze student· správn¥ nezodpov¥d¥l. Co to tedy
je Petrohradský paradox?

Dva hrá£i, z nichº jeden je banké°6 hrají následující hru. Banké° hodí mincí a v
p°ípad¥, ºe padne líc, hra kon£í a banké° vyplatí soupe°i 2 K£. V opa£ném p°ípad¥

5tato úloha byla publikována aº v 18. století, jelikoº v²ak téma pravd¥podobnost jiº nebudeme
v dal²ím textu zmi¬ovat, za°adili jsme ji na tomto míst¥.

6Zde nemáme na mysli majitele pen¥ºního ústavu, nýbrº osobu p°ijímající a vyplácející sázky.
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hra pokra£uje druhým hodem a je-li výsledkem líc, hra kon£í, jenºe banké° jiº musí
vyplatit 4 K£. Hra pokra£uje tak dlouho, dokud banké° nehodí líc. Stane-li se tak
v n-tém pokusu, musí banké° vyplatit soupe°i 2n K£. Otázka zní, kolik musí hrá£
vloºit korun, aby hra byla spravedlivá, tedy aby výhra £i prohra jednoho z nich
byla pouze dílem náhody.

Jak jiº bylo °e£eno, pokud autor tento problém student·m p°edloºil, ºádný
ho nevy°e²il, a£koliv °e²ení není sloºité a pat°i£ný vzorec byl probrán. St°ední
(o£ekávaná) hodnota výhry je totiº

E =

i=n∑
i=1

piEi =
1

2
⋅ 2 +

1

4
⋅ 4 +

1

8
⋅ 8 + ⋅ ⋅ ⋅

Aby tedy hra byla spravedlivá, musel by hrá£ vloºit do banku nekone£n¥ mnoho
korun. To bylo pro studenty obrovské p°ekvapení, zejména tehdy, jestli si tuto hru
v praxi p°ed výpo£tem zkusili. Její ozna£ení jako paradox je tedy zcela oprávn¥né.

Mají-li ºáci jiº probránu nekone£nou geometrickou °adu, lze se k této proble-
matice je²t¥ jednou vrátit. Paradox totiº spo£ívá v tom, ºe banké° musí soupe°i
vyplatit výhru v jakékoliv vý²i. Geometrická posloupnost je v tomto sm¥ru velice
zrádná, o £emº by mohli vypráv¥t jak jeden indický maharádºa, který nemohl
vyplatit slíbenou odm¥nu vynálezci ²ach·, tak i d·v¥°ivci, kte°í nalet¥li podvodní-
k·m ve hrách typu letadlo. Hru tedy upravíme tak, ºe banké° vyplatí výhru pouze
do ur£ité vý²e, my si stanovíme strop výhry 64 K£. O£ekávaná vý²e výhry hrá£e
tedy bude

E =
1

2
⋅ 2 +

1

4
⋅ 4 +

1

8
⋅ 8 +

1

16
⋅ 16 +

1

32
⋅ 32 + 64

(
1

64
+

1

128
+

1

256
+ ⋅ ⋅ ⋅

)
,

tedy asi 5,03 K£. I v tomto p°ípad¥ musíme brát v potaz v²echny moºnosti, i kdyº
by reáln¥ hra skon£ila nejpozd¥ji pátým pokusem.

Z uvedeného textu by se zdálo, ºe i tak serózní v¥da jako je matematika nebyla
imunní v·£i gamblerství a bezuzdn¥ mu propadla. Jenºe tomu tak není. Teorie
pravd¥podobnosti na²la záhy své místo v pojistné matematice, nebo´ na základ¥
statistických údaj· (úmrtnostních tabulek), lze stanovit pravd¥podobnost, ºe se
daná osoba doºije v¥ku v. Spojení teorie pravd¥podobnosti a statistiky je p°iro-
zené, na pravd¥podobnosti je zaloºena i moderní fyzika, p°esn¥ji °e£eno kvantová
mechanika. Záv¥rem povídání o pravd¥podobnosti p°ineseme n¥kolik zajímavostí
z na²ich luh· a háj·. Jedním z prvních na£ich matematik·, kte°í se zabývali touto
disciplínou, byl Václav �imerka7, který se snaºil pomocí pravd¥podobnosti °e²it
n¥které �lozo�cké otázky. [Sm2].

4.4 Rudol�nská Praha

I záv¥rem této kapitoly se zmíníme o tom, jak to bylo s matematikou v zemích ko-
runy £eské. Tentokrát na²e povídání nebude stru£né a hlavn¥ nebude se týkat jen

7Václav �imerka (1819�1887), kn¥z, u£itel a matematik.
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v¥cí regionálního významu. V roce 1576 zem°el císa° Maxmilián II. a na uprázd-
n¥ný tr·n nastoupil jeho nejstar²í syn Rudolf, toho jména druhý. �eské ²lecht¥
se pak poda°il husarský kousek, kdyº se poda°ilo p°esv¥d£it mladého panovníka k
p°esídlení do Prahy. Praºské soum¥stí se stalo centrem st°edoevropského soustátí a
jeho sláva se tak po více neº dvou stech letech op¥t za£ala dotýkat hv¥zd. Císa° byl
sice pon¥kud podivínský, m¥l v²ak zálibu v um¥ní a ve v¥dách a Praha se stávala
oblíbenou destinací v¥dc· i "v¥dc·". Nebudeme se v¥novat t¥m druhým, i kdyº
podle známého Fri£ova �lmu objevili °adu uºite£ných v¥cí jako lepidlo, le²tidlo na
parkety a slivovice. My si více v²imneme opravdových v¥dc·, a´ jiº domácích £i
cizinc·, kte°í byli p°ilákáni Rudolfovou ²t¥drostí, i kdyº mezi slíbeným a skute£n¥
vyplaceným honorá°em byl £asto dost podstatný rozdíl.

V prvé °ad¥ se musíme zmínit o astronomovi, botanikovi a osobním léka°i pa-
novníka Tadeá²i Hájkovi z Hájku (1525�1600). Práv¥ na jeho pozvání p°i²el do
Prahy dánský astronomTycho de Brahe (1546�1601). Ten obdrºel od císa°e zámek
v Benátkách nad Jizerou a sem pak p°enesl svou astronomickou observato°. Brahe
byl skv¥lý pozorovatel, sestrojil a zdokonalil °adu astronomických p°ístroj·, av²ak
panovníka o £o£ku neºádal, dalekohled byl vynalezen aº n¥kolik let po jeho smrti.
Brahe po sob¥ zanechal spoustu materiálu o pohybech nebeských t¥les, které uº
nesta£il zpracovat. Tento úkol vzal na svá bedra dvorní matematikus císa°e Ru-
dolfa Jan Kepler (1571�1630). Kepler se soust°edil p°edev²ím na pohyb planety
Mars a £ím více do problematiky vid¥l, tím více si uv¥domoval, ºe bude nutné
opustit tisíce let starou p°edstavu o tom, ºe kruºnice je nejdokonalej²í ze v²ech
k°ivek a tudíº v²echna nebeská t¥lesa se musí pohybovat po kruhových trajek-
toriích. Díky této revolu£ní my²lence se poda°ilo uvést do souladu Koperníkovu
heliocentrickou soustavu se skute£nými pohyby planet. Ptolemaiova geocentrická
soustava, by´ byla velice sloºitá díky neustále p°idávaným epicykl·m, dávala totiº
p°esn¥j²í výsledky. Keplerova Astronomia nova m¥la velký význam pro dal²í roz-
voj astronomie, nebo´ jeho zákony popisovaly pohyb nebeských t¥les. Keplerovi se
sice poda°ilo popsat pohyb objekt· na obloze, nedovedl v²ak vysv¥tlit, pro£ tomu
tak je.to dokázal aº Newton, kdyº objevil zákon v²eobecné gravitace.

P°ipome¬me si krátce jeho zákony. První °íká, ºe planety se pohybují po
elipsách, v jejichº spole£ném ohnisku je Slunce. Druhý zákon °íká, ºe plochy opsané
pr·vodi£i planet za stejný £as jsou stejné (plo²ná rychlost je konstantní). Díky to-
muto zákonu máme na severní poloklouli o n¥kolik dn· del²í léto neº na jiºní. Kdyº
je u nás léto, je Zem¥ v aféliu (nejdále od Slunce) a pohybuje se tudíº pomaleji.
Rusové své telekomunika£ní druºice posílali na dráhy s velkou exentricitou a ty pak
po v¥t²inu £asu z·stávaly nad jejich územím. Kepler pozd¥ji p°idal i t°etí zákon,
který °íká, ºe pom¥r druhých mocnin ob¥ºných dob je roven pom¥ru t°etích moc-
nin hlavních poloos. Záv¥rem povídání o Keplerovi�astronomovi musíme uvést na
pravou míru informaci z Fri£ova �mu. Nikoliv Tycho de Brahe, ale Kepler byl oním
profesorem, který ºádal císa°e o £o£ku a jeho ºádost byla vy°ízena p°ízniv¥. Kepler
jiº pouºíval dalekohled a narozdíl od Galilea m¥l okulár jeho teleskopu spojnou
£o£ku.

Kepler pat°il k pr·kopník·m pouºívání logaritm·. Tabulky mu sestavil jeho
asistent a téº hodiná° ²výcarského p·vodu Joost B¶rgi (1552�1632)
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Kapitola 5

Od 18. století po dne²ek

B¥hem tohoto období se v lidských d¥jinách událo mnoho p°evratných v¥cí a ºivot
se zm¥nil k nepoznání. Tak jako se bou°liv¥ rozvíjela technika, se nutn¥ musela
prudce rozvíjet i matematika. My v²ak paradoxn¥ své vypráv¥ní zestru£níme, nebo´
nové matematické objevy jsou sice velkolepé, av²ak p°esahují rámec toho, co se u£í
na základních a st°edních ²kolách. Zájemce o podrobn¥j²í informace z této peridy
musíme odkázat na dal²í literaturu.

5.1 Osvícené století

Do názvu tohoto oddílu jsme dali sm¥r, který charakterizuje toto století. Jeli-
koº v²ak pí²eme o historii královny v¥d, lépe by se hodil titulek století Eulerovo.
Leonhard Euler(1707�1783). Jelikoº toto jméno je zmín¥no v jiných oddílech, ne-
budeme se jím zde podrobn¥ zajímat. �výcarské ko°eny má i rodina Bernoulli, v
níº se matematické geny d¥dily tak d·sledn¥, ºe je nutné n¥které její £leny £íslo-
vat podobn¥ jako panovníky. Brat°i Johann (1667�1748) a Jakub (1654�1705) se
v¥novali analýze, v níº dosáhli zna£ných úsp¥ch· a jejich objevy jsou trvalou sou-
£ástí analýzy. O p°ínosu této rodiny k rozvoji teorie pravd¥podobnosti, jak jiº bylo
zmín¥no. Bernoulliova rovnice z hydrodynamiky, která se u£í ve fyzice, je dílem
Johannova syna Daniela (1700�1784).

Ze �výcarska není daleko do Francie, kde v tomto období p·sobila °ada vynika-
jících matematik·. Jean Le Rond dAlembert (1717�1783), od roku 1754 stálý se-
kretá° Francouzské Akademie a rovn¥º v·d£í postava mezi encyklopedisty v oblasti
matematiky. Stal se spolu s Danielem Bernoullim zakladatelem teorie parciálních
diferenciálních rovnic. Pat°í i mezi úsp¥²né fyziky (hydrodynamika, aerodynamika,
problém t°í t¥les). Známý je i jeho mechanický princip, který redukuje dynamiku
na °e²ení statických problém·. Zavedl pojem limity. V¥noval se i pravd¥podobnosti,
ov²em s nevelkým úsp¥chem. Známe jeho �paradox� , kdyº myln¥ ur£il pravd¥po-
dobnost p°i hodu mincí. Podle n¥ho je nap°. pravd¥podobnost, ºe p°i hodu dv¥ma
mincemipadne alespo¬ jednou líc jako 2

3 , nebo´ uvaºoval moºnosti LL, LR, RR
místo správného LL, LR, RL, RR. Správný výsledek je tedy 3

4 .
Joseph Louis Lagrange (1736�1813) se narodil v Turín¥ a byl italsko-francouzského
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p·vodu. P·sobil v Turín¥, Berlín¥ a v Pa°íºi. Zpo£átku se v¥noval varia£nímu po-
£tu a v tomto oboru objevil °adu p·vodních výsledk·. Krom¥ toho uspo°ádal a
p°epracoval historický materiál, toto bylo pro n¥ho typické i v dal²ích oborech o
n¥º se zajímal. Poté aplikoval své objevy do oblasti mechaniky, mj. podal prvá
partikulární °e²ení problému t°í t¥les. Své výsledky shrnul v knize Mécanique ana-
lytique, v níº sjednotil r·zné principy statiky a dynamiky. V in�nitezimálním po£tu
zavedl algebraický p°ístup, kdy vy²el z rozvoje funkcí v Taylorovu °adu. Pro zají-
mavost uvádíme, ºe dnes pouºívaná symbolika pro derivace je dílem práv¥ tohoto
pána. V období francouzské revoluce byl p°edsedou komise pro míry a váhy.

Pierre Simon Laplace (1749�1827) publikoval dv¥ velké práce: Théorie ana-
lytique des probabilités a Mécanique céleste. Ve druhé knize shrnul dosavadní po-
znatky z mechaniky. O Napoleonov¥ vztahu k v¥d¥ jsme jiº mluvili, takºe se ne-
divíme, ºe se zajímal i o toto velké dílo a bylo mu divné, ºe se v·bec nezmi¬uje o
Bohu. Laplace odv¥til: �Sire, nepot°eboval jsem tuto hypotézu. � Musíme v²ak po-
doktnout, ºe Laplace to m¥l dobré i u Bourbon·, jeho krátká ministerská epizoda
za Napoleona mu hladce pro²la, navíc se ve funkci ministra vnitra neosv¥d£il. O£
byl hor²í politik, o to byl lep²í v¥dec a jeho dílo inspirovalo mnohé dal²í v¥decké
kolegy. Díky n¥mu také neupadlo v zapomn¥ní jméno Bayes, takºe pro pravd¥po-
dobnost a posteriori pouºíváme vzorec pojmenovaný po tomto tém¥° zapomenutém
anglickém duchovním.

Matematika v £eských zemích se v první polovin¥ tohoto století v¥novala p°ed-
v²ím praktickým aplikacím. Typickým p°íkladem je dílkoGruntowní po£átek mathe-
matického um¥ní od Wácslawa Jozefa Weselýho, p°íseºního zemského mliná°e a
geometra, kde nalezneme praktické zem¥m¥°ictví v£etn¥ trigonometrie. Jiné knihy
se zabývaly praktickou £i kupeckou aritmetikou, výpo£tem úrok· a podobnou pro-
blematikou. Teprve ve druhé polovin¥ tohoto století za£íná £eská v¥da a tím i
matematika dohán¥t zpoºd¥ní. Josef Stepling (1716�1778) vydává v roce 1751
knihu Exercitationes geometrico-analyticae o integraci jistých analytických funkcí,
která vzbudila zna£nou pozornost a do£kala se vbrzku dal²ích dvou vydání. V roce
1765 pak sepsal dílo o diferenciálním po£tu, v níº se snaºí roz²í°it n¥které Eulerovy
my²lenky. Má také zásluhy o vybudování meteorologické observato°e v praºském
Klementinu, která se m·ºe py²nit nejdel²í °adou meteorologických pozorování v
Evrop¥ s po£átkem v roce 1775. V roce 1780 vy²ly Newtonovy Principie, k nimº
napsal úvod Jan Tesánek (1728�1788). V této práci se snaºí zp°esnit pojem li-
mitního p°echodu a navázat tak na linii dAlembertovu. Byl také jedním z prvních
£íselných teoretik· v £eských zemích, zabýval se mj. °e²ením tzv. Pellovy rovnice
du2+1 = v2. Patrn¥ nejznámn¥j²ím jménem tohoto období je Franti²ek Josef Ger-
stner (1756�1832), projektant známé ko¬ské ºeleznice �eské Bud¥jovice�Linec. To
dokládá to, ºe jeho doménou byly spí²e aplikace matematiky do praxe. Kolem roku
1770 byla zaloºena U£ená spole£nost, pozd¥j²í Královská £eská spole£nost nauk.

5.2 Století páry

Takto bývá století devatenácté £asto ozna£ováno, £ímº se z°ejm¥ cht¥lo nazna£it,
ºe do²lo k velkému rozmachu pr·myslu, zem¥d¥lství a dopravy a motorem a sym-
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bolem t¥chto prom¥n byl parní stroj. Nové situaci se musela p°izp·sobit i v¥da,
matematiku nevyjímaje. Doba titán·, kte°í ovládali r·zné a £asto odli²né v¥dní
obory pomalu kon£í a nastává £as specializace, a to i v rámci matematiky. Mate-
matika se pak p°esunuje p°edev²ím na ²koly, matematikové se krom¥ samotného
v¥deckého bádání v¥nují stále více výuce. Toto století také p°ineslo matematice
dal²í obory.

Jedním z posledních v¥dc· staré ²koly byl Carl Friedrich Johann Gauss (1777�
1855).

Velký rozvoj zaznamenala geometrie. Gaspard Monge (1746�1818) p°edná²el
na vojenské akademii v Méziers o stavb¥ pevností a díky tomu za£al rozvíjet
deskriptivní geometrii jako zvlá²tní obor. P°i studiu prostorových k°ivek a ploch
za£al vyuºívat in�nitezimálního po£tu, £ímº ustavil dal²í obor�geometrii projek-
tivní. Jeho my²lenky pak rozvinul Victor Poncelet (1788�1867) v díle Traité des
propriétes projectives des �gures, v n¥mº jsou obsaºeny v²echny základní pojmy
tohoto odv¥tví.

Vznik t¥chto nových odv¥tví v²ak nebylo nic proti tomu, co zap°í£inil Eukleides
a co vyplulo na povrch práv¥ v tomto století. Eukleides formuloval své geometrické
postuláty v první knize a zatímco první £ty°i jsou formulovány velmi jednodu²e,
pátý je proti nim dost kostrbatý a upovídaný, ostatn¥ posu¤te sami.

1. Umím od kaºdého bodu ke kaºdému bodu vést p°ímou £áru

2. A ohrani£enou p°ímku nep°etrºit¥ p°ímo prodluºovat

3. A s kaºdým st°edem a polom¥rem opsat kruºnici

4. A v²echny pravé úhly jsou navzájem shodné

5. A kdyº na dv¥ p°ímky p°ímka padla tak, ºe vnit°ní úhly po jedné stran¥ jsou
men²í neº dva pravé, pak prodlouºíme-li ty dv¥ p°ímky neomezen¥, tak se
potkávají na té stran¥, kde jsou úhly men²í neº dva pravé.

Této nesourodosti a formula£ní odli²nosti si v²imli jiº starov¥cí u£enci a tu je na-
padlo, zda by tento postulát nebylo lze dokázat, tedy zda to není matematemická
v¥ta.1 Tímto problémem se zabýval jiº Ptolemaios, Násiruddín Túsí, Lambert a Le-
gendre. První z nich ºil ve starov¥ku, druhý ve st°edov¥ku, poslední dva jmenovaní
v 18. století, vidíme, ºe tento problém trápil matematiky prakticky kontinuáln¥
po celá dv¥ tisíciletí. Ani jmenovaní, ani dal²í, kte°í se tímto problémem zabý-
vali, v²ak d·kaz nenalezli. Úsp¥²ný nebyl ani Gauss, toho v²ak napadlo, ºe tento
postulát je na p°edchozích nezávislý a ºe je ho tedy moºné vypustit a p°ípadn¥
nahradit postulátem jiným. Tato my²lenka v²ak byla p°íli² odváºná a Gauss si ji
nechal pro sebe, na²t¥stí v²ak nebyl sám, koho podobné úvahy rovn¥º napadly a
tito dva pánové m¥li tu odvahu hóknót to do placu. První byl Ma¤ar János Bólyai
(1802�1860), druhý pak Rus Nikolaj Ivanovi£ Loba£evskij (1793�1856).

1Pozd¥ji se p°i²lo na to, ºe i postulát £. 4 lze dokázat, ale tato skute£nost nevyvolala ºádný
rozruch.
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Kapitola 6

T°i krize v d¥jinách
matematiky

6.1 Krize první

N¥které p°í£iny vzniku této krize jsme jiº nazna£ili ve vypráv¥ní o pýthagorejcích,
objev iracionálních £ísel v²ak nebyl jedinou p°í£inou. M·ºeme zmínit i Zenóna z
Eley (490�430 p°. Kr.) a jeho slavné aporie. T¥ch bylo p·vodn¥ p°es £ty°icet, do
dne²ka se jich zachovalo dev¥t a je otázkou, zda jsou p·vodní £i byly p°i p°episování
text· zkresleny. Nejznám¥j²í je o Achillovi a ºelv¥, kterou snad ani net°eba citovat.
Zmi¬me je²t¥ aporii o letícím ²ípu, která popírá pohyb. Díváme-li se podle Zenona
na letící ²íp, tak ho vidíme jen proto, ºe v tom okamºiku stojí na jednom míst¥.
Pohyb se tedy skládá z mnoºství nehybných okamºik· a to není moºné. V aporii
dichotomie zase tvrdí, ºe se nelze dostat z místa A do místa B, jelikoº nejd°íve
musíme ujít polovinu této vzdálenosti, potom polovinu z této poloviny atd.

�elvu v²ak p°edhoní i malý chlapec natoº Achilles, st°elecké mistrovství Viléma
Tella, Robina Hooda £i rudých muº· dokazuje, ºe ²íp se pohybuje. Stejn¥ tak kaºdý
dojede z jednoho místa na druhé, i kdyº n¥kdy bychom byli rádi kdyby tomu tak
nebylo. Tyto skute£nosti v²ak Zenóna zmást nedovedly a argumentoval asi v tomto
smyslu: Ano, je to pravda, pohyb vidíme, av²ak pokud chceme pochopit to co o£i
vidí, musíme o pohybu uvaºovat tak, jak jsem nazna£il. Jak jsem ukázal, tak o
pohybu uvaºovat nelze, nebo´ pohyb je vlastní jen prom¥nlivému sv¥tu smysl·,
ale je cizí skute£nému bytí. Zenón ve svých aporiích ukázal na protiklad spojitého
a diskrétního, pohybu a jeho odrazu ve v¥domí neboli protiklad smyslového a
rozumového poznání. Ostatn¥ s tímto protikladem se v matematice setkáváme
£ast¥ji, krásným p°íkladem je t°ebas neeuklidovská geometrie.

S problémem iracionálních £ísel se �ekové vypo°ádali tak, ºe matematiku za£ali
geometrizovat. Vºdy´ odmocninu ze dvou si m·ºeme p°edstavit jako úhlop°í£ku
£tverce o stran¥ velikosti jedna. Názorn¥ to vidíme v knihách 7�9, kdy Eukleides
ve svých d·kazech chápe £ísla jako úse£ky.
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6.2 Krize druhá

Také p°í£iny druhé krize jsou jiº v antickém �ecku, av²ak pln¥ propukla aº ve
století osmnáctém. �ekneme-li to zjednodu²en¥, tak tuto krizi má na sv¥domí in�-
mitezimální po£et, £i p°esn¥ji °e£eno zp·sob, jakým se tato významná matematická
disciplína konstituovala. P°ipome¬me si jak Archimédes provád¥l kvadraturu pa-
raboly. Zjednodu²en¥ °e£eno, tak obrazec vypl¬oval trojúhelníky tak dlouho, aº
se mu vypo£ítaná hodnota zdála dosti p°esná. Archimédes v²ak byl svým zp·so-
bem solitér, kdeºto v 17. století se danou problematikou zabývalo stále více a více
u£enc·. Z uvedených p°íklad· je z°ejmé, ºe problematiku uchopili zna£n¥ voln¥
a detaily se nezabývali. Podíváme-li se nap°íklad na Newton·v zp·sob odvození
vzorce (xn)́ = nxn−1 je z dne²ního hlediska t¥ºko pochopitelný. Vºdy´ kdyº se
nám to hodí, je nekone£n¥ malá veli£ina o rovna nule, takºe ji m·ºeme zanedbat.
Na druhé stran¥ v²ak touto veli£inou ob£as pot°ebujeme d¥lit, tam se nám v²ak
nula nehodí, proto ji beze studu prohlásíme za nenulovou a dle libosti jí d¥líme.

Budování in�mitezimálního po£tu m·ºeme sm¥le p°irovnat k dobám, kdy se
osídloval Divoký západ. Vznikal objev za objevem, aniº by se matematikové p°íli²
zabývali zp·sobem, jak k danému objevu do²li, hlavn¥ ºe dával výsledky, které
byly v souladu s realitou a pomáhal k pochopení skute£ností zejména ve fyzice.
Postup p°i odvozování nových a nových objev· byl dosti formální, tehdej²ím v¥d-
c·m v²ak nelze up°ít to, ºe m¥li fantazii a p°edev²ím £uch na dosahování správných
výsledk·. Za toto slovo se autor citliv¥j²ím povahám omlouvá, ve spisovném ja-
zyce v²ak p°es ve²keré úsilí vhodné slovo nena²el. Opravdovým mistrem v tomto
sm¥ru byl Euler, jehoº um¥ní si ukáºeme na dvou p°íkladech�v prvním dosp¥l k
výsledku správnému, ve druhém se v²ak zmýlil, coº v²ak v jeho p°ípad¥ byla jen
°ídká výjimka, která potvrzovala pravidlo, ºe Eulerovo dílo pat°í k pilí°·m (nejen)
analýzy.

P°i probírání komlexních £ísel na st°edních ²kolách se b¥ºn¥ provádí srovnání
výpo£tu mocniny komplexního £ísla pomocí Moivreovy v¥ty a v¥ty binomické.
Obdobn¥ postupoval i Euler, který uvaºoval nekone£n¥ velké n, takºe " = x

n je
zase nekone£n¥ malé. Platí

(cos "+ i sin ")n = cosn"+ i sinn" =
n∑

k=0

(i)k
(
n

k

)
sink " cosn−k ".

Porovnáme-li nap°íklad imaginární £ásti, obdrºíme

sinx =

(
n

1

)
sin " cosn−1 "−

(
n

3

)
sin3 " cosn−3 "+ . . . .

Jelikoº " je nekone£n¥ malá veli£ina, proto je cos " = 1 a sin " = ". Protoºe n je
nekone£n¥ velké £íslo, platí n = n− 1 = n− 2 = . . .. Danou rovnost lze tedy psát
ve tvaru

sinx =
n"

1
− n3"3

!
+ . . . =

x

1
− x3

3!
+ . . .

coº je správný rozvoj funkce sinus do mocninné °ady. Analogickým postupem
obdrºíme i rozvoj funkce kosinus.
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Euler se domníval, ºe kaºdý nekone£ný sou£et vznikne ze "správné funkce� .
Proto se domníval, ºe

1− 1 + 1− 1 + . . . =
1

2
,

nebo´ sta£í dosadit do rozvoje

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . .

za x £íslo minus 1. Ke stejnému výsledku dosp¥l i pisánský profesor Guido Grandi,
a to vhodným párováním (1 − 1) + (1 − 1) + . . . = 1 a 1 − (1 − 1) − . . . = 0 a
statistickou úvahou známou z vtip· a komických scének.1

Není se tedy co divit, ºe uvedené metody se n¥kterým matematik·m nelíbily a
ti je za£ali kritizovat. Tak Bernard Nieuwentijdt ( 1654�1718) kritizoval Leibniz·v
postup, zejména tvrdil, ºe diferenciály vy²²ích °ád· nemají smysl. Do Newtona se
pak je²t¥ tvrd¥ji pustil biskup George Berkeley (1685�1753). Ten vydal v roce 1734
knihu The Analyst, v níº v podstat¥ pouºívá obdobné argumenty, jaké jsme uvedli
vý²e. Pop°ít správnost dosaºených výsledk· nebylo dost dob°e moºné, Berkeley
se v²ak domníval, ºe ke správným výsledk·m se docházelo jen proto, ºe se dv¥
chyby de facto vykompenzovaly. In�nitezimální veli£iny nazýval duchové zem°e-
lých veli£in, °íká, ºe kdo uv¥°í druhé a t°etí �uxi £i druhé a t°etí diferenci, ten
nem·ºe popírat ºádný rys boºkosti. Berkele·v spis totiº nese podtitul Rozprava
jednomu nev¥°ícímu matematikovi, kterým nebyl nikdo jiný neº Newton·v ºák a
p°ítel Edmund Halley (1656�1742). Je to tentýº pán, který vyuºil Keplerovy a
Newtonovy zákony k tomu, aby propo£ítal dráhu jedné výrazné komety, kterou
tak za°adil mezi ob¥ºnice Slunce. Jízdní °ád, který jí p°edepsal, tato kometa ne-
soucí jeho jméno na rozdíl od vlak· a jiných prost°edk· ve°ejné dopravy dodrºuje
a vºdy jednou za sedmdesát osm let se rozzá°í na na²í obloze. �íká se, ºe bezboºník
Halley odloudil panu biskupovi jednu ove£ku, coº církevního hodnostá°e roz£ililo
a vyprovokovalo k napsání zmín¥né knihy.

Tato historka je moºná jen dob°e vymy²lená, av²ak vystihuje podstatu pro-
blému. A£koliv matematické nástroje byly vytvá°eny podivným zp·sobem, nebylo
lze pop°ít, ºe skv¥le pomáhaly fyzik·m a astronom·m °e²it problémy p°ed n¥ sta-
v¥né. V¥ci dosp¥ly tak daleko, ºe kdyº Laplace p°edstavoval Napoleonovi svou
Méchanique céleste, mohl mu na otázku kde máte Boha odpov¥d¥t �Sire, nepot°e-
boval jsem tuto hypotézu� . Není proto náhodou, ºe odp·rci in�nitezimálního po£tu
se rekrutovali p°edev²ím z °ad idealist·. Berkeley totiº nebyl jen duchovní pastý°,
ale také významný idealistický �losof. Bylo tedy z°ejmé, ºe s tímto problémem
bude t°eba n¥co d¥lat.

Prvním problémem byla samotná funkce. Otcové zakladatelé sice s funkcemi
pracovali, av²ak v jejich pojetí to byla n¥jaká závislost vyjád°ená vzorcem a funkce
byly samoz°ejm¥ spojité. První de�nice funkce v dne²ním pojetí pochází od Jo-
hanna Bernoulliho z roku 1718: Funkcí prom¥nné veli£iny se nazývá veli£ina, která
je sestavena libovolným zp·sobem z prom¥nné veli£iny a konstant. V obdobném

1Kdyº sním jedno ku°e a kamarád bude hladem, tak jsme vlastn¥ kaºdý sn¥dli p·l ku°ete.
Grandi ov²em nebyl tak p°ízemní a udal p°íklad dvou bratr·, kte°í st°ídav¥ ob rok vlastní diamant
po otci.
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duchu, i kdyº p°esn¥ji postupoval Euler: Funkce prom¥nné veli£iny je analytický
výraz sestavený libovoln¥ z této prom¥nné veli£iny a konstantních veli£in. O sedm
let pozd¥ji, v roce 1755 uvádí následující de�nici: Kdyº n¥které veli£iny závisí
na jiných tak, ºe p°i zm¥n¥ t¥chto se také pozm¥ní, °íkáme, ºe první jsou funkcí
druhých. Fourier v roce 1822 pí²e: V²eobecn¥ funkce f(x) p°edstavuje posloupnost
hodnot, z nichº kaºdá je libovolná. nep°edpokládáme, ºe jsou tyto hodnoty pod°ízené
spole£nému zákonu, jdou za sebou libovolným zp·sobem. Fourier se rovn¥º opros-
til od p°edstavy, ºe funkce musí být spojitá, i kdyº uvaºoval pouze o kone£ném
po£tu bod· nespojitosti. V roce 1829 Dirichlet udává ºe: y je funkcí x, jestliºe
kaºdé hodnot¥ x z daného intervalu odpovídá jediná hodnota y. Dodává, ºe není
podstatné, jestli existuje n¥jaký vzorec nebo ne"; jeho de�nice se pouºívá dodnes.
Udává p°íklad funkce, kdy y = 1 pro x racionální a y = 0 pro x iracionální. Dru-
hým problémem bylo samo reálné £íslo. Zatímco mnoºiny p°irozených, celých a
racionálních £ísel lze de�novat pom¥rn¥ snadno, a´ jiº intuitivn¥ £i pomocí axi-
om·, jak to u£inil Ital Giuseppe Peano (1858�1932). Ten de�noval p°irozené £íslo
pomocí následujících p¥ti axiom·:
1. 1 ∈ N
2. 1 není následník a+ pro ºádný prvek a ∈ N .
3. Je-li a ∈ N , pak i a+ ∈ N .
4. Je-li a+ = b+, pak a = b.
5. Nech´ S ⊂ N , 1 ∈ S a nech´ pro kaºdé a ∈ S platí a+ ∈ S. Pak S = N . Tento
axiom je axiom matematické indukce.

Pomocí t¥chto axiom· pak m·ºeme de�novat sou£et a sou£in p°irozených £ísel,
celé £íslo pak jako a − b a racionální £íslo jako a

b , tedy jako uspo°ádané dvojice
£ísel p°irozených. P°itom platí, ºe uspo°ádané dvojice (a, b) a (c, d) ur£ují totéº
celé £íslo práv¥tehdy kdyº platí a+d = b+c a tytéº dvojice ur£ují totéº racionální
£íslo platí-li ad = bc. Tento postup se £tená°·m m·ºe zdát pon¥kud komplikovaný,
jednoduchou de�nici, kterou vy°kl n¥mecký matematik Leopold Kronecker (1823�
1891) v²ak bohuºel matematická obec nep°ijala.2

Konstrukce reálných £ísel pomocí £ísel racionálních není jednoduchá, p°esto
se to matematik·m kolem roku 1870 poda°ilo. V této souvislosti uvádíme jména
Charles Méray (1835�1911),Georg Cantor (1845�1918) a Richard Dedekind (1831�
1916).

�tefan Znám pouºil vtipný p°ím¥r, kdyº v knize [Zn] p°irovnává dv¥ století
budovaný zámek in�nitezimálního po£tu k chaloupce Baby Jagy. Nem¥l tím na
mysli velikost £i výstavnost, ale skute£nost, ºe tento zámek podobn¥ jako £arod¥j-
nická chaloupka stál na ku°í noze. Bylo tedy t°eba vybudovat pod tuto nádhernou
budovu pevné základy. Na tomto míst¥ uvedeme jména Bernard Bolzano (1781�
1848), Augustin Louis Cauchy (1789�1857) a Karl Weierstrass (1815�1897). První
dv¥ jména mají vztah k Praze. Bolzano v Praze ºil a p·sobil tam jako profesor,
Cauchy zase n¥kolik let v tomto m¥st¥ ºil po boku sesazeného francouzského krále
Karla X., nebo´ se ºivil jako vychovatel jeho d¥tí. Bolzanovy spisy v²ak nebyly ve
ve°ejnosti p°íli² známé (pokud své my²lenky v·bec publikoval). Cauchyho práce
byly naopak velmi roz²í°ené, zejména jeho nejvýznamn¥j²í dílo Course d�Analyse

2Tento pán, jenº m¥l i silný vliv na M. Lercha prohlásil, ºe p°irozená £ísla jsou od Boha, v²e
ostatní je dílem lidským.



6.3. KRIZE T�ETÍ 53

z roku 1821. Cauchy korektn¥ de�noval základní pojmy jako je spojitost (to um¥l
i Bolzano) a limita, pouºívá rovn¥º pojem nekone£n¥ malé veli£iny, který dosta-
te£n¥ up°esní. Cauchy se (myln¥) domníval, ºe kaºdá spojitá funkce má derivaci aº
na kone£ný po£et bod·. Bolzano sestrojil jako první spojitou funkci, která nemá
derivaci v ºádném bod¥, av²ak tento objev nepublikoval. Pevné základy pod bu-
dovu in�nitezimálního po£tu dobudoval t°etí jmenovaný, který zavedl do dne²ních
dn· pouºívanou symboliku �-�. Jeho de�nice limity sice zp·sobila potíºe genera-
cím student·, m¥la v²ak blahodárný vliv na in�nitezimální po£et. Díky tomuto
p°ístupu bylo moºno odstranit z analýzy intuici a za£ít tvrzení °ádn¥ dokazovat.
Tento proces bývá také n¥kdy ozna£ován jako aritmetizace analýzy, kdy d°ív¥j²í
p°ístup dynamický byl nahrazen p°ístupem statickým. Z hlediska matematického
tento p°ístup nemá chybu, av²ak pro výuku zejména na st°edních ²kolách je podle
autorových zku²eností lep²í za£ít vysv¥tlovat derivace podle Newtona. Dynamický
p°ístup je v souladu s technickou praxí, p°i plánování ºelezni£ního viaduktu se bere
do úvahy jen hmotnost projíºd¥jících vlak·. To, ºe se na takovém most¥ m·ºe sou-
£asn¥ s vlakem ocitnout i k°e£ek se v tomto p°ípad¥ do úvahy nebere, a£koliv i
toto roztomilé zví°átko most zat¥ºuje.

6.3 Krize t°etí

I tato krize má p·vod v antickém �ecku, kdyº se Epamenides, takto ob£an Kréty,
který jsa znechucen nepoctivým jednáním svých spoluob£an·, pronesl památný vý-
rok ºe v²ichni Kré´ané jsou lhá°i. Toto se skute£n¥ stalo, jak zaznamenal Eubúlidés
z Milétu, a k této v¥ci se pozd¥ji vrátíme. Tento výrok zdánliv¥ s matematikou
nesouvisí, nebo´ se týká logiky.

T°etí krizi má na sv¥domí teorie mnoºin a pojem nekone£no. I staro°e£tí ma-
tematikové se s tímto pojmem museli potýkat, chápali ho v²ak vºdy ve smyslu
nekone£na potenciálního, tedy ºe n¥jaká mnoºina nemá hranici. Druhý Eukleid·v
axiom tvrdí, ºe úse£ku (p°ímku) m·ºeme libovoln¥ prodluºovat za krajní body, tvr-
zení knihy IX zase °íká, ºe prvo£ísel je více neº jakékoliv dané mnoºství prvo£ísel.
V postat¥ aº do devatenáctého století nikoho nenapdlo v souvislosti s nekone£nem
uvaºovat jinak. Prvním £lov¥kem, kterého napadlo, ºe v souvislosti s mnoºinami
lze uvaºovat jinak, byl jiº zmín¥ný Bolzano v posmrtn¥ (1851) vydaném spisu Pa-
radoxien des Unendlichen. Bolzana totiº napadlo vystoupit na oblá£ek a podívat
se na mnoºinu z nadhledu. Ve zmín¥ném díle mj.°íká: K tomu, abychom si mohli
myslet (nekone£ný) celek, který se skládá z p°edm¥t· a, b, c atd., si nemusíme vy-
tvo°it o kaºdém z nich p°edstavu. M·ºeme si p°ece myslet mnoºinu v²ech obyvatel
Prahy jako celek, aniº bychom m¥li p°edstavu o kaºdém obyvateli t¥chto m¥st. Na
mnoºiny jako celek se díval i Cantor, neº si v²ak °ekneme, k £emu dosp¥l, dovolíme
si pro odleh£ení men²í vsuvku.

M¥jm¥ dv¥ kone£né mnoºiny a chceme zjistit, která má více prvk·. Jedna moº-
nost je, ºe spo£ítáme po£et prvk· jedné i druhé mnoºiny a výsledky porovnáme.
M·ºe tento problém vy°e²it i osoba, která po£ítat neumí? Odpov¥¤ je ano, pokud
ji napadne p°edm¥ty z obou mnoºin párovat. p°i tomto postupu je v¥t²í ta mno-
ºina, v níº n¥jaké prvky zbudou. Pokud v ºádné z t¥chto mnoºin nic nezbude, pak
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°ekneme, ºe mnoºiny mají stejný po£et prvk·, i kdyº nevíme kolik. Matematik
by °ekl, ºe dv¥ mnoºiny mají stejný po£et prvk·, existuje-li mezi nimi bijekce.
Uplatníme-li tento postup na mnoºinu p°irozených £ísel, za£nou se dít v¥ci. Málo
se ví, ºe prvním, který na to p°i²el, byl Hugo Mazaný, který byl zam¥stnán jako
recep£ní v brn¥nském Grand hotelu, který v¥ren svému jménu m¥l v té dob¥ neko-
ne£n¥ mnoho pokoj·. Jednoho ve£era sem dorazil v prudkém de²ti unavený starý
£lov¥k a ºádal o nocleh. Panu Mazanému se tohoto £lov¥ka zºelelo a p°estoºe byl
hotel pln¥ obsazen, poda°ilo se mu jistým organiza£ním opat°ením jeden pokoj
uvolnit. Tu²íme uº, ºe hosta z jedni£ky p°esunul do dvojky, hosta z dvojky do
trojky atd., £ímº se mu uvolnil pokoj £. 1, aniº by n¥který z jiº ubytovaných host·
p°i²el o pokoj. Pro onoho pána to pan Mazaný ud¥lal zcela nezi²tn¥, av²ak v dal-
²ích p°ípadech to d¥lalaº po úplatku a tím si p°i²el na p¥kné peníze, zejména v
období veletrh· a velkých cen, nebo´ zv¥st o tom, ºe tento ²ikovný recep£ní dokáºe
ubytovat n turist· i v p°ípad¥, ºe je hotel pln¥ obsazen. Kdyº se jednoho panu
Mazanému poda°ilo za veliký bak²i² ubytovat i vlak s nekone£n¥ mnoha turisty
(bylo nutno p°esunout hosty na pokoj s dvojnásobným £íslem, aby se uvolnilo ne-
kone£n¥ mnoho pokoj· s lichými £ísly), tak této £innosti zanechal, aby mohl ve
vyhlá²ených sv¥tových letoviscích uºívat vyd¥lané peníze.

Cantor se zabýval problémem jednozna£nosti Fourierova °adu, p°i£emº zjistil,
ºe lze zeslabit p°edpoklad a p°ipustit v jistém smyslu nekone£n¥ mnoho výjimek,
aniº by jednozna£nost byla naru²ena. Cantor proto zavedl (intuitivn¥) pojem mno-
ºiny, prostého zobrazení mezi mnoºinami a pojem mohutnosti. Stanovil, ºe mno-
ºina p°irozených £ísel je spo£ítatelná a její mohutnost ozna£il ℵ0. Dokázal, ºe
mnoºina racionálních £ísel je spo£itatelná; stejn¥ tak je spo£itatelná mnoºina £ísel
celých a na druhou stranu i mnoºina druhých mocnin p°irozených £ísel. Jelikoº
ne kaºdé p°irozené £íslo je druhou mocninou a naopak kaºdá druhá mocnina p°i-
rozeného £ísla je £íslo p°irozené, je mezi nimi vztah inkluze. Na druhou stranu
mezi nimi existuje bijekce a mají tedy stejnou mohutnost (stejný po£et prvk·).
Cantor tak pop°el Eukleid·v spole£ný axiom 8, který tvrdí, ºe celek je v¥t²í neº
£ást. Cantor dále dokázal, ºe mnoºina £ísel reálných spo£etná není, ºe tedy existují
p°inejmen²ím dv¥ r·zná nekone£na. Mohutnost mnoºiny reálných £ísel zna£íme ℵ I
pro reálná £ísla platí, ºe celek není v¥t²í neº £ást, nebo´ libovolný interval reálných
£ísel má op¥t mohutnost kontinua. Najít bijekci mezi dv¥ma intervaly není ºádný
problém.

Sou£asn¥ s rozvojem nové teorie se za£aly objevovat potíºe, p°esn¥ji °e£eno
problémy, které nebylo moºno vy°e²it a které za£aly být nazývány paradoxy £i an-
tinomie teorie mnoºin. Prvním z t¥chto antinomií, která byla známa jiº Cantorovi
a kterou publikoval Cesare Burali-Forti v roce 1897 lze formulovat takto: Ordinální
£íslo dob°e uspo°ádané mnoºiny v²ech ordinálních £ísel je v¥t²í neº v²echna ordi-
nální £ísla (existuje ordinální £íslo v¥t²í neº ono samo). Dal²í antinomii m·ºeme
formulovat takto: Nech´ M je mnoºina v²ech mnoºin, které nejsou svým vlastním
prvkem. Jenºe v tomto p°ípad¥ M ∈ M a sou£asn¥ M /∈ M . Na jiný paradox
upozornil Jules Richard (1862�1956) v roce 1905. Paradox spo£ívá v této úvaze:
Kaºdé p°irozené £íslo m·ºeme popsat jednozna£n¥ jednou v¥tou v n¥jakém jazyce.
Zvolíme-li £e²tinu, pak tato v¥ta p°edstavuje jistou posloupnost písmen £eské abe-
cedy. Písmen £eské abecedy je mén¥ neº padesát a tudíº £eských v¥t, které obsahují
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mén¥ neº sto písmen je mén¥ 50100. P°irozených £ísel je v²ak víc neº tento po£et
a mezi nimi je nejmen²í, které ozna£íme nm. nm je nejmen²í p°irozené £íslo, které
nelze popsat v¥tou s mén¥ neº sto písmeny. Jenºe touto v¥tou jsme takové £íslo
práv¥ popsali.

Obdobné problémy v²ak má i logika. Epamenides byl zcela jist¥ p°esv¥d£en,
ºe je jediný pravdomluvný Kré´an. Jenºe podle jeho výroku jsou v²ichni Kré´ané
lhá°i, tedy i on je lhá°. V tom p°ípad¥ není pravda, ºe v²ichni Kré´ané jsou lhá°i.
Je-li onen pravdomluvný Epamenides, pak ov²em pronesl pravdivý výrok...Autor
rád vzpomíná na doby, kdy co roztomilé pachole trávíval sobotní odpoledne v
holi£ské o�cín¥, nebo´ v²ichni muºi museli být v ned¥li oholení. Dá se tedy °íci, ºe
existovaly dv¥ skupiny muº·. do první pat°ili ti muºi, které holil holi£, do druhé
pak ti, kte°í se holili sami. Kam v²ak za°adit holi£e?

Matematikové (ale i �losofové) se snaºili nalézt východisko z krize, ve svém
postupu v²ak nebyli jednotní a postupn¥ vzniklo n¥kolik sm¥r·, jak z toho ven.
Intuicionisté odmítali aktuální nekone£no a dávali p°ednost intuici. Mimo jiné
odmítali princip tertium not datur (pro kaºdý výrok platí bu¤ V nebo ¬V . Za-
kladatelem intuicismu byl Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881�1966). Jak bylo
uvedeno vý²e, n¥které antinomie teorie mnoºin mají svou obdobu v logice. Logicis-
mus povaºoval logiku za základ matematiky, samoz°ejm¥ logiku novou, zbavenou
impredikativnosti (Kré´an se nem·ºe vyjad°ovat o Kré´anech). Mezi nejvýznam-
n¥j²í p°edstavitele tohoto sm¥ru pat°í Bertrand Russel (1872�1970) a Alfred North
Whitead (1861�1947). Formalismus, jehoº hlavním p°edstavitelem byl David Hil-
bert (), který se odmítal dát vyhnat z ráje, do n¥hoº matematiku uvedl Cantor.
Hlavní my²lenkou tohoto sm¥ru je vybudování p°ísn¥ formálního systému a la Eu-
kleides, tedy stanovit úplný a bezesporný systém axióm·, z n¥hoº by se pomocí
de�nic dalo dokázat kaºdé tvrzení. Takto se matematika u£í i na ²kolách a zdá se,
ºe ani jiný sm¥r nem·ºe být moºný. To by se ov²em v Brn¥ nesm¥l narodit Kurt
G�odel, který vyslovil a dokázal následující tvrzení. Nech´ S je úplný a bezesporný
systém axiom·. Pak v n¥m existuje nerozhodnutelné tvrzení.

Jak se shodují sou£asní matematikové, z t°etí krize jsme se dosud nedostali.
Kaºdý z uvedených (a i dal²ích nezmín¥ných) sm¥r· ur£it¥ p°isp¥l k rozvoji ma-
tematiky, av²ak krizi nevy°e²il. Je situace v matematice podobná fyzice konce 19.
století, kdy se zdálo, ºe aº se roz°e²í n¥kolik posledních problém· (fotoelektrický
jev, zá°ení absolutn¥ £erného t¥lesa), budou fyzikové bez práce? P°ijde matema-
tický Einstein, který rozmetá sou£asnou matematiku jako dome£ek z karet? Ale
tak jako newtonovská fyzika nezahynula a nadále dob°e slouºí, tak nezahyne ani
matematika Pýthágora, Euklida, Archiméda, fermata, newtona, Eulera a dal²ích
velikán· v¥dy v p°edchozích odstavcích zmín¥ných. A´ jiº matematikové v bu-
doucnu vymyslí cokoliv, autor má za to, ºe zedníci budou dále vyty£ovat pravý
úhel aneb vingl pomocí trojúhelníku o stranách 3, 4, 5. Matematika své postavení
rozhodn¥ neztratí a kaºdý, kdo se jí zabývá, by m¥l znát i její historii, k £emuº
snad alespo¬ trochu napom·ºe toto dílko.
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V této £ásti uvádíme stru£né ºivotopisy n¥kterých význa£ných matematik·, s
jejichº jmény se lze setkat p°i výuce tohoto p°edm¥tu na základních a st°edních
²kolách. Tento výb¥r je nutn¥ subjektivní, av²ak rozsah t¥chto skript neumoº¬uje
uvést úpln¥ v²echny osobnosti, jejichº p°i£in¥ním se dnes na ²kolách vyu£uje ma-
tematika. Zejména u starov¥kých u£enc· máme k dispozici jen málo ºivotopisných
údaj·, které by bylo moºno ov¥°it z jiných pramen·, proto uvádíme i skute£nosti,
které moºná nejsou pravdivé, ale jak praví klasik, jsou dob°e vymy²lené. Domní-
váme se totiº, ºe i tyto v¥ci pat°í do výuky, nebo´ pomohou tento p°edm¥t zlid²tit.



60



Kapitola 7

Zahrani£ní matematici

7.1 Archimédes ze Syrakus

Archimédes bývá povaºován za nejvýznam¥j²ího v¥dce starov¥ku a domníváme se,
ºe právem. Tato osobnost helénistické v¥dy totiº dokázala, to, co se vyºaduje i
dnes spojila teorii s praxí. �e£eno dne²ní terminologií, Archimédes vynikal jak v
základním, tak i v aplikovaném výzkumu a navíc ovládal n¥kolik obor·.

Narodil se 280 p°.Kr. v Syrakusách na Sicílii. Toto m¥sto na rozdíl od sou-
£asnosti pat°ilo k nejvýznamn¥j²ím centr·m °ecké civilizace, a to jak v klasickém,
tak i v helénistickém období. V Archimédov¥ dob¥ bylo centrum vzd¥lanosti v
Alexandrii, Archimédes také udrºoval v¥decké styky se svými kolegy z Múseia.

Jak uº bylo °e£eno, dokázal spojit teorii s praxí. Jeho nejznám¥j²í objev se
týká p·sobení vztlakových sil na t¥leso pono°ené do kapaliny, tento zákon nese
jeho jméno a lze ho formulovat takto: T¥leso pono°ené do kapaliny je nadleh£o-
váno silou, která se rovná tíze kapaliny, jejíº objem je stejný jako objem pono°ené
£ásti t¥lesa. Tento objev je dáván do souvislosti s úkolem, který dostal od tyrana
Hieróna II. Tento vládce si dal ud¥lat novou korunu ze zlata a m¥l podez°ení, ºe
byl zlatníkem o²izen. Proto se obrátil na Archiméda, aby tento problém vy°e²il.
Archimédes dlouho nemohl p°ijít záhad¥ na kloub, aº p°i koupeli si uv¥domil, ºe by
problém mohl vy°e²it zváºením koruny ve vod¥ a na vzduchu a výsledky porovnat
s kouskem zlata stejné hmotnosti. Podle legendy byl tímto objevem tak nad²en, ºe
vyb¥hl z lázní a volajíc heuréka (na²el jsem), b¥ºel oznámit °e²ení svému vládci.

Kdyº Hannibal vpadl do Itálie, Syrakusy se p°idaly na jeho stranu. V roce
215 p°. Kr. byly obleºeny °ímským vojev·dcem Marcellem. P°estoºe �ímané m¥li
velkou p°evahu, Syrakusy dokázaly této p°esile odolávat po t°i roky a krom¥ sta-
te£nosti obránc· to byla i zásluha Archimédova. Ten pln¥ zapojil své znalosti do
sluºeb syrakuského vojska. Zkonstruoval je°áby, které dokázaly zachytit a p°evrá-
tit °ímské lodi a prý dokonce dokázal tyto lodi zapálit. Zde se auto°i rozcházejí
v tom, zda se jedná o skute£nost £i báji. P°idrºíme-li se první verze, pak z°ejm¥
Archimédes vyuºil toho, ºe ²títy bojovník· jsou vlastn¥ zrcadla. Pak uº zbývalo
jediné�nastavit je tak, aby se jejich ohniska setkala na °ímské lodi, kam by také
byla soust°ed¥na slune£ní energie.
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Roku 212 p°. Kr. Syrakusy padly a sou£asn¥ se vstupem vít¥zné °ímské armády
se naplnil i osud Archiméd·v. A£koliv Marcellus vydal rozkaz, aby byl ºivot tohoto
génia u²et°en, z°ejm¥ v nad¥ji, ºe bude slouºit �ímu, nestalo se tak a archiméd·v
ºivot se uzav°el sou£asn¥ se ztrátou svobody rodného m¥sta. Legenda praví, ºe
práv¥ v okamºiku, kdy dobyvatelé vstoupili do Archimédova domu, tento práv¥
°e²il n¥jaký problém týkající se kruºnic, p°i£emº si tyto k°ivky kreslil do písku.
Jeho ºádost, aby neru²ili jeho kruhy °ím²tí vojáci pochopili jako pokus o odpor a
jeden z nich proklál Archiméda o²t¥p¥m. Jméno tohoto vojáka prameny neuvád¥jí,
jméno jeho velitele znají jen znalci °ímských d¥jin. Jméno Archimédovo v²ak v
zapomn¥ní neupadlo. Krom¥ jiº zmín¥ného zákona máme i Archiméd·v ²roub a
Archimédovu spirálu.

7.2 Lazare Carnot

Se jménem Carnot se sice nesetkáme v u£ebnicích matematiky pro základní £i
st°ední ²koly, p°esto jsme se je rozhodli za°adit do tohoto výb¥ru, d·vody uvedeme
pozd¥ji. Lazare Nicolas Marguerite Carnot se narodil 3. kv¥tna 1753 ve st°edosta-
vovské rodin¥ ve m¥st¥ Nolay v Burgundsku. Od mládí projevoval velké nadání
pro matematiku a techniku, není tedy divu, ºe vystudoval prestiºní ²kolu v Me-
zieres, kde mimo jiné u£il i zakladatel deskriptivní geometrie Gaspard Monge. Po
absolutoriu v roce 1773 se stal d·stojníkem francouzské armády, slouºil v r·zných
posádkách a v královské armád¥ to dotáhl na kapitána.

Kdyº 14. £ervence 1789 padla Bastila, dal v²echny své schopnosti do sluºeb
revoluce. Politicky m¥l blízko k jakobín·m, ostatn¥ s Maxmillienem Robespierrem
se znal del²í dobu a tento charismatický £lov¥k m¥l na Carnotovy názory velký
vliv. Velké Carnotovy chvíle p°i²ly v roce 1793, kdy se stal £lenem výboru ve°ej-
ného blaha a m¥l na starosti armádu. B¥hem krátké doby provedl reformu armády
a francouzská revolu£ní vojska porazila interven£ní armády Rakouska a Pruska.
Mimo jiné zavedl v²eobecnou brannou povinnost pro muºe od osmnácti do p¥t-
advaceti let, vy°adil z d·stojnického sboru ²lechtice ale také negramotné a také
spojil dobrovolnické oddíly s regulérní armádou. Nelze pominout ani zaloºení to-
pogra�cké kancelá°e, z níº pozd¥ji vznikl generální ²táb. �estný titul Organizátor
vít¥zství, který mu byl ud¥len, byl více neº zaslouºený.

Carnot nem¥nil své p°esv¥d£ení, zejména vystupoval proti absolutistickým ten-
decím a nedemokratickým metodám, takºe musel n¥kolikrát odejít do emigrace.
A£ byl názorov¥ blízký Robespierrovi, jeho metody vlády mu byly cizí a proto
p°isp¥l k jeho pádu. Z obdobných d·vod· byly zna£n¥ vyhrocené jeho vztahy s
Napoleonem, p°esto se tyto osobnosti navzájem uznávaly. Napoleon ocenil jeho
schopnosti pový²ením na divizního generála a ud¥lil mu hrab¥cí titul. Carnot zase
neváhal podpo°it Napoleona po jeho návratu z Elby a p°ijal funkci ministra vni-
tra. Bourboni mu jeho revolu£ní £innost neodpustili, takºe po jejich restauraci
byl nucen de�nitivn¥ opustit Francii. Sv·j ºivot doºil v Magdeburku, kde p·so-
bil jako v¥dec a také jako poradce pruské vlády pro otázky vojenského ²kolství a
pevnostního stavitelství. Zem°el 2. srpna 1823 a byl pochován v Berlín¥. V roce
1889 francouzská vládla rozhodla, ºe jeho ostatky budou p°evezeny do Francie a
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uloºeny v Pantheonu.

Carnot pat°í mezi nejvýznamn¥j²í matematiky své doby. Zabýval se p°edev²ím
geometrií, Carnotova v¥ta. Jako odborník na pevnostní stavitelství byl ve své dob¥
z°ejm¥ jedni£kou.

Jméno Carnot by m¥l znát kaºdý st°edo²kolák, který studoval fyziku, £i p°esn¥ji
°e£eno termodynamiku. Zásluhu na tom má Lazare jen nep°ímou, Carnot·v cyklus
a dal²í objevy jsou dílem jeho syna Nicolase Léonarda Sadi Carnota (1796�1832),
který pod¥dil otcovy v¥decké geny. V roce 1887 byl zvolen francouzským presiden-
tem Marie Francois Sadi Carnot (1838�1894), coº je praprasynovec Organizátora
vít¥zství.

7.3 René Descartes

René Descartes se narodil 31. b°ezna 1596 v la Haye ve Francii. Vzd¥lání získal v
jezuitské koleji La Fleche v Anjou, kam byl poslán jiº v osmi letech. Jako mladý
hodn¥ cestoval a také vojan£il. Byl v °adách armády Maxmiliána Bavorského,
která bojovala proti £eským stav·m, pro jeho ú£asr v bitv¥ na Bílé ho°e nejsou
d·kazy. V roce 1828 se usadil v Holandsku, kde ºil více neº dvacet let. V roce 1649
neodolal pozvání mimo°ádné ºeny na ²védském tr·n¥ královny Kristiny a odejel
za ní do Stockholmu. Drsné severské podnebí mu v²ak nesv¥d£ilo a 11. února 1650
zem°el na zápal plic.

Descartes pat°il k nejvýznam¥j²ím u£enc·m své doby. Na rozdíl od svého v¥-
deckého kolegy a rivala Fermata se nebál publikovat. V roce 1637 vy²lo jeho dílo
Discours de la méthod pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les
science. Tato kniha obsahovala t°i dodatky, z nichº nejvýznamn¥j²í je ten poslední
s názvem La Géometrie. Práv¥ v tomto dodatku formuloval základy analytické
geometrie, tedy £ásti matematiky, která °e²í geometrické problémy algebraickou
cestou. Poda°ilo se mu také zjednodu²it matematickou symboliku, ozna£ování ne-
známých písmeny z konce abecedy a konstat ze za£átku pochází práv¥ od n¥ho.
Máme i kartézské sou°adnice, av²ak zde prvenství pat°í Fermatovi. Descartes °e²il i
problémy fyzikální, p°edev²ím v mechanice a optice, mj. podal úplnou teorii duhy.

Descarta znají ov²em velmi dob°e i zájemci o humanitní obory, nebo´ pat°il k
významným �losof·m a zabýval se i psychologií. Snad práv¥ úsp¥chy v matematice
vedly Descarta k tomu, ºe i do �loso�e vná²í obdobné metody, tento sm¥r se nazývá
racionalismus. Základem je jeho známý výrok myslím, tedy jsemRozli²uje boha
jako nestvo°enou a nekone£nou substanci a dv¥ substance stvo°ené�sv¥t t¥les a
sv¥t duchovní substance s atributem my²lení. Pokusil se i zformulovat obecnou
metodu poznání, která je zaloºena na £ty°ech pravidlech: 1) P°ijímat jen to, co
je jasné a z°etelné a mimo jakoukoliv pochybnost. 2) kaºdý problém rozd¥lit na
jednodu²²í £ásti, které m·ºeme bezpe£n¥ poznat. 3) Postupovat od jednoduchého
k sloºit¥j²ímu. 4) Sestavit úplné seznamy a obecné p°ehledy, aby bylo jisté, ºe jsme
na nic nezapomn¥li.
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7.4 Leonhard Euler

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 v Basileji. Jeho otec byl evangelickým
pastorem a cht¥l, aby syn krá£el v jeho stopách. Na²t¥stí se tomu tak nestalo a sv¥t
nep°i²el o jednoho z nejv¥t²ích matematik· v²ech dob. Velkou zásluhu na tom má
Johann Bernoulli, který byl jeho u£itelem na basilejské univerzit¥. A£ národností
�výcar, °e£eno sportovní terminologií, hrál za Rusko a Prusko. Panovníci t¥chto
zemí si totiº uv¥domovali význam v¥dy a proto na prestiºní pracovi²t¥ dokázali
p°ilákat nejlep²í sv¥tové v¥dce.

Euler m¥l krom¥ matematického nadání i fenomenální pam¥´ a p°edstavivost,
takºe mohl pracovat aº do konce svého ºivota, a£koliv p°i²el o zrak. Jeho produkti-
vita byla obdivuhodná, díky jeho rukopis·m m¥li petrohrad²tí tiska°i práci desítky
let po jeho smrti. P°itom m¥l daleko k obrazu matematika coby roztrºitého £lov¥ka
ºijícího pouze svou abstraktní v¥dou a do reálného sv¥ta se absolutn¥ nehodícího.
�íká se, ºe to byl ºoviální pán, ºil normální ºivot.

Zasáhl do v²ech oblastí matematiky, je velmi t¥ºké na tak malém míst¥ psát o
jeho díle. Jeho dílo p°isp¥lo k rozvoji teorie £ísel. Ve své práci ²el v podstat¥ ve
Fermatových stopách, poda°ilo se mu dokázat £i vyvrátit v¥t²inu jeho tvrzení, mj.
dokázal Velkou Fermatovu v¥tu pro n = 3. �adu jeho poznatk· roz²í°il a zobecnil,
nap°. Malou Fermatovu v¥tu roz²í°il pro p°ípad sloºeného modulu. Jeho °e²ení
problému sedmi most· v Královci se stalo základním kamenem nové disciplíny�
teorie graf·[Sa].

T¥ºi²t¥m jeho práce byla v²ak matematická analýza. Jeho de�nice funkce z
roku 1755 roz²i°uje pojetí funkce z pouhého analytického výrazu na vzájemnou
závislost dvou veli£in. Kdyº n¥které veli£iny závisí na jiných tak, ºe p°i zm¥n¥
t¥chto (druhých) se také pozm¥ní, °íkáme, ºe první jsou funkcí druhých. Tento
název má mimo°ádn¥ ²iroký charakter a zahrnuje v²echny moºné zp·soby, jak lze
jednu veli£inu vyjád°it pomocí jiných veli£in.

7.5 Pierre de Fermat

Toulosský soudce Pierre de Fermat pat°í k nejpozoruhodn¥j²ím postavám sv¥tové
matematiky. Bývá ozna£ován jako kníºe amatér·, av²ak v dob¥ v níº ºil nebyla
známa profese matematika v dne²ním slova smyslu, proto je toto ozna£ení pon¥kud
zavád¥jící. Narodil se v roce 1601 , alespo¬ podle dosud publikovaných materiál·.
Fermat·v otec byl bohatý obchodník s k·ºemi a dal svému synovi dobré právnické
vzd¥lání. Za svoji ºivotní ruºku si Pierre vyvolil vzdálenou p°íbuznou Luisu de
Long, s níº m¥l dva syny a t°i dcery. Více neº dv¥ století p°ed tím, neº poprvé
zazn¥la slavná árie Kecala i Fermat patrn¥ po£ítal co mu to vynese. Díky své dobré
�nan£ní situaci si mohl zakoupit soudcovský ú°ad v Toulose, kde proºil celý sv·j
ºivot. Sv·j £as d¥lil mezi ú°ad, rodinu a své velké hobby-matematiku.

Není p°esn¥ známo, odkdy se za£al v¥novat matematice, je v²ak jisté, ºe se
zhruba v polovin¥ t°icátých let p°ipojil ke krouºku kolem pátera Mersenna. Ve
Fermatov¥ dob¥ nebyly ºádné v¥decké £asopisy a nebyly téº organizovány v¥decké
konference. V¥dci tudíº museli své objevy publikovat v kniºní form¥, coº v²ak Fer-
mat z r·zných d·vod· odmítal. Dal²í moºnost byla korespondence se svými kolegy
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a tento zp·sob páter Mersenne zdokonalil tím, ºe se stal jakýmsi tajemníkem sku-
piny badatel· a organizátorem permanentní koresponden£ní v¥decké konference.
Fermatovi tento zp·sob velice vyhovoval, nebo´ mu umoº¬oval z·stat v ústraní.

�íká se, ºe kaºdý muº má mj. vychovat syna a pro Fermata bylo spln¥ní této
povinnosti klí£ové. Tento pán si p°edev²ím hled¥l svého povolání a v¥da mu byla
jen koní£kem. A£koliv si dopisoval s v¥deckou elitou tehdej²í Evropy, s uchováváním
své korespondence si ned¥lal t¥ºkou hlavu. Star²í syn Samuel se po otcov¥ smrti
stal jeho nástupcem v soudcovském ú°ad¥, zajímal se i o matematiku, z tatínkova
talentu toho v²ak zd¥dil pramálo. P°esto Fermat jr. má pevné místo v d¥jinách
matematiky, jelikoº se mu poda°ilo shromáºdit zachované dopisy jak z otcovy
poz·stalosti, tak i od jeho koleg· a tyto dopisy vydal. Kdyby nebylo Samuela
Fermata, d¥jiny matematiky by jméno Fermat bu¤ v·bec neznaly nebo by toto
jméno bylo uvedeno pouze v t¥ch nejpodrobn¥j²ích spisech. Matematika by navíc
p°i²la o nejv¥t²í záhadu své historie, kterou £esky psaná literatura nazývá Velká
Fermatova v¥ta.

Do Fermatových rukou se dostalo Bachetovo vydání Diofantovy Aritmetiky a
tato kniha ho tak zaujala, ºe ji nejen podrobn¥ prostudoval, ale p°ímo do ní psal
své poznámky a komentá°e. Samuel tuto knihu v poz·stalosti objevil a spolu s
otcovými komentá°i ji vydal. Jeden problém °e²ený Diofantem se týkal pythago-
rejských trojic a Fermat p°ipsal následující poznámu: Nelze rozd¥lit krychli ve dv¥
krychle, bikvadrát ve dva bikvadráty a obecn¥ ºádnou mocninu ve dv¥ mocniny. Pro
tuto skute£nost jsem nalezl nádherný d·kaz, tento okraj je v²ak p°íli² úzký. �e£eno
dne²ním matematickým jazykem diofantická rovnice xn +yn = zn nemá pro n > 2
°e²ení v celých £íslech. Jednoduchá formulace a zejména sebev¥domé Fermatovo
prohlá²ení, ºe zná d·kaz bylo obrovskou výzvou a od zve°ejn¥ní do dne²ního dne
profesionálové i amaté°i hledali ztracený d·kaz. Wiles sice platnost této hypotézy
v roce 1994 dokázal, pouºil v²ak k tomu takové prost°edky Fermatovi prokazateln¥
neznámé. I po tomto datu trvají pokusy najít nádherný Fermat·v d·kaz, £ím je
perpetuum mobile pro fyziky, tím je velká Fermatova v¥ta pro matematiky. Dnes
se v¥t²ina badatel· kloní k tomu, ºe Fermat nesprávn¥ zobecnil d·kaz pro n¥které
konkrétní hodnoty a ºe se toto tvrzení elementárními prost°edky dokázat nedá.

Fermat je povaºován za zakladatele moderní teorie £ísel. Krom¥ jiº uvedené
Velké Fermatovy v¥ty je známa i tzv. Malá Fermatova v¥ta ap−1 ≡ 1 mod p,
je-li p prvo£íslo a (a, p) = 1. Zabýval se i £ísly tvaru Fn = 22

n

+1 (Fermatova £ísla),
o nichº se myln¥ domníval, ºe jsou to prvo£ísla, d·kaz v²ak z°ejm¥ nena²el. Tento
problém není dodnes vy°e²en, zatím v²ak krom¥ prvních p¥ti, která znal jiº Fermat,
ºádné nové prvo£íslo nalezeno nebylo, naopak mnohá z nich byla faktorizována.[Le]

Fermat pat°il k nejv¥t²ím postavám sv¥tové v¥dy první poloviny 17. století.
Poloºil základy analytické geometrie a jen díky tomu, ºe Descartes své my²lenky
publikoval kniºn¥ kdeºto Fermatovy objevy byly známy jen úzkému okruhu lidí
máme dnes kartézské sou°adnice a ne fermatské. Jeho korespondence s B. Pasca-
lem poloºila základní kámen k budov¥ teorie pravd¥podobnosti. Znal kvadraturu
paraboly, um¥l napsat rovnici te£ny ke k°ivce, je zakladatelem moderní teorie £ísel.
�e²il i problémy z mechaniky a optiky, i ve st°edo²kolských u£ebnicích fyziky lze
najít Fermat·v princip, jímº popisuje ²í°ení sv¥tla.

Fermat byl zdrojem inspirace generacím matematik·. Zdálo by se, ºe po roz-
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°e²ní jeho slavné hypotézy nás tento Francouz nem·ºe jiº ni£ím p°ekvapit. Koncem
20. století v²ak n¥mecký historik matematiky objevil, ºe v¥k udaný na Fermatov¥
náhrobku neodpovídá dat·m narození udávaných v literatu°e, p°i£emº toto datum
je doloºeno matrikami. Jelikoº se nedá p°edpokládat, ºe by Samuel Fermat nev¥d¥l
v¥k svého otce, nabízí se toto vysv¥tlení. Pierre narozený roku 1601 zem°el v útlém
v¥ku, p°i£emº v témºe £ase ovdov¥l i jeho otec. Tento se podruhé oºenil a se svou
druhou ºenou zplodili syna, jemuº bylo op¥t dáno jméno Pierre. Matriky z této
doby jsou ztraceny, takºe tuto hypotézu jiº nebude moºné doloºit.

7.6 Johann Carl Friedrich Gauss

Gauss se narodil 30. dubna 1777 v Braunschweigu jako jediný syn zedníka a vod-
ního mistra. Byl velmi nadaný, pokud by chodil do ²koly v dne²ních £asech, byl
by z°ejm¥ ozna£en psychology jako hyperaktivní. Vypráví se, ºe u£itel mu zadal
se£íst £ísla od 1 do 1000, aby ho alespo¬ na chvíli zabavil. Jaké bylo u£itelovo
p°ekvapení, kdyº vzáp¥tí Johánek hlásil správný výsledek 500 500. Uv¥domil si
totiº, ºe sou£et prvního a posledního £ísla je stejný jako sou£et druhého a p°edpo-
sledního atd. Sta£í tedy se£íst první a poslední a tento sou£et vynásobit po£tem
takových dvojic, £i chcete-li, pouºít vzorec pro sou£et prvních n £len· aritmetické
posloupnosti sn = a1+an

2 ⋅ n. Tato historka je velmi známá, mén¥ se traduje, ºe
malý Gauss jiº jako t°íleté dít¥ upozornil otce na chybný výpo£et mzdy pro jeho
d¥lníky.

Se jménem Gauss se setkáme také v mechanice, elektrostatice, nauce o magne-
tismu a astronomii, my se v²ak soust°edíme na to, £ím p°isp¥l k rozvoji matema-
tiky. Pokud jsou do výuky za°azena komplexní £ísla, tak si kaºdý vybaví Gaussovu
komplexní rovinu, neboli vzájemn¥ jednozna£né p°i°azení komplexních £ísel a bod·
v rovin¥. Máme-li experimentální data a chceme-li je znázornit gra�cky, tak pouºi-
jeme metodu nejmen²ích £tverc·. Tato metoda nám umoºní sestrojit z nam¥°ených
hodnot takovou k°ivku, aby sou£et druhých mocnin v²ech odchylek byl minimální.
Zabýval se také konstrukcí pravidelných n-úhelník· a dokázal, ºe eukleidovská kon-
strukce je moºná pouze v p°ípad¥, ºe n = 2kF1F2 ⋅ ⋅ ⋅Fn, kde Fi jsou Fermatova
prvo£ísla (viz Fermat). Proto lze zkonstruovat pravidelný sedmnáctiúhelník, je-
hoº konstrukci na²el, naproti tomu pravidelný sedmiúhelník sestrojit nelze, by´ je
sedmi£ka povaºována jinak za ²´astné £íslo.

Jeho dílo Disquisitiones arithmetique pat°í k st¥ºejním díl·m teorie £ísel. Mj.
zavedl pojem kongruence a dokázal kvadratický zákon reciprocity. Zabýval se také
pátým eukleidovým postulátem a p°i²el k názoru, ºe krom¥ eukleidovské geometrie
mohou existovat i dal²í, své poznatky v tomto sm¥ru v²ak nepublikoval. Jeho
plodný ºivot se uzav°el 23. února 1855 v Gottingen, kde po mnoho let p·sobil na
zdej²í univerzit¥.



Kapitola 8

�e²tí matematici

8.1 Matyá² Lerch

Matyá² Lerch se narodil 20. února 1860 v Milínov¥ u Su²ice v rodin¥ drobného ze-
m¥d¥lce. Jeho ºivot ovlivnila nehoda (pád z p·dy), p°i níº si váºn¥ poranil nohu,
která z·stala ohnuta v kolen¥, takºe se malý Matyá²ek mohl pohybovat jen s po-
mocí berlí. Do ²koly za£al chodit aº v devíti letech, kdy se jeho rodina p°est¥hovala
do Su²ice. Jiº na základní ²kole projevoval malý Matyá² velké nadání, takºe není
divu, ºe se rozhodl pro studium nejprve na ²kole st°ední a poté i na £eské technice
v Praze. Následky úrazu ho v²ak neustále pronásledovaly. Vzhledem k t¥lesné vad¥
se nemohl stát gymnaziálním profesorem jak p·vodn¥ zamý²lel. Rozhodl se proto
pro kariéru matematika a vysoko²kolského u£itele, coº bylo pro £eskou matematiku
velkým ²t¥stím. Jako st°edo²kolský u£itel by patrn¥ byl jen velmi pr·m¥rný, v ma-
tematice v²ak dosáhl velkých úsp¥ch·. Po ro£ním studiu na Karlov¥ Univerzit¥ a
ro£ní stáºi v Berlín¥ byl jmenován asistentem na praºské £eské technice. V té dob¥
za£ala jeho publika£ní £innost a to jak v £asopisech domácích, tak i v prestiºních
£asopisech zahrani£ních.

V roce 1895 nastala v jeho ºivot¥ dal²í významná zm¥na. Jelikoº asistentský
post jiº nemohl déle zastávat, pokou²el se získat profesuru na n¥které vysoké ²kole
v £eských zemích. Jeho snaha v²ak nebyla úsp¥²ná, coº bylo s podivem, nebo´
Lerch v té dob¥ jiº byl £eskou matematickou jedni£kou. Je moºné, ºe zde hrála roli
i závist a také skute£nost, ºe Lerch dával své kvality pat°i£n¥ najevo. Na²t¥stí se
objevila nabídka ze ²výcarského Freiburgu, kterou Lerch p°ijal a byl tak jmenován
profesorem na tamn¥j²í universit¥. Deset let strávených ve �výcarsku bylo pro
Lercha patrn¥ nej²´astn¥j²ím obdobím v jeho ºivot¥, a to jak v soukromé, tak
i v pracovní oblasti. V roce 1900 absolvoval náro£nou operaci, která v²ak byla
úsp¥²ná a Lerch mohl vym¥nit berle za vycházkovou h·l. V témºe roce za ním
p°ijela jeho nete° R·ºena Sejpková (v roce 1921 ji Lerch pojal za manºelku), která
mu vedla domácnost. V tomto období vyvrcholila i jeho publika£ní £innost a jeho
matematické dílo bylo ocen¥no Velkou cenou pa°íºské Akademie v roce 1900. Tuto
prestiºní cenu získal Lerch jako první £eský matematik (a druhý £eský u£enec po
Purkyn¥m).

67



68 KAPITOLA 8. �E�TÍ MATEMATICI

P°es v²echny úsp¥chy se Lerch touºil vrátit zp¥t do vlasti. Místem jeho pobytu
se stalo Brno, nebo´ se v rooce 1906 stal profesorem na £eské technice v tomto
m¥st¥. Kdyº byla v roce 1919 zaloºena v tomto m¥st¥ nová universita, bylo celkem
p°irozené, ºe se stal jejím prvním profesorem matematiky a kone£n¥ se mu tedy
dostalo místa, které odpovídalo jeho kvalitám. Bohuºel se v²ak z tohoto úsp¥chu
dlouho net¥²il, p°i koupání v °ece se nachladil, dostal zápal plic a 3. srpna 1922 v
Su²ici zem°el.

Lerch byl bezesporu vynikajícím matematikem, jako osobnost v²ak byl pon¥-
kud kontroverzní. Moºná na to m¥l vliv jeho úraz z d¥tství a v pozd¥j²ích letech i
nep°íli² dobrý zdravotní stav nebo´ onemocn¥l cukrovkou, v té dob¥ nelé£itelnou
nemocí. V jednání byl p°ímý a dokázal stát za svým názorem i za cenu kon�iktu
s okolím. Jiº v mládí musel po kon�iktu s katechetou p°estoupit z Plzn¥ do Ra-
kovníka, o jeho potíºích s hledáním pat°i£ného uplatn¥ní jsme se jiº zmínili. Na
druhou stranu byl váºený a uznávaný.

Lerch byl velice ovlivn¥n kroneckerem a jeho dílo bylo ve stylu tohoto n¥mec-
kého matematika. �e²il konkrétní problémy, a£koliv publikoval více neº dv¥ st¥
prací nikdy nenapsal ºádnou monogra�i, a£koliv v n¥kterých oblastech matema-
tiky (eliptické integrály, malmsténovské °ady, kvadratické formy) vynikal a roz-
hodn¥ by byl schopen monogra�i napsat. Nenapsal ani ºádnou u£ebnici, a£koliv
by to bylo pot°ebné. A£koliv nebyl p°íli² dobrým u£itelem co se tý£e formy (slabý
a jednotvárný hlas ap.), jeho p°edná²ky byly po odborné stránce skv¥lé. Údajn¥
m¥l prohlásit, ºe kdyº nebyl dobrý pro £eské vysok ²koly, tak te¤ tyto zase nejsou
dost dobré proto, aby pro n¥ psal u£ebnice. P°esto se Lerch zapsal nesmazateln¥
do £eského ²kolství a zejména v sedmdesátých letech, kdy se za£alo vyu£ovat na
mnoºinovém základ¥ nep°ímo stra²il rodi£e v²ech tehdej²ích ²kolák·. je totiº tém¥°
jisté, ºe autorem novotvaru mnoºina je práv¥ Matyá² Lerch.
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