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Uvod

Tato skripta jsou napsana jako doplnujici text do predmétu Algebra 1 pro 2. semestr
bakalaiského studia budoucich uéiteld matematiky na 2.stupni ZS. Pfedmét svym cha-
rakterem navazuje na témata predmétu MA00O1 (Zaklady matematiky) a predpoklada, ze
studenti si budou pamatovat pojmy: mnozina, kartézsky soucin, relace, uspoiradani,
ekvivalence, zobrazeni, operace, posloupnost, realna funkce, a nékteré zakladni
vlastnosti relace, viz cviceni 1 tohoto textu. Znalost téchto pojmu bude provérena
i v predmétu Algebra 1.

V predmétu Zaklady matematiky jsme studovali zejména relace a jejich vlastnosti.
Nyni v predmétu Algebra 1 budeme studovat zejména pojem operace.

Tento text by nemohl vzniknout bez knihy [8], ze které jsem podstatné ¢erpal jak pro
prednasku, tak pro cviceni. I kdyz tento predmét se studentum nutné bude zdat teoreticky,
Charles Pinter napsal knihu [8] s pfesvédéenim, ze algebra je pro matematiku potfebnd —
stejné potiebnd jako geometrie.

V roce 2019 probéhne rekonstrukce textu, nékteré partie prvni poloviny budou vyho-
zeny, naopak druhd polovina bude doplnéna o polynomy a komplexni ¢isla.

Bretislav Fajmon,
verze textu cerven 2019
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1 Axiomy operaci, vlastnosti (1) az (5)

1.1 Warmup

Podivejme se na tzv. Axiomy euklidovské geometrie:
1. Kazdé dva rizné body lze spojit iseckou.
2. Usecku lze libovolné daleko prodlouzit v primku.

3. Pro dva ruzné body S, A lze sestrojit kruznici se stifedem v S, ktera prochazi bodem
A

4. Primy uhel lze kolmici rozdélit na dva pravé uhly.

5. Bodem A, ktery nelezi na piimce p, lze vést pravé jednu primku q rovnobéznou s
primkou p.

Tyto axiomy si budete jesté prochézet v predmétu geometrie. Nyni si pouze vSimnéme
toho, ze axiomy uddvaji vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi pojmy (ty jsou
podtrzeny), nebo vlastnosti nékterych pojmu (napf. piimy thel je specidlni tihel, ktery
1ze rozdélit kolmici na dva shodné pravé thly ... vliastnost 4).

- Premyslejte nad vlastnostmi znamych operaci scitani, odc¢itani, nasobeni a
déleni realnych c¢isel a pokuste se sestavit pét axiomu, které tyto operace splnuji. Mate na
to deset minut a porad'te se se sousedem (ve skupinkdch o tiech lidech).

1.2 Prednaska

Axiomy pro pociténi s ¢isly (které studenti znaji ze stiedni koly) mozn4 daly zaklad pro
definice nésledujicich vlastnosti, jez budou hrat klicovou roli:
Vlastnost (1) Uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci x:

Ve,ye M : xxye M. (1)

Vlastnost (1) je prirozend — chceme, aby operace na mnoziné byly definované takovym
zpusobem, aby vysledek operace zase byl prvkem dané mnoziny.
Vlastnost (2) Asociativita operace x:

Ve,y,z € Mo (zxy) 2z =a%(y* 2). (2)

Vlastnost (2) plati pro vétsinu operaci, o kterych bude za chvili fe¢ — jednoduse feceno,
nékolikandsobné pouziti jedné operace nezavisi na uzavorkovani. Snad jen operace — a :
nejsou asociativni.

Vlastnost (3) Existence jednotkového prvku vzhledem k operaci *:

deeM:xxe=exx=x Ve M. (3)

Ptiklad pro vlastnost (3): jednotkovy prvek vzhledem k operaci séiténi je 0 (nékdy
nazyvan téz nulovy prvek, aby nedoslo k zameéné s prvkem 1), jednotkovy prvek vzhledem
k operaci nasobenti je 1.
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_ Existence inverznich prvku vzhledem k operaci %

VeeM e teM:zxas =o' 5o =e (4)

Piiklad pro vlastnost (4): Pro ¢islo 2 je inverznim prvkem vzhledem k operaci s¢itani
c¢islo —2, vzhledem k operaci nasobeni ¢islo %

Uved'me nyni zakladni definice nékterych struktur, které spliuji dané vlastnosti:
° _ Grupoid (M, *) ... mnozina M, na které operace % spliuje vlastnost

° _ Pologrupa (M, ) ... mnozina M, na které operace * spliuje vlastnosti

. _ Monoid (M, %) ... mnozina M, na které operace % splnuje vlastnosti
(1),(2),(3) (nékdy téz podle starsi terminologie: pologrupa s jednotkou, pologrupa s
jednotkovym prvkem);

_ Grupa (M, x)... mnozina M s operaci *, ktera spliiuje na mnoziné M
vlastnosti (1), (2), (3), (4).

Kromeé téchto ¢tyt zakladnich struktur, které byly pravé definovany, jesté fada operaci
splituje vlastnost (5) — viz néasledujici definice. Tato vlastnost (5) uz do samotné definice
stézejniho pojmu grupy neni zahrnuta, protoze jak uvidime v nasledujicich dvou kapitolach,
existuji vyznacné piiklady grup, které ji nesplinuji. Proto slovo ,komutativni“ musime k
pravé definovanym strukturdm zvlast dodat jako novou vlastnost.

° _ Operace * se nazyva komutativni na mnoziné M, pokud plati vlast-
nost (5):

Ve,ye M : x*xy=yx*uz. (5)

° _ (M, %) se nazyva komutativni grupoid, pokud je grupoid a operace *
spliiuje vlastnost (5) tj. je komutativni na mnoziné M.
%)
(5

o [Definicelio (17,

* spliuje Vlastnost

se nazyva komutativni pologrupa, pokud je pologrupa a operace
), tj. je komutativni na mnoziné M.

o [Définice 1.7. (M, *) se nazyva komutativni monoid, pokud je monoid (tj. pokud
je pologrupa s jednotkou) a operace * splnuje vlastnost (5), tj. je komutativni na
mnoziné M.

° _ (M, *) se nazyva komutativni grupa, pokud je grupa a operace x
splnuje vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Pii premysleni nad zakladnimi vlastnostmi operaci s¢itani a nasobeni lze jesté najit
casto axiom, ktery si vSimé interakce” = vzajemného vztahu mezi témito dvéma opera-
cemi: interakce operaci + a - spliuje tzv. distributivni zdkon = :

VrzyzeM:x-(y+z2)=z-y+x-2, (y+z)-x=y-v+z-x. (6)
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Nazev ,distributivni“ lingvisticky odpovida tomu, ze po odstranéni zavorek se prvek x
rozdéli = distribuuje k obéma ¢lenuim souctu. Matematicky se jedna o pravidlo nasobeni
zavorky, ve které se nachézi ,soucet* prvku, kde ,soucet” je operace se stejnou nebo nizsi
prioritou nez nasobeni. Napiiklad zndméa operace séitani realnych ¢isel mé nizsi prioritu
nez nasobeni realnych c¢isel:

8+2-3=14,

tj. operace - vaze jednotliva cela ¢isla s vétsi prioritou nez je tomu u sc¢itani a odcitani
(a pokud bychom chtéli nejprve secist ¢isla 8 a 2, a teprve pak vysledek vyndsobit tFemi,
musime diky vétsi priorité ndsobeni uzit pro séitani zévorky).

Axiom (6) lze formulovat pro ruzné dvojice operaci, tj. obecné bychom méli psat, ze
distributivni zdkon mezi operacemi x a v/ je

VaoyzeM:zx(yvz)=(@*xy)v(exz), (yvz)xx=(yxx)V (zx*z).

To, ze rovnice distributivity jsou dvé, musime mit na mysli tam, kde operace * neni
komutativni, tj. nespliuje vlastnost (5).
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1.3 Cviceni

_ Zjistéte, jaké struktury vzhledem k uvedené znamé operaci (bézné oznaceni)
jsou nasledujici mnoziny:

a) (N, +).
b) (Z,+).
c) (Z,).
d) (@), (R,).

e) (Q—{0},-), (B—{0},).

f) (24,U), kde A = {a,b,c,d, e} je pétiprvkovd mnozina.

g) (24,N), kde A = {a,b, c,d, e} je pétiprvkova mnozina.

(
h) (Z,-),(Z,).
i) (M,+), kde M = {—100,—99,—98,...,—1,0,1,2,...,99,100}.

_ Opakovani definic a prace s nimi

a) Nadiktujte sousedovi v lavici definici grupy a on ji zapise zkracenym matematickym
zapisem, ve kterém se nevyskytuje ani jedno ceské slovo, kromé slova ,grupa®.

b) Co to znamend, ze (M, x) neni grupoid, tj. neni splnéna vlastnost (1)7 Negujte vlast-
nost (1).

c) Co to znamend Ze neni splnéna vlastnost (4) z definice grupy? Negujte vlastnost (4).

_ Uved'te definice ndsledujicich zdkladnich pojmu z predmétu Zaklady ma-
tematiky a u kazdé uved'te priklad:

a) mnozina,

b) kartézsky soucin;

c) relace

d) ekvivalence;

e) uspoiadani;

f) zobrazeni;

g) operace;

h) (redlnd) posloupnost;

i) (redlnd) funkce.
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a) Uved'te definici vlastnosti (4) pro operaci 37 na mnoziné M ve strutném matematickém

ZApisu.

b) Uvedte piiklad struktury (M, /), kterd splituje vlastnost (4).

¢) Uvedte pifklad struktury (M, ), kterd NEspliiuje vlastnost (4).

_ Dokazte, ze mnozina vsech podmnozin tiiprvkové mnoziny s operaci
symetrického rozdilu + je grupa (viz [8], str. 30, oddil C).

IONEEON Uvedte definice viastnosti relaci (11) az (18) a u kazdé z nich uved'te
priklad:

Relace p na mnoziné M je reflexivni (11), kdyz ...
Relace p na mnoziné M je symetricka (12), kdyz ...
Relace p na mnoziné M je tranzitivni (13), kdyz ...
Relace p na mnoziné M je tplna (14), kdyz ...

Usporadand mnozina (poset) P s relaci usporadani < je dobte usporadand (15), kdyz

Prvek x My je nejvétsi (16b) dolni zédvorou (16a) prvku z, y, kdyz ...
Prvek z Uy je nejmensi (17b) horni zédvorou (17a) prvka z, y, kdyz ...

Zobrazeni f z X do Y je takova relace na X x Y, ze plati

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.1.



2 Dalsi vlastnosti grup

2.1 Warm-up

Algebra je nauka o feseni rovnic. Proto bychom mohli zminit, co je to rovnice s nezndmou
x na mnoziné M, na niz je definovana operace v/:

e Rovnost je relace ekvivalence na mnoziné vyraziu, ve kterych vystupuji prvky
mnoziny M a operace V7. Priklad: bézné rovnost na mnoziné realnych ¢isel chapeme
jako relaci ekvivalence na mmnoziné vyrazu, v nichz vystupuji redlna cisla, realné
funkce a znamé operace s redlnymi ¢isly.

e Rovnitko je symbol relace rovnosti.

e Rovnice s neznamou x na mnoziné M je vyrokova funkce, ve které vystupuje
nezndamy prvek x, symbol rovnosti (rovnitko), prvky mnoziny M nebo vyrazy na
mnoziné M. Jak vime, vyrokova funkce neni vyrokem, protoze bychom museli dosa-
dit za z, abychom dostali vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

e Resit rovnici s nezndmou z na mnoziné M znamena najit obor pravdivosti K*!
vSech prvku z mnoziny M, pro které se stava dana rovnice pravdivym vyrokem.

_ Podivejme se na nékteré jednoduché piiklady:
a) Specifikace mnoziny M je také pro feseni rovnice dulezita. Napiiklad rovnice
T+x=2

nem4 feSeni na mnoziné prirozenych ¢isel (tedy tato rovnice nemd feSeni na monoidu
(N, +))!! Nebo rovnice

7T-x=2

nem4 feseni na mnoziné celych ¢isel (tj. na monoidu (Z,-)). Tj. vidime, ze uz na mo-
noidech (strukturach s jednou operaci) nékteré rovnice nemaji reseni!! Nebo rovnice

*—2=0

nem4 feseni na mnoziné racionalnich ¢isel (v této rovnici uvazujeme soucasné vyrazy
s operaci s¢itdni (odéitéani) i ndsobeni, hleddme tedy feseni na télese (@, +,-)).

b) Ve vétsiné tohoto textu se budeme zabyvat rovnicemi s vyrazy, ve kterych vystupuje
jedind operace, a mnozina, na které budeme feseni rovnice hledat, bude zpravidla
grupa nebo monoid vzhledem k této operaci. Obéma operacemi soucasné se budeme
zabyvat ve druhé ¢asti textu.

1K oznacuje tzv. mnozinu kofent dané rovnice na mnoziné M.
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2.2 Prednaska

Az dosud (v prvnich dvou pfednaskéch) byly uvedeny ruzné axiomy operaci, se kterymi
se v matematice setkdvame (operaci s¢itdni, ndsobeni ¢isel, operace pruniku a sjednoceni
mnozin). Zkusme se nyni odpoutat od konkrétnich operaci, které zname. Podobné jako
v predmétu Zakladu matematiky jsme se odpoutali od relaci ,mensi nebo rovno“, ,je
délitelem* a ,je podmnozinou“ a studovali obecné vlastnosti usporadanych mnozin, tj.
mnozin, na nichz je definovana relace reflexivni (11), antisymetricka (anti-(12)) a tranzi-
tivn{ (13), nyni se odpoutame od konkrétnich operaci a budeme studovat obecné vlastnosti
grupy — tj. vlastnosti mnoziny, na niz je definovana operace *, jez spliuje vlastnosti (1),
(2), (3), (4).

Zacnéme ovsem néjakym prikladem grupy:

Uvazujme ¢isla 0 az 5 rozmisténa po obvodu kruznice (napf. obvodu ciferniku hodin)
timto zpusobem (viz obrazek):

(=

h \ j,;i 2

. —
2
P

Cislo 0 se nachdzi tam, kde se obycejné na hodindch vyskytuje éislo 12. Dale ¢isla 1
az b jsou spolecné s nulou rozmisténa rovnhomérné po obvodu kruznice tak, ze tihel urcéeny
stredem kruznice a rameny prochazejicimi dvéma sousednimi ¢isly je 60° neboli .

Déle se budeme zabyvat mnozinou pootoceni jedné rucicky s osou otaceni ve stredu
kruznice:

e prvek 0 predstavuje nulové pootoceni rucicky — s rucickou se nic nestane;

prvek 1 predstavuje pootoceni o jednu jednotku, tj. o 60°;

prvek 2 predstavuje pootoceni rucicky o dvé jednotky, tj. o 120°;

prvek 3 prestavuje pootoceni o 180°;

prvek 4 prestavuje pootoceni o 240°;

prvek 5 prestavuje pootoceni o 300°.
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Pokud rucicka za¢ind svuj pohyb nasmeérovana na nulu, tak otaCenim o uvedené 1hly ji
dostaneme opét do polohy nasmérované na néktery z prvku — tj. mnozina otoceni splinuje
vlastnost (1), protoze slozenim dvou otoceni rucicky dostaneme zase néjaky ze zékladnich
Sesti prvku.

Déle operace skldadani otdceni je asociativni (spliuje (2)), kdyz totiz pii poc¢dtecnim
nastaveni rucicky do nulové polohy slozime otoceni (1 + 2) + 42, dostaneme prvek 1 stejné
jako pri postupu 1 + (2 4+ 4) — slozenim téchto tii pootoceni dostaneme vzdy tihel 420°,
po jehoz aplikaci rucicka ukazuje na prvek 1. Tedy skladani pootoceni nezavisi na jejich
uzavorkovani®.

Pootoceni 0 je neutralnim prvkem vzhledem ke sklddani pootoceni (plati vlastnost (3))
— kdyZz napt. ruc¢icku namitenou na prvek 4 pootoéime o 0, rucicka je stale namitena na
prvek 4.

A konecné, kazdy prvek ma svuj inverzni prvek v této Sestiprvkové mmnoziné (plati
vlastnost (4)), se ktery kdyz jej slozime, dostaneme rucicku zase do polohy 0:

e inverzi k 0 je opét 0;

e inverzi k 1 je 5 — a naopak, inverzi k 5 je 1;

e inverzi k 2 je 4 — a naopak, inverzi k 4 je 2;

e inverzi k 3 je opét 3.

Tedy celkem nase mnozina pootoceni (oznacme ji Hg = {0,1,2,3,4,5}) vzhledem k
operaci sklddani pootoceni je grupa = operace + na ni definovand splinuje vlastnosti (1)

az (4).
Protoze Hg je konecna mnozina, lze si vysledky operace + napsat do tabulky:

Tabulka 1: Tabulka operace 4+ na mnoziné Hg.

+10 1 2 3 4 5
0(01 2 3 45
111 2 3 450
212 3 45 01
31345 01 2
414 5 01 2 3
515 01 2 3 4

20peraci oznaéime jako + — i kdyZ se nejednd o klasické séitani &fsel, toto sklddani otoceni mé velmi
pribuzné vlastnosti se s¢itanim.

3Dokonce skladani tif pootoceni nezavisi na jejich pofadi, protoze operace skldddni pootoceni splituje
i vlastnost (5) = komutativitu; tou se ovSem nyni nechceme pfilis zabyvat.
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Danou tabulku operace * konstruujeme tak, ze na prusec¢iku fadku prvku z a sloupce
prvku y se vyskytuje vysledek operace x * y:

x| ... Y

Mdame-li k dispozici tiplnou tabulku operace * na mnoziné M, méame pii zjistovani
vlastnosti operace vyhrano. Jak lze nahlédnout v tabulce 1, vlastnosti (1), (2), (3), (4)
operace + na Mnoziné Hg lze vSechny z této )tabulky vyécist (viz vyklad ... elicit from the
students).*x (tento znak znamend konec daného piikladu)

Je jasné, ze lze obecné definovat grupu (H,, +) pootoceni hodinové rucicky o nasobky
thlu 2% s operaci skladani pootoceni — tato grupa ma n prvku.

Studujme nyni tedy obecné vlastnosti grupy (G, /). Co v této obecné poloze lze fici o
mnoziné G a operaci 77 Pokud abstrahujeme od konkrétnich situaci a budeme studovat
pouze vlastnosti (1) az (4) na mnoziné G, dojdeme k poznatkum, které plati pro kazdou
strukturu, ktera je vzhledem k néjaké operaci grupa.

Prvni otdzku si polozme ohledné axiomu (3): pokud existuje neutrdlni prvek grupy,
musi byt jeden, nebo v jedné grupé muze existovat vice neutralnich prvka?4

- (o jednoznacnosti neutralniho prvku) V kazdé grupé (G, w) existuje jediny
neutralni prvek.

Dukaz: Sporem: predpokladejme, ze v grupé existuji dva ruzné neutralni prvky n; a no
takové, ze ny # ng. Jaké z toho plynou vlastnosti téchto dvou prvka?

Klicova myslenka: pokud je prvek neutrdlni, tak neméni vysledek operace 7 vuci
jakémukoli dalsimu prvku, tj. napt. g \v n; = g¢g. Mohlo by tedy byt zajimavé, co se
stane, kdyz aplikujeme operaci na dané dva neutralni prvky n;, ny’:

ny 2 ny \V N2 & N2,

coZ je spor s tim, Ze oba neutrdlni prvky jsou navzajem rizné®.0

Tak to je zajimavé, neutralni prvek grupy muze byt pouze jeden jediny. A jak je to s
inverznimi prvky grupy? Vime, ze v grupé existuje inverze ke kazdému prvku vzhledem k
operaci 7 — musi také ke kazdému prvku existovat jedina inverze? Mohli bychom najit v

4Vime, ze napi. na mnoziné @ — {0} existuje vzhledem k ndsoben{ jediny neutralni prvek 1 — ale musf
tomu tak byt v kazdé grupé? Co kdyz existuji grupy se dvéma nebo tfemi neutralnimi prvky?

5Vlastnost (3); znamena, Ze vyuzivame vlastnosti (3) pro prvek ni, vlastnost (3)2 plat{ pro neutraln{
prvek no.

6Cely diikaz je mozné formulovat i jako pifmy diikaz typu 2: pfedpokldddme, Ze prvky ni, no oba se
chovaji jako neutralni, tj. uvedené odvozeni by o nich dokazalo, ze se musi nutné rovnat — tj. z toho plyne
piimo, ze prvek neutralni je pouze jeden.
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grupé néjaky prvek, ke kterému existuji inverze dvé?

BB (0 jednoznacnosti inverznich prvki) V kazdé grupe (G,v7) existuje ke
kazdému prvku z jediny inverzni prvek z=! vzhledem k operaci v/.

Diikaz: Predpokladejme opét, ze k néjakému prvku a € G vykazuji dva prvky a;?, a; !

vlastnost inverze, tj. plati
-1 _ ~1 _
aya; =n, N a Ja=n
(musi platit oba vztahy, protoze o operaci 7 zatim nevime, zda je komutativni) a soucasné

ava;l =n, A a;lva:n.
Klicova myslenka: vynasobenim’ a7 <7 a5 ' pravdépodobné nic neziskame. Prvky a;?,
ay’ vystupujl’ ve Vlastnostiv (4), tj. meéli bychom studovat néco jako rovnice ve vlastnosti
(4). VYUZIJEME TOHO, ZE VE VLASTNOSTI (4) SE VYSKYTUJI DVE ROVNOSTI,
A JEDNU APLIKUJEME NA PRVEK a ZLEVA, DRUHOU ZPRAVA:

-1 ¥

Ay == \V4 (],;1 = @ (4)2 B -1

(4)1 _ _ _ _ _
2 (allva)vagl :a11V(aVa21) = allvnzal .

Vyuzili jsme platnosti asociativniho zékona (2) pro kaskadu tif prvki uprostied spojenych
operaci 7. Z uvedené kaskady rovnosti je vidét, ze prvky a; ' a a; ' musi nutné byt stejné.
Dukaz je hotov — inverzni prvek k prvku a existuje v grupé pravé jeden.O

- (muzeme ,kratit“® v rovnostech, ve kterych se vyskytuji prvky grupy G a
operace /?) V kazdé grupé (G, /) plati zékony o kréceni (7), tj.

Va,b,ce G: (avvb=avc=b=c) N (bya=cyva=b=c).
Dukaz: Provedeme naptiklad pro prvni z implikaci: Vztah
ayJb=av/c
rozsifime zleva aplikaci inverzniho prvku na obé strany rovnice (to je vlastné vlastnost

anti-(7), kterd ovsem plyne z vlastnosti (1): ,vyndsobenim® téhoz prvku grupy G (ktery
je na obou strandch rovnice) dostaneme opét prvek grupy G-

atvayb=a"tave,

a s vyuzitim asociativity (2) (v grupé nezélezi na uzavorkovani ,soucinu® tii prvku vzhle-
dem k operaci /), vlastnosti inverzi (4) a vlastnosti neutralniho prvku (3) dostaneme

b=c.

"Viimnéte si, ze ifkdm ,,vyndsobenfm“, ikdyz nyni nestudujeme operaci ndsobeni, ale operaci v/ ...
tak moc jsou operace sc¢itdni a nasobeni v nas zakdédovany, ze pouzivame terminologii, kterd odpovida
témto operacim — spravné bychom meéli Fici: aplikaci operace 7 na dané prvky v daném poradi, tj. na
usporadanou dvojici prvkiu ...

80pe inologie: i kdyz mluvi becné i lastnost (7) se vzil { Ak

pét terminologie: i kdyz mluvime obecné o operaci v/, pro vlastnost (7) se vzil termin ,zdkony o
kraceni“, tfebaze kriceni je termin vzaty z rovnosti, ve kterych se vyskytuje bézna operace nasobeni.
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Dukaz druhé nerovnosti bychom museli provadét vynasobenim obou stran rovnice zprava,
abychom mohli aplikovat vlastnost inverzi (4).0

BB (0 vzéjemné inverznich prvich) V kazdé grupé (G, <) z rovnosti a 7 b = n
(kde n je neutrdlni prvek) plyne, ze plati

a'=0b, asoutasné b l=ua

(tedy prvek b je inverzni k prvku a, a soucasné prvek a je inverznim prvkem k prvku b).

Dikaz: je prosty, nebot plyne z véty 2: pokud b vykazuje vlastnosti inverze (4), tak
musi byt inverzni k prvku a, protoze vice inverznich prvku k danému prvku v grupé byt
nemuze. Dalsf moznost diikazu: pokud rozsiifme rovnost a <7 b = n prvkem a~! zleva,
dostaneme

a’lvavb:a’lvn@a’l,

po aplikaci vlastnosti (4) na prvni vyraz dostaneme b = ¢~'.0

BB (o vypoctech inverznich prvki) V kazdé grupeé (G, ) plati:

i) (ayb)™! =b"tya! (inverze soucinu dvou prvki je soucin jejich inverzi, ale v opacném
poradi!!!);

ii) (a7')™' = a (inverzi k inverzi je puvodni prvek).
Dukaz: ad i) Pifmo ovéienim vlastnosti (4) pro prvky asyba b~ ! sy a™':

avbyv (b va) @av(bvb‘l)vwl @aVnVa_l @) avyat @
Protoze nevime, zda operace v/ je komutativni, méli bychom ovéfit i druhy za zékonu (4),
tj. upravovat vyraz

b 'val)yvavbd

analogickym zptisobem se v ném ,,vyrusi“ nejprve a=! </ a, a pakb~! 7 b a dostaneme
opét pouze n.

ad ii) Z rovnosti a 57 a~! = n a véty 4 o vzdjemné inverzi mame (a~!)"! = ¢.0

'Definice 3.1, Rad koneéné grupy se nazyvé pocet jejich prvki, oznacujeme |G.
Oznaceni poctu prvku je standardni, nazyvat tento pocet prvku fadem je ponékud bizarni,
ale m4 jakési opodstatnéni u cyklickych grup (viz kapitola 5).

Ve véte 5 se vyskytuje ,soucin® ¢tyt prvkiu za sebou — presné pracujici matematik
by mél prozkoumat, zda se nedopousti pfi dukazu néceho, co neni definovano. Pokud
definujeme soucin ¢tyt prvku vzhledem k operaci s7jako sou¢in prvniho prvku se souc¢inem
nasledujicich tif prvku, tj.

av (b cvd),
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postupnym uzitim vlastnosti (2) pro tii prvky dostaneme

av(bve)vd=avby(cvd) =(@vb)vvd=(@vb)vevd

a jednad se stale o tyz vysledek. ,,Soucin® ¢tyt prvku je tedy definovan korektné a plati pro
néj vlastnost (2)’ ... v sekvenci tikrat za sebou pouzité operaci 57 nezdlezi na uzavorkovani.

S takto rozsifenym zakonem asociativity muzeme pak vyslovit a dokazat nékteré véty
pro vétsi pocet operaci 57 v fetézci za sebou, napiiklad analogii véty 5a):

(a1vVav-vVa)  ==a'vVavV--vVa va

Dale pro néas bude uzitecna napiiklad definici n-té mocniny vzhledem k operaci v:

_ n-t4 mocnina prvku a grupy (G,v/) se definuje jako prvek ziskany v
fetézci operaci

av=asyaN) -\ a.
n—krat
A pokud uz mame definovanou mocninu, ma smysl ptat se, zda existuji odmocniny, a
sice v nasledujicim smyslu:

'Definice 3.3 n-ta odmocnina prvku a grupy (G, ) je takovy prvek z € G (pokud

tedy existuje), ze a = z".

_ zédpornou odmocninu a° grupy (G,v) definujeme jako patou moc-
ninu jejtho inverzntho prvku, tj. a=® := (a™!)5.
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2.3 Cviceni

textu [8] ndvod k teseni. Nékteré z téchto doporucenych piikladu, které se vyskytly u
zkousky, zde jsou vyslovné napsany se zadanim i vysledkem.

IOV Piiklady z [8], str. 39, oddil A: feSeni rovnic v grupach — vyborné
priklady, je zde vidét nutnost pridavat prvek na té spravné strané vyrazu pii nekomuta-
tivni operaci a to, ze obecné nemuzeme odmocnovat.

Napiiklad A.0: Vyfeste v grupé (G, ) systém rovnic (e je neutrélni prvek; dospéjte ke

vztahu 2 = ... na pravé strané bude vyraz obsahujici prvek b a Z4dné x ani z71):
2 =0,
z° = e.

Napriklad A.1, A.2: viz warm-up v této kapitole.

Napiiklad A.3: Vyteste v grupé (G, ) systém rovnic (vyjadiete prvek x v zavislosti na
prvcich a, b, ¢ (a jejich inverzich), tj. dospéjte ke vztahu z = ...). POZOR, v grupé obecné
neplati komutativni zakon pro vsechny dvojice prvku:

?xa=bxx*c?,

AQ*xC*xT =T *a*CcC.

Napriiklad A.4: Vyfteste v grupé (G, ) systém rovnic (vyjadiete prvek x v zavislosti na

prvcich a, b (a jejich inverzich), tj. dospéjte ke vztahu z = ...). :
axx’=b,
3 =e.

Napiiklad A.5: Vyteste v grupé (G, *) systém rovnic (e je neutrélni prvek; dospéjte ke

vztahu = = ... na pravé strané bude vyraz obsahujici prvek a a neobsahujici x):
r? = a?,
2 =e

Napiiklad A.6: Vyteste v grupé (G, x) systém rovnic (nepredpoklddejte, ze obecné plati
vlastnost (5) = komutativni zakon; dospéjte ke vztahu = = ... na pravé strané bude vyraz
obsahujici prvky a, b a zadné z):

(z*axx)® =bxum,

?xa=(rxa)t=....

Napiiklad B.1: Dokazte, ze v kazdé grupé plati nasledujici implikace (e je neutralni
prvek grupy), nebo uved'te protipiiklad, ze neplati:

1'226 = T =e€.
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Napiiklad B.2: Dokazte, ze v kazdé grupé plati nasledujici implikace, nebo uvedte
protipiiklad, Zze neplati:
?=ad = z=a.
Napiiklad B.4: Dokazte, Ze v grupé plati nasledujici implikace, nebo uvedte pro-
tiptiklad, ze neplati (e je neutralni prvek grupy):

I2:ZE = T = €.

Napiiklad B.5: Dokaizte, ze v grupé plati nasledujici fakt, nebo uvedte protipiiklad, Ze
neplati:
VieG I yeG : x=1y>

(tj. kazdy prvek x ma v grupé svou ,odmocninu* y).

IO Piiklady z [8], str. 40, oddil E: pocet prvki a jejich inverzi — vyborné
priklady.

IO riiklady z [§], str. 41, oddil F: vytvéfeni tabulky operace pro grupy s
malym poctem prvku — vyborné piiklady.

Napiiklad F.2: Muze v grupé (G, x) nastat situace, ze v tabulce jeji operace se dvakrat
opakuje stejny prvek na jednom radku?

‘k‘ ry ... X9

Zduvodnéte, pro¢ ano - proc ne.
a| .. Yy ..y
Napriiklad F.3: M = {e,a,b}. Dopliite tabulku operace %

a b
a b

* | e
e|e
il a tak, aby (M, ) byla grupa.
b|b

Napiiklad F.4: Ctyiprvkova grupa G = {e,a,b, ¢, } splinje Vo € G : 2% = e (kde ¢ je
jeji neutralni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO T Q O *

Napiiklad F.5: Ctyfprvkova grupa G = {e,a, b, c, } spliuje a® = e, b*> # e (kde e je jeji
neutralni prvek). Sestavte tabulku operace * této grupy:

e a b c

QO T Q O *
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IO (tcxt [8], str. 42, oddil G): Dokazte, 7e kartézsky soucin grup (G, V) a
(H,x*) je grupa (G x H,O) — jak definovat operaci O7

IO Piiklady ~ (8], str. 43, oddil H: mocniny a odmocniny v grupé — vyborné
priklady.

Napiiklad H.0: a) zopakujte si definici n-té mocniny a n-té odmocniny v grupé. b) Jak
byste definovali v grupé zdpornou mocninu a~° pro néjaky prvek a?

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.3.
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3 Podgrupy a generatory grupy

3.1 Warmup

Tyden 04: Teorie provérka-a na obsah tydnu 1 az 3. Do otdzek bude zahrnuto i vse ze
cviceni 1, tedy i zdkladni pojmy a vlastnosti (11) az (18) z predmétu Zaklady matematiky.
V jedné otézce bude i dukaz nékteré z vét 1 az 5.

3.2 Prednaska

Zabyvejme se nyni otdzkou: kdy je neprazdnd podmnozina S grupy (G,v7) také
grupou?

Definice 4.1, Podgrupa (S,v) grupy (G,v) je takovd neprazdnd podmnozina S

mnoziny G, kterd je uzaviena vzhledem k operaci 7 (vlastnost 1) a s kazdym prvkem a
obsahuje i jeho inverzi a=! (vlastnost 4).

Kupodivu se ukazuje, ze dané dvé vlastnosti (1), (4) neprazdné® podmnoziné S grupy
(G, ) staci na to, aby byla grupou vzhledem k téze operaci W/:

- (co sta¢i podmnoziné grupy, aby byla sama grupou) Pokud neprazdna
podmnozina S grupy (G, /) spliuje vlastnosti (1), (4), uz je sama grupou vzhledem k

téze operaci \/.

Dukaz: (S,v/) spliuje asociativitu (2) diky tomu, ze je podmnozinou grupy, kde
vlastnost (2) plati. Vlastnost (3), = existence neutralniho prvku, plyne z vlastnosti (4):

Diky tomu, ze S je neprazdna, obsahuje aspon jeden prvek, oznac¢me jej a.
aES(:@a_leS(:lgava_lznGS,

tedy neutrdlni prvek n patif i do mnoziny S a pro (S, 7) plati (3).0

9Ve skuteénosti podminka neprazdnosti je tfet{ podminkou, kterd musi platit — uvidime v dikazu, ze
z neprazdnosti a vlastnosti (4) uz plyne vlastnost (3) o neutrdlnim prvku.
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e Podmnozina S = {...,—4,-2,0,2,4,...} vSech sudych celych ¢isel je podgrupou
grupy (Z,+): opravdu, je neprazdnd, uzaviend vzhledem ke séitani ((1) ... souc¢tem
dvou sudych celych ¢isel je opét sudé celé ¢islo) a obsahuje vSechny inverze ((4) ...
nula je inverzi sama k sobé vzhledem ke scitani, inverzi ¢isla 2 vzhledem ke scitani
je ¢islo —2, atd.).

e Podmnozina Q* ((oznaceni 01 ) viech zlomku kromé nuly je podgrupou grupy (R*, ):
vynasobenim dvou nenulovych zlomku dostaneme nenulovy zlomek (plati (1)), in-
verzi k nenulovému zlomku vzhledem k nasobeni je jeho prevriacend hodnota (plati
(4)) a Q* je neprazdna.

Jedna z aplikaci pojmu podgrupa je v tom, kdyz dokazujeme o néjaké nepriazdné
mnozing, ze je grupa: pokud vime, ze tato mnozina S je podmnozinou mnoziny G, o které
vime, Ze je grupa, sta¢i ndm ukdzat platnost (1) a (4) na mnoziné S a jsme s dukazem,
ze S je grupa vzhledem k téze operaci, hotovi.

e Ozna¢me (F(R),+) mnozinu vsech funkel (= zobrazeni R — R, viz predmét Zaklady
matematiky) s operaci s¢itani funkci. Zrejmé tato mnozina je grupa, protoze souc¢tem
dvou funkci je zase funkce (plati (1)), toto séitani funkei je asociativni (plati (2)),
existuje nulové funkce jako neutrdlni prvek (plati (3)), ke kazdé funkei f(x) existuje
jejl inverze — f(z), takze soucet obou téchto funkeif je nulova funkce.

Na zékladé véty 6 nyni snadno uzavieme, ze neprazdnd mnozina C(R) vsech
spojitych funkci je grupa vzhledem ke scitani funkci, protoze je neprazdnou
podmnozinou grupy (F(R),+), spliiuje vlastnosti (1) i (4) (souc¢tem dvou spojitych
funkei je spojitd funkce, inverzi ke spojité funkci f(x) je spojitd —f(x).

Podobné neprazdnd mnozina vsech diferencovatelnych funkei D(R), tedy funkei,
které maji derivaci v kazdém bodg, je podmnozinou grupy (F(R),+) a spliiuje (1) i
(4) z podobnych duvodu jako C'(R), je tedy grupou vzhledem ke s¢itani funkei.

Definice 4.2.| Trividlni podgrupy (= nevlastni podgrupy) grupy (G,s/) se
nazyvaji dvé podgrupy: a) S; = {n} je podgrupou vzhledem k 57, kterda obsahuje pouze
neutrdlni prvek (je neprazdnd a spliuje (1) a (4)), b) S; = G (samotné celd grupa je
téZ podgrupou sama sebe). Kazdou jinou podgrupu nazveme vlastni podgrupou grupy

(G, V).

Uvazujme mnozinu S = {a, b, ¢}, kterd je podmnozinou grupy (G, 57). Na to, abychom
nasli nejmensi moznou podgrupu, ktera obsahuje prvky a, b, ¢, musime vyrobit vSechny
mozné souéiny téchto tif prvki a jejich inverzi'®, a nejen to: musime brat vsechny mozné
konecné sekvence prvku spojenych operaci v/, ve kterych se vyskytuji (i opakované) prvky
a, b, ¢ a jejich inverze.

Typickymi takto vytvarenymi prvky jsou napiiklad

avybyasyce! nebo clvalvbyubye
1

10V této chvili uz se v danych souéinech vyskytuje neutralni prvek n € G, protoze a 7 a~! = n.
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Je jasné ze souc¢inem dvou prvku tohoto typu je zase prvek tohoto typu (tj. plati (1)):
Napiiklad ,soucinem® prvku a7 b5/ a a prvku ¢ 7 b~ 7 a 7 ¢ je prvek

avybyayeyblyvaye.

Déle jsou prvky tohoto typu uzaviené vzhledem k inverzi, tj. k prvku ay b=ty ety a je
inverzi (podle véty 5.a bereme soucin diléich inverznich prvku v opaéném poradi) prvek

atveybyat
(tedy plati i (4)). Dokézali jsme celkem, zZe mnozina prvku tohoto typu tvoii podgrupu

grupy (G, v7). Nazjvé se ([definice 4.3]) podgrupa grupy G generovani mnozinou
S a oznaCujeme ji (oznaceni 02) < S >. Prvky mnoziny S nazyvame generatory

podgrupy < S >.

A jesté jedna definice, kterd s tf souvisi ([defimice 44): pokud podgrupa < S > je celd
generovana nékterym svym prvkem a, nazyva se cyklicka podgrupa grupy G. Cyklickou
podgrupu generovanou prvkem a nékdy oznacujeme (oznaceni 03 ) < a > a je jasné, ze
obsahuje prvky

a, a*:=avyya, a:=ayvava,...,
a také prvky
a -, a "Yya , a va_lva_l,...,

a také prvek n = a7 a1

_ Grupa (Hg, +) z prikladu 3.2 je piikladem cyklické grupy, generované
jedinym prvkem — kterym???
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3.3 Cviceni
_ Priklady z [8], str. 48, oddil A: rozeznani podgrupy — vyborné piiklady.

Napiiklad A.1: G = (R,+) je grupa vzhledem k bézné operaci scitani. Je
H ={loga;a € Q,a > 0} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zduavodnéte.

Napiiklad A.5: G = (R x R, +) je grupa vzhledem k bézné operaci sc¢itani vektoru. Je
H = {(z,y);y = 2z} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zduvodnéte.

Napiiklad D.5 na str. 50: (G,*) je kone¢nd grupa, H jeji neprazdnd podmnozina
uzaviena vzhledem k operaci x, a navic e € H, kde e je jednotkovy prvek grupy G.

Dokazte, ze pro a € H také a=! € H (tj. H je uzaviend vzhledem k inverzim).

Népoveda k dukazu : H = {ay,aq,...,a,} a vyberme si libovolné a; € H. Uvazujme
nyni navzajem RUZNE prvky a; x ay, a; * as, ..., a; x a,: atd.

GRS Piiklady z [8], str. 50, oddil E: generatory grupy — vyborné piiklady.

Napiiklad N.1 (neni v textu [8]): Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6 > grupy
(Hy6,+) = grupy vsech pootoceni rucicky o jednu Sestnactinu plného tihlu.

Napiiklad E.1: Vypiste v8echny cyklické podgrupy grupy (Hip, +) sklddani otaceni
hodinové rucicky o nasobky desetiny plného thlu.

Napiiklad E.3: Vypiste vSechny prvky podgrupy < 6,9 > grupy (His,+).

Napiiklad E.7 — modifikace'!: V grupé (H x Hy) je operace scitan{ po slozkéch zadand
tabulkou

+ [ [0;0] [0;1] [0;2] [0;3] [1;0] [1;1] [1;2] [1;3]
[0;0] | [0;0] [0;1] [0;2] [0;3] [1;0] [L;1] [1;2] [1;3]
[0;1] | [0;1] [0;2] [0;3] [0;0] [1;1] ([152] [153] [1;0]
0;2] | [0;2] [0;3] [0;0] [0;1] [1;2] ([153] [1;0] [1;1]
[0:3] | [0;3] [0;0] [0;1) [0;2] [L;3] [1;0] [1;:1] [1;2] .
[1;0] | [1;0] [1:1] [1;2] [1;3] [0;0] [0;1] [0;2] [0;3]
[L1] | [151] [152] [1;3] [1;0] [0;1] [0:2] [0;3] [0;0]
[1:2] | [1;2] [1;3] [1;0] [1;1] [0;2] (053] [0;0] [0;1]
[1:3] | [1;3] [1;00 [1;1] [1;2] [0;3] [0;0] [0;1] [0;2]

Urcete, jakou podgrupu generuje prvek [1;1].

Napiiklad E.6: Sestavte tabulku operace grupy (Hs x Hj) vzhledem k operaci s¢itani
po slozkach. A druhy tkol: dokazte o této grupé, ze je cyklicka.

1 Jediny diivod, proé je piiklad E.7 pied piikladem E.6 je historicky — E.7 byl nejprve podrobné napsan
na pisemce. U prikladu E.6 se pak ocekava, ze si ¢tenar sestavi pri feSeni tabulku operace na sou¢inu grup
sam.
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Naptiklad N.3: Zjistéte, zda je grupa z prikladu E.7 cyklicka, a pokud ne, tak najdéte
néjakou minimalni mnozinu jejich generatoru (existuje néjaké dva prvky, které uz generuji
celou tuto grupu?).

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.4.
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4 Nekomutativni grupy

4.1 Prednaska

IR Crupy netvoii jen ciselné mnoziny a operace na nich. Zajimavym
prikladem grupy je mnozina FI(R) vSech funkci z R do R, ke kterym existuje
inverzni funkce, spolecné s operaci o = ,,po“, neboli operaci skladani zobrazeni.
P#i tomto vymezeni mnoziny a operace na nf je struktura (FI(R),o) grupa, nebot

1. slozenim dvou téchto funkci je opét funkce z R do R, ke které existuje inverze —
podle véty 5 o vypoctu inverzi plati

(fog)t=glof™
(inverze ke slozeni funkei je slozeni dil¢ich inverzi v opaéném poradi).
2. Skladani funkci, potazmo jakychkoli zobrazeni, je asociativni operace:
(fog)ohlz) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))) = f o (g(h(x))) = folgoh)(x).
3. Jednotkou vzhledem ke sklddani funkef je identita fi4(z) = = Vr € R.
4. Vlastnost (4) je pozadavkem, podle kterého jsou funkce vybirany, tj. plati.
Pravé uvedeny piiklad je dulezity v tom, ze je ptikladem nekomutativni grupy.

Napiiklad pro funkce f(z) = sinz, g(z) = % je funkce f o g = sin< odlisnd od funkce

_ 1
gof_ sinx

Dulezitym piikladem grupy, na kterou se nyni
zaméfime blize, je grupa bijekci n-prvkové mnoziny na sebe sama, kde operaci je
skldd4ni zobrazeni. Casto se ji téz fikd grupa permutaci — oznacen{ opravdu mé blizko ke
stredoskolskému pojmu permutace, kdy napf. permutace 5-prvkové mnoziny {1,2,3,4,5}
byla chapéana jako urcité poradi vSech jejich prvku, napt. poradi 51324. Nyni na vysoké
skole budeme na tyto permutace pohlizet jako na zobrazeni, které zakladni vzestupné
poradi 12345 preméni na potadi napt. 51324:

Definice 5.1.| Permutace n—prvkové mnoziny je bijekce mnoziny {1,2,...,n} na sebe
sama. .S, je mnozina vSech permutaci tohoto typu. Napriklad permutace f : M — M pro
M ={1,2,3,4,5} definovand

12345
SR IR
513 2 4

[y

je bijektivni, takze existuje permutace f~' k ni inverzni

)
/]\
4

N —> >

2 3
T 1
13

Ur—

Protoze permutace je zvlastni piripad zobrazeni a zobrazeni M — M lze skladat za
sebou, muzeme mluvit o operaci ,sklddani zobrazeni“, respektive ,skladani permutaci®.
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e oznaceni: o ... (Cti ,po*) operace skladdni zobrazeni, ve které je nejdiive aplikovéno
druhé zobrazeni v poradi, a pak prvni — proto i oznaceni ,,po“ je zcela instruktivni;

BB (5..o), mnozina permutaci’> M — M pro M = {1,2,...,n} vzhledem k
operaci skladani permutaci je pro n > 3 nekomutativni grupa.

Ilustrace dikazu: Pro lepsi pochopeni dukazu situaci nejprve ilustrujeme na
prikladé permutaci na tiiprvkové mnoziné: Uvazujme mnozinu permutaci tiiprvkové
mnoziny {1,2,3} do sebe — oznacme ji S3. Mnozina S3 ma Sest prvku:

12 3 12 3 12 3

e=4+ L L s=( 4L L L] t=1 111,
12 3 2 31 3.1 2
12 3 12 3 12 3

u=| 4L L L, v=(d b ), w= 0L
13 2 321 2 13

Prvek e je jednotkovy (tj. plati zde vlastnost (3)), neprovede zadnou zménu v poradi,
napiiklad

1 2 3
1 2 3 1 2 3 44 1 2 3
soe= |1 Ll |ofd L L ]=1123|=1411][=s
2 31 1 2 3 44 2 31
2 31
Vsimnéme si, ze nejprve je provadéno piitazeni e, a az poté (o = ,po“) je provedeno
prirazeni s. Dale naptiklad
1 2 3
1 2 3 1 2 3 44 1 2 3
uov= | L Lol L L L |=[321 =111 ]=s
1 3 2 3 21 I 44 2 31
2 31
1 2 3
1 2 3 1 2 3 44 1 2 3
vou= || L Lol L L L ]|=[132|=11] 1=t
3 21 1 3 2 44 31 2
31 2

Cili je vidét, ze v o u # w o v, tj. operace o je nekomutativni (neplati vlastnost (5))!
Propocitanim vSech moznych 36 kombinaci dostaneme ptehlednou tabulku vysledku ope-
race o.

12Pozor, prvky mnoziny S, nejsou podmnoziny ¢&i jedlotlivé prvky mmoziny M, ale zobrazeni mnoziny
M do sebe!! Jedna se uz o slozitéjsi strukturu.
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Nejprve je potieba fici, ze u kazdé tabulky operace * na konetné mnoziné prvku je
levy prvek z vybran'® z levého sloupce zahlavi a pravy prvek y z horniho fddku zahlavi;
vysledek operace pak je zndzornén na pruseciku ,fadku z“ a ,sloupce y*“:

sy

Tedy konkrétné u operace o na mnoziné S3 dostaneme tabulku operace:

f e 2 +»w a|o
e 2 +u»w 0|0
SR S +unlw
S 2 € »w O |+
w + 0o < & 2|
0 »w B 2 2|
o »nw *+ 2 e g8

Z tabulky je vidét, ze operace je uzaviend na mnoziné Ss, tj. plati vlastnost (1).
Asociativita (2) plati pro sklddani jakychkoli zobrazeni, viz piiklad 5.1. A nakonec, je
splnéna i vlastnost (4), protoze: jednotkovy prvek e je (jako kazdy jednotkovy prvek v
grupé) inverzni sam k sobé; z tabulky dale vidime, ze s™' = ¢, ! = s, a prvky u, v, w
jsou inverzemi sebe samal

Dilkaz pro obecné n: Operace o je na mnozine S, uzaviend, tj. plati vlastnost
(1), protoze slozeni dvou permutaci je opét permutace. Asociativita (2) plati pro sklddan{
jakychkoli zobrazeni, viz piiklad 5.1. Identické zobrazeni f;y definované Va € {1,2,...,n}
vztahem f;4(a) = a je neutrdlnim prvkem na mnoziné permutaci, tj. plati (3): Pro obecnou
permutaci p: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} totiz mame pro kazdné a € {1,2,... ,n}:

po fia(a) =pla) A fiaopla)= fia(p(a)) = p(a).

Dukaz vlastnosti (4): V obecném piipadé (S,,o) permutaci na n-prvkové mnoziné
M = {1,...,n} najdeme pro libovolnou permutaci p € S, jeji inverzni prvek p—!
nasledujicim zpusobem. Jelikoz p : M — M je bijektivni zobrazeni, podle véty 17 ze
zékladu matematiky (inverzni relace k prostému zobrazeni je také zobrazeni) vime, Ze
inverzni relace p~! je zobrazenim. Déle p je surjekce, tj. p~! je definovano pro kazdé
a € {1,2,...,n}. Tedy pro bijekci p je p~' také bijekce (v grafické reprezentaci relace
pouze zaménime smér vsech Sipek), a tedy permutace {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

A konecné pro n > 4 staci najit jednu dvojici, pro kterou operace o nekomutuje, a to
je napt. cyklus (1,2) a cyklus (1,2,...,n):

(1,2)0(1,2,...,n)=(2,3,n—1,n) # (1,2,...,n) 0o (1,2) = (1,3,4,n — 1, n).

BToto je klicové dilezitd domluva, feéend uz v piedchozi kapitole. Vétsina operaci je komutativnich, a
tam je poradi prvka vstupujicich do operace zaménitelné, ale u nekomutativnich operaci tomu tak neni
a u tabulky operace se musime jednozna¢né domluvit na poradi prvni prvek — druhy prvek pro danou
operaci.
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Diukaz je hotov. O
Uvedme nyni nékteré dalsi vlastnosti této grupy, které vyplyvaji z

kapitoly 3: Za prvé, existuje Sest podgrup grupy (Ss,0): tzv. trividlni podgrupa, kterd
obsahuje pouze jednotkovy prvek e, s tabulkou operace

dalsi podgrupou je celd Sestiprvkova grupa (S3, o) samotna. Kromé téchto dvou extrémné
malych nebo velkych podgrup existuji téz tii dvouprvkové podgrupy

Y

S o]0
S oo
o 2|
Qo S|
£ oo
o 88

O
s €
w

S |0
S O|®

a jedna tiiprvkova podgrupa s tabulkou operace

Déle, ohledné generatoru grupy Ss lze fici, Ze (Ss, 0) je generovana dvéma svymi prvky,
a sice v a w, protoze vsechny dalsi ¢tyti prvky grupy lze vyjadrit pomoci operace o a prvku
v, w:

= vou,
= vVouw;

sos=(vow)® = (vow)o (vow);

S &~ »w O
I

= wos=wo (vow).
Podle oznaceni mnoziny generatoru lze psat
(S3,0) =< v,w> .

Pismeno S v oznaceni mnoziny .5, pravdépodobné pochazi z toho faktu, ze tyto per-
mutace predstavuji jakési jistym zpusobem symetrické ttvary, nebo modeluji struktury,
kterym se fika symetrie. Ukazme si, jak tyto grupy permutaci vznikaji ze grup symetrii,
napiiklad na grupé symetrii ¢tverce.

Uvazujme ctverec a takové jeho transformace, ze
po jejich provedeni dostaneme zase Ctverec se stranami rovnobéznymi s vertikalnim a
horizontalnim smérem. Mam na mysli pootoceni ¢tverce (se stfedem otdceni ve stiedu
¢tverce) o nasobky 90° (ty jsou Ctyfi, a sice pootoceni o 0°, o 90°, o 180° a o 270°), a
jesté preklopeni ¢tverce v osové soumérnosti podle navzdjem symetrickych os (ty jsou
téz ¢tyti pro osy otaceni v obou uhloprickach ¢tverce a ve dvou osédch prochazejicich
stiedy protéjsich stran ¢tverce). Pouzitim nékteré z téchto osmi transformaci na ¢tverec
dostaneme zase néjakou pozici Cterce, ktera vznikne ze zakladni polohy uplatnénim jedné
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diléi transformace, tj. mnozina téchto osmi transformaci (= pfemén ve smyslu osového
preklopeni ¢i ve smyslu pootoceni ¢tverce) tvoii grupu.

Jak nyni dojdeme k permutaci ptirozenych ¢isel? Napiiklad tak, ze do rohu zakladni
polohy ¢tverce umistime cisla 1,2,3,4. A po provedeni dané transformace zapiSeme per-
mutaci téchto ¢tyr ¢isel vzhledem k zdkladni poloze. Pak identické transformaci (pii které
se nedéje nic) odpovida permutace

1 2 3 4
Ro=| 1 1 1L 1]
1 2 3 4
pootoceni o 90° odpovida permutace
1 2 3 4
Ri=(1 1 11
2 3 41

(v tom smyslu, ze ¢islo 1 se pootocenim dostalo na pozici ¢isla 2, ¢islo 2 se na pozici ¢isla
3, ¢islo 3 na 4 a ¢islo 4 na pozici 1). Podobné pootoceni o 180° odpovidé permutace Ry a
pootoceni o 270° permutace Rj:

123 4 123 4
Rp=1 1 1 4L 1), RBe=|1 L1
341 2 41 2 3

(podrobnéji viz obrazek 1).

Podobné dostaneme permutace odpovidajici preméné cisel ve vrcholech ¢tverce
pii osové soumérnosti vzhledem ke ¢tyfem hlavnim osdm soumérnosti, viz obrézek 2.
Skladanim R; o R4 napiiklad dostaneme

1 2 3 4
12 3 4 1 2 3 4 (A 1 2 3 4
RioRy=| ) J L L[l d L L L |=11432|=111 ] ]|=Rs
2 3 41 143 2 Ll 2 1 4 3
2 14 3

atd. Vyplnénim operace pro kazdou dvojici prvka v obou poradich (operace je opét
nekomutativni, protoze napi. Ry o Ry = R;) dostaneme tabulku grupy (Dy,o) symetrii
¢tverce, kterd odpovidd podgrupé grupy permutaci s osmi prvky (viz tabulka 2). Vsech
permutaci ctyiprvkové mnoziny je 24; tedy nase osmiprvkova mnozina je podgrupou grupy
S4.

Pro kazdé prirozené n > 3 lze sestrojit grupu symetrii pravidelného n-thelnika a
oznacit ji D, vzhledem k operaci skladédni zobrazeni. Napiiklad D; oznacuje grupu
symetrii pétithelnika, atd. Kazdému rovinnému utvaru, ktery je pravidelny vzhledem
k otaceni nebo osové soumérnosti, lze pritadit jistou grupu symetrii. Grupy symetrii se
Siroce pouzivaji v teorii elektronové struktury a molekuldrnich vibraci. V elementarni
casticové fyzice byly tyto grupy symetrii vyuzity k predpovézeni existence céstic, které
jesté ani nebyly experimentalné zjistény! Proto i studium nekomutativnich grup ma svoje
misto v algebre.
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Obrazek 1: Permutace odpovidajici pootoceni ¢tverce.

Tabulka 2: Tabulka operace o na mnoziné D, symetrii ctverce.

o

Ry

Ry

Ry

Ry

Ry

Rs

Ry

Ry

Ry
Ry
Ry
R
Ry
Rs
Rg
Ry

Ry
Ry
Ry
R;
Ry
Rs
Rg
Ry

Ry
Ry

Ry
Ry
Ry
Ry
Ry
Ry
Rs
Ry

Rs
Ry
Ry
R
Ry
Ry
Ry
R

Ry
Ry

_ Poslednim dulezitym ptikladem nekomutativni grupy, se kterou se
studenti budou v budoucnu setkavat, je mnozina vSech ¢tvercovych matic, ke kterym
existuje inverze vzhledem k nasobeni matic, spoletné s operaci nasobeni matic. Tento
priklad bude podrobné rozebran v predmétu Algebra 2 — ndsobeni matic, jak uvidime,
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Obrazek 2: Permutace odpovidajici osové symetrii ctverce.

je nekomutativni operaci. Pro zajemce je tento typ operace uveden jako priklad dulezité
nekomutativni operace uz v ivodu knihy [8], str.7-8.

Navzdory pataliim nekomutativnich operaci existuje i v tabulkach nekomutativnich
operaci jedna jistota a elegantni véc: Operace na cyklické podgrupé (= podgrupé genero-
vané jedinym prvkem) H grupy G je komutativni, tfebaze na celé grupé G tato operace
komutativni byt nemusi.

Napiiklad podgrupa {e, s, t} grupy (S3, o) je generovana prvkem s, a tedy je to cyklickd
podgrupa, tj. cyklickd grupa. Je vidét, ze tabulka operace na {e,s,t} je symetrickd, tj.
operace je na ni komutativni.

Dalsi piiklad: Grupa symetrii ¢tverce (piiklad 5.3) je vzhledem ke sklddani téchto sy-
metrii nekomutativni grupou, ale napiiklad podgrupa { Ry, R1, R2, R3} pootoceni ¢tverce
je generovana prvkem R;, odpovidajicim pootoceni ¢tverce o 90°, tj. je cyklicka. I z ta-
bulky symetrii je téz vidét, ze piislusna ¢ast odpovidajici podgrupé pootoceni je symet-
ricka, tj. operace je na této podgrupé cyklicka. Nekomutativita je zpusobena az osovymi
soumeérnostmi.

Dukaz faktu, ze operace na kazdé cyklické grupé je komutativni, pfipomente cvi¢icimu
ve cviceni za kapitolou 6.
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4.2 Cviceni

_ Jsou dany permutace

1234567 1234567
L T e e 2 R A e e
5314627 7163425

Vypoctéte P o R? (vysledek najdete na konci tohoto textu).

BN Kniha (8], str. 75, oddil B, priklady na grupy permutaci.
Napriiklad B.2: Vypiste prvky cyklické podgrupy grupy (Se, o) generované prvkem

1 2 3 4 5 6
f=l4v 4 by
23 416 5

Napiiklad B.3: Najdéte ¢tyiprvkovou komutativni podgrupu grupy (Ss,o) a napiSte
jeji tabulku operace.

Napiiklad B.4: Podgrupa grupy (S5, o) generovana prvky
1 2 3 45 1 2 3 45
N T I IR ]
213 45 1 2 45 3

ma Sest prvku. Vypiste tyto prvky, oznacte je e, f, g, h,i,j a sestavte tabulku operace o.

Napiiklad N.1: Podgrupa grupy (S4, o) generovana prvky
1 2 3 4 1 2 3 4
F=le v bl a g=|d 4Ll
3 41 2 1 2 4 3

ma osm prvki. Najdéte je vSechny. Muze vam pomoci vytvareni tabulky operace o, ale
nemusite ji délat celou.

Napiiklad N.2: Vypiste vSechny prvky cyklické podgrupy grupy (S7,0) generované
prvkem

1234567
f=14+ 4434
321576 4

Napiiklad N.3: Grupa (S4,0) mé 24 prvki a neutrdlnim prvkem je

MO 4— O
W W
B

1
e=||J
1

Najdéte néjakou jeji osmiprvkovou podgrupu — vypiste podrobné zbylych sedm prvku
kromé neutralniho prvku. Muze vam pomoci vytvareni tabulky operace o, ale nemusite ji
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délat celou.

IGREEN Piiklady (8], str. 77, sada F na grupu symetrif pravidelného n-tthelnika.

Napriklad F.0: Sestavte tabulku grupy Ds symetrii rovnostranného trojuhelnika
vzhledem k operaci sklddani zobrazeni (mnozina D3 mé Sest prvku — tii rotace: o nula
stupnu (Ry), o 120 stupnu (Ry), o 240 stupnu (Rs); a tii osové soumérnosti vzhledem
osam jednotlivych thlu (R4, Rs, Rg)). Témto geometrickym transformacim lze prifadit
permutace tiiprvkové mnoziny podle toho, jak se zméni pozice ¢isel 1, 2, 3 prifazenym
jednotlivym vrcholum trojihelniku vuci zakladni poloze — viz obrazek 3.

Obrazek 3: Permutace D3 odpovidajici symetriim trojihelniku.

BN Do tikoly pro grupu permutaci (Ss, 0) (pouzijte prosim oznaceni prvki
a tabulku operace o ve vété 7): a) dokazte, ze (S3,0) neni cyklickd grupa;
b) najdéte dvouprvkovou podmnozinu grupy, ktera generuje celou grupu (Ss, o).
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_ Pokud bude cas, je mozné se zabyvat nékterymi dalsimi vlastnostmi
permutaci (ad [8], kapitola 8): Kazdou permutaci lze rozlozit na souc¢in cykli, kazdy
cyklus lze rozlozit na souc¢in transpozic. Suda a licha permutace podle poctu transpozic.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.5.
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5 Izomorfismus, Calyeho véta

5.1 Warmup

Oslava dne uéitelu.

5.2 Prednaska

V 18. a 19. stoleti, kdyz se formovaly terminy ¢eského ptekladu predmétu algebra, byl
jednim z navrhu ¢eského prekladu slova algebra termin ,stejnostka“ neboli nauka o stej-
nostech!?. T kdyz se tento ¢esky pieklad neujal, vystihuje snahy modern{ algebry v&imat
si shodnych ¢ podobnych vlastnosti ruznych objektu.

Ve shodé s navrhovanym starym prekladem nazvu tohoto predmétu nyni budeme zkou-
mat pojem izomorfismu. Lapidarné feceno, dva objekty jsou izimorfni, kdyz maji tutéz
strukturu. I fecké slovo izomorfismus je podobného obsahu (isos = stejny, morfé = tvar,
tj. izomorfni budou objekty, které maji moznd jinou podstatu, ale v jistém smyslu stejny
tvar).

Obréazek 4: Dvé izomorfni struktury toku v sitich.

Napiiklad na obrdzku 4 jsou nakresleny dva pifklady toku v sitich'® — miZze se jednat
o tok informaci ve spravodajské siti, tok financi v ekonomické siti, tok proudu elektrickym
obvodem, apod. Matematické grafy reprezentujici tyto toky jsou prikladem diskrétnich
grafi (na rozdil od spojitych grafu funkce v matematické analyze). Kdyz studujeme sit
A a sit B na obrazku, vidime, Ze tyto dvé sité jsou izomorfni, tj. maji stejnou vnitini
strukturu: existuje totiz bijekce
1 2 3 4

L
6 58 7

ktera zobrazuje prvky sité A na odpovidajici prvky sité B v tom smyslu, ze prvek 1,
ze kterého vychézeji dvé orientované hranu do dvou dalsich uzlu sité A, odpovida prvku
6 sité B, ze kterého rovnéz vychazeji dvé orientované hrany. Podobné prvek 2 v siti A
odpovidé prvku 5 v siti B, protoze tyto dva uzly maji tutéz vlastnost (kazdy ve své siti),
ze do nich jedna hrana grafu vstupuje a dvé hrany z nich vychazeji, atd. Tj. izomorfismus

14Viz Alena Solcové, prednéska o Cestach k Geské terminologii v nékterych partifch matematiky, Katedra
matematiky Pdf, 14. bfezna 2018.

5Pozor, obrazek 4 se neucte, jedna se jen o piifklad ,stejnosti“ z teorie grafli, ovéem na uvedenych
strukturdch neni definovéna (bindrni) operace. Skutecnd definice izomorfismu grup se tykd obrézku 5
nebo 6, kde mame na obou strukturdch definovanou operaci — jeden z nich se muzete naucit.
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téchto grafu je nejen bijekci, ale navic jeSté zobrazuje prvek jedné sité na prvek stejného
strukturalniho charakteru v jiné siti.

(Gﬁ ‘v) o A (G_ \*%/g‘“\

] o 4 % ¥l 2 o b
(o} o A 2 o b
Al 4 2 oo a|la b =
.12 o A bl b 2 o

Obrazek 5: Dvé izomorfni grupy.

Podobné na obrazku 5 vidime dvé izomorfni grupy. Obé jsou t¥iprvkové a existuje mezi
nimi bijekce
01 2
R

e a b

ale nejen to — tato bijekce v jistém smyslu ,zachovava vysledky operace®, tj. napt. prvek
1 2 z grupy Gi, coz lze v tabulce operace sy grupy G; najit, ze je 0, odpovidd v
navrhované bijekci prvku e v grupé Gy, ktery je vysledkem operace * mezi obrazy prvku

1 a 2, tj. mezi a a b, tedy plati a x b = e. Toto zachovani vysledkiu operace musi platit pro
kazdou dvojici prvku z Gj.

Definice 6.1.| Izomorfismus grupy (Gi, /) na grupu (Ga, %) je bijekce f: G — G,
ktera splinuje vlastnost

Va, b€ Gy :  flasyb) = f(a)* f(b).

Obrazek 6: Podminka zachovani vysledkii operace pii zobrazeni f.

Jinymi slovy (viz obrézek 6, izomorfismus mezi grupami je takova bijekce f : G1 — Ga,
pii které jsou f(a 7 b) a f(a)* f(b) tytéz prvky, pro jakoukoli dvojici prvku a, b.
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a b ¢

v ¥

%

1

avb mf > g( ovh) —_-%( ) *%ﬂa)

Obrazek 7: Komutativni diagram pro podminku zachovani vysledku operace.

A nebo jesté jinak, fikame, ze izomorfismus f mezi grupami je bijekce, pro kterou
diagram na obrazku 7 komutuje, neboli kdyz vypustime na prvky a, b z ,ohrady” G,
operaci v/, a pak vysledek preneseme (zobrazenim f) do ,ohrady“ Gi, dosdhneme
stejného vysledku, jako kdyz bychom nejprve ptenesli oddélené prvky a, b zobrazenim f

do ,ohrady“ Gy a tam na né vypustili operaci **°.

IBRREEEIN (-, +) o (RT,-) jsou izomorfni grupy, pokud definujeme zobrazeni R —
R* vztahem f(z) = e®. Snadno se vidi, ze zobrazeni f je injekce, protoze nenabyva dvou
stejnych hodnot pro dvé ruzné z, z, € R. Déle je f surjekce R na RT — pro kazdé y € R™
existuje x € R tak, ze e* = y. Celkem tedy f je bijekce. Dale podminka zachovani vysledku
operace nyni ma vzhledem k zadanym operacim tvar

fla+b) = f(a)- f(b).

Tato podminka také plati, protoze

Celkem f je grupovym izomorfismem.x

Pii hledédni odpovédi na otazku, zda jsou dvé ruzné grupy izomorfni, musime tedy
projit tii kroky: a) definovat zobrazeni f : G; — Go; b) dokazat o tomto zobrazeni, ze je
injektivni a surjektivni, a tedy bijekce; ¢) dokazat, ze plati vlastnost zachovani vysledku
operace.

Pokud jsou dvé grupy izomorfni, tak chovani operace na té druhé je presnou kopii
chovani operace na prvni grupé. Tedy pokud prvni grupa (Gi,57) mé vlastnost, kterou
grupa (Gy, *) nemd, nemohou byt tyto grupy izomorfni. Napiiklad

e (71 je komutativni, ale G5 ne.

e (1 ma néjaky prvek, ktery je inverzi sebe sama, ale G5 takovy prvek nem4.

6Diagram komutuje = nezalezi na pofadi: operace néasledovans zobrazenim davé tentyz vysledek jako
zobrazeni nasledované operaci, pokud vzdy mluvime o bindrni operaci na té mnoziné, ve které se dané
dva prvky vyskytuji.
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e (51 je generovana dvéma svymi prvky, ale G5 neni generovana zadnou dvojici svych
prvku.

e Atd., mozna vice viz cviceni.

Pred vice nez 100 lety dokazal Arhur Cayley vétu, kterou se nyni budeme zabyvat:
Kazdad grupa (libovolnd, kone¢nd i nekone¢nd, komutativni i nekomutativni) je izomorfni
néjaké podgrupé grupy permutaci (ty byly predstaveny v minulé kapitole). Tento vysledek
je revoluénim ve studiu grup, protoze vlastné tvrdi, ze zadné jiné grupy (az na preznaceni
prvki) nez grupy permutaci vlastné neexistuji!!l A o to vice je tento vysledek revoluéni
ve studiu operaci — tvrdi totiz, ze na grupach neexistuje zadna jina operace nez operace
skladani permutaci!!!! Jinymi slovy, pomoci operace SKLADANI PERMUTACI 1ze
reprezentovat jakékoli dalsi operace na grupéch, tj. s¢itani, nasobeni, atd.

_ Kazda grupa (G, /) je izomorfni néjaké grupé permutaci.

Dukaz: dokdzeme ve tiech krocich:

1. Ke kazdému prvku a € G vytvoiime permutaci 7, : G — G (a dokdzeme, zZe se jedna
o permutaci G, tedy o bijekci).

2. O mnoziné téchto permutaci
G* = {m,;a € G}

dokdzeme, ze je podgrupa grupy Sg vSech permutaci mnoziny G (= grupy vsech
bijekci G — G).

3. Definujeme zobrazeni f : G — G* a dokdzeme o ném, ze je izomorfismus mezi
grupami.

Tak pojdme na to!!

Diukaz podrobnéji:
1. Ke kazdému prvku a € G vytvoirime permutaci 7, : G — G (a dokazeme,
ze se jedna o permutaci G, tedy o bijekci).
Definujme pro libovolny prvek a € G zobrazeni 7, definované vztahem
Vee G :my(z) :=ayx

(zobrazeni 7, zobrazi kazdé x € G na prvek a 57 x € GG). Dokazme o 7, Ze se jednd
o bijekci:

e 7, je injekce G — G: Ptredpokladejme, ze m,(x1) = m,(z3) — to by znamenalo
podle definice zobrazeni 7, ze

a\/ Ty =a\/ T,

a protoze v grupé plati vlastnost (7), muzeme vykratit po vynasobeni rovnosti
prvkem a~! zleva a dostaneme x; = x5 ... tedy rovnost hodnot zobrazeni =,
muze nastat jen pro tentyz prvek z; = 9, a tedy f je injekce.
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e 7, je surjekce G na G: Pro libovolny prvek y € G musime najit jeho vzor
vzhledem k zobrazeni m, — jakmile najdeme aspon jeden vzor, budeme védét,
ze jedna se o surjekci, protoze vSechny prvky y € G by pak byly pokryty
néjakymi vzory vzhledem k zobrazeni f. Odpovéd: hledany vzor z G je prvek
a! 7y, pak totiz

M vy)=ava'vy=y.
e Celkem 7, je bijekce.

2. O mnoziné téchto permutaci
G* :={n,;a € G}

dokdzeme, zZe je podgrupa grupy Sg vSech permutaci mnoziny G (= grupy
vSech bijekci G — G).

G* je podmnozinou grupy S vSech permutaci na G — G. Dokézeme o G*, ze je
podgrupa:

e G* je neprazdnd, nejmensi moznd grupa G je totiz minimalné jednoprvkova
(obsahuje neutrélni prvek e), a tedy minimalné m.(z) := e v x je identickd
permutace, ktera nalezi do G*.

e (G*,0) splnuje vlastnost (1), tedy pro dvé ruzné permutace 7,, T, musime najit
prvek ¢ € G, ze m. = pi, o m,. Skutecné to plati — pokud vezmeme ¢ := a 7 b,
potom

Tagb = Mg O Tp.

Podrobnéji rozepséno,

Ve e G: muon(z) = (ayb)ve = avy(bye) = aym(x) = m(m(z)) = (meom,) ().

Tedy slozenim dvou prvku 7, a m, z G* je zase prvek z G*, tj. mnozina G* je
uzaviend vzhledem k operaci o.

e (G*, o) spliuje vlastnost (4): Staci dokazat, ze ke kazdému m, € G* existuje
inverzni permutace vzhledem ke skladani permutaci: A to opravdu existuje,
je to totiz permutace m,-1 odpovidajici prvku a=! € G — pak plati (podle
vlastnosti (1) je slozenim permutaci permutace odpovidajici ,nasobku“ obou
diléich prvku)

Tq O M1 = Maga—1 = Te.

e Tedy celkem G* je neprazdnd a spliuje vlastnosti (1) a (4) — podle véty 6 je
G* podgrupa grupy Sg, a tedy hlavné sama (G*, o) je grupou.

3. Definujeme zobrazeni f : G — G* a dokdZeme o ném, Ze je izomorfismus
mezi grupami.

e Jako zobrazeni f se nabizi ptitazeni, o kterém uz dlouho mluvime: prvkua € G
pritadime jim definovanou permutaci 7, € G*, neboli

fla) = m,.
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e f je injekce: Pokud f(a) = f(b), znamena to, ze m, = m, tedy
Ve e G: m(x) = m(z);
a tak i specidlné pro jednotku e € G plati 7,(e) = m(e), coz znamend

ayye=>bve,

to ale znamend, Ze a = b. Rovnost obrazu si vynucuje rovnost vzoru, tedy f je
injekce.

e f je surjekce: Tato vlastnost je zaruc¢ena uz tim, jak je mnozina G* vytvorena:
jsou do ni vybirany jen ty permutace 7,, které odpovidaji prvku a € G, tj.
kazda permutace 7, ma svij vzor a € G vzhledem k zobrazeni f.

e f zachovava vysledky operace: chceme dokazat podminku

Va,be G: f(asyb) = f(a)o f(b),

a tu snadno dokdzeme rozepsanim podle definice zobrazeni f a vlastnosti (1)
pro skladani permutaci:

fla<7b) = Taup @ e o, = f(a)o f(b).

e Celkem f je izomorfismus grupy (G, <7) na grupu (G*, o).



40 5 IZOMORFISMUS, CALYEHO VETA

5.3 Cviceni

Kniha [8] opét poskytuje fadu cviceni, doporucuji provést aspon nékterd cviceni ze str.
97-102:

GRS (s.dy C.D): Jsou dané grupy izomorfni?

Napiiklad C.3: Zjistéte, zda je grupa 21%%¢t ze cviéeni 1.5 izomorfni s grupou (V;-),
kde V' ={1,—1,4,—i} a - je operace nasobeni komplexnich ¢isel. Své zjisténi zduvodnéte.
Napiiklad D.1: Prozkoumejte grupy a) (Hy,+); b) (Hs X Hy, +) (s¢itani definovano
po slozkach po slozkach); ¢) grupu komplexnich jednotek (V;-), kde V' = {1, —1,4,—i} a -
je operace nasobeni komplexnich ¢isel. Které dvé z nich jsou izomorfni, a pro¢ ta treti s

nimi neni izomorfni?

Napriklad D.2: Viz cviceni za kapitolou 7, kde budou zhruba probrany grupy zbyt-
kovych tiid.

IEREEERN (s2da G): Izomorfni grupy na mnoziné realnych ésel.

_ (sada J): Regularni reprezentace grupy — rychld konstrukce podgrupy
grupy S,, ktera je s grupou G izomorfni!!

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.6.
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6.1 Prednaska

V kapitole 7?7 jsme uz mluvili o n-té mocniné prvku. Jednoduse v kazdé grupé plati i
zakonitosti, na které jsme zvykli napt. z operace nasobeni na mnoziné vsech zlomku:

° am v an — am+n7
° (am)n — am~n’
e g "= (aj—l)n'

Pti nasem hloubavém premysleni o vlastnostech obecnych grup se ukazuje dulezitym
jeden pojem, ktery je s otdzkou mocniny pfirozené spjaty — pojem fadu prvku. Uvidime,
ze tento pojem je dulezity zejména pro konecné grupy, a v nekonec¢nych grupach hraje
svou specifickou roli, kterd souvisi s nekoneénymi mnozinami.

Definice 7.1. Réd prvku a grupy (G,v7) je roven nejmensimu pfirozenému ¢islu n,
pro které a™ = e (n-t4 mocnina prvku a € G je rovna neutralnimu prvku e € G. Pokud
takové prirozené cislo neexistuje, fikame, ze fad prvku a je nekoneény.

_ Co se tyka radu jednotlivych prvku grupy (Ss, o), plati (viz tabulka ope-
race pitkladu 5.2):

o ¢! = ¢, tj. e je prvek fadu 1;

o u? =102 =w?=c¢, tj. prvky u, v, w jsou Ffadu 2;

o 53 =13 =e¢, tj. prvky s, t jsou fadu 3.
Z tadu jednotlivych prvku také vidime, ze existuje k = 6 (nejmensi spolec¢ny nésobek fadu
jednotlivych prvku) tak, ze libovolny z prvku umocnény na Sestou se rovna jednotce e:

l=e, =) ==¢ 10 =¢, uwl=¢ s =(s*2=ct=¢, t°=c.

To je tedy zajimavéa vlastnost, ke které jsme dospéli — v konecné grupé vzdy po
nékolikerém umocnéni kazdého prvku dostaneme prvek jednotkovy.

BRI v crupe (Z,+4) je ad viech prvki nekoneény, kromé prvku 0, jehoz Fad
(jako 7ad kazdého neutralniho prvku) je roven jedné.

Pii kratkém zkoumdni pojmu faddu prvku (at uz je kone¢ny, nebo nekoneény), mate-
matici dospéli k nésledujicim dvéma vétam, které vrhaji svétlo na celou situaci:

BN Pro prvek o fadu n v grupe (G, v7) plati: v této grupé existuje prave nriznych
hodnot a® = e = a™ (e je neutrdln{ prvek grupy), a', a?, ..., a"!

Dukaz: Dokézeme ve dvou éastich: a) kazdd mocnina a™ prvku a tddu n je rovna

nékteré z mocenin a°, a', ..., a"1; b) prvky a°, a!, ..., a®! jsou navzdjem ruzné.
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Diukaz ¢asti a): Uvazujme libovolnou mocninu a™ prvku a € G, ktery je tddu n. Pak
podle véty 12 z predmétu Zéklady matematiky (véta o déleni se zbytkem, ktera plati pro
celd ¢isla — my ji nyni pouzijeme pouze pro ¢isla prirozend) vydélime m : n a dostaneme,
ze existuji prirozena cisla q, r tak, ze

m=n-qg+r, 0<r<n.
Pak lze upravit a™ na tvar
CLm — an.q+r — (an)q \VA ar E—_— v a’ = CLT,

a protoze r je prirozené cislo, pro které 0 < r < n, musi byt r rovno jednomu z ¢isel 0, 1,
ooy, n—1.

Diikaz ¢asti b): Zbyva dokézat, Ze prvky a°, at, ..., a™ ! jsou navzdjem rtuzné. Pokud
se nékteré z téchto dvou prvku rovnaji, plati a” = a®, kde r i s jsou dvé ruznd ¢isla z
mnoziny {0,1,2,...,n— 1}, tj. 7 # s. BUNO'" napifklad s < 7, tj. plati 0 < s <r < n, a
tedy 0 < r —s < n. A protoze a” = a® (to je nas predpoklad (p)), lze psat

a’"s = a" \V4 (as)—l @ al \V4 (as)—l — e,

To je ovSsem spor s definici fadu n jako nejmensiho prirozeného ¢isla takového, ze a™ = e,
protoze r — s < n. Nas predpoklad a" = a® byl nespravny, je tedy dokézan opak, ze se
jedna o n navzajem ruznych hodnot. O

Pokud se nad vétou 9 zamyslime, plyne z ni, ze poté, co dosdhneme umocnovanim
prvku a konecného tddu n prvku a” = e, dalsi mocniny uz nevytvaii nové prvky, ale
zaéinaji opakovat predchozi prvky: "' = a, a"*? = a?, ..., a® ! = a"7!, a pak zacind
druhé kolo opakovani a®" = e, a®**! = q, atd.

BN o prvek a nekoneiného Fadu v grupé (G, ) plati: v této grupé neexistujf
dvé mocniny tohoto prvku, které se rovnaji, tj. pro dvé ruzna cela ¢isla r, s plati a” # a°.

Dukaz: je prosty, pouzijeme tutéz ivahu jako v dukazu 9b): Pokud by platilo a” = a*,
tpravou a” v/ (a®)~! dostaneme

ar—s — ar v (as)—l _ as v (as)—l =e,

a to je spor s tvrzenim, ze fad prvku a je nekonecny, protoze by existovala konecna
mocnina prvku a rovna neutralnimu prvku. Tj. predpoklad a” = a® je nespravny a dukaz
sporem je hotov.O

1

To tedy znamend, ze prvek nekoneéného fadu ,svym umociiovinim“'® vede na

nekonec¢né mnoho navzajem ruznych prvkua grupy.

A dodejme jesté vétu 11, ktera upresnuje situaci kolem konecéného radu prvku grupy:

ITBUNO = Bez tjmy na obecnosti.
8Umoctiovani = opakované pouziti operace ¥/ na tyz prvek.
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BB rokud rad prvku a v grupé je n ((oznaceni 04 : oznaéme ord(a) = n), pak
plati pro celoc¢iselné ¢:

a' =e& (nlt, tj.t=n<7q, prondjakéqe Z).

(mocnina prvku koneéného fddu je rovna neutralnimu prvku tehdy a jen tehdy!'?, kdyz
mocnitel ¢ je ndsobek fddu n daného prvku).

Dikaz: Dokézeme obé implikace: Ad ,,=*: Dukaz je podobny jako dukaz 9a): Pokud
a' = e, pak podle véty o déleni se zbytkem pro celd ¢isla plati t =n-q+7r, kde 0 < r < n.
Pak dosazenim do nasi rovnosti dostaneme

e=a =ad""" = (a")vad =evya.
Ale protoze n jako fad prvku a je nejmensi piirozené ¢islo takové, ze a” = e, Nemuze byt
r > 0, ale musi r = 0.
Dukaz opa¢éné implikace ,,<=“: je zfejmy ... pokud t = n - ¢, pak

a'=a""= (a")! =el =e.

Pojem cyklické grupy a jejtho generdtoru (jediného prvku) uz byl vysvétlen v kapi-
tolach 77 a 3. Nyni se podivejme na cyklické grupy jesté jednou poté, co zndme pojmy
izomorfismus grup a fad prvku grupy:

Je jasné, ze pokud < a > je cyklicka grupa generovana svym prvkem, ktery je fadu n,
plati

<a>={ead, ... ,a" '}

Existuje tedy izomorfismus grupy (H,,+) pootoceni hodinové rucicky s ope-
raci skldddni pootoceni na grupu (< a >,v) definovany vztahem f(k) = a* pro
k= 0,1,...,n — 1. Hned vidime, ze podminka zachovani vysledku operace je skutecné
splnéna:

flk+1) =d"" =d"yd = f(k)7 f(I).

Touto kratinkou tvahou jsme vlastné dokéazali vétu 12:

_ Kazda kone¢na cyklicka grupa tadu n (= grupa generovand jedinym prvkem
fddu n) je izomorfni grupé (H,,, +). Specidlné, kazdé dveé konecné cyklické grupy radu n*°
jsou navzajem izomorfni.

A podobné pro cyklickou grupu generovanou prvkem nekone¢ného radu: lze psat

2 1 2 3 }
)

<a>={...,a" % a ,ea,a",a’,...

a tedy muzeme definovat izomorfismus grupy (Z,+) na grupu (< a >,v/) definovany
vztahem f(k) = a* pro jakékoli celé ¢&islo k, ktery opét spliiuje podminku zachovéni

9Pozndmka pro étendie v anglicting: anglické matematické vyjadiovani vyjadiuje nékdy logickou spojku
& vyrazem iff, coz je zkracené presnéjsiho nematematického if and only if = tehdy a jen tehdy, kdyz.
20P¥ipominka bizarni definice f4du grupy: fdd grupy = poéet prvka grupy.
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vysledku operace. Dostavame tak vétu

_ Kazda nekonecnd cyklickd grupa (= grupa generovand jedinym prvkem
nekonecného fadu) je izomorfni grupé (Z,+). Specidlné, kazdé dvé nekonecné cyklické
grupy jsou navzajem izomorfni.

Tedy véty 12 a 13 nam davaji nahlédnout do situace cyklickych grup: vsechny cyklické
grupy jsou viceméné urcéeny grupami celych éfsel — at uZz nekonecné grupy jsou urceny
a popsany grupou (Z,+), tak konecné cyklické grupy jsou urcéeny a popsany (az na
preznaceni prvku) grupou (Z,,+) (coz je grupa zbytkovych tiid modulo n, kterd je
izomorfni grupé pootoceni hodinové rucicky (H,,+))). Mohli bychom pracovat stéle
s grupou pootoceni hodinové rucicky, ale protoze studenti uz grupy zbytkovych tiid
absolvovali na cviceni, 1ze pracovat ptimo s nimi. Nasleduje oddilek opakujici znalosti ze
cviceni o grupach zbytkovych trid.

Klicovou strukturu predstavuje nasledujici _: mnozina zbytkovych tfid modulo n
... popiseme celou konstrukci této mnoziny napiiklad pro n = 6: Rozdélime vSechna cela
¢isla do Sesti podmnozin podle toho, jak daleko je dané ¢islo na ciselné ose vpravo od
nejblizstho nésobku éisla 6 (viz obrazek 8). Pak v kazdé tridé jsou pravé ta celd ¢isla,
ktera jsou mezi sebou kongruentni modulo 6, tj.

a = b, kdyz 6|(a — b).

O relaci kongruence lze dokazat, ze je to ekvivalence (tj. relace reflexivni, symetricka,
tranzitivnf).

e Tiida [1] obsahuje ¢isla 1, 7, 13, atd. ale také zdporna ¢isla —5, —11, —17, atd.,
protoze nejblizi nasobek ¢isla 6 je od nich vzdaleny o jednu jednotku vlevo.

e Trida [2] obsahuje ¢isla 2, 8, 14, atd. ale také zaporna ¢isla —4, —10, —16, atd. a
jsou to pravé ta cisla, od nichz je vzdalen nésobek Sesti o dvé jednotky vlevo.

e Tiida [3] obsahuje ¢isla 3, 9, 15, atd. ale také zaporna ¢isla —3, —9, —15, atd.
e Trida [4] obsahuje ¢isla 4, 10, 16, atd. ale také zdporna ¢isla —2, —8, —14, atd.
e Trida [5] obsahuje ¢isla 5, 11, 17, atd. ale také zaporna ¢isla —1, —7, —13, atd.

e A konecné tiida [0] obsahuje vSechna celd ¢isla délitelnd Sesti, tj. 0, 6, 12, atd. ale
také zaporna c¢isla —6, —12, —18, atd.

V kazdé tridé takto vytvorené jsou praveé ta cela ¢isla, ktera jsou mezi sebou kongruentni
modulo 6. Kazda z danych téchto Sesti podmnozin je nekonecnd, odtud tedy honosny
nazev ,trida“.

Nyni se budeme déle divat na tyto tfidy jako na prvky mnoziny Zg (tj. mnozina Zg je
konecnd a mé jen Sest prvku!ll) a definujeme na této mnoziné operace @, ® nasledovné:

[a] @ [b] := [a + b];
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L 4 : B —— ,
cador cilalar Qathl (makorlcd) we e [2]

Q/‘td ®
Obrazek 8: Rozdéleni celych ¢isel do Sesti podmnozin.

tj. soucet trid je tiida, kterd obsahuje celé ¢islo a + b,
[a] © [b] := [a - 0];

tj. soucin trid je tiida obsahujici celé ¢islo a - b. Lze ukéazat, ze tyto dvé operace nezavisi
na vybéru celych ¢isel a, b z danych nekonecnych mnozin. Pro takto definovanou
Sestiprvkovou mnozinu a operace na ni nyni plati, ze (Zg, @) je grupa (zbytkovych tiid
modulo 6), (Zgx,®) = (Zs — {[0]}, ®) je monoid (zbytkovych t¥id modulo 6).

BRI o) Pomoci tabulky operace & dokazte, ze (Zg, @) je grupa:
b) Pomoci tabulky operace ® dokazte, ze(Zs, ®) je monoid:

e oznaceni 05 : Z, ... mnozina zbytkovych tfid modulo n;
e oznaceni 06 : Z* ... mnozina zbytkovych tiid modulo n mimo prvek [0], t;.
7= Zu —{[0]}.

Toto oznaceni pouzivame i pro klasické mnoziny Q* (raciondlni ¢isla mimo nuly), R*
(redlnd ¢isla mimo nuly), protoze se nam hodi, ze (Q*, ), (R*,-) jsou grupy (nulu z
téchto mnozin musime vyloucit, protoze pro ni neexistuje inverzni prvek vzhledem
k operaci ndsobeni).
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Tabulka 3: Tabulka operace @ na mnoziné Zg.

@ (0] [ [2] 3] [4] [5]
oF [ o] (1] 2] 3] [4] [3]
Ap (0] 21 18] 4[5 [o]
21121 18] {4 [5] [0 [1
Bl B [ 5] 0] [1 [2]
4] |14 5] o] 1 2] 3]
BB [0 [ 2] (3] [4]

Tabulka 4: Tabulka operace ® na mnoziné Zg.

© o] [] 2] 3] [4 [5]
[0] | [0] [0] [0] [0} [o] [O]
[ [o] ] 21 [3] [4] [5]
211 [0] 2] [4] [0] [2] [4]
311 (0] [3] [0] [3] [0] [3]
[4] 1 [0] 4] [21 [0] [4] [2]
511 [0] [5] [4] [8] [2] 1]
Zbytkové tiidy lze sestavit nejen pro m = 6, ale pro jakékoli pfirozené n > 1.

Nésledujici dvé véty studenti nemusi umét dokdzat (ale je dobré si zapamatovat, co
rikaji):

BRI Ve struktuie (27, ) existuje k prvku [k] inverzni prvek vzhledem k ndsobeni
® prave tehdy, kdyz k, n jsou nesoudélna.

Napriiklad v (Zg, ®) neexistuji k prvkam [2], [3], [4] inverzni prvky, protoze ¢isla 2, 3,
4 jsou soudélnd s cislem 6.

BB Dosledek predchozi véty: Pokud n je prvoéislo, tak k, n jsou nesoudélnd
¢isla pro £ = 1,2,...,(n — 1), tj. ke vS8em prvkum (kromé [0], kterou jsme vyloucili)
existuji inverzni prvky vzhledem k ndsobeni ®, a tedy (2%, ®) je grupa.

Napriklad (Z3,®) je grupa. Ctenéi by se o tom mohl snadno piesvédéit z tabulky
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operace ® na mnoziné Z7:

—|— — — — — —

T S S e

—|— — — — —

S e T

—|— ——— — — —

[ P St i i R (T

—|—— — —— — — —

[ P S B i R S B e (i

—— — — — — —

[ i RS i B i
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6.2 Cviceni
BN Cvicent k pojmu tad prvku: Ad [8], str. 107-110:
e Cviceni B (str. 108): Piiklady rddu prvku.
Napiiklad N.4: Na grupé permutaci (57, o) jsou zaddny prvky (formou soucinu cykl,
ktery vypoctéte) o = (1,2,3,4) 0 (2,4,5), B = (1,6,7) o (2,5,7). Vypoctéte prvek
(a® o B%)° a urcete jeho Fad.
e Cyviceni F: fdd mocnin prvku.
e Cviceni G: vztah mezi ord(a) a ord(a).

BN Cvicent k pojmu cyklickd grupa:

e Na predndaSce uz nezbyl ¢as na dukaz véty: kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka,
tj. lze ji generovat jedinym prvkem — kterym?? (viz [8], str. 114-115).

Cviceni A (str. 115): piiklady cyklickych grup.

Cviceni B: elementarni vlastnosti cyklickych grup.

Cviceni C: generatory cyklické grupy.

Cviceni E: kartézsky soucin cyklickych grup.
_ Cviceni k pojmu grupy zbytkovych tiid:

Napiiklad D.2 z knihy [8], str. 98: VSechny néasledujici ¢tyfi grupy jsou Sestiprvkové.
Vytvoite jejich rozklad do tiid tak, ze v jedné tridé jsou grupy navzajem izomorfni. Najdéte
dany izomorfismus, poptipadé vysvétlete, pro¢ grupy v ruznych triddach izomorfni nejsou.

Grupa (S3,0):

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e=4 4|, s=1 L L L], t=[4 1 1],
1 2 3 2 31 3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
u=| L 4 4|, v=1 4L L], w=]1 1
1 3 2 3 2 1 2 1 3
ocle s t uwu v w
ele s t u v w
s|s t e w u v
t|1t e s v w u
u|lu v w e s t
viv w u t e s
wlw u v s t e
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izomorfni? Pokud ano, dany izomorfismus

Grupa (Z2,®) (je vyloucena tiida [0], ke které neexistuje inverze vzhledem k nésobeni):

6.2 CVICENI

= oo~ WVl o= N D O I~
dadsasss= = T T T T T T T
) N RN R N ENCE)

=) T e N e S Sle=o=2= =
IR e JadSSZ2 23 SoEmsmamTn

LER.N A0 3N, | B o= ™ e e =
[[[[[[[ === g BPBETEXDANHE

S RN N=Nce e T m o T A A A et
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o) EeNC NN N @ .S = 2T TS NE
[[[[[[[[[[[[[[ ———aaN O O X = — | — — — — — — — — ——t
]]]]]]]]]]]]]] »E MR FWONS =

N RN NN e G =N =N N N g
]]]]]]] R ) (e e W ol sl

EEEEEES se=as3s SESssfs g
}}}}}}}}}}}}} $E DO EBmIFBTEH D

I PIT = ®mE D Sl =o —o—= N
SEEEEET 2 SESEEEETED
HEE T o g A ] NN RN )

Naprtiklad N.1: Jsou grup
najdéte. Pokud ne, vysvétlete, proc i

Grupa (Hs x Hy, +):

(Zs,®) je grupa:
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Napiiklad N.2: Najdéte miniméln{ (vzhledem k po¢tu prvki) mnozinu generatoru grupy

(ZQ X ZQ X ZQ,EB)I

PR S O S i S i i
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[t e s s S S N S|

Naptiklad D.3: VSechny néasledujici tii grupy jsou osmiprvkové. Zjistéte, zda nékteré z
téchto grup jsou izomorfni, popiipadé vysvétlete, pro¢ izomorfni nejsou: Grupa (Zs, @):
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Grupa (ZQ X Z2 X ZQ, @)
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osové soumeérnosti vzhledem k thloprickam ctverce; Sg, S;7 osové soumeérnosti vzhledem ke

Grupa (Dy,0): (Ro, Ry, R2, Rs3 jsou rotace ¢tverce o nésobek p
spojnicim stfedu protéjsich stran ctverce)
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Napiiklad N.3: Definujte presné izomorfismus (Z7,®) na (Zg, @), ktery zachovéva

vysledky operace. Grupa (ZZ, ®) (je vyloucena tiida [0], ke které neexistuje inverze vzhle-

dem k nésobeni):
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Grupa (Zg, ®):
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Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.7.
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7 Lagrangeova véta

7.1 Warmup
Provérka b — z tydnu 01 az 07.

7.2 Prednaska

V dnesnim oddilu budeme potiebovat znalosti o pojmu ekvivalence (relace reflexivni, sy-
metrickd a tranzitivni) a pojmu rozklad urceny ekvivalenci (v jedné tiidé rozkladu jsou
pravé ty prvky mnoziny M, které jsou navzdjem v relaci prislusné ekvivalence) — viz
predmét Zaklady matematiky. Jen zde pripomenme, Ze rozklad mnoziny M na systém
podmnozin My, My, ..., My je takovy systém podmnozin, které jsou a) nepréazdné, b) po
dvou disjunktni (kazdé dvé ruzné mnoziny maji prazdny prunik) a c) jejich sjednocenim
je cela mnozina M — nékdy se takovému systému podmnozin fikd téz disjunktni pokryti,
tj. je to systém po dvou disjunktnich podmnozin, ktery pokryva celou mnozinu M v tom
smyslu, ze U M; = M.
Ptidejme nyni navic k predmétu Zéklady matematiky:

e Pro dukaz jednoho zajimavého tvrzeni (véty 17) ndm bude stacit si uvédomit, ze
pokud dvé tiidy rozkladu M;, M; maji neprazdny prunik, pak se musi rovnat, ¢ili
M; = M; a jedna se o tutéz tiidu. Lze tedy rozklad mnoziny M na podmnoziny M;
definovat i nasledovneé:

- Vie{l,2,...,k}: M;#0;
— CLEMiUMjﬁMZ‘:Mj;
— kazdy prvek a € M lezi v jedné ttidé rozkladu.

e Oznaceni 07: Znak ~ bude znacit relaci ekvivalence uréenou danym rozkladem, tj.
a ~ b pravé tehdy, kdyz a,b € M; pro néjaké .

e Oznaceni 08: Oznacme dile [a] tu tfidu rozkladu, kterd obsahuje prvek a, tedy
podminku z oznaceni 07 budeme psat ve tvaru

ar~b & [a] =[]

Nékdy se matematické vysledky dostavuji zajimavym a prekvapujicim zpusobem. Pri
studiu pojmu grupa, tj. pojmu binarni operace v/, ktera na mnoziné M spliuje ¢tyti
axiomy znamé z operaci s¢itani a nasobeni racionalnich ¢isel, jsme se zatim dostali ke
Cayleyho véteé, kterd je svym zpusobem Sokujici: kazdou operaci v grupé lze reprezentovat
operaci skladani permutaci na néjaké grupé permutaci. K dalsimu zajimavému, a snad i
necekanému vysledku dojdeme nyni, kdyz budeme premyslet o pojmu tzv. tiidy prvku
vzhledem k podgrupé.

Definice 8.1.| Va z grupy (G, V) a jeji podgrupu (H, /) lze definovat:

leva trida prvku a € G vzhledem k podgrupé H je mnozina

avVH:={avheG:heH}
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(mnozina vysledku operace a 57 h, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu
H);

podobné prava trida prvku a € G vzhledem k podgrupé H je mnozina

Hxya:={hsyacG:he H}

(mnozina vysledku operace h v/ a, kde prvek a € G je pevné a prvek h probihd podgrupu
H).

Pojmy leva a prava tiida prvku splyvaji jen tehdy, pokud 7 je komutativni operace,
jinak ne. Diive, nez pujdeme dale, musime se podivat na néjaky priklad tiid prvku
vzhledem k podgrupé:

ISR o grupu G = (Hy, +) = (Zu,+) = ({0,1,2,3,},+) a podgrupu H =
({0,2}) dostavame néasledujici levé tiidy prvku podle podgrupy:

e leva tiida prvku 0 vzhledem k H je 0+ H = {0,2} = H = H 4 0 (tedy leva tiida
prvku 0 je rovnd pravé tiidé prvku 0);

e leva tiida prvku 2 vzhledem k H je 2+ H = {0,2} = H = H + 2 (tedy leva tiida
prvku 2 je rovna pravé tiidé prvku 2);

e levd tiida prvku 1 vzhledem k H je 1 + H = {1,3} = H + 1 (tedy leva tiida prvku
1 je rovnd pravé tiidé prvku 1);

e levd tiida prvku 3 vzhledem k H je 3+ H = {1,3} = H + 3 (tedy leva tiida prvku
3 je rovnd pravé tiidé prvku 3);

IBEREESEN rro grupu G = (S, 0) permutaci z véty 7 a podgrupu H = ({e, s,t})
dostdvame nasledujici levé tiidy prvka podle podgrupy (viz tabulka operace o u véty 7):

e levd tiida prvku e vzhledem k H je eo H = {e,s,t} = H = H o e (tedy leva tiida
prvku e je rovna pravé tiidé prvku e vzhledem k operaci o);

e levd tiida prvku s vzhledem k H je so H = {e,s,t} = H = H o s (tedy leva tiida
prvku s je rovna pravé tiidé prvku s);

e levd tiida prvku ¢ vzhledem k H je to H = {e,s,t} = H ot (tedy leva tiida prvku ¢
je rovna pravé tiidé prvku t);

e leva tiida prvku u vzhledem k H je uo H = {u,v,w} = Howu (tedy leva trida prvku
u je rovna pravé tiidé prvku u);

e levd tiida prvku v vzhledem k H je vo H = {u,v,w} = H ov (tedy leva tiida prvku
v je rovna pravé tiidé prvku v);

e leva tifda prvku w vzhledem k H je wo H = {u,v,w} = H o w (tedy levd trida
prvku w je rovna pravé tiidé prvku w);
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Na ptikladu 8.2 je vidét, ze napiiklad mnozina v o H nemusi obsahovat zadny z
puvodnich prvkua podgrupy H, a taky nemusi byt podgrupa, protoze neobsahuje neutralni
prvek e, i kdyz H podgrupa grupy G je.

Zabyvejme se dale pouze pravymi tfidami prvka — vSechny nésledujici véty se budou
tykat pravych tiid prvku vzhledem k podgrupé H, ikdyz bychom je mohli analogicky (¢i
duélné?) formulovat i pro levé tiidy prvku. Véta 16 je pouze pomocnou vétou, kterd bude
potieba v dikazu véty 17 (véty 16 az 18 jsou feCeny za predpokladu oznaceni z definice

8.1, tj. (H,v7) je podgrupa grupy (G, 7))
BEEON . < 7 <7 b prave tehdy, kdyz H <7 a = H 7 b.

Dikaz: ,«<“: tato ¢ast dukazu je trivialni: protoze a = ey a € H <7 a a také
b=exybe H /b, z rovnosti mnozin plyne i a € H 57 b.

,= " predpokladejme, ze a € H <7 b, a tedy existuje h € H tak, ze a = h <7 b. Za
tohoto predpokladu dokazeme mnozinovou rovnost z platnosti dvou inkluzi:

HxyaC H<yb: Pokud z € H vy a, tak = hy sy a pro néjaké hy; € H. 7 predpokladu
véty dosadme za a a dostaneme
r=hva=hv(hvb)=(hvhvo

a protoze soucin v posledni zavorce je prvkem H, dostavame celkem, ze x € H </ b.

HybC Hsya: Pokud z € H <7 b, tak x = hy sy b pro néjaké hy € H. Z predpokladu
véty (a = h<yb) si vyjadieme b, konkrétné (protoze jsme v grupé G, vsechny inverze
existuji)

a=hyb = hltsya=0b,

a po dosazeni za b dostaneme

r=hyyb=hyy (h'va)=(havh")Va,

a protoze soucin v posledni zavorce je prvkem mnoziny H, dostavame celkem, ze

x € H vy a.

Véta 16 netvrdi nic svétoborného, v podstaté jen to, ze pokud prvky a, b jsou spojeny
v operaci \/ ,pres podgrupu H*, tak jejich pravé tiidy jsou totozné. Nasledujici véta 17
je prvnim vyznamnym vysledkem této kapitoly.

_ Pravé?! tiidy H 5/ a pro vSechny mozné prvky a grupy (G, /) tvorf rozklad
mnoziny G.

Diikaz: Dokézeme ve dvou krocich: a) H<y7a, H<7b jsou bud’ disjunktni, nebo totozné;
b) kazdy prvek grupy G lezi v néjaké tiidé takto vytvoreného rozkladu.

21Plat{ i analogicka véta: Vsechny levé tifdy a <7 H ...
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a) Pokud mnoziny H 7 a, H 7 b maji prazdny spoleény prunik, nedélame nic, protoze
to je pozitivni situace, kterou jsme si prali; zbyva projit situaci, kdy prunik obou
téchto mnozin je neprazdny a obsahuje néjaky prvek x:

re(HvaNHYb) = (x=hva) AN (z=hvb)=hva=h VD

vyjadieme napfiklad prvek a z rovnosti, ke které jsme dospéli (jsme v grupé, tedy
véechny inverze existuji): a = hy' 7 hy 7 b. To tedy znamena, ze

a=(hi'yhy)vb€ HYY,
a to podle véty 16 (tady praveé ji potfebujeme!!) znamend, ze H 7y a = H 7 b.

b) Zbyva ukazat, ze libovolny prvek ¢ € G lezi v nékteré z pravych tiid vzhledem k
podgrupé H: to je uz celkem snadné, protoze ¢ = e 57 ¢ (kde e je neutrédlni prvek), a
tedy ¢ € H 57 c. Nasli jsme tiidu rozkladu, ve které prvek c lezi.

_ Existuje bijekce mezi podgrupou (H, /) a kazdou pravou tiidou H 5/ a.

Diikaz: Bijekei bude to nejptirozenéjsi zobrazeni f : H — H <7 a, které bychom asi
vytvorili:

F(h)=hva

Takto definované f je injekce:
f(h) = f(ha) = miva=hyva= h =h

(a podminka injekce o rovnosti vzoru pii rovnosti obrazu je dokézana). Dale f je
surjekce: kazdy prvek mnoziny H s/ a je tvaru h 7 a pro néjaké h € H, a toto h je hle-
danym vzorem vzhledem k zobrazeni f. Celkem f je tedy injekce i surjekce, a tedy bijekce.

VVVVVV

Véta 19 je pouze jejich dusledkem, tj. pan Lagrange je autorem souvislosti vSech téchto
veét. Podivejme se ovsem predtim na piiklad ilustrujici celou situaci:

_ Uvazujme situaci na obrazku 9: vSech pravych tiid vzhledem k podgrupé
H konecné grupy G je pét — jedna z nich je H <y e = H a dalsi ¢tyfti jsou H 7 a, H <7 b,
H <7 ¢, H v/ d. Existuje bijekce (podle véty 18) mezi témito ¢tyimi mnozinami a grupou
H, tj. vSech pét mnozin ma stejny pocet prvku. Pii konetném poctu prvku grupy G by
platil vztah
|G| =5-|H]|.

Pocet prvku libovolné podgrupy H je
délitelem poctu prvki koneéné grupy G*2.

22P¥ipomeneme-li si definici 3.1 f4du grupy, tak: ia4d podgrupy H je délitelem fadu grupy G.
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D

Hvd

|G| = 5. H|

Obrazek 9: Rozklad konecné grupy G na pét pravych tiid vzhledem k podgrupé H. Vsechny
tridy rozkladu maji stejny pocet prvku.

Dukaz Lagrangeovy veéty je dalsim dusledkem véty 18: pokud vSechny pravé ttidy maji
stejny pocet prvku, tak pocet vsech prvku je pouze néjakym ndsobkem poctu |H|.

IBRREEEE rokud G mé 15 prvki, tak kromé nevlastnich podgrup (jednoprvkové
obsahujici pouze neutrélni prvek a celé grupy G) mohou mit jakékoli vlastni podgrupy
jen tii prvky nebo pét prvku (coz jsou vlastni délitelé ¢isla 15).

_ Pokud |G] je prvocislo, tak grupa G mé pouze nevlastni podgrupy.

BB rokud |G| = p je prvocislo, tak grupa (G, v) je cyklickd grupa a jakékoli
a € G ruzné od neutralniho prvku e je jejim generatorem.

Dikaz: Uvazujme a € G, a déle plati a # e (kde e je neutralni prvek). R4d prvku a
je roven m > 1 (protoze fadu 1 je pouze neutralni prvek grupy). Pak < a > je cyklicka
podgrupa, kterd ma m prvku (a soucasné z predchoziho plati m > 1), tj. celkem

mlp AN m>1 = m=p

(z neexistence vlastnich délitelu ¢isla p tedy plyne, ze Fad libovolného prvku a ruzného
od e je roven p). O

Véta 20 je dalsim dulezitym faktem sama o sobé: existuje jedind grupa (az na izo-
morfismus) daného prvociselného poc¢tu prvku. Napiiklad (Z7,+) je jedind sedmiprvkova
grupa, (Z11,+) je jedind jedindctiprvkové grupa, apod. Ziskali jsme tedy tplnou informaci
o grupach o prvociselném poctu prvku — jsou cyklické, az na izomorfismus jediné (co se
tykd poctu prvku) a lze je generovat libovolnym jejich prvkem a ruznym od neutrdlniho
prvku.

BB 1::d kazdého prvku a € G je délitelem Fadu konecné grupy G.

Dukaz: pro prvek ¢ € G fddu m je < ¢ > cyklickou podgrupou tddu m (libovolny
prvek generuje cyklickou podgrupu grupy G), a tedy m je néktery z délitelu ¢isla |G|, coz
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je tad grupy G.

‘Definice 8.2 Protoze piirozené &slo, které udava iad podgrupy |H|, je délitelem
fadu konecné grupy |G|, lze provést tuto operaci déleni piirozenym ¢éislem a oznacit
index podgrupy H v grupé G jako

G
(G:H)= % = pocet navzajem ruznych tiid rozkladu {H 7 a;a € G}.
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7.3 Cviceni

_ Cviceni k pojmu ekvivalence a rozklady — snad byl procviceno dost v
predmétu Zaklady matematiky, vice viz [8]. str. 123-125 ... ovSem v nasi situaci by bylo
zajimavé cvicenicko D na str. 124 — relace ekvivalence na grupé.

Napiiklad D.0: Uvazujme grupu G = (Zs, @) a jeji podgrupu H = (2). Definujme na
G relaci a ~ b, kdyz a + b~! € H. Dokaite, 7e relace ~ je ekvivalence.

Cviceni D.1: Pro grupu (G,-) a jeji podgrupu H zkuste obecné dokézat, ze relace
~:={[a,b] € G x G :ab~! € H} je ekvivalence.

Cvic¢eni D.2: Pro grupu (G,-) a jeji podgrupu H zkuste obecné dokazat, ze relace
~:= {la,b] € G x G : a™'b € H} je ekvivalence, popifpadé najdéte konkrétni pifklad,
ktery tento fakt vyvraci.

Cviceni D.3: Pro grupu (G,-) a jeji podgrupu H zkuste obecné dokézat, ze relace
~i={[a,b] € G x G :Jz € G : a = zbr'} je ekvivalence.

_ Cviceni na podgrupy, které vyuziva poznatku Lagrangeovy véty: Pro
grupu (Ds,0), kde D5 je desetiprvkova mnozina transformaci pravidelného pétitihelnika
na sebe sama a operace o (=,po“) je skldadani transformaci, vypiste vSechny jeji pod-
grupy. Pouzijte pfitom informace o jejich prvcich (zachovejte prosim oznaceni):

e c ... identita (nedéld s pétithelnikem nic);

e f ... pootoceni pétithelnika v jeho stfedu o 72° po sméru hodinovych rucicek;

e ¢ ... pootoceni pétithelnika v jeho stfedu o 144° po sméru hodinovych rucicek;
e h ... pootoceni pétitthelnika v jeho stfedu o 216° po sméru hodinovych rucicek;
e i ... pootoceni pétithelnika v jeho stfedu o 288° po sméru hodinovych rucicek;

e 1 ... osova soumeérnost vzhledem k ose AU, kde A je vrchol pétitthelnika a U je stied
strany C'D;

e v ... osova soumeérnost vzhledem k ose BV, kde B je vrchol pétithelnika a V' je stfed
strany DFE;

e w ... osova soumérnost vzhledem k ose CW, kde C' je vrchol pétithelnika a W je
stfed strany FA;

e 1 ... osova soumeérnost vzhledem k ose DX, kde D je vrchol pétitthelnika a X je stied
strany AB;

e y ... osova soumeérnost vzhledem k ose EY, kde F je vrchol pétithelnika a Y je stied
strany BC;

a informace o vlastnostech, které plati:

Podle Lagrangeovy véty muze mit podgrupa konecné grupy jen jisty pocet prvku;



60

7 LAGRANGEOVA VETA

uvazte také uzavienost operace na podgrupé: nékteré prvky samy od sebe generuji
jiné prvky (a jejich zahrnuti v podgrupé tedy vyzaduje i zahrnuti dalsich prvku);

jesté musite do kazdé podgrupy zahrnout i vSechny ptislusné inverzni prvky.

IEREEEEN Cviceni k pojmu levé a pravé tifda prvku vzhledem k podgrupé ([8], str.
130-135):

A. Priklady tfid prvku vzhledem k podgrupé konecné grupy

B. Priklady ttid prvku vzhledem k podgrupé nekonecné grupy:

Napiiklad N.1: H =< 5 > je podgrupa grupy (Z,+) generovand prvkem 5. Vypiste
vSechny pravé tridy prvku vzhledem k podgrupé H.

C. Dusledky Lagrangeovy véty

D. Dalsi dusledky Lagrangeovy véty

E. Vlastnosti tiid prvku vzhledem k podgrupé.

Dulezity dodatek, mozno délat na cviceni: Lagrangeova véta (a jeji dusledek — véta 20)
spolecné s vétou 12 nam pomalu, ale jisté dava informace o vSech konecnych grupach o
malém poctu prvku:

Jednoprvkové grupa je (az na izomorfismus) jedind a obsahuje pouze neutralni prvek.

Grupa o prvociselném poctu prvku 2, 3, 5, 7, atd. je cyklickd (véta 20), a tedy az na
izomorfismus stejna jako (H,,+) neboli (Z,,+) (véta 12), tedy grupa prvociselného
poctu prvku je az na izomorfismus jedina.

Déle grupa o poctu prvku p?, ktery je druhou mocninou prvoéisla, je podle cviceni
G ([8], str.154-155) izomorfni bud (Z,2,+), nebo (Z, x Z,), tedy existujf pouze dvé
navzajem neizomorfni grupy radu p?.

Ptehled vsech Sestiprvkovych grup: cviceni F, str. 132.
Ptehled vsech desetiprvkovych grup: cviceni G, str. 132.

Ptehled vsech osmiprvkovych grup: cviceni H, str. 133.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.8.
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8 Homomorfismus, normalni podgrupa

8.1 Prednaska

[zomorfismus grup je bijektivnim zobrazenim, které zachovava vysledky operace. Tato
vlastnost (zachovani vysledki operace) se objevuje i u jinych zobrazeni nez bijekei —
takové zobrazeni nazveme homomorfismy??.

Definice 9.1 Grupovy homomorfismus f : G — H je takové zobrazeni mezi grupami
(G,7) a (H,x*), které zachovava vysledky operace, tj. plati vlastnost

Va,be G: flasyb) = f(a)* f(b).

IR Zobrazeni grupy (Z,+) na grupu zbytkovych tifd (Zg,+) definované
vztahem ,, f(z) = zbytek po déleni ¢isla z ¢islem 6 je homomorfismus grup.

Takto definované zobrazeni opravdu splinuje podminku zachovéani vysledku operace:
napiiklad plati
f(5+53) = f(5) + f(53),

protoze
[4] = [5] + [5]

(rovnost skutec¢né plati, protoze v Zg plati [5] + [5] = [10] = [4], neboli ¢islo 56 dava po
deéleni Sesti zbytek 4, ktery urcuje stejnou tiidu rozkladu [4], kterd obsahuje prvek 10, coz
je soucet zbytku po déleni ¢isla 5 Sesti a zbytku po déleni ¢isla 53 Sesti).O

Vyznam homomorfismu: Pod homomorfismem lze v fadé piipadu (tehdy, kdyz f je
surjekce grupy G na grupu H) vidét jistou projekei, kterd nékteré vlastnosti puvodni
grupy ztraci, ale zachovéa jednu jistou vlastnost. Tteba v pravé uvedeném piikladu se
pri zobrazeni f jistym zpusobem ztraci nekonecnost mnoziny Z a zustava jen informace,
jaké zbytky po déleni Sesti existovaly mezi celymi ¢isly, a dale zustava na Zg zachovana
vlastnost souctu zbytku, neboli souc¢et dvou celych ¢isel dava po vydéleni Sesti zbytek,
ktery je obsazen v té tfidé rozkladu mnoziny Zg, ktera obsahuje soucet zbytku obou
puvodnich ¢isel po vydéleni Sesti.

_ Zobrazeni f : Zg — Zs, pricemz na obou mnozinidch uvazujeme operaci
s¢itani, definované vztahem

DO 4— DO
O+ W
=
B <— O

1
1
1

~
I
O <«— O

je také grupovy homomorfismus, protoze zbytek po déleni Sesti v grupé (Zs,+) je
zobrazen na zbytek tohoto zbytku po déleni tfemi v grupé (Zs,+). V dusledku zobrazeni
f se ztraci jisté informace z grupy Zs, a sice celociselnd odchylka nejblizstho nasobku Sesti
na c¢iselné ose smérem vlevo od libovolného reprezentanta dané tridy rozkladu, ovsem

23 Jazykové: izomorfismus = stejny tvar, totozny tvar; homomorfismus = podobny tvar, odvozeny tvar
(v jistém smyslu).
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zustava zachovana celociselnd odchylka nejblizsiho ndsobku tii na c¢iselné ose smérem
vlevo od libovolného reprezentanta dané tiidy rozkladu.O

Definice 9.2. Pokud f : G — H je grupovy homomorfismus a soucasné surjekce,
oznacujeme f(G) = H a grupa H se nazyva homomorfni obraz grupy G.

Viz piiklad 9.2: grupa (Z3,+) je homomorfnim obrazem grupy (Zgs,+) vzhledem k
homomorfismu f.

Podivejme se tedy na nékteré vlastnosti kazdého grupového homomorfismu. Tyto
vlastnosti plati i pro izomorfismus, prtoze homomorfismus je obecnéjsi pojem (kazdy
grupovy izomorfismus je soucasné i grupovym homomorfismem):

BB 1o grupovy homomorfismus f : G — H grupy (G, ) do grupy (H, *) plati:
a) f(eqg) = eg (grupovy homomorfismus vzdy zobrazuje jednotkovy prvek grupy G na

Jednotkovy prvek grupy H);

b) (f(a))™' = f(a™') (vzhledem ke grupovému homomorfismu plati: inverze obrazu =
obraz inverze).

Diikaz:
e ad a) Prvek eq jisté muzeme psit jako eq WV eq, a po vyuziti vlastnosti (h) homo-
morfismu (= vlastnosti zachovani vysledku operace) dostaneme:
flea) = Flea v ec) © flea) * f(eq),
dostali jsme tedy rovnost
fleq) = flea) * flea),

ze které po vynésobeni rovnosti prvkem (f(eg))™! (ktery existuje diky vlastnosti (4)
v grupé (H, x)) zprava dostaneme

fleg) = (flee)™" = flea) * flea) * (f(ec)) ™,
a nyni pouzitim vlastnosti (3) grupy (H,*) na levé i pravé strané posledni rovnosti
mame neutralni prvek ey grupy H a dostaneme
3
en = fleq) * en ' fleq),

a to jsme chtéli dokézat (jednotkovy prvek se zobrazi na jednotkovy prvek).

e ad b) chceme dokézat vztah

fla) f(a™") = en,

pak totiz podle véty 4 v grupé oba prvky, jejichz souc¢in je neutralni prvek, si jsou
navzajem inverzni. No ale to neni tézké, zacneme upravovat levou stranu rovnosti,
kterou chceme dokazat, a vyuzijeme vlastnost homomorfismu grup:

fl@) s fa) Y rava) Y fleq) Cen,
1

takze podle véty 4 inverzni prvek k prvku f(a) je prvek f(a™!), neboli (f(a))™! =
f(a™'). Dukaz je hotov.
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K definici normalni podgrupy se dostaneme pies definici konjugovaného prvku:

_ Pro grupu (G, ) a jeji prvek a definujeme konjugovany prvek k prvku
a € G, pokud existuje x € G tak, ze v v a7 27 L.

_ Nez pujdeme déle, vS§imnéme si dvou trivialit:

a) Kazdy prvek a grupy G je konjugovany se sebou samotnym, protoze vzdy
plati a = asy a7 a™! (pro x = a) nebo a = ey a7 et (pro x = e, kde e je
neutrdlni prvek grupy (G, <7) a o neutralnim prvku vime, ze je vzdy inverzi k sobé
samotnému).

b) Jisté k nékterym prvkum a € G bude existovat vice navzajem ruznych konjugovanych
prvku jinak by tento pojem vubec nemél smysl, kdyby kazdy prvek byl konjugovany
jen sam se sebou. Nicméné urcité vime, ze k neutralnimu prvku e € G neexistuje
zadny jiny konjugovany prvek nez e samotny, protoze

4)

1(i)xvx_1 = e.

VeeG: xyyevyx

_ Najdéme v grupé (Zs, +) vSechny konjugované prvky k prvku 2: budeme
prochézet viechna mo7néa x € G a pocitat konjugované prvky z + 2 + 1

04+2+0=2,
1+245=2,
242+44=2,
34+42+3=2,
44242=2,
54+2+1=2.

Posledni dva radky uz byly zbytecéné, protoze dany soucet prvku a jeho inverze byl proveden
v jiném potadi na fadcich druhém a tretim, ale diky tomu, Ze operace sc¢itani je komuta-
tivni, jsme mohli poradi prvka zameénit. Dospéli jsme k zjisténi, ze v nasem piikladu je
prvek [2] konjugovany pouze se sebou samotnym. A kdyz si toto zjisténi rozmyslime po-
drobnéji, poobny vysledek dostaneme v jakékoli komutativni grupé, protoze prvky = a 1
Ize diky komutativité seskupit vedle sebe a provést operaci s nimi jako prvni, vysledkem
je jednotkovy prvek, a tak vzdy bude platit

-1 -1 _ _
rvaevzr =rVzr o o\Va=eya=a.
Touto tdvahou jsme dokazali tuto véticku:

_ V komutativni grupé je k prvku a konjugovany pouze prvek a samotny.
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_ Zkusme najit vSechny konjugované prvky v grupé permutaci (S3,0) k
prvku u (viz tabulka operace o ve vété 7 kapitoly 4):

1

eouoe =~ =u,
uouou_lzu,
Uouov_lzw,

wouow’lzt,
souos_lzt7

touot ' =w.
K prvku u tedy existuji tii konjugované prvky u, w, t.

Nyni jsme pfipraveni na definici normalni podgrupy:

'Définice 9.4, Podgrupa (H, /) grupy (G, ) se nazyvé normalni podgrupa, pokud je
uzaviena vzhledem ke konjugovanym prvkum, tj. plati

acHreG = zyavya 'ecH
Diky véticce 24 plati véta 25:
_ V komutativni grupé je kazd4 podgrupa norméalni.

Z ptikladu 9.4 je vidét, ze v nekomutativnich grupach obecné existuje
vice konjugovanych prvku k danému prvku, tj. napfiklad podgrupa ({e, u}, o) grupy (Ss, o)
neni normalni, protoze k prvku u kromé jeho samotného existuji dva dalsi konjugované
prvky ¢, w, takze podgrupa ({e,u}, o) neni uzaviend na konjugované prvky.

_ Jadro grupového homomorfismu f : G — H se nazyva mnozina kery

(‘oznaceni 09 )** téch prvka z grupy (G, V), které se zobrazi na neutrdlni prvek ey grupy
(H,*).

_ a)V grupovém izomorfismu je jadrem zobrazeni f pouze jednoprvkova
mnozina {eg}.

b) V homomorfismu f : Zg — Z3 z piikladu 9.3 je jddrem mnozina téch prvku, které
se zobraz{ na nulu: kery = {0, 3}.

_ Pro kazdy grupovy homomorfismus plati tyto dalsi vlastnosti:
a) kers je normalni podgrupa v (G, V);
b) f(G) je podgrupa v (H, ).

Dikaz: ad a) vezméme libovolny a € kery a libovolny x € G. Chceme ukézat,
ze 7 asy x ! € kery. Pujde to jednoduse, vyuzijeme pritom piedpokladu (p) véty

24Oznaceni plyne z némeckého slova kernel — anglické core se z historickych diivodii neprosadilo.
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(f(a) = eg) a vlastnosti (h) homomorfismu:

3)

f(JJ V a/ q;fl) (h:) f(x) * f(a) * f(xfl) @ f(x) % epy * f(xil) (: f(l:) * f(mfl) @ e,

tj. protoze se prvek z 7 a 7 ! zobrazil na neutrdlni prvek, pati{ do jadra kery, protoze

pravé témito prvky je jadro definovano.

ad b) 1) f(G) je neprazdnd mnozina, protoze obsahuje minimalné neutrélni prvek
fleg) = em; ii) f(G) je uzaviend vzhledem k operaci *: pro f(x) a f(y) plati

F@)« fy) Y fzvy),

tedy prvek f(x) = f(y) je obrazem prvku z 7y € G, a tedy f(x) * f(y) € f(G), plati (1);
iii) f(G) je uzaviena vzhledem k inverzim: pokud f(a) € f(G) také f(a™') € f(G) a diky
veté 22(b) vime Ze tyto dva prvky jsou navzdjem inverzni, tj. nasli jsme inverzi k prvku
f(a), plati vlastnost (4). Celkem podle véty 6 je f(G) podgrupa grupy (H, *).
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8.2 Cviceni

Viz [8], str. 141-146:

e A. Priklady homomorfismu kone¢énych grup.

Napriklad A.1.

a) Definujte néjaky (aspon jeden) homomorfismus f : (Zs, +) — (Zy, +):
01 234567
f=14+ 4444414
b) Urcete jadro K homomorfismu z ¢ésti (a).

Napriklad A.5: Kazda z dvanacti transformaci pravidelného Sestithelnika v grupé
(Dg,0) (Sest pootoceni o ndsobek Sedesati stupnu, véetné identity = pootoceni o
thel nulovy; dalsich Sest jsou osové soumérnosti podle tii tithlopticek prochézejicich
protéjsimi vrcholy (A,D a B,E a C,F) a podle tif spojnic stfedu protéjsich stran)
néjak permutuje jeho tii uhlopficky, které si oznacme ¢isly 1 (AD), 2 (BE) a 3
(CF), tj. tato soucasna permutace Sesti vrcholu a permutace tif uhlopticek definuje

homomorfismus f : Dg — S5, v obou grupach uvazujeme operaci sklddani permutaci.
Naprtiklad

1 23 456 1 23 456 L 2 3
f¢¢¢¢¢¢=<123>,f¢¢¢¢¢¢=<231>-
1 2 3 456 2 34561
Napiste, na jaké prvky se zobrazi timto homomorfismem zbylych deset prvka grupy

Dg. Grupa (S3,0) mé prvky:

Y § =

Y U=

3
!
3
3
!
p

DN 4— = W e
—<4— b N
W< w N W

2
!
p
p
!
3

e B. Piiklady homomorfismu nekone¢nych grup:

Naptiklad B.2: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni ¢ je grupovym homomorfismem, a
najdéte jeho jadro:

¢ : (D(R),+) — (F(R),+) je definované vztahem o(f) = f’

(D(R) je mnozina realnych funkei, u kterych existuje jejich derivace f’, a F(R) je
mnozina realnych funkef).
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Naptiklad B.3: Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni f je grupovym homomorfismem, a
najdéte jeho jadro:

[:(RxR,+)— (R,+) je definované vztahem f([z,y]) =z +y

((Rx R,+) je mnozina je mnozina usporadanych dvojic redlnych ¢isel, které s¢itdme
po slozkach).

e (C. Zakladni vlastnosti homomorfismu.
e D. Zakladni vlastnosti normalni podgrupy.

Napiiklad D.0: Zjistéte, zda {e,s,t} je normdlni podgrupa grupy permutaci
tiiprvkové mnoziny (S, 0). Muzete pouzit tabulku operace o:

»w + 0o S & 2|
0 » & 2 S|
O nw =+ 2 2 g8

S 28 »w O |+

E 2 +w oo
E 22 +»w ol
S E S o+ unln

e F. Homomorfismus a fad prvku.

Napiiklad F.1: Pro homomorfismus grup f : (G,v) — (H,*) je a € G prvek fadu
n. Vyzkoumejte na piikladech (napt A.1), co lze fici o fddu prvku f(a) — POZOR,
nemusi byt stejny jako rad prvku a.

Naptiklad N.3: Dokazte véticku: Grupovy homomorfismus zobrazuje generator
cyklické podgrupy na generator cyklické podgrupy.

Naptiklad N.4: Pomoci véty 22 a piedchozich dvou véticek N.1, N.3 najdéte vSechny
mozné homomorfismy z piikladu A.1, tj. vSechny mozné homomorfismy grupy
(Zs, ®) do grupy (Z4, ®) a urcete jejich jadra.

Napiiklad N.2: Vypiste vsechny prvky grup (Zo, ®), (53, 0) a u kazdého prvku urcete
jeho fad. Potom popiste vSechny mozné homomorfismy grupy (Zy,®) do grupy
(S3,0), které existuji — musite pii kazdém z nich urcit, kam se zobrazi kazdy pr-
vek mnoziny Zg. U kazdého z téchto homomorfismu urcete jeho jadro.

e G. Vlastnosti zachované homomorfismem.
e [. Konjugované podgrupy vzhledem k podgrupé.

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.9.



68 9 FAKTORGRUPA

9 Faktorgrupa

9.1 Prednaska

V minulé prednasce jsme se naucili poznat. kdy je H homomorfnim obrazem grupy
G (tehdy, kdyz existuje surjektivni homomorfismus G na H). Nyni udélame velky
skok a naucime se zkonstruovat vSechny mozné homomorfni obrazy jakékoli grupy G.
Nejdulezitejsim pojmem pii této konstrukei je pravé pojem normdlni podgrupy (=
podgrupy uzaviené vzhledem ke konjugovanym prvkum).

Zacneme tim, Ze si vSimneme vztahu mezi normélni podgrupou a levou a pravou tfidou
prvku vzhledem k této podgrupé (véta 27 predstavuje jakousi formu ,komutativity* — sice
diky ni neméme zaruc¢eno a 57 hy = hy 57 a (to plati jen tehdy, je-li grupa G komutativni),
ale mame s vyuzitim dvou prvku hy, he € H zaruceno, ze a </ hy = ho ¥/ a; jinymi slovy,
v normalni podgrupé muzeme i pri nekomutativni operaci zaménit potradi prvki, pokud
nahradime hy; € H obecné jinym prvkem hy € H):

BB /7 jc normélni podgrupa grupy (G, ), tj. asvhva™' € H Va € G. Pak
axy H = H <7 a (leva a pravé tiida prvku jsou totozné).

Dikaz: ,C“:

reayyH = x:avh:avhv(cflva)@(avhvcfl)va = zrxe€Hvya.
—_——

€H

p 2
reHya = x:hva:(ava_l)vhva@av(a_lvhva) = zreavy H
—_——

€H

Dukaz je hotov. O

Co kdybychom nyni na pravych tiiddch prvku (podle véty 17 se jedna o tiidy rozkladu
G) chteéli definovat operaci 57 odvozenou od operace v/, jejimz vysledkem by byla néjaka
(obecné dalsi) tiida rozkladu grupy G7 Defini¢ni vztah by mohl mit tvar
(Hva)v(H v b):=Hv(aDb)

Problém je ten, ze nevime, zda tato operace je korektné definovana — byla by korektné
definovana jen v pripadé, ze pii vybéru jiného prvku ¢ € H v/ a (coz muzeme udélat,
protoze pro ¢ € H v/ a plati podle véty 16, ze H<ya = H</c) a prvku d € H 57 b (protoze
pak podle véty 16 plati H 57 b = H sy d) by platilo

(HyovHvd) =Hv(cvd) N Hv(avb)=H(cvd).

Pak by totiz (a tak se této vlastnosti i fikd) nové definované ,nasobeni t¥id“ (vzhledem k
operaci /) nezaviselo na vybéru reprezentanti: at bychom ze tiidy H \ya = H v/ ¢
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vybrali reprezentanta a nebo ¢, a ze tiidy H sy b = H sy d vybrali reprezentanta b nebo d,
dostali bychom jednoznaéné uréenou tiidu H 7 (a7 b) = H 7 (¢ v d).

_ Obecné myslenku praveé navrzenou nelze realizovat, napiiklad pro G =
(S3,0) a H = ({e,u}, o) pravé tiidy jsou tifdy

Hov={v,s} =Hos,
Hot={t,w}=How,
Hoe=H=Hou.

Vsechny pravé tiidy prvku vzhledem k téze podgrupé H tedy tvoii podle véty 17 rozklad
grupy G = (S3,0), to samoziejmé plati pro libovolnou grupu, tedy i pro tu v tomto
prikladu. Ovsem pokud bychom nyni chtéli definovat spojeni t¥id H ov a H ot zpusobem

(Hov)o(Hot):=Ho(vot)=Hou=H,

toto spojeni tfid by zaviselo na vybéru reprezentanta, protoze vybérem druhych moznych
prvku z danych tiid bychom dostali

(Hos)o(How):=Ho(sow)=Hov={v,s}#H,

tedy vybérem ruznych reprezentantu z téchto tiid dostavame ruzné tiidy — cely proces
tedy neni korektné definovan, operace se tiidami nefunguje jako zobrazeni, kdy je kazdé
dvojici t¥id (v daném poradi) jednoznacéné piifazen vysledek operace. Na tiidach rozkladu
podle podgrupy H = {e, u} nelze toto spojeni tiid korektné definovat.

Pokud ovsem H je normalni podgrupa, nasobeni tiid lze definovat korektné:

BB rokud H je normélni podgrupa grupy (G, V) a plati

H<yja=H~xyec,
Hyb=H~yd,

tak operace 57 pouzita na ttidy prvka nezavisi na vybéru reprezentantu, tj.

H (avb)=Hv(cvd).
Dukaz: i)
Hsya=H<xyc =a€Hvc,
protoze a € H 57 a (nebot a = ey a € H </ a, kde e € H je neutrdlni prvek), tak podle
predpokladu véty také a € H <7 ¢. Tedy a = hy 5/ ¢ pro néjaké hy € H.
i)
Hyb=Hxyd =0b¢€ H~yd,

protoze b € H <7 b (nebot b = ey b € H 7 b, kde ¢ € H je neutralni prvek), tak podle
predpokladu véty také b € H sy d. Tedy b = hy 57 d pro néjaké hy € H.
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Dohromady z i) a ii) plyne:

axJb=hyycx hy vV d.

Nyni vyuzijeme predpokladu, ze H je normalni podgrupa, tj. podle véty 27 plati cxy H =
H <7 ¢, tedy ¢y ho 1ze upravit
cY/ hy = h,g YV €

pro néjaké hy € H. Pokracujme v upraveé a 5/ b a dostaneme
ayb=hv(cvh)wvd=h vhsveydeH~ (cyd).
H
€

Celkem protoze a7 b € H 57 (c v/ d), tak podle véty 16 plati

H<7(avb)=H< (cvd).

Dukaz je hotov!!O

Oznaceni 10. Ozna¢me mnozinu tiid G/g rozkladu podle normdlni podgrupy H ...
vzhledem k operaci 7 definované pomoci vztahu

(Hva)v(H7b):=H</(a7b)

jako tzv. rozkladovou grupu nebo téz pti doslovném piekladu faktorgrupu?.

_ Struktura G/g vytvofend z tifd podle normélni podgrupy H s operaci v/ je
grupa.

Dikaz. Vlastnost (1): korektni definice operace 57 pro tiidy rozkladu a uzavienost
této operace plyne z véty 28.

Vlastnost (2): Asociativita plyne z asociativity operace 57 na (G, /) a korektni definice
operace mezi tiidami (véta 28):

(Hva)vH))VHVe)=HT(avb)VHve)=Hv ((avb)ve)=

=Hv(av(ve)=Hva)VH (V)= (Hva)v(Hb)vV(HCc).

Vlastnost (3): Neutrdlnim prvkem je tiida H 5/ e, protoze plati (e je neutralni prvek v

(G, V)

Vlastnost (4): Inverznim prvkem ke tifidé H v/ a je t¥ida H 7 a™':

(HvavHva)=Hve,

(Hva ')v(Hva)=Hvye.

25 Anglicky FACTOR znamend, ,rozlozit®.
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BRI R ozkladova grupa (G, /) je homomorfnim obrazem grupy (G, v/), neboli
ptirozené definované zobrazeni f, které piiradi prvku a € G tiidu H v a € G/p, je
surjektivni grupovy homomorfismus.

Diukaz. Zobrazeni f je a) surjekce, coz plyne z konstrukce zobrazeni f: pro libovolnou
tridu H <7 ¢ je vzorem prvek ¢ € G;

b) je splnéna vlastnost zachovani vysledku operace:

faevy) @ HG vy E Hy)ZHTY) D f@)7f().

Jednd se tedy o surjektivni homomorfismus, tedy grupa obrazu je homomorfnim
obrazem grupy vzoru.O

Timto zpusobem (= podle véty 30), jak brzy uvidime (viz piiklad 10.3), lze zkonstru-
ovat vSechny homomorfni obrazy grupy (G, /).

DR Pokud G = (Z,+)a H =< 6 >={...,—12,-6,0,6,12, ...} jeji cyklické
podgrupa (ktera je souc¢asné norméalni podgrupou, protoze (Z,+) je komutativni grupa —
véta 25), tiidy prvku vzhledem k podgrupé (H,+) jsou

<6>+0={...,-12,-6,0,6,12,...} =< 6 > +6,
<6>+1={...,—11,-5,1,7,13,...} =<6 > +7,
<6>+2={...,-10,-4,2,8/14,...} =<6 > 48,
<6>43=1{...,-9,-3,3,9,15,...} =< 6> 49,
<6>+4={...,-8,-2,4,10,16,...} =< 6 > +10,
<6>+5={...,-7,—1,5,11,17,...} =<6 > +11, atd.

Zkratka vsech ruznych tiid prvku vzhledem k podgrupé < 6 > je pouze Sest, a téchto
Sest tiid (véta 17) tvori rozklad mnoziny Z. Podle véty 25 je < 6 > normalni podgrupa,
tj. podle véty 28 sc¢itani téchto tiid nezdvisi na vybéru reprezentanta, tj. struktura
Zs = (Z]<6>,+) je faktorgrupa (rozkladova grupa) grupy (Z,+). V této kapitole 10
jsme tedy dopodrobna popsali konstrukci grupy zbytkovych tiid (Zg,+). Tato grupa
je homomorfnim obrazem grupy (Z,+), pokud definujeme zobrazeni f pfirozené tim
zpusobem, ze prvku z € Z je piitazena tiida [z] grupy (Z/<¢>,+).

_ Vratme se jesté k zakladnim vlastnostem podgrup a dokazme jednu vlastnost
(a), kterou budeme potiebovat ve zbytku kapitoly, a druhou vlasnost (b), ktera plati
trivialné a uz jsme s ni pracovali, ale nyni bude vyslovena ve tvaru ekvivalence: Pro
kazdou grupu (G, ) a jeji podgrupu H plati

a) Hya=Hvyb & avybleH.
b) Hya=H & acH.

Dikaz.ad a) ,=“: Pokud H sy a = H 7 b, kde e € H je neutrélni prvek vzhledem k
operaci v/, tak protoze a = ey a € H 7 a, musi a € H 57 b. Tedy

a=hsyb
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pro néjaké h € H a vyndsobenim této posledni rovnosti prvkem b~! zprava dostaneme
axyb ' =h, tedy asy bt € H.

77¢“:
avb'eH = avyb'l=h = a=hyb = acHvyb 2 Hya=Hyb
ad b) lze dokdzat pfimo (pomoci dvou implikaci), ale tvrzeni i dukaz je specidlnim
pifpadem &isti (a) pro b = e (kde pro neutralni prvek e € H plati H\ye=H ae™! =e).
Diikaz je hotov. O

_ V tomto piikladu naznacime, jak lze zkonstruovat homomorfni obraz
grupy, ve kterém je zachovana vlastnost, kterou jsme si zvolili jako pozitivni a kladnou,
zatimco vlastnost, kterou chapeme jako nezadouci, je v homomorfnim obrazu ,,vyloucena“:
Dejme tomu, ze se nam libi vlastnost (5) = komutativita, ale grupa G' je nekomutativni,
tj. obsahuje dvojice prvku a, b, pro které a7 b # by a. Radi bychom nekomutativni prvky
wvyloucili“ z této grupy, ale vSechny ostatni prvky zachovali. Udélame to nasledujicim
zpusobem:

Uvazujme podmnozinu H vSech komutatoru v G, neboli vSech soucinu tvaru
aybya bt
Duvod, pro¢ se tyto prvky nazyvaji komutatory, je platnost podminky
avybyalybl=e & ayb=>bya

(tedy pro komutativni dvojici prvku je komutétor z ni vytvoreny (bez ohledu na jejich
poradi) roven neutrdlnimu prvku, a pravé ve vsech ostatnich piipadech nekomutativnich
dvojic prvku je komutdtor z nich vytvoreny jiny prvek nez e). Tedy v komutativni grupé
jsou vSechny komutatory rovny neutralnimu prvku e. V nekomutativni grupé G je pocet
vech komutatoru jakymsi méfitkem toho, jak dalece se G odchyluje od vlastnosti (5).

Pokud mnozina vSsech komutatoru H je normalni podgrupou grupy G, pak tedy faktor-
grupa G/H bude obsahovat jen jediny komutator, a sice tiidu H sy e = H, tedy trividlni
komutétor, ktery v grupé existuje vzdy — ale zadné jiné!! Tedy grupa G/H je komutativni
— faktorizaci neboli konstrukei rozkladové grupy jsme ,odstranili“ nekomutativni prvky a
wzachovali“ pouze ty komutativni.

To vskutku plati, ovéime podminku komutativity operace 7 v podilové grupé G/H:

(Hvz)v(Hvy) =Hvy)V(H )

1ze upravit vzhledem ke korektné definované operaci (véta 28) na tvar

Hy(xvy =Hv(yvao),

a to podle véty 31a) plati prave tehdy, kdyz 7y (y v )~ € H. To je ovsem splnéno,
protoze podle véty 5 o vypoctu inverze soucinu (y 7 ) =271 vy 7!, a tedy

rvyvyve) l=rzvyvae vy,
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a to je prave prvek typu komutator, ktery patii do H.

Ve vété 30 jsme videéli, ze kazda podilova grupa je homomorfnim obrazem (vzhledem
k surjektivnimu homomorfismu) grupy G. Nyni naopak dospéjeme k vété 33, ze kazdy
homomorfni obraz grupy G je jeji rozkladovou grupou. Vsimneme si totiz, ze plati
podminka véty 32:

BB 1o grupovy homomorfismus f : (G, ) — (H, ) s jadrem K := ker; (které
podle véty 26-(a) je normélni podgrupou grupy G) plati

Kva=Kvgb & fla)=fb).

Dukaz: Vyuziva véty 31a), viz téz obrazek 10 (kazda tiida K <7 x se zobrazi na jediny
prvek):

v.31a)

Kva=Kvb "8 avbleKk o favb)=ey &

fla)=[f(b)] ™ = en,

a posledni uvedenou rovnost lze ekvivalentné (pracujeme v grupé) upravit vyndsobenim
f(b) zprava na rovnost f(a) = f(b), ¢imz dostaneme podminku véty.

. - - ¢ ( KV ,() o= .g ( ,Q

Obrazek 10: Definice izomorfismu ® na zakladé homomorfismu f.

BB o surjcktivni grupovy homomorfismus f : (G,v7) — (H,*) s jadrem K
lze zkonstruovat podilovou grupu G/ a zobrazeni ® : G/ — H, které je grupovym
izomorfismem.

Diikaz: Definujeme-li zobrazeni ® predpisem

(K v )= f(z)

(zobrazeni ® priradi tiidé K 7 x ten prvek v H, ktery je obrazem prvku z vzhledem k
homomorfismu f), toto zobrazeni je podle véty 32 korektné definovano a dokonce z véty
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32 plyne, ze se jedna o injekci:
DKya)=d(Kvb = fla)=f0b) & Kyva=Kyb.

Surjektivita ® plyne ze surjektivity zobrazeni f: kazdy prvek grupy (H,*) je tedy tvaru
f(z) = ¢(K <7 x). A nakonec plati i podminka zachovéani vysledku operace:

DK VavKvb)=0(Kvayb)=flavb) = f(a)* f(b) =o(K v a)*d(K D).

BRI Homomorfismus f : (Zg,+) — (Zs,+) z prikladu 9.2 definovany vzta-

b

ma jadro K = {0,3}. Podilovd grupa podle tohoto jadra musi byt (véta 33) izomorfni
grupé (73, +):

RO 4— DO
O W
=
DO <— O

1
!
1

O <— O

ZG/{07 3} = ZS

(s operaci s¢itani v obou grupach).
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9.2 Cviceni 10

Vhodné cviceni v knize [8]: za kapitolami 15 a 16.

A. Priiklady konecnych faktorgrup:
Napiiklad N.1: Uvazujme homomorfismus ¢ grupy (Zs, ®) do grupy (Zy, ®) defino-
vany ¢(0) =0, ¢(1) = 1, atd.

a) Urcete jddro K tohoto homomorfismu;

b) Jaké prvky ma faktorgrupa Zg/ i s operaci rozsifenou na tiidy? Je mozné vyjadiit
obrazkem, ale vyznacte ztetelné prvky faktorgrupy.

B. Priklady nekonecnych faktorgrup

Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.10.
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10 Struktury se dvéma operacemi

10.1 Prednaska

Okruh je po grupé druhou zakladni definici struktury v kursech moderni algebry. A je to
definice naprosto prirozena. Kdyz totiz zkoumame mnozinu Z, nikdy o ni ne pfemyslime
jako o mnoziné s jedinou operaci, ale méme soucasné na mysli s¢itdni (odéitani je skryto
v inverznich prvcich) a nésobeni (déleni je skryto v inverznich prvcich). Matematik se
tedy snazi formulovat, jaké zakonitosti plati pro interakci operaci + a -. Tato interakce je
popsana v definici algebraické struktury zvané okruh:

Definice 11.1. podruhé okruh (anglicky: ring) je mnozina (M, +,-) s operacemi + a -,
které splnuji vlastnosti:

a) Operace + spliauje vlastnosti (1), (2), (3), (4), (5), tj. (M,+) je komutativni grupa;

b) operace - spliuje vlastnosti (1), (2), (3), tj. mnozina (M, -) je monoid (= pologrupa s
jednotkou);

c) interakce operaci + a - spliuje tzv. distributivni zékon = vlastnost (6):

VazyzeM:x-(y+2)=c-y+z-2, (y+2)-x=y-x+z-x

(rovnice jsou dvé diky tomu, Ze operace - neni obecné komutativni).

e Prikladem kone¢ného okruhu je struktura zbytkovych tiid (Z,,®,®).

e Prikladem nekoneéného okruhu je (Z,+,-), tedy mnozina celych ¢isel s tradiénimi
operacemi sc¢itani a nasobeni.

Ovsem struktura (Z,,-) vykazuje urcité defekty, tj. obsahuje tzv, netrivialni délitele
nuly:

Definice 11.2.| netrividlni délitelé nuly jsou takové prvky a, b mnoziny M, které se
nerovnaji nule (0 = neutralni prvek v grupé (M, +)), ale jejich soucin (= vysledek operace
néasobeni v pologrupé (M, -)) je roven nule: a - b = 0;

_ Prikladem struktury s netrividlnimi délitely nuly je mnozina Zs zbyt-
kovych tfid modulo 6: jeji prvky [2], [3] nebo [3], [4] jsou netrividlni délitelé nuly, protoze
plati

Rlo B =[], Blo[M]=I0]

Je videét, ze pravée délitelé nuly zpusobuji, ze v nékterych pologrupach ¢i monoidech
(napf. (Zg, ®) je monoid vzhledem k operaci ®) neplati zdkon o kraceni (7): napf. préavée
v (Zs, @, ®) vidime, ze

2lo2]=[2]o]

ale nemuzeme vykratit z rovnosti tiidu [2], protoze [2] # [5] .
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Netrivialni délitelé nuly jsou dosti prekvapivym jevem, ktery napiiklad u celych c¢isel
nenastane — a také nezadoucim jevem. Okamzitd otazka pro matematicky popis vyvstava,
kdy se takova situace vyskytne a jak zarucit, ze k ni nedojde. Z tohoto duvodu definujeme
obor integrity:

Definice 11.3. obor integrity?® (anglicky: integral domain) je mnozina®’ (M,+,-) s
operacemi + a -, kterd je okruhem a navic jsou splnény vlastnosti:

ad a) Operace + nespliuje nic navic;
ad b) operace - spliiuje navic:

e M neobsahuje netrivalni délitele nuly (vzhledem k operaci -);

e vlastnost (5), tj. operace - je komutativni na M;
ad c¢) diky komutativité operace - lze distributivni zakon psat v jediné rovnici:

VaoyzeM:o-(y+z2)=x-y+zr-z=y-x+z-v=(y+2) -

o (Z;,®,0) je konectny obor integrity, protoze 7 je prvocislo, tj. (Z5,®) neobsahuje
netrivialni délitele nuly.

e (Z,+,") je nejen nekonecny okruh, ale i nekone¢ny obor integrity, protoze neobsahuje
netrivialni délitele nuly a nasobeni je komutativni, a tedy distributivni zdkon lze psat
v jedné rovnici.

V klasické teorii operaci se definuje jesté jeden pojem, ktery je dokonce jesté silnéjsi
nez obor integrity, a sice téleso:

Definice 11.4. podruhé Té¢leso (anglicky: field ... proto nékteré ceské ucebnice
pouzivaji téz nazev ,pole“) je mnozina (M,+,-), kterd je oborem integrity a navic
operace - spliuje vlastnost (4), tj.

ad a) Operace + nespliiuje nic nového,

ad b) operace - spliiuje navic vlastnost (4), tedy (M — {0},-) je grupa:;

26Vyznam slova integrita: celistvost. Ve stejné rodiné vyznami je i slovo integer = celek, celé &islo.
Podobné i slovo ,integral® vlastné znamend soucet, spojeni, se¢teni. A fraze ,is an integral part of ... =
je nedilnou soucasti, je zakomponovanou soucasti. V Bibli je hebrejsky vyraz ,:i§ tamim® prekladan do
anglictiny jako ,the man of integrity“, do ¢estiny jako ,,muz bezithonny“, ale lepsi by byl preklad ,celistvy
clovek® ... to neznamena clovék naprosto dokonaly, ale ¢lovék, ktery je ochoten pracovat na vSech tfech
hlavnich oblastech zivota: na svém vztahu k Bohu, na vztahu k lidem i na svém vztahu k praci. Tedy
integrita je néco pozitivniho, velmi zddouciho a charakterniho. Podobné tomu bude i v matematice: obor
integrity neobsahuje patologicky jev vyskytu netrividlnich déliteli nuly.

27 Aby byla definice naprosto ¢ista, méli bychom dodat, ze mnozina je minimélné dvouprvkové, obsahuje
totiz nulu jako jednotkovy prvek vzhledem ke s¢itani a jednicku jako jednotkovy prvek vzhledem k nasobeni
al0+#1.

Z8Vlastnost (4) je silngjsi nez vlastnost ,,neobsahuje netrividln{ délitele nuly*, tj. u bodu b) je dostate¢né
uvést, ze operace - u télesa splinuje (1),(2),(3),(4),(5). Lze dokdzat tvrzeni, Ze kazdé téleso je i oborem
integrity, tj. téleso ,neobsahuje netrivialni délitele nuly*.
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ad c) zde nic nového.

e (Z7,®,®) je konecny obor integrity, ale téz i konec¢né téleso, protoze v piipadé
konecné mnoziny M pojmy obor integrity a téleso splyvaji.

e (Q,+,) je nekonecné téleso, protoze (@ — {0},-) je grupa ... je splnéna i vlastnost
(4), ze mnozina M obsahuje i inverzni prvky vzhledem k operaci nasobeni.

e (Z,+,") je nekonecny obor integrity, ktery neni télesem, protoze mnozina Z neobsa-
huje vétsinu inverznich prvku vzhledem k operaci ndsobeni.

Tedy pojmy okruh, obor integrity a téleso predstavuji struktury stale silnéjsich vlast-
nosti:

Obrazek 11: Vztah mezi pojmy okruh, obor integrity, téleso.

Kazdé téleso je oborem integrity, kazdy obor integrity je i okruh (a z tranzitivity
pojmu plyne, ze i kazdé téleso je okruh). Ale naopak to neplati: existuji okruhy, které
nejsou oborem integrity, napf. (Zgs, @, ®); a existuji obory integrity, které nejsou télesem,
napt. (Z,+,-).

Kromé terminu okruh, obor integrity, téleso se nékdy v algebraické teorii vyskytuji
pojmy ideal a hlavni ideal, které bude asi dobré doplnit spolecné s piiklady, a tim se
semestr uzavre.

'Definice 1151 Idedl je neprézdné podmnozina B okruhu (M, +, ) takové, ze (B,+)
je podgrupa (tj. B vzhledem k operaci + spliuje vlastnosti (1) a (4)) a navic B absorbuje
souciny na mnoziné M, tj.

VoeB, meM: b-meB

(vynédsobime-li prvek mnoziny B prvkem mnoziny M, vysledek padne do mnoziny B).

IBRREREN Ncjprirozencjsim pifkladem idedlu je podmnozina B sudych celych éisel
okruhu (Z,+,-):
B=1{ .. ,—4,-2024,.. 1}
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Je ztejmé, ze (B, +) je podgrupa grupy (Z,+) a vynasobime-li sudé ¢islo jakymkoli celym
¢islem, vysledek je opét sudé ¢islo, tj. mnozina B absorbuje vSechny nasobky sebe sama s
lichymi ¢isly. Tedy B je idedl v (Z,+, ).

V teorii idealu hraje klicové misto tzv. hlavni idedl okruhu, ktery definujeme
(Idefinice 11.6.) jako takovy idedl B, ktery vygenerujeme jedinym prvkem b, jenz
vynasobime se vSemi prvky mnoziny M.

IBERE0N r-o M = (Z,+, ) jsou hlavnimi ideély tyto mnoziny:

e B;:=< 1> .. idedl generovany prvkem 1 a vSemi souciny 1-z pro z € Z, tj. By = Z
(okruh (Z,+,-) je sém o sobé hlavnim idedlem);

By :=< 2 > ... idedl generovany prvkem 2 a vSemi souc¢iny 2 - z pro z € Z, tj. jedna
se o idedl z prikladu 9.5:

B={...,—4,-2,024,. .}

B3 :=< 3 > ... idedl generovany prvkem 3 a vSemi souc¢iny 3 - z pro z € Z, tj.

By={...,—6,-3,0,3,6,...}.

e atd.

Pokud v okruhu (Z, +, ) vezmeme idedl generovany dvéma prvky, napiiklad B =<
{3,7} >, jeho prvky jsou napiiklad celd ¢isla délitelnd tfemi nebo sedmi, ale PO-
ZOR, to nejsou vsechny jeho prvky: B musi byt grupou vzhledem k operaci s¢itani,
obsahuje tedy i ¢islo 7 — 3 = 4, a pokud obsahuje ¢isla 3 i 4, obsahuje také jejich
rozdil 4 — 3 = 1, a pokud obsahuje jednicku, obsahuje vlastné vSechna cela ¢isla,
protoze jednicka vzhledem ke s¢itani vygeneruje celou mnozinu Z, a to je hlavni
idedl vzhledem k prvku 1, tedy dosli jsme k tomu, ze

<{3,7}>=Z=<1>.

Takze neni tak jednoduché najit ideal, ktery neni hlavni, protoze o mnoziné Z vime,
ze je hlavnim idedlem vzhledem ke generdtoru 1.

_ Zde nyni je snad vhodné upozornit na matematickou vétu, kterou za-
kon¢ime tento semestr (jejiz dukaz je nechan pro cviceni), ze idedl je v okruhu analogie
toho, co v grupé je normélni podgrupa: Uvazujeme-li homomorfismus okruhu (=
homomorfismus, ktery zachovava vysledky obou operaci + i -), tak jeho jadro
ker; (= mnozina v8ech prvkia prvniho okruhu, které se zobrazi na neutrilni
prvek vzhledem k + ve druhém okruhu) je idedlem prvniho okruhu ... to je
analogie véty 26a) pro homomorfismus okruhu, kterd fikd, ze jadro homomorfismu grup
je norméalni podgrupa.
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Ctenaf tohoto textu ¢i student predmétu Algebra 1 si urcité #ikd, nac¢ je toto vse
podrobné studium pojmu, vychazejicich vétsinou z vlastnosti operaci s¢itani, ndasobeni,
pruniku a sjednoceni. Rad bych jej ubezpecil, ze kromé toho, ze zakonitosti probirané
ve vlastnostech (1) az (10) jsou samy o sobé zajimavé, poslouzily v historii pravé v tom
semestrové odbocce do predmétu Algebra 2, kterd se tyka algebraického pohledu na ge-
ometrii a je zhruba feceno jakymsi metodickym tvodem do analytické geometrie, se k
tématu feseni algebraickych rovnic studenti vrati v predmétu Algebra 3 a méli by se
dozvédet, jakym zpusobem Ize na nékolika dulezitych vécech zurocit studium tficeti ¢tyt
vét a nékolika pojmu v tomto semestru.
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10.2 Cviceni

Procviceni pojmu okruh, obor integrity, téleso: napt. viz [8], kapitola 17 a cviceni na str.
174-178.

Napriklad N.1:
a) Které z vlastnosti (1) az (10) spliuje struktura (27, U,N) pro P = {a,b,c}?

b) Jak byste strukturu (27,U,N) z ¢ésti (a) nazvali (okruh, obor integrity, téleso, nebo
néco jiného)?

c) Najdéte netrividln{ délitele nuly na strukture (2, U,N). Dejte pozor na to, ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumd vzhledem ke druhé operaci struktury.

d) Najdéte netrividlni délitele nuly na struktuie (27,0, U). Dejte pozor na to, Ze ,nula“
je vzdy prvek vzhledem k prvni uvedené operaci struktury, zatimco délitelnost se
zkoumad vzhledem ke druhé operaci struktury.

Napiiklad N.2: Uved'te pifklad nekonecného oboru integrity, ktery neni télesem.

Napriklad D.1:

a) Uvazujme mnozinu 2 viech podmnozin mnoziny P = {a,b,c}. Na této mnoziné lze
definovat operaci symetrického rozdilu A +~ B := (A — B) U (B — A) a klasickou
operaci N pruniku. Sestavte tabulky operaci <+ a N na mnoziné 2°.

b) Jak byste strukturu (2, <, N) z €dsti (a) algebraicky popsali (je to okruh, obor inte-
grity, téleso, nebo néco jiného)?

Procviceni pojmu idedl, hlavni idedl, homomorfismus okruhu: viz [8], kapitola 18 a
cviceni na str. 185-189.

Napiiklad N.3: Idedl (D,+,-) okruhu celych éisel (Z,+, ) je takovy jeho podokruh,
ktery je uzavieny vzhledem k nésobeni celym ¢islem, tj.

d-zeD VYdeD, ze€ Z.

Uved'te pifklad idedlu D okruhu (Z,+,-), ktery obsahuje ¢islo 2 a neobsahuje ¢islo 3.
Vysledky nékterych cviceni najdete v zavéru textu v oddilu 11.11.
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11 Vysledky nékterych priklada

11.1 Vysledky ke cviéeni 1.3 — Vlastnosti operaci (1) az (5)
Ad cviceni 1.1:

a) (N,+) je komutativni pologrupa. Opravdu, operace sé¢itani je komutativni — plati (5).
Sec¢tenim dvou prirozenych ¢isel je zase prirozené Cislo — plati (1). Secteni tif ¢isel z
N nezélezi na uzavorkovani — plati (2). Vlastnosti (1),(2) plati na struktufe, kterd se
nazyva pologrupa. Vlastnost (3) neplati, protoze 0 = jednotkovy prvek vzhledem ke
scitani, neni pfirozené ¢islo (eventudlné bychom mohli tvrdit, ze (Ny, +) je monoid).
Vlastnost (4) na (V, +) neplati, protoze napft. inverzni prvek k 2 je —2, ale —2 ¢ N.
O

b) (Z,+) je komutativni grupa.

c) (Z,-) je komutativni monoid. Opravdu, ndsobeni je komutativni — plati (5).
Vynéasobenim dvou celych cisel je zase celé ¢islo — plati (1). Nésobeni ti{ ¢isel
nezavisi na uzdvorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem vzhledem k ndsobeni je
¢islo 1, coz je celé éislo — plati tedy (3), tedy (Z,-) je monoid. OvSem inverzni prvky
vzhledem k nasobeni nejsou celd ¢isla: napi. inverzi k ¢islu 2 vzhledem k nésobeni
je %, ale to neni celé ¢islo, inverzi k 3 je %, ale % ¢ Z, atd. O

d) (Q,-), (R,-) jsou komutativni monoidy. Opravdu, prece jen chybi jesté jeden inverzni
prvek vzhledem k operaci nasobeni, a sice pro nulu: rovnice 0 -z = 1 nema feSeni na
mnoziné () nebo R, tj. neplati vlastnost (4), dané mnoziny nejsou grupami vzhledem
k nasobeni. O

e) (Q—{0},-), (R—{0},-) jsou komutativni grupy. Nekdy téz znacime
Q" :=Q—{0}, R :=R-{0},
tj. (Q*, ), (R*,-) jsou komutativni grupy.

f),g) (24,U), (24,N) jsou komutativni monoidy. Opravdu, sjednocenim ¢ prinikem dvou
podmnozin dané mnoziny A je zase néjakd podmnozina mnoziny A — plati (1). Ope-
race U a N nezélezi na uzavorkovani — plati (2). Jednotkovym prvkem vzhledem ke
sjednocent je (), jednotkovym prvkem vzhledem k pruniku je celd mnozina A ... plati
(3) vzhledem k obéma operacim. Inverze ke mnoha prvkum této struktury neexistuji
— napiiklad pro operaci sjednoceni a podmnozinu {a} mnoziny A = {a,b, c,d, e} by
musela existovat podmnozina X mnoziny A, aby {a} U X = (), a to neexistuje.

h) (Z,—) je jen grupoid, protoze operace MINUS neni asociativni, tj. zalezi na
uzavorkovani; (Z,:) neni ani grupoid, protoze vysledek déleni fady celych ¢isel neni
celé cislo.

i) (M,+), kde M = {-100,—-99,-98,...,—1,0,1,2,...,99,100} neni ani grupoid,
protoze souctem nékterych dvojic dostaneme ¢islo, které nelezi v mnoziné M.
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11.2 Vysledky ke cvi¢eni ?? — Vlastnosti operaci (6) az (10)

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné priklady s vysledkem.

11.3 Vysledky ke cviceni 2.3 — Zakladni vlastnosti grup

Ad cviceni 3.3 — F.2: Na jednom tadku operace v grupé nemohou byt stejné dva prvky,
protoze v grupé plati zékon o kraceni (7). Sporem: Na jednom fadku se vyskytuji ruzné
r1 a T9. Rovnici

a*xTy =Y =a*2Ty

vyndsobime prvkem A~! zleva a dostaneme po vyuziti vlastnosti (3) na obou stranich
rovnosti dostaneme x; = x5, coz je spor s tim, ze x; a x5 jsou ruzné prvky.

Ad cviceni 3.3 — F.3: Tabulku lze doplnit na:

S Q O *
S Q o|®
o QR
2 o oo

11.4 Vysledky ke cviéeni 3.3 — Podgrupy a generatory grupy

Ad cviceni 4.1 — A.1: H je podgrupou grupy G, protoze (1) soucet logaritmu je logaritmus
souc¢inu a soucin kladnych hodnot je zase kladnd hodnota, tj. H je uzaviend vzhledem k
souctu. Déle je neprazdnd, obsahuje napt. prvek log 1, coz je neutralni prvek vzhledem ke
scitani (plati (3)). Asociativita se sveze z asociativity grupy (R, +), plati (2). A nakonec
inverzni prvek k prvku loga je prvek log %, protoze plati (4): pro kazdé loga € H

1
loga + log — = log1 = 0.
a

Ad cviceni 4.1 — A.5:ano, jedna se o podgrupu, prvky grupy jsou body na piimce
prochazejici pocatkem, operace séitani téchto prvku (funguje stejné jako operace s¢itani
vektoru s poéatecnim bodem v pocatku a koncovym bodem v daném prvku) spliuje
vlastnosti (1), (4 ... inverzni prvek k prvku (z,2z) je prvek (—z, —2x), ktery opét lezi na
dané piimce) a mnozina je jasné neprazdna.

Ad cviceni 4.2 — N.1: H = {6,12,2,8,14,4,10,0} a prvky jsou napsény v tom poradi,
jak je ziskdvame otocenim o prvek 6.

Ad cviceni D.5: Pokud dané souciny jsou navzajem ruzné prvky (to plyne mimo jiné
z ulohy F.2 z minulého cvic¢eni, ze na jednom tadku operace grupy nemohou byt stejné
prvky), jeden z téchto souc¢inu musi byt roven neutrdlnimu prvku n, tj. necht naptiklad
a;xa; = n, pak podle véty 4 plati a; ' = a;, nasli jsme inverzi k prvku a;, plati vlastnost (4).

Ad cviceni 4.2 — E.1: Jsou ¢tyfi: a) celda Hyy generovand prvkem 1 nebo prvkem 3 nebo
prvkem 7 nebo prvkem 9;
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b) druhd trividlni podgrupa ({0}, +) generovand prvkem 0;

c¢) podgrupa ({0,2,4,6,8},+) generovana prvkem 2 nebo prvkem 4 nebo prvkem 6 nebo
prvkem 8;

d) podgrupa ({0,5},+) generovand prvkem 5;

Ad cviceni 4.2 - E.3: < 6,9 >= {6,0,9,3} vzhledem k operaci skladani otdceni.
Ad cviceni 4.2 — E.7 modifikace: prvek [1, 1] je generatorem podgrupy {[1; 1;], [0; 2], [1; 3], [0; 0] }
vzhledem ke s¢itani.

Ad cviceni 4.2 — E.6: ano, prvek [1,1] je generdtorem celé grupy vzhledem ke s¢itani.
Grupa ma Sest prvku a vysledek lze vycist z tabulky operace v této grupé.

11.5 Vysledky ke cviéeni 4.2 — nekomutativni grupy

Ad cviceni 5.1: Podle definice sklddani zobrazeni plati

1234567

R IR

7163425 1234567
PoR*=PoRoR=| | L L L L L L=+ L L L1 1

5726 314 6 732154

N IR R

6 732154

Ad cviceni 5.3: Tabulka operace o na mnoziné D3 symetrii trojihelniku:

Tabulka 5: Tabulka operace o na mnoziné D3 symetrii trojihelniku.

o |Ry Ry Ry Rs Ry R;s
Ry|Ry Ri Ry Rs Ry Rs
Ri|Ry Ry Ry Rs R3 Ry
Ry | Ry Ry Ri Ry Rs Rj
Rs|Rs Ry Ry Ry Ry Rs
Ry|Ry Rz R3s Ry Ry R4
Rs | Rs Rs Ry Ry Ry Ry

Pokud tuto tabulku porovname s tabulkou grupy (S3,0), je vidét, ze mezi obéma gru-
pami existuje izomorfismus, tj. prislusné tabulky operace se lis{ pouze preznacenim prvku:
fle) = Ry, f(s) = Ry, f(t) = Ry, f(u) = Rs, f(v) = Ry, f(w) = Rs (toto izomorfni
prifazeni je vidét i na obrazku 3). Izomorfismus bude precizné definovan v nésledujic
kapitole, ale uz ted muzeme fici, Ze aby zobrazeni f bylo izomorfismem, musime z ta-
bulky operace prvni grupy dostat preznacenim prvku vzhledem k zobrazeni f presné tutéz
tabulku vzhledem k operaci v druhé grupé.
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11.6 Vysledky ke cviceni 5.3 — Izomorfismus, Cayleyho véta

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné piiklady s vysledkem.

11.7 Vysledky ke cviéeni 6.2 — rad prvku, cyklické grupy

ad Cviceni 7.1.
Naptiklad N.4: i 8 vyjadiime jako sou¢in navzajem nezavislych cyklu:

o= (172) © (374’ 5)7 B = (1,6, 77275>'

Pak lze cykly zvlast umocnit a spojit: o® = (1,2) oid = (1,2), 8* = (1,5,2,7,6)%.
Spocteme ,soucin® a rozlozime na dil¢i ,sou¢in® navzajem nezavislych cyklu:

oo Bt =(1,5)0(2,7,6).
Pfi umocnéni na patou nyni opét umocnime kazdy cyklus zvlast:
(o B’ = (1,5)0(2,6,7).
Réd cyklu (1,5) je 2, fad cyklu (2,6,7) je 3, a tedy tad jejich slozen{ je nejmensi spolecny
nasobek dil¢ich radu, tedy 6.

11.8 Vysledky ke cviceni 7.3 — Lagrangeova véta

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné piiklady s vysledkem.

11.9 Vysledky ke cviéeni 8.2 — Homomorfismus, normalni pod-
grupa

Ad cvicen{ F: Réd prvku a homomorfismus:

Ad Napiiklad N.1: Rad obrazu je délitelem fadu vzoru. Lze i celkem jednoduse dokézat:
Sporem ... predpokladejme, ze prvek a tadu k se zobrazi na prvek fadu [, kde [ neni
délitelem k, tj. k =1-qg+ m, kde 0 < m < [. Oznacme jesté e; neutrdlni prvek v grupé
G1 = (G,v), €2 je neutrdlni prvek v grupé Gy = (H, *). Celkem mame

es = p(er) = p(a") = p(a" ™) = p(a)" x p(a)™ = e % p(a)™,
coz je spor s tim, ze Fad prvku ¢(a) neni m, ale vétsi ¢islo [.

Ad Napriiklad N.3: Nevim, jak presné dokazat, ale nebude to tezké — snad staci tici, ze
to plyne z predchozi véticky N.1 a vlastnosti zachovani operace u homomorfismu. Pokud
zobrazime generator na generator, obrazy vsSech ostatnich prvku uz jsou jednoznaéné

ZYMimochodem: protoze Podgrupa generovana permutaci 3 je cyklické a prvek 3 je fddu 5 (cyklus délky
k je tadu k, plati 8% =id, a tedy 8* = 7! ... inverznim prvkem k cyklu 8 je mocnina prvku 3 o jedni¢ku
nizsi nez fad prvku f.
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urceny. Dukaz: Kdyz a je generdtor cyklické podgrupy prvni grupy, ¢(a) jisté také
vygeneruje néjaké prvky svymi mocninami, a podle véticky N.1 jich bude tolik, Zze jejich
pocet déli Tad prvku a v prvni grupé.

Ad Napriklad N.4: 0 se v kazdém homomorfismu zobrazi na 0. Déle (Zs, @) je cyklicka
grupa generovana napi.prvkem 1. Tedy cely homomorfismus je jednozna¢né urcen, zadame-
li obraz generatoru 1.

hom 01: 0 5 0,15 0 ... pokud se generator zobrazi na nulu, aby byla splnéna podminka
homomorfismu, vSechny dalsi prvky se zobrazi na nulu. Jadrem je tedy celd mnozina
Z3.

hom 02: 0 % 0,15 1 ... podle podminky homomorfismu nyn{ dopo¢teme, ze musi nastat
2=14+15 p(1)+p(1) =2,ddle 3 =2+15 o(2) +¢(1) =2+1 = 3, atd. Jadrem
je mnozina {0,4}

hom 03: 0 5 0,1 5 2 ... prvek 2 € Z, generuje podgrupu {0,2}, tj. podle podminky
homomorfismu se 0, 2, 4, 6 zobrazi na nulu, a 1, 3, 5, 7 na dvojku, tj. jadrem je
{0,2,4,6, }.

hom 04: 0 5 0,15 3 ... prvek 3 € Z, generuje celou Zy, a tedy 0, 1, 2, 3 se postupné
zobrazi na 0, 3, 2, 1, a pak uz se obrazy zopakuji: 4 — 0,5 — 3,6 — 2, 7 — 1.
Jadrem je mnozina {0,4} grupy Zs.

Ad Napiiklad N.2: (Zy, ®) sestava z prvku: (operaci ,umocniovani® je séitani prvku)
[0] je tddu 1, [1] je tadu 9, [2] je Fadu 9, [3] je fadu 3, [4] je fadu 9, [5] je fadu 9, [6] je
radu 3, [7] je tadu 9, [8] je tadu 9.

Déle (Ss,0) sestavd z prvka (ve zkrdceném zépisu pomoci disjunktnich cykli): id je
radu 1, (1,2,3) je fadu 3, (1,3,2) je fadu 3, (1,2) je tddu 2, (1, 3) je tadu 2, (2, 3) je fadu
2.

Pojd'me ke hleddni viech riznych homomorfismii: neutralni prvek se musi vzdy zobrazit
na neutralni prvek — tedy [0] se zobrazi na id. Vzhledem k predchozimu prikladu N.1 7ad
obrazu musi byt délitelem fadu vzoru, tj. zadny z dalsich prvka 58du tfi nebo devét se
nemuze zobrazit na dvouprvkové cykly (1,2), (1,3) nebo (2,3), protoze ty jsou fadu 2.

Daéle si vsimnéme, ze grupa Zy ma radu prvku radu devét, je tedy cyklicka, tj. staci zob-
razit jeden z generatoru celé grupy, napiiklad prvek [1], a vSechny obrazy ostatnich prvku
jsou uz jednoznacné urceny z podminky homomorfismu (podminky zachovéni vysledku
operace. Diky témto faktum lze dospét ke tfem ruznym homomorfismum:

hom 01: ¢;([0]) =id, ¢1([1]) = (1,2,3), a nyni uz
ei([2]) = e([1]+[1]) = (1,2,3) 0 (1,2,3) = (1,3,2);
pi(3) = @2+ 1)) = (1,3,2) 0 (1,2,3) = id;
pi[d) = @3]+ [1]) =ido(1,2,3) = (1,2,3);
pi((5) = @4+ 1)) =(1,2,3) 0 (1,2,3) = (1,3,2);
atd.

Je vidét, ze jadrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoZe ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.
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e2(12]) = @[] +[1]) = (1,3,2) 0 (1,3,2) = (1,2,3);

e2([3]) = @221+ [1]) =(1,2,3) 0 (1,3,2) = id;

e2([4]) = @a([3] +[1]) =1d o (1,3,2) = (1,3,2);

e2([5]) = 2[4 +[1]) = (1,3,2) 0 (1,3,2) = (1,2,3);
atd.

Je vidét, ze jadrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protoZe ty se zobrazi na
neutralni prvek druhé grupy.

hom 03: ¢3([0]) =id, ¢3([1]) =id, a nyni uz

e3([2]) = ws([1]+[1]) =idoid = id;
e3([3]) = ws([2]+[1]) =idoid = id;
atd.

Je vidét, ze jadrem homomorfismu je celd grupa Zy, protoze vSechny jeji prvky se

zobrazi na neutralni prvek.

11.10 Vysledky ke cviceni 9.2 — Podilova grupa
K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné piiklady s vysledkem.

11.11 Vysledky ke cviceni 10.2 — Struktury se dvéma operacemi

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné piiklady s vysledkem.
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