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Úvod

Tato skripta jsou napsána jako doplňuj́ıćı text do předmětu Algebra 1 pro 2. semestr
bakalářského studia budoućıch učitel̊u matematiky na 2.stupni ZŠ. Předmět svým cha-
rakterem navazuje na témata předmětu MA0001 (Základy matematiky) a předpokládá, že
studenti si budou pamatovat pojmy: množina, kartézský součin, relace, uspořádáńı,
ekvivalence, zobrazeńı, operace, posloupnost, reálná funkce, a některé základńı
vlastnosti relace, viz cvičeńı 1 tohoto textu. Znalost těchto pojmů bude prověřena
i v předmětu Algebra 1.

V předmětu Základy matematiky jsme studovali zejména relace a jejich vlastnosti.
Nyńı v předmětu Algebra 1 budeme studovat zejména pojem operace.

Tento text by nemohl vzniknout bez knihy [8], ze které jsem podstatně čerpal jak pro
přednášku, tak pro cvičeńı. I když tento předmět se student̊um nutně bude zdát teoretický,
Charles Pinter napsal knihu [8] s přesvědčeńım, že algebra je pro matematiku potřebná –
stejně potřebná jako geometrie.

V roce 2019 proběhne rekonstrukce textu, některé partie prvńı poloviny budou vyho-
zeny, naopak druhá polovina bude doplněna o polynomy a komplexńı č́ısla.

Břetislav Fajmon,
verze textu červen 2019
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1 Axiomy operaćı, vlastnosti (1) až (5)

1.1 Warmup

Pod́ıvejme se na tzv. Axiomy euklidovské geometrie:

1. Každé dva r̊uzné body lze spojit úsečkou.

2. Úsečku lze libovolně daleko prodloužit v př́ımku.

3. Pro dva r̊uzné body S, A lze sestrojit kružnici se středem v S, která procháźı bodem
A .

4. Př́ımý úhel lze kolmićı rozdělit na dva pravé úhly.

5. Bodem A, který nelež́ı na př́ımce p, lze vést právě jednu př́ımku q rovnoběžnou s
př́ımkou p.

Tyto axiomy si budete ještě procházet v předmětu geometrie. Nyńı si pouze všimněme
toho, že axiomy udávaj́ı vztahy mezi jednotlivými geometrickými pojmy (ty jsou
podtrženy), nebo vlastnosti některých pojmů (např. př́ımý úhel je speciálńı úhel, který
lze rozdělit kolmićı na dva shodné pravé úhly ... vlastnost 4).

Úkol. Přemýšlejte nad vlastnostmi známých operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a
děleńı reálných č́ısel a pokuste se sestavit pět axiomů, které tyto operace splňuj́ı. Máte na
to deset minut a porad’te se se sousedem (ve skupinkách o třech lidech).

1.2 Přednáška

Axiomy pro poč́ıtáńı s č́ısly (které studenti znaj́ı ze středńı školy) možná daly základ pro
definice následuj́ıćıch vlastnost́ı, jež budou hrát kĺıčovou roli:

Vlastnost (1) Uzavřenost množiny M vzhledem k operaci ∗:

∀x, y ∈M : x ∗ y ∈M. (1)

Vlastnost (1) je přirozená – chceme, aby operace na množině byly definované takovým
zp̊usobem, aby výsledek operace zase byl prvkem dané množiny.

Vlastnost (2) Asociativita operace ∗:

∀x, y, z ∈M : (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). (2)

Vlastnost (2) plat́ı pro většinu operaćı, o kterých bude za chv́ıli řeč – jednoduše řečeno,
několikanásobné použit́ı jedné operace nezáviśı na uzávorkováńı. Snad jen operace − a :
nejsou asociativńı.

Vlastnost (3) Existence jednotkového prvku vzhledem k operaci ∗:

∃e ∈M : x ∗ e = e ∗ x = x ∀x ∈M. (3)

Př́ıklad pro vlastnost (3): jednotkový prvek vzhledem k operaci sč́ıtáńı je 0 (někdy
nazýván též nulový prvek, aby nedošlo k záměně s prvkem 1), jednotkový prvek vzhledem
k operaci násobeńı je 1.
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Vlastnost (4) Existence inverzńıch prvk̊u vzhledem k operaci ∗:

∀x ∈M ∃ x−1 ∈M : x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e. (4)

Př́ıklad pro vlastnost (4): Pro č́ıslo 2 je inverzńım prvkem vzhledem k operaci sč́ıtáńı
č́ıslo −2, vzhledem k operaci násobeńı č́ıslo 1

2
.

Uved’me nyńı základńı definice některých struktur, které splňuj́ı dané vlastnosti:

• Definice 1.1. Grupoid (M, ∗) ... množina M , na které operace ∗ splňuje vlastnost
(1);

• Definice 1.2. Pologrupa (M, ∗) ... množina M , na které operace ∗ splňuje vlastnosti
(1),(2);

• Definice 1.3. Monoid (M, ∗) ... množina M , na které operace ∗ splňuje vlastnosti
(1),(2),(3) (někdy též podle starš́ı terminologie: pologrupa s jednotkou, pologrupa s
jednotkovým prvkem);

• Definice 1.4. Grupa (M, ∗)... množina M s operaćı ∗, která splňuje na množině M
vlastnosti (1), (2), (3), (4).

Kromě těchto čtyř základńıch struktur, které byly právě definovány, ještě řada operaćı
splňuje vlastnost (5) – viz následuj́ıćı definice. Tato vlastnost (5) už do samotné definice
stěžejńıho pojmu grupy neńı zahrnuta, protože jak uvid́ıme v následuj́ıćıch dvou kapitolách,
existuj́ı význačné př́ıklady grup, které ji nesplňuj́ı. Proto slovo

”
komutativńı“ muśıme k

právě definovaným strukturám zvlášt’ dodat jako novou vlastnost.

• Vlastnost (5) Operace ∗ se nazývá komutativńı na množině M , pokud plat́ı vlast-

nost (5):

∀x, y ∈M : x ∗ y = y ∗ x. (5)

• Definice 1.5. (M, ∗) se nazývá komutativńı grupoid, pokud je grupoid a operace ∗
splňuje vlastnost (5), tj. je komutativńı na množině M .

• Definice 1.6. (M, ∗) se nazývá komutativńı pologrupa, pokud je pologrupa a operace
∗ splňuje vlastnost (5), tj. je komutativńı na množině M .

• Definice 1.7. (M, ∗) se nazývá komutativńı monoid, pokud je monoid (tj. pokud
je pologrupa s jednotkou) a operace ∗ splňuje vlastnost (5), tj. je komutativńı na
množině M .

• Definice 1.8. (M, ∗) se nazývá komutativńı grupa, pokud je grupa a operace ∗
splňuje vlastnost (5), tj. je komutativńı na množině M .

Při přemýšleńı nad základńımi vlastnostmi operaćı sč́ıtáńı a násobeńı lze ještě naj́ıt
často axiom, který si vš́ımá

”
interakce“ = vzájemného vztahu mezi těmito dvěma opera-

cemi: interakce operaćı + a · splňuje tzv. distributivńı zákon = vlastnost (6) :

∀ x, y, z ∈M : x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x = y · x+ z · x. (6)
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Název
”
distributivńı“ lingvisticky odpov́ıdá tomu, že po odstraněńı závorek se prvek x

rozděĺı = distribuuje k oběma člen̊um součtu. Matematicky se jedná o pravidlo násobeńı
závorky, ve které se nacháźı

”
součet“ prvk̊u, kde

”
součet“ je operace se stejnou nebo nižš́ı

prioritou než násobeńı. Např́ıklad známá operace sč́ıtáńı reálných č́ısel má nižš́ı prioritu
než násobeńı reálných č́ısel:

8 + 2 · 3 = 14,

tj. operace · váže jednotlivá celá č́ısla s větš́ı prioritou než je tomu u sč́ıtáńı a odč́ıtáńı
(a pokud bychom chtěli nejprve seč́ıst č́ısla 8 a 2, a teprve pak výsledek vynásobit třemi,
muśıme d́ıky větš́ı prioritě násobeńı už́ıt pro sč́ıtáńı závorky).

Axiom (6) lze formulovat pro r̊uzné dvojice operaćı, tj. obecně bychom měli psát, že
distributivńı zákon mezi operacemi ∗ a 5 je

∀ x, y, z ∈M : x ∗ (y5 z) = (x ∗ y)5 (x ∗ z), (y5 z) ∗ x = (y ∗ x)5 (z ∗ x).

To, že rovnice distributivity jsou dvě, muśıme mı́t na mysli tam, kde operace ∗ neńı
komutativńı, tj. nesplňuje vlastnost (5).
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1.3 Cvičeńı

Cvičeńı 1.1. Zjistěte, jaké struktury vzhledem k uvedené známé operaci (běžné označeńı)
jsou následuj́ıćı množiny:

a) (N,+).

b) (Z,+).

c) (Z, ·).

d) (Q, ·), (R, ·).

e) (Q− {0}, ·), (R− {0}, ·).

f) (2A,∪), kde A = {a, b, c, d, e} je pětiprvková množina.

g) (2A,∩), kde A = {a, b, c, d, e} je pětiprvková množina.

h) (Z,−), (Z, :).

i) (M,+), kde M = {−100,−99,−98, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , 99, 100}.

Cvičeńı 1.2. Opakováńı definic a práce s nimi

a) Nadiktujte sousedovi v lavici definici grupy a on ji zaṕı̌se zkráceným matematickým
zápisem, ve kterém se nevyskytuje ani jedno české slovo, kromě slova

”
grupa“.

b) Co to znamená, že (M, ∗) neńı grupoid, tj. neńı splněna vlastnost (1)? Negujte vlast-
nost (1).

c) Co to znamená že neńı splněna vlastnost (4) z definice grupy? Negujte vlastnost (4).

Cvičeńı 1.3. Uved’te definice následuj́ıćıch základńıch pojmů z předmětu Základy ma-
tematiky a u každé uved’te př́ıklad:

a) množina;

b) kartézský součin;

c) relace

d) ekvivalence;

e) uspořádáńı;

f) zobrazeńı;

g) operace;

h) (reálná) posloupnost;

i) (reálná) funkce.
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Cvičeńı 1.4.

a) Uved’te definici vlastnosti (4) pro operaci5 na množiněM ve stručném matematickém
zápisu.

b) Uved’te př́ıklad struktury (M,5), která splňuje vlastnost (4).

c) Uved’te př́ıklad struktury (M,5), která NEsplňuje vlastnost (4).

Cvičeńı 1.5. Dokažte, že množina všech podmnožin tř́ıprvkové množiny s operaćı
symetrického rozd́ılu ÷ je grupa (viz [8], str. 30, odd́ıl C).

Cvičeńı 1.6. Uved’te definice vlastnost́ı relaćı (11) až (18) a u každé z nich uved’te
př́ıklad:

• Relace ρ na množině M je reflexivńı (11), když ...

• Relace ρ na množině M je symetrická (12), když ...

• Relace ρ na množině M je tranzitivńı (13), když ...

• Relace ρ na množině M je úplná (14), když ...

• Uspořádaná množina (poset) P s relaćı uspořádáńı � je dobře uspořádaná (15), když
...

• Prvek x u y je největš́ı (16b) dolńı závorou (16a) prvk̊u x, y, když ...

• Prvek x t y je nejmenš́ı (17b) horńı závorou (17a) prvk̊u x, y, když ...

• Zobrazeńı f z X do Y je taková relace na X × Y , že plat́ı

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.1.



9

2 Daľśı vlastnosti grup

2.1 Warm-up

Algebra je nauka o řešeńı rovnic. Proto bychom mohli zmı́nit, co je to rovnice s neznámou
x na množině M , na ńıž je definována operace 5:

• Rovnost je relace ekvivalence na množině výraz̊u, ve kterých vystupuj́ı prvky
množiny M a operace 5. Př́ıklad: běžně rovnost na množině reálných č́ısel chápeme
jako relaci ekvivalence na množině výraz̊u, v nichž vystupuj́ı reálná č́ısla, reálné
funkce a známé operace s reálnými č́ısly.

• Rovńıtko je symbol relace rovnosti.

• Rovnice s neznámou x na množině M je výroková funkce, ve které vystupuje
neznámý prvek x, symbol rovnosti (rovńıtko), prvky množiny M nebo výrazy na
množině M . Jak v́ıme, výroková funkce neńı výrokem, protože bychom museli dosa-
dit za x, abychom dostali výrok pravdivý či nepravdivý.

• Řešit rovnici s neznámou x na množině M znamená naj́ıt obor pravdivosti K1

všech prvk̊u z množiny M , pro které se stává daná rovnice pravdivým výrokem.

Př́ıklad 3.0 Pod́ıvejme se na některé jednoduché př́ıklady:

a) Specifikace množiny M je také pro řešeńı rovnice d̊uležitá. Např́ıklad rovnice

7 + x = 2

nemá řešeńı na množině přirozených č́ısel (tedy tato rovnice nemá řešeńı na monoidu
(N,+))!! Nebo rovnice

7 · x = 2

nemá řešeńı na množině celých č́ısel (tj. na monoidu (Z, ·)). Tj. vid́ıme, že už na mo-
noidech (strukturách s jednou operaćı) některé rovnice nemaj́ı řešeńı!! Nebo rovnice

x2 − 2 = 0

nemá řešeńı na množině racionálńıch č́ısel (v této rovnici uvažujeme současně výrazy
s operaćı sč́ıtáńı (odč́ıtáńı) i násobeńı, hledáme tedy řešeńı na tělese (Q,+, ·)).

b) Ve většině tohoto textu se budeme zabývat rovnicemi s výrazy, ve kterých vystupuje
jediná operace, a množina, na které budeme řešeńı rovnice hledat, bude zpravidla
grupa nebo monoid vzhledem k této operaci. Oběma operacemi současně se budeme
zabývat ve druhé části textu.

1K označuje tzv. množinu kořen̊u dané rovnice na množině M .



10 2 DALŠÍ VLASTNOSTI GRUP

2.2 Přednáška

Až dosud (v prvńıch dvou přednáškách) byly uvedeny r̊uzné axiomy operaćı, se kterými
se v matematice setkáváme (operaćı sč́ıtáńı, násobeńı č́ısel, operace pr̊uniku a sjednoceńı
množin). Zkusme se nyńı odpoutat od konkrétńıch operaćı, které známe. Podobně jako
v předmětu Základu matematiky jsme se odpoutali od relaćı

”
menš́ı nebo rovno“,

”
je

dělitelem“ a
”
je podmnožinou“ a studovali obecně vlastnosti uspořádaných množin, tj.

množin, na nichž je definována relace reflexivńı (11), antisymetrická (anti-(12)) a tranzi-
tivńı (13), nyńı se odpoutáme od konkrétńıch operaćı a budeme studovat obecně vlastnosti
grupy – tj. vlastnosti množiny, na ńıž je definována operace ∗, jež splňuje vlastnosti (1),
(2), (3), (4).

Začněme ovšem nějakým př́ıkladem grupy:

Př́ıklad 3.1.: Grupa pootočeńı hodinové ručičky

Uvažujme č́ısla 0 až 5 rozmı́stěna po obvodu kružnice (např. obvodu ciferńıku hodin)
t́ımto zp̊usobem (viz obrázek):

Č́ıslo 0 se nacháźı tam, kde se obyčejně na hodinách vyskytuje č́ıslo 12. Dále č́ısla 1
až 5 jsou společně s nulou rozmı́stěna rovnoměrně po obvodu kružnice tak, že úhel určený
středem kružnice a rameny procházej́ıćımi dvěma sousedńımi č́ısly je 60◦ neboli π

3
.

Dále se budeme zabývat množinou pootočeńı jedné ručičky s osou otáčeńı ve středu
kružnice:

• prvek 0 představuje nulové pootočeńı ručičky – s ručičkou se nic nestane;

• prvek 1 představuje pootočeńı o jednu jednotku, tj. o 60◦;

• prvek 2 představuje pootočeńı ručičky o dvě jednotky, tj. o 120◦;

• prvek 3 přestavuje pootočeńı o 180◦;

• prvek 4 přestavuje pootočeńı o 240◦;

• prvek 5 přestavuje pootočeńı o 300◦.
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Pokud ručička zač́ıná sv̊uj pohyb nasměrována na nulu, tak otáčeńım o uvedené úhly ji
dostaneme opět do polohy nasměrované na některý z prvk̊u – tj. množina otočeńı splňuje
vlastnost (1), protože složeńım dvou otočeńı ručičky dostaneme zase nějaký ze základńıch
šesti prvk̊u.

Dále operace skládáńı otáčeńı je asociativńı (splňuje (2)), když totiž při počátečńım
nastaveńı ručičky do nulové polohy slož́ıme otočeńı (1 + 2) + 42, dostaneme prvek 1 stejně
jako při postupu 1 + (2 + 4) – složeńım těchto tř́ı pootočeńı dostaneme vždy úhel 420◦,
po jehož aplikaci ručička ukazuje na prvek 1. Tedy skládáńı pootočeńı nezáviśı na jejich
uzávorkováńı3.

Pootočeńı 0 je neutrálńım prvkem vzhledem ke skládáńı pootočeńı (plat́ı vlastnost (3))
– když např. ručičku namı́̌renou na prvek 4 pootoč́ıme o 0, ručička je stále namı́̌rena na
prvek 4.

A konečně, každý prvek má sv̊uj inverzńı prvek v této šestiprvkové množině (plat́ı
vlastnost (4)), se který když jej slož́ıme, dostaneme ručičku zase do polohy 0:

• inverźı k 0 je opět 0;

• inverźı k 1 je 5 – a naopak, inverźı k 5 je 1;

• inverźı k 2 je 4 – a naopak, inverźı k 4 je 2;

• inverźı k 3 je opět 3.

Tedy celkem naše množina pootočeńı (označme ji H6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}) vzhledem k
operaci skládáńı pootočeńı je grupa = operace + na ńı definovaná splňuje vlastnosti (1)
až (4).

Protože H6 je konečná množina, lze si výsledky operace + napsat do tabulky:

Tabulka 1: Tabulka operace + na množině H6.

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

2Operaci označ́ıme jako + – i když se nejedná o klasické sč́ıtáńı č́ısel, toto skládáńı otočeńı má velmi
př́ıbuzné vlastnosti se sč́ıtáńım.

3Dokonce skládáńı tř́ı pootočeńı nezáviśı na jejich pořad́ı, protože operace skládáńı pootočeńı splňuje
i vlastnost (5) = komutativitu; tou se ovšem nyńı nechceme př́ılǐs zabývat.
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Danou tabulku operace ∗ konstruujeme tak, že na pr̊useč́ıku řádku prvku x a sloupce
prvku y se vyskytuje výsledek operace x ∗ y:

∗ . . . y . . .
... ...
x ... x ∗ y ...
... ...

Máme-li k dispozici úplnou tabulku operace ∗ na množině M , máme při zjǐst’ováńı
vlastnost́ı operace vyhráno. Jak lze nahlédnout v tabulce 1, vlastnosti (1), (2), (3), (4)
operace + na Množině H6 lze všechny z této )tabulky vyč́ıst (viz výklad ... elicit from the
students).? (tento znak znamená konec daného př́ıkladu)

Je jasné, že lze obecně definovat grupu (Hn,+) pootočeńı hodinové ručičky o násobky
úhlu 2π

n
s operaćı skládáńı pootočeńı – tato grupa má n prvk̊u.

Základńı vlastnosti grup

Studujme nyńı tedy obecně vlastnosti grupy (G,5). Co v této obecné poloze lze ř́ıci o
množině G a operaci 5? Pokud abstrahujeme od konkrétńıch situaćı a budeme studovat
pouze vlastnosti (1) až (4) na množině G, dojdeme k poznatk̊um, které plat́ı pro každou
strukturu, která je vzhledem k nějaké operaci grupa.

Prvńı otázku si položme ohledně axiomu (3): pokud existuje neutrálńı prvek grupy,
muśı být jeden, nebo v jedné grupě může existovat v́ıce neutrálńıch prvk̊u?4

Věta 1. (o jednoznačnosti neutrálńıho prvku) V každé grupě (G,5) existuje jediný
neutrálńı prvek.

Důkaz: Sporem: předpokládejme, že v grupě existuj́ı dva r̊uzné neutrálńı prvky n1 a n2

takové, že n1 6= n2. Jaké z toho plynou vlastnosti těchto dvou prvk̊u?
Kĺıčová myšlenka: pokud je prvek neutrálńı, tak neměńı výsledek operace 5 v̊uči

jakémukoli daľśımu prvku, tj. např. g 5 n1 = g. Mohlo by tedy být zaj́ımavé, co se
stane, když aplikujeme operaci na dané dva neutrálńı prvky n1, n2

5:

n1
(3)2
= n15 n2

(3)1
= n2,

což je spor s t́ım, že oba neutrálńı prvky jsou navzájem r̊uzné6.2

Tak to je zaj́ımavé, neutrálńı prvek grupy může být pouze jeden jediný. A jak je to s
inverzńımi prvky grupy? Vı́me, že v grupě existuje inverze ke každému prvku vzhledem k
operaci 5 – muśı také ke každému prvku existovat jediná inverze? Mohli bychom naj́ıt v

4Vı́me, že např. na množině Q− {0} existuje vzhledem k násobeńı jediný neutrálńı prvek 1 – ale muśı
tomu tak být v každé grupě? Co když existuj́ı grupy se dvěma nebo třemi neutrálńımi prvky?

5Vlastnost (3)1 znamená, že využ́ıváme vlastnosti (3) pro prvek n1, vlastnost (3)2 plat́ı pro neutrálńı
prvek n2.

6Celý d̊ukaz je možné formulovat i jako př́ımý d̊ukaz typu 2: předpokládáme, že prvky n1, n2 oba se
chovaj́ı jako neutrálńı, tj. uvedené odvozeńı by o nich dokázalo, že se muśı nutně rovnat – tj. z toho plyne
př́ımo, že prvek neutrálńı je pouze jeden.
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grupě nějaký prvek, ke kterému existuj́ı inverze dvě?

Věta 2. (o jednoznačnosti inverzńıch prvk̊u) V každé grupě (G,5) existuje ke
každému prvku x jediný inverzńı prvek x−1 vzhledem k operaci 5.

Důkaz: Předpokládejme opět, že k nějakému prvku a ∈ G vykazuj́ı dva prvky a−11 , a−12

vlastnost inverze, tj. plat́ı

a5 a−11 = n, ∧ a−11 5 a = n

(muśı platit oba vztahy, protože o operaci5 zat́ım nev́ıme, zda je komutativńı) a současně

a5 a−12 = n, ∧ a−12 5 a = n.

Kĺıčová myšlenka: vynásobeńım7 a−11 5 a−12 pravděpodobně nic neźıskáme. Prvky a−11 ,
a−12 vystupuj́ı ve vlastnosti (4), tj. měli bychom studovat něco jako rovnice ve vlastnosti
(4). VYUŽIJEME TOHO, ŽE VE VLASTNOSTI (4) SE VYSKYTUJÍ DVĚ ROVNOSTI,
A JEDNU APLIKUJEME NA PRVEK a ZLEVA, DRUHOU ZPRAVA:

a−12 =
(3)
= n5 a−12 =

(4)1
= (a−11 5 a)5 a−12

(2)
= a−11 5 (a5 a−12 )

(4)2
= a−11 5 n

(3)
= a−11 .

Využili jsme platnosti asociativńıho zákona (2) pro kaskádu tř́ı prvk̊u uprostřed spojených
operaćı 5. Z uvedené kaskády rovnost́ı je vidět, že prvky a−11 a a−12 muśı nutně být stejné.
Důkaz je hotov – inverzńı prvek k prvku a existuje v grupě právě jeden.2

Věta 3. (můžeme
”
krátit“8 v rovnostech, ve kterých se vyskytuj́ı prvky grupy G a

operace 5?) V každé grupě (G,5) plat́ı zákony o kráceńı (7), tj.

∀a, b, c ∈ G : (a5 b = a5 c⇒ b = c) ∧ (b5 a = c5 a⇒ b = c).

Důkaz: Provedeme např́ıklad pro prvńı z implikaćı: Vztah

a5 b = a5 c

rozš́ı̌ŕıme zleva aplikaćı inverzńıho prvku na obě strany rovnice (to je vlastně vlastnost
anti-(7), která ovšem plyne z vlastnosti (1):

”
vynásobeńım“ téhož prvku grupy G (který

je na obou stranách rovnice) dostaneme opět prvek grupy G:

a−15 a5 b = a−1 · a5 c,

a s využit́ım asociativity (2) (v grupě nezálež́ı na uzávorkováńı
”
součinu“ tř́ı prvk̊u vzhle-

dem k operaci 5), vlastnosti inverźı (4) a vlastnosti neutrálńıho prvku (3) dostaneme

b = c.

7Všimněte si, že ř́ıkám
”
vynásobeńım“, ikdyž nyńı nestudujeme operaci násobeńı, ale operaci 5 ...

tak moc jsou operace sč́ıtáńı a násobeńı v nás zakódovány, že použ́ıváme terminologii, která odpov́ıdá
těmto operaćım – správně bychom měli ř́ıci: aplikaćı operace 5 na dané prvky v daném pořad́ı, tj. na
uspořádanou dvojici prvk̊u ...

8Opět terminologie: i když mluv́ıme obecně o operaci 5, pro vlastnost (7) se vžil termı́n
”
zákony o

kráceńı“, třebaže kráceńı je termı́n vzatý z rovnost́ı, ve kterých se vyskytuje běžná operace násobeńı.
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Důkaz druhé nerovnosti bychom museli provádět vynásobeńım obou stran rovnice zprava,
abychom mohli aplikovat vlastnost inverźı (4).2

Věta 4. (o vzájemně inverzńıch prv́ıch) V každé grupě (G,5) z rovnosti a5 b = n
(kde n je neutrálńı prvek) plyne, že plat́ı

a−1 = b, a současně b−1 = a

(tedy prvek b je inverzńı k prvku a, a současně prvek a je inverzńım prvkem k prvku b).

Důkaz: je prostý, nebot’ plyne z věty 2: pokud b vykazuje vlastnosti inverze (4), tak
muśı být inverzńı k prvku a, protože v́ıce inverzńıch prvk̊u k danému prvku v grupě být
nemůže. Daľśı možnost d̊ukazu: pokud rozš́ı̌ŕıme rovnost a 5 b = n prvkem a−1 zleva,
dostaneme

a−15 a5 b = a−15 n
(3)
= a−1,

po aplikaci vlastnosti (4) na prvńı výraz dostaneme b = a−1.2

Věta 5. (o výpočtech inverzńıch prvk̊u) V každé grupě (G,5) plat́ı:

i) (a5b)−1 = b−15a−1 (inverze součinu dvou prvk̊u je součin jejich inverźı, ale v opačném
pořad́ı!!!);

ii) (a−1)−1 = a (inverźı k inverzi je p̊uvodńı prvek).

Důkaz: ad i) Př́ımo ověřeńım vlastnosti (4) pro prvky a5 b a b−15 a−1:

a5 b5 (b−15 a−1)
(2)
= a5 (b5 b−1)5 a−1

(4)
= a5 n5 a−1

(3)
= a5 a−1

(4)
= n.

Protože nev́ıme, zda operace 5 je komutativńı, měli bychom ověřit i druhý za zákon̊u (4),
tj. upravovat výraz

(b−15 a−1)5 a5 b

analogickým zp̊usobem se v něm
”
vyruš́ı“ nejprve a−15 a, a pakb−15 b a dostaneme

opět pouze n.

ad ii) Z rovnosti a5 a−1 = n a věty 4 o vzájemné inverzi máme (a−1)−1 = a.2

Definice 3.1. Řád konečné grupy se nazývá počet jej́ıch prvk̊u, označujeme |G|.
Označeńı počtu prvk̊u je standardńı, nazývat tento počet prvk̊u řádem je poněkud bizarńı,
ale má jakési opodstatněńı u cyklických grup (viz kapitola 5).

Rozš́ı̌reńı vlastnosti (2) na k prvk̊u

Ve větě 5 se vyskytuje
”
součin“ čtyř prvk̊u za sebou – přesně pracuj́ıćı matematik

by měl prozkoumat, zda se nedopoušt́ı při d̊ukazu něčeho, co neńı definováno. Pokud
definujeme součin čtyř prvk̊u vzhledem k operaci 5jako součin prvńıho prvku se součinem
následuj́ıćıch tř́ı prvk̊u, tj.

a5 (b5 c5 d),
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postupným užit́ım vlastnosti (2) pro tři prvky dostaneme

a5 (b5 c)5 d = a5 b5 (c5 d) = (a5 b)5 (c5 d) = (a5 b)5 c5 d

a jedná se stále o týž výsledek.
”
Součin“ čtyř prvk̊u je tedy definován korektně a plat́ı pro

něj vlastnost (2)’ ... v sekvenci třikrát za sebou použité operaci5 nezálež́ı na uzávorkováńı.

S takto rozš́ı̌reným zákonem asociativity můžeme pak vyslovit a dokázat některé věty
pro větš́ı počet operaćı 5 v řetězci za sebou, např́ıklad analogii věty 5a):

(a15 a25 · · · 5 ak)
−1 == a−1k 5 a−1k−15 · · · 5 a−12 5 a−11 .

Dále pro nás bude užitečná např́ıklad definici n-té mocniny vzhledem k operaci 5:

Definice 3.2. n-tá mocnina prvku a grupy (G,5) se definuje jako prvek źıskaný v
řetězci operaćı

an := a5 a5 · · · 5 a︸ ︷︷ ︸
n−krát

.

A pokud už máme definovanou mocninu, má smysl ptát se, zda existuj́ı odmocniny, a
sice v následuj́ıćım smyslu:

Definice 3.3. n-tá odmocnina prvku a grupy (G,5) je takový prvek x ∈ G (pokud
tedy existuje), že a = xn.

Definice 3.4. zápornou odmocninu a−5 grupy (G,5) definujeme jako pátou moc-
ninu jej́ıho inverzńıho prvku, tj. a−5 := (a−1)5.
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2.3 Cvičeńı

Z následuj́ıćıch doporučeńı většinou jde o jednoduché otázky, ty složitěǰśı maj́ı na konci
textu [8] návod k řešeńı. Některé z těchto doporučených př́ıklad̊u, které se vyskytly u
zkoušky, zde jsou výslovně napsány se zadáńım i výsledkem.

Cvičeńı 3.1. Př́ıklady z [8], str. 39, odd́ıl A: řešeńı rovnic v grupách – výborné
př́ıklady, je zde vidět nutnost přidávat prvek na té správné straně výrazu při nekomuta-
tivńı operaci a to, že obecně nemůžeme odmocňovat.

Např́ıklad A.0: Vyřešte v grupě (G, ∗) systém rovnic (e je neutrálńı prvek; dospějte ke
vztahu x = . . . na pravé straně bude výraz obsahuj́ıćı prvek b a žádné x ani x−1):

x2 = b,

x5 = e.

Např́ıklad A.1, A.2: viz warm-up v této kapitole.

Např́ıklad A.3: Vyřešte v grupě (G, ∗) systém rovnic (vyjádřete prvek x v závislosti na
prvćıch a, b, c (a jejich inverźıch), tj. dospějte ke vztahu x = . . .). POZOR, v grupě obecně
neplat́ı komutativńı zákon pro všechny dvojice prvk̊u:

x2 ∗ a = b ∗ x ∗ c−1,
a ∗ c ∗ x = x ∗ a ∗ c.

Např́ıklad A.4: Vyřešte v grupě (G, ∗) systém rovnic (vyjádřete prvek x v závislosti na
prvćıch a, b (a jejich inverźıch), tj. dospějte ke vztahu x = . . .). :

a ∗ x2 = b,

x3 = e.

Např́ıklad A.5: Vyřešte v grupě (G, ∗) systém rovnic (e je neutrálńı prvek; dospějte ke
vztahu x = . . . na pravé straně bude výraz obsahuj́ıćı prvek a a neobsahuj́ıćı x):

x2 = a2,

x5 = e.

Např́ıklad A.6: Vyřešte v grupě (G, ∗) systém rovnic (nepředpokládejte, že obecně plat́ı
vlastnost (5) = komutativńı zákon; dospějte ke vztahu x = . . . na pravé straně bude výraz
obsahuj́ıćı prvky a, b a žádné x):

(x ∗ a ∗ x)3 = b ∗ x,
x2 ∗ a = (x ∗ a)−1 = . . . .

Např́ıklad B.1: Dokažte, že v každé grupě plat́ı následuj́ıćı implikace (e je neutrálńı
prvek grupy), nebo uved’te protipř́ıklad, že neplat́ı:

x2 = e ⇒ x = e.
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Např́ıklad B.2: Dokažte, že v každé grupě plat́ı následuj́ıćı implikace, nebo uved’te
protipř́ıklad, že neplat́ı:

x2 = a2 ⇒ x = a.

Např́ıklad B.4: Dokažte, že v grupě plat́ı následuj́ıćı implikace, nebo uved’te pro-
tipř́ıklad, že neplat́ı (e je neutrálńı prvek grupy):

x2 = x ⇒ x = e.

Např́ıklad B.5: Dokažte, že v grupě plat́ı následuj́ıćı fakt, nebo uved’te protipř́ıklad, že
neplat́ı:

∀x ∈ G ∃ y ∈ G : x = y2

(tj. každý prvek x má v grupě svou
”
odmocninu“ y).

Cvičeńı 3.2. Př́ıklady z [8], str. 40, odd́ıl E: počet prvk̊u a jejich inverźı – výborné
př́ıklady.

Cvičeńı 3.3. Př́ıklady z [8], str. 41, odd́ıl F: vytvářeńı tabulky operace pro grupy s
malým počtem prvk̊u – výborné př́ıklady.

Např́ıklad F.2: Může v grupě (G, ?) nastat situace, že v tabulce jej́ı operace se dvakrát
opakuje stejný prvek na jednom řádku?

? . . . x1 . . . x2 . . .
... ... ...
a ... y ... y ...
... ... ...

Zd̊uvodněte, proč ano - proč ne.

Např́ıklad F.3: M = {e, a, b}. Doplňte tabulku operace ?

? e a b
e e a b
a a
b b

tak, aby (M, ?) byla grupa.

Např́ıklad F.4: Čtyřprvková grupa G = {e, a, b, c, } splňuje ∀x ∈ G : x2 = e (kde e je
jej́ı neutrálńı prvek). Sestavte tabulku operace ∗ této grupy:

∗ e a b c
e
a
b
c

Např́ıklad F.5: Čtyřprvková grupa G = {e, a, b, c, } splňuje a2 = e, b2 6= e (kde e je jej́ı
neutrálńı prvek). Sestavte tabulku operace ∗ této grupy:

∗ e a b c
e
a
b
c
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Cvičeńı 3.4. (text [8], str. 42, odd́ıl G): Dokažte, že kartézský součin grup (G,5) a
(H, ∗) je grupa (G×H,2) – jak definovat operaci 2?

Cvičeńı 3.5. Př́ıklady z [8], str. 43, odd́ıl H: mocniny a odmocniny v grupě – výborné
př́ıklady.

Např́ıklad H.0: a) zopakujte si definici n-té mocniny a n-té odmocniny v grupě. b) Jak
byste definovali v grupě zápornou mocninu a−5 pro nějaký prvek a?

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.3.
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3 Podgrupy a generátory grupy

3.1 Warmup

Týden 04: Teorie prověrka-a na obsah týdn̊u 1 až 3. Do otázek bude zahrnuto i vše ze
cvičeńı 1, tedy i základńı pojmy a vlastnosti (11) až (18) z předmětu Základy matematiky.
V jedné otázce bude i d̊ukaz některé z vět 1 až 5.

3.2 Přednáška

Podgrupa (S,5) grupy (G,5)

Zabývejme se nyńı otázkou: kdy je neprázdná podmnožina S grupy (G,5) také
grupou?

Definice 4.1. Podgrupa (S,5) grupy (G,5) je taková neprázdná podmnožina S
množiny G, která je uzavřená vzhledem k operaci 5 (vlastnost 1) a s každým prvkem a
obsahuje i jeho inverzi a−1 (vlastnost 4).

Kupodivu se ukazuje, že dané dvě vlastnosti (1), (4) neprázdné9 podmnožině S grupy
(G,5) stač́ı na to, aby byla grupou vzhledem k téže operaci 5:

Věta 6. (co stač́ı podmnožině grupy, aby byla sama grupou) Pokud neprázdná
podmnožina S grupy (G,5) splňuje vlastnosti (1), (4), už je sama grupou vzhledem k
téže operaci 5.

Důkaz: (S,5) splňuje asociativitu (2) d́ıky tomu, že je podmnožinou grupy, kde
vlastnost (2) plat́ı. Vlastnost (3), = existence neutrálńıho prvku, plyne z vlastnosti (4):

Dı́ky tomu, že S je neprázdná, obsahuje aspoň jeden prvek, označme jej a.

a ∈ S (4)⇒ a−1 ∈ S (1)⇒ a5 a−1 = n ∈ S,

tedy neutrálńı prvek n patř́ı i do množiny S a pro (S,5) plat́ı (3).2

Př́ıklad 4.1.

9Ve skutečnosti podmı́nka neprázdnosti je třet́ı podmı́nkou, která muśı platit – uvid́ıme v d̊ukazu, že
z neprázdnosti a vlastnosti (4) už plyne vlastnost (3) o neutrálńım prvku.
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• Podmnožina S = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .} všech sudých celých č́ısel je podgrupou
grupy (Z,+): opravdu, je neprázdná, uzavřená vzhledem ke sč́ıtáńı ((1) ... součtem
dvou sudých celých č́ısel je opět sudé celé č́ıslo) a obsahuje všechny inverze ((4) ...
nula je inverźı sama k sobě vzhledem ke sč́ıtáńı, inverźı č́ısla 2 vzhledem ke sč́ıtáńı
je č́ıslo −2, atd.).

• Podmnožina Q∗ ( označeńı 01 ) všech zlomk̊u kromě nuly je podgrupou grupy (R∗, ·):
vynásobeńım dvou nenulových zlomk̊u dostaneme nenulový zlomek (plat́ı (1)), in-
verźı k nenulovému zlomku vzhledem k násobeńı je jeho převrácená hodnota (plat́ı
(4)) a Q∗ je neprázdná.

Jedna z aplikaćı pojmu podgrupa je v tom, když dokazujeme o nějaké neprázdné
množině, že je grupa: pokud v́ıme, že tato množina S je podmnožinou množiny G, o které
v́ıme, že je grupa, stač́ı nám ukázat platnost (1) a (4) na množině S a jsme s d̊ukazem,
že S je grupa vzhledem k téže operaci, hotovi.

Př́ıklad 4.2.

• Označme (F (R),+) množinu všech funkćı (= zobrazeńı R→ R, viz předmět Základy
matematiky) s operaćı sč́ıtáńı funkćı. Zřejmě tato množina je grupa, protože součtem
dvou funkćı je zase funkce (plat́ı (1)), toto sč́ıtáńı funkćı je asociativńı (plat́ı (2)),
existuje nulová funkce jako neutrálńı prvek (plat́ı (3)), ke každé funkci f(x) existuje
jej́ı inverze −f(x), takže součet obou těchto funkćı je nulová funkce.

Na základě věty 6 nyńı snadno uzavřeme, že neprázdná množina C(R) všech
spojitých funkćı je grupa vzhledem ke sč́ıtáńı funkćı, protože je neprázdnou
podmnožinou grupy (F (R),+), splňuje vlastnosti (1) i (4) (součtem dvou spojitých
funkćı je spojitá funkce, inverźı ke spojité funkci f(x) je spojitá −f(x).

Podobně neprázdná množina všech diferencovatelných funkćı D(R), tedy funkćı,
které maj́ı derivaci v každém bodě, je podmnožinou grupy (F (R),+) a splňuje (1) i
(4) z podobných d̊uvod̊u jako C(R), je tedy grupou vzhledem ke sč́ıtáńı funkćı.

Definice 4.2. Triviálńı podgrupy (= nevlastńı podgrupy) grupy (G,5) se
nazývaj́ı dvě podgrupy: a) S1 = {n} je podgrupou vzhledem k 5, která obsahuje pouze
neutrálńı prvek (je neprázdná a splňuje (1) a (4)), b) S2 = G (samotná celá grupa je
též podgrupou sama sebe). Každou jinou podgrupu nazveme vlastńı podgrupou grupy
(G,5).

Generátory podgrupy

Uvažujme množinu S = {a, b, c}, která je podmnožinou grupy (G,5). Na to, abychom
našli nejmenš́ı možnou podgrupu, která obsahuje prvky a, b, c, muśıme vyrobit všechny
možné součiny těchto tř́ı prvk̊u a jejich inverźı10, a nejen to: muśıme brát všechny možné
konečné sekvence prvk̊u spojených operaćı 5, ve kterých se vyskytuj́ı (i opakovaně) prvky
a, b, c a jejich inverze.

Typickými takto vytvářenými prvky jsou např́ıklad

a5 b5 a5 c−1 nebo c−15 a−15 b5 b5 c.

10V této chv́ıli už se v daných součinech vyskytuje neutrálńı prvek n ∈ G, protože a5 a−1 = n.
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Je jasné že součinem dvou prvk̊u tohoto typu je zase prvek tohoto typu (tj. plat́ı (1)):
Např́ıklad

”
součinem“ prvku a5 b5 a a prvku c5 b−15 a5 c je prvek

a5 b5 a5 c5 b−15 a5 c.

Dále jsou prvky tohoto typu uzavřené vzhledem k inverzi, tj. k prvku a5 b−15 c−15 a je
inverźı (podle věty 5.a bereme součin d́ılč́ıch inverzńıch prvk̊u v opačném pořad́ı) prvek

a−15 c5 b5 a−1

(tedy plat́ı i (4)). Dokázali jsme celkem, že množina prvk̊u tohoto typu tvoř́ı podgrupu
grupy (G,5). Nazývá se ( definice 4.3 ) podgrupa grupy G generovaná množinou
S a označujeme ji ( označeńı 02 ) < S >. Prvky množiny S nazýváme generátory
podgrupy < S >.

A ještě jedna definice, která s t́ı souviśı ( definice 4.4 ): pokud podgrupa < S > je celá
generována některým svým prvkem a, nazývá se cyklická podgrupa grupy G. Cyklickou
podgrupu generovanou prvkem a někdy označujeme ( označeńı 03 ) < a > a je jasné, že
obsahuje prvky

a, a2 := a5 a, a3 := a5 a5 a, . . . ,

a také prvky
a−1, a−15 a−1, a−15 a−15 a−1, . . . ,

a také prvek n = a5 a−1.

Př́ıklad 4.3. Grupa (H6,+) z př́ıkladu 3.2 je př́ıkladem cyklické grupy, generované
jediným prvkem – kterým???
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3.3 Cvičeńı

Cvičeńı 4.1. Př́ıklady z [8], str. 48, odd́ıl A: rozeznáńı podgrupy – výborné př́ıklady.

Např́ıklad A.1: G = (R,+) je grupa vzhledem k běžné operaci sč́ıtáńı. Je
H = {log a; a ∈ Q, a > 0} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zd̊uvodněte.

Např́ıklad A.5: G = (R×R,+) je grupa vzhledem k běžné operaci sč́ıtáńı vektor̊u. Je
H = {(x, y); y = 2x} podgrupou grupy G vzhledem ke stejné operaci? Zd̊uvodněte.

Např́ıklad D.5 na str. 50: (G, ?) je konečná grupa, H jej́ı neprázdná podmnožina
uzavřená vzhledem k operaci ?, a nav́ıc e ∈ H, kde e je jednotkový prvek grupy G.
Dokažte, že pro a ∈ H také a−1 ∈ H (tj. H je uzavřená vzhledem k inverźım).

Nápověda k d̊ukazu : H = {a1, a2, . . . , an} a vyberme si libovolné ai ∈ H. Uvažujme
nyńı navzájem RŮZNÉ prvky ai ? a1, ai ? a2, . . ., ai ? an: atd.

Cvičeńı 4.2. Př́ıklady z [8], str. 50, odd́ıl E: generátory grupy – výborné př́ıklady.

Např́ıklad N.1 (neńı v textu [8]): Vypǐste všechny prvky podgrupy < 6 > grupy
(H16,+) = grupy všech pootočeńı ručičky o jednu šestnáctinu plného úhlu.

Např́ıklad E.1: Vypǐste všechny cyklické podgrupy grupy (H10,+) skládáńı otáčeńı
hodinové ručičky o násobky desetiny plného úhlu.

Např́ıklad E.3: Vypǐste všechny prvky podgrupy < 6, 9 > grupy (H12,+).

Např́ıklad E.7 – modifikace11: V grupě (H2×H4) je operace sč́ıtáńı po složkách zadaná
tabulkou

+ [0; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 3] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 3]
[0; 0] [0; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 3] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 3]
[0; 1] [0; 1] [0; 2] [0; 3] [0; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 3] [1; 0]
[0; 2] [0; 2] [0; 3] [0; 0] [0; 1] [1; 2] [1; 3] [1; 0] [1; 1]
[0; 3] [0; 3] [0; 0] [0; 1] [0; 2] [1; 3] [1; 0] [1; 1] [1; 2]
[1; 0] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 3] [0; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 3]
[1; 1] [1; 1] [1; 2] [1; 3] [1; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 3] [0; 0]
[1; 2] [1; 2] [1; 3] [1; 0] [1; 1] [0; 2] [0; 3] [0; 0] [0; 1]
[1; 3] [1; 3] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [0; 3] [0; 0] [0; 1] [0; 2]

.

Určete, jakou podgrupu generuje prvek [1; 1].

Např́ıklad E.6: Sestavte tabulku operace grupy (H2 ×H3) vzhledem k operaci sč́ıtáńı
po složkách. A druhý úkol: dokažte o této grupě, že je cyklická.

11Jediný d̊uvod, proč je př́ıklad E.7 před př́ıkladem E.6 je historický – E.7 byl nejprve podrobně napsán
na ṕısemce. U př́ıkladu E.6 se pak očekává, že si čtenář sestav́ı při řešeńı tabulku operace na součinu grup
sám.
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Např́ıklad N.3: Zjistěte, zda je grupa z př́ıkladu E.7 cyklická, a pokud ne, tak najděte
nějakou minimálńı množinu jej́ıch generátor̊u (existuje nějaké dva prvky, které už generuj́ı
celou tuto grupu?).

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.4.
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4 Nekomutativńı grupy

4.1 Přednáška

Př́ıklad 5.1. Grupy netvoř́ı jen č́ıselné množiny a operace na nich. Zaj́ımavým
př́ıkladem grupy je množina FI(R) všech funkćı z R do R, ke kterým existuje
inverzńı funkce, společně s operaćı ◦ =

”
po“, neboli operaćı skládáńı zobrazeńı.

Při tomto vymezeńı množiny a operace na ńı je struktura (FI(R), ◦) grupa, nebot’

1. složeńım dvou těchto funkćı je opět funkce z R do R, ke které existuje inverze –
podle věty 5 o výpočtu inverźı plat́ı

(f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1

(inverze ke složeńı funkćı je složeńı d́ılč́ıch inverźı v opačném pořad́ı).

2. Skládáńı funkćı, potažmo jakýchkoli zobrazeńı, je asociativńı operace:

(f ◦ g) ◦ h(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))) = f ◦ (g(h(x))) = f ◦ (g ◦ h)(x).

3. Jednotkou vzhledem ke skládáńı funkćı je identita fid(x) = x ∀x ∈ R.

4. Vlastnost (4) je požadavkem, podle kterého jsou funkce vyb́ırány, tj. plat́ı.

Právě uvedený př́ıklad je d̊uležitý v tom, že je př́ıkladem nekomutativńı grupy.
Např́ıklad pro funkce f(x) = sinx, g(x) = 1

x
je funkce f ◦ g = sin 1

x
odlǐsná od funkce

g ◦ f = 1
sinx

.

Př́ıklad 5.2. Grupa permutaćı Důležitým př́ıkladem grupy, na kterou se nyńı
zaměř́ıme bĺıže, je grupa bijekćı n-prvkové množiny na sebe sama, kde operaćı je
skládáńı zobrazeńı. Často se j́ı též ř́ıká grupa permutaćı – označeńı opravdu má bĺızko ke
středoškolskému pojmu permutace, kdy např. permutace 5-prvkové množiny {1, 2, 3, 4, 5}
byla chápána jako určité pořad́ı všech jej́ıch prvk̊u, např. pořad́ı 51324. Nyńı na vysoké
škole budeme na tyto permutace pohĺıžet jako na zobrazeńı, které základńı vzestupné
pořad́ı 12345 přeměńı na pořad́ı např. 51324:

Definice 5.1. Permutace n−prvkové množiny je bijekce množiny {1, 2, . . . , n} na sebe
sama. Sn je množina všech permutaćı tohoto typu. Např́ıklad permutace f : M →M pro
M = {1, 2, 3, 4, 5} definovaná  1 2 3 4 5

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
5 1 3 2 4


je bijektivńı, takže existuje permutace f−1 k ńı inverzńı 1 2 3 4 5

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
5 1 3 2 4


Protože permutace je zvláštńı př́ıpad zobrazeńı a zobrazeńı M → M lze skládat za

sebou, můžeme mluvit o operaci
”
skládáńı zobrazeńı“, respektive

”
skládáńı permutaćı“.
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• označeńı: ◦ ... (čti
”
po“) operace skládáńı zobrazeńı, ve které je nejdř́ıve aplikováno

druhé zobrazeńı v pořad́ı, a pak prvńı – proto i označeńı
”
po“ je zcela instruktivńı;

Věta 7 . (Sn, ◦), množina permutaćı12 M → M pro M = {1, 2, . . . , n} vzhledem k
operaci skládáńı permutaćı je pro n ≥ 3 nekomutativńı grupa.

Ilustrace d̊ukazu: Pro lepš́ı pochopeńı d̊ukazu situaci nejprve ilustrujeme na
př́ıkladě permutaćı na tř́ıprvkové množině: Uvažujme množinu permutaćı tř́ıprvkové
množiny {1, 2, 3} do sebe – označme ji S3. Množina S3 má šest prvk̊u:

e =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 2 3

 , s =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 , t =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 1 2

 ,

u =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2

 , v =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 , w =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 1 3

 .
Prvek e je jednotkový (tj. plat́ı zde vlastnost (3)), neprovede žádnou změnu v pořad́ı,
např́ıklad

s ◦ e =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 ◦
 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 2 3

 =


1 2 3
↓ ↓ ↓
1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 = s.

Všimněme si, že nejprve je prováděno přǐrazeńı e, a až poté (◦ =
”
po“) je provedeno

přǐrazeńı s. Dále např́ıklad

u ◦ v =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2

 ◦
 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 =


1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1
↓ ↓ ↓
2 3 1

 =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 = s,

v ◦ u =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 ◦
 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2

 =


1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2
↓ ↓ ↓
3 1 2

 =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 1 2

 = t.

Čili je vidět, že v ◦ u 6= u ◦ v, tj. operace ◦ je nekomutativńı (neplat́ı vlastnost (5))!
Propoč́ıtáńım všech možných 36 kombinaćı dostaneme přehlednou tabulku výsledk̊u ope-
race ◦.

12Pozor, prvky množiny Sn nejsou podmnožiny či jedlotlivé prvky množiny M , ale zobrazeńı množiny
M do sebe!! Jedná se už o složitěǰśı strukturu.
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Nejprve je potřeba ř́ıci, že u každé tabulky operace ∗ na konečné množině prvk̊u je
levý prvek x vybrán13 z levého sloupce záhlav́ı a pravý prvek y z horńıho řádku záhlav́ı;
výsledek operace pak je znázorněn na pr̊useč́ıku

”
řádku x“ a

”
sloupce y“:

∗ . . . y . . .
... ...
x ... x ∗ y ...
... ...

Tedy konkrétně u operace ◦ na množině S3 dostaneme tabulku operace:

◦ e s t u v w
e e s t u v w
s s t e w u v
t t e s v w u
u u v w e s t
v v w u t e s
w w u v s t e

Z tabulky je vidět, že operace je uzavřená na množině S3, tj. plat́ı vlastnost (1).
Asociativita (2) plat́ı pro skládáńı jakýchkoli zobrazeńı, viz př́ıklad 5.1. A nakonec, je
splněna i vlastnost (4), protože: jednotkový prvek e je (jako každý jednotkový prvek v
grupě) inverzńı sám k sobě; z tabulky dále vid́ıme, že s−1 = t, t−1 = s, a prvky u, v, w
jsou inverzemi sebe sama!

Důkaz pro obecné n: Operace ◦ je na množine Sn uzavřená, tj. plat́ı vlastnost
(1), protože složeńı dvou permutaćı je opět permutace. Asociativita (2) plat́ı pro skládáńı
jakýchkoli zobrazeńı, viz př́ıklad 5.1. Identické zobrazeńı fid definované ∀a ∈ {1, 2, . . . , n}
vztahem fid(a) = a je neutrálńım prvkem na množině permutaćı, tj. plat́ı (3): Pro obecnou
permutaci p : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} totiž máme pro každné a ∈ {1, 2, . . . , n}:

p ◦ fid(a) = p(a) ∧ fid ◦ p(a) = fid(p(a)) = p(a).

Důkaz vlastnosti (4): V obecném př́ıpadě (Sn, ◦) permutaćı na n-prvkové množině
M = {1, . . . , n} najdeme pro libovolnou permutaci p ∈ Sn jej́ı inverzńı prvek p−1

následuj́ıćım zp̊usobem. Jelikož p : M → M je bijektivńı zobrazeńı, podle věty 17 ze
základ̊u matematiky (inverzńı relace k prostému zobrazeńı je také zobrazeńı) v́ıme, že
inverzńı relace p−1 je zobrazeńım. Dále p je surjekce, tj. p−1 je definováno pro každé
a ∈ {1, 2, . . . , n}. Tedy pro bijekci p je p−1 také bijekce (v grafické reprezentaci relace
pouze zaměńıme směr všech šipek), a tedy permutace {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}.

A konečně pro n ≥ 4 stač́ı naj́ıt jednu dvojici, pro kterou operace ◦ nekomutuje, a to
je např. cyklus (1, 2) a cyklus (1, 2, . . . , n):

(1, 2) ◦ (1, 2, . . . , n) = (2, 3, n− 1, n) 6= (1, 2, . . . , n) ◦ (1, 2) = (1, 3, 4, n− 1, n).

13Toto je kĺıčově d̊uležitá domluva, řečená už v předchoźı kapitole. Většina operaćı je komutativńıch, a
tam je pořad́ı prvk̊u vstupuj́ıćıch do operace zaměnitelné, ale u nekomutativńıch operaćı tomu tak neńı
a u tabulky operace se muśıme jednoznačně domluvit na pořad́ı prvńı prvek – druhý prvek pro danou
operaci.
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Důkaz je hotov. 2

Ad př́ıklad 5.2. Uved’me nyńı některé daľśı vlastnosti této grupy, které vyplývaj́ı z
kapitoly 3: Za prvé, existuje šest podgrup grupy (S3, ◦): tzv. triviálńı podgrupa, která
obsahuje pouze jednotkový prvek e, s tabulkou operace

◦ e
e e

,

daľśı podgrupou je celá šestiprvková grupa (S3, ◦) samotná. Kromě těchto dvou extrémně
malých nebo velkých podgrup existuj́ı též tři dvouprvkové podgrupy

◦ e u
e e u
u u e

,
◦ e v
e e v
v v e

,
◦ e w
e e w
w w e

a jedna tř́ıprvková podgrupa s tabulkou operace

◦ e s t
e e s t
s s t e
t t e s

.

Dále, ohledně generátor̊u grupy S3 lze ř́ıci, že (S3, ◦) je generována dvěma svými prvky,
a sice v a w, protože všechny daľśı čtyři prvky grupy lze vyjádřit pomoćı operace ◦ a prvk̊u
v, w:

e = v ◦ v;

s = v ◦ w;

t = s ◦ s = (v ◦ w)2 = (v ◦ w) ◦ (v ◦ w);

u = w ◦ s = w ◦ (v ◦ w).

Podle označeńı množiny generátor̊u lze psát

(S3, ◦) =< v,w > .

Ṕısmeno S v označeńı množiny Sn pravděpodobně pocháźı z toho faktu, že tyto per-
mutace představuj́ı jakési jistým zp̊usobem symetrické útvary, nebo modeluj́ı struktury,
kterým se ř́ıká symetrie. Ukažme si, jak tyto grupy permutaćı vznikaj́ı ze grup symetríı,
např́ıklad na grupě symetríı čtverce.

Př́ıklad 5.3: grupa symetríı čtverce: Uvažujme čtverec a takové jeho transformace, že
po jejich provedeńı dostaneme zase čtverec se stranami rovnoběžnými s vertikálńım a
horizontálńım směrem. Mám na mysli pootočeńı čtverce (se středem otáčeńı ve středu
čtverce) o násobky 90◦ (ty jsou čtyři, a sice pootočeńı o 0◦, o 90◦, o 180◦ a o 270◦), a
ještě překlopeńı čtverce v osové souměrnosti podle navzájem symetrických os (ty jsou
též čtyři pro osy otáčeńı v obou úhlopř́ıčkách čtverce a ve dvou osách procházej́ıćıch
středy protěǰśıch stran čtverce). Použit́ım některé z těchto osmi transformaćı na čtverec
dostaneme zase nějakou pozici čterce, která vznikne ze základńı polohy uplatněńım jedné
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d́ılč́ı transformace, tj. množina těchto osmi transformaćı (= přeměn ve smyslu osového
překlopeńı či ve smyslu pootočeńı čtverce) tvoř́ı grupu.

Jak nyńı dojdeme k permutaci přirozených č́ısel? Např́ıklad tak, že do roh̊u základńı
polohy čtverce umı́st́ıme č́ısla 1, 2, 3, 4. A po provedeńı dané transformace zaṕı̌seme per-
mutaci těchto čtyř č́ısel vzhledem k základńı poloze. Pak identické transformaci (při které
se neděje nic) odpov́ıdá permutace

R0 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
1 2 3 4

 ,
pootočeńı o 90◦ odpov́ıdá permutace

R1 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
2 3 4 1


(v tom smyslu, že č́ıslo 1 se pootočeńım dostalo na pozici č́ısla 2, č́ıslo 2 se na pozici č́ısla
3, č́ıslo 3 na 4 a č́ıslo 4 na pozici 1). Podobně pootočeńı o 180◦ odpov́ıdá permutace R2 a
pootočeńı o 270◦ permutace R3:

R2 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
3 4 1 2

 , R3 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
4 1 2 3


(podrobněji viz obrázek 1).
Podobně dostaneme permutace odpov́ıdaj́ıćı přeměně č́ısel ve vrcholech čtverce

při osové souměrnosti vzhledem ke čtyřem hlavńım osám souměrnosti, viz obrázek 2.
Skládáńım R1 ◦R4 např́ıklad dostaneme

R1 ◦R4 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
2 3 4 1

 ◦
 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
1 4 3 2

 =


1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
1 4 3 2
↓ ↓ ↓ ↓
2 1 4 3

 =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
2 1 4 3

 = R6,

atd. Vyplněńım operace pro každou dvojici prvk̊u v obou pořad́ıch (operace je opět
nekomutativńı, protože např. R4 ◦ R1 = R7) dostaneme tabulku grupy (D4, ◦) symetríı
čtverce, která odpov́ıdá podgrupě grupy permutaćı s osmi prvky (viz tabulka 2). Všech
permutaćı čtyřprvkové množiny je 24; tedy naše osmiprvková množina je podgrupou grupy
S4.

Pro každé přirozené n ≥ 3 lze sestrojit grupu symetríı pravidelného n-úhelńıka a
označit ji Dn vzhledem k operaci skládáńı zobrazeńı. Např́ıklad D5 označuje grupu
symetríı pětiúhelńıka, atd. Každému rovinnému útvaru, který je pravidelný vzhledem
k otáčeńı nebo osové souměrnosti, lze přǐradit jistou grupu symetríı. Grupy symetríı se
široce použ́ıvaj́ı v teorii elektronové struktury a molekulárńıch vibraćı. V elementárńı
částicové fyzice byly tyto grupy symetrii využity k předpovězeńı existence částic, které
ještě ani nebyly experimentálně zjǐstěny! Proto i studium nekomutativńıch grup má svoje
mı́sto v algebře.
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Obrázek 1: Permutace odpov́ıdaj́ıćı pootočeńı čtverce.

Tabulka 2: Tabulka operace ◦ na množině D4 symetríı čtverce.

◦ R0 R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7

R0 R0 R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7

R1 R1 R2 R3 R0 R6 R7 R5 R4

R2 R2 R3 R0 R1 R5 R4 R7 R6

R3 R3 R0 R1 R2 R7 R6 R4 R5

R4 R4 R7 R5 R6 R0 R2 R3 R1

R5 R5 R6 R4 R7 R2 R0 R1 R3

R6 R6 R4 R7 R5 R1 R3 R0 R2

R7 R7 R5 R6 R4 R3 R1 R2 R0

Př́ıklad 5.4. Posledńım d̊uležitým př́ıkladem nekomutativńı grupy, se kterou se
studenti budou v budoucnu setkávat, je množina všech čtvercových matic, ke kterým
existuje inverze vzhledem k násobeńı matic, společně s operaćı násobeńı matic. Tento
př́ıklad bude podrobně rozebrán v předmětu Algebra 2 – násobeńı matic, jak uvid́ıme,
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Obrázek 2: Permutace odpov́ıdaj́ıćı osové symetrii čtverce.

je nekomutativńı operaćı. Pro zájemce je tento typ operace uveden jako př́ıklad d̊uležité
nekomutativńı operace už v úvodu knihy [8], str.7-8.

Operace na cyklické podgrupě je vždy komutativńı

Navzdory patálíım nekomutativńıch operaćı existuje i v tabulkách nekomutativńıch
operaćı jedna jistota a elegantńı věc: Operace na cyklické podgrupě (= podgrupě genero-
vané jediným prvkem) H grupy G je komutativńı, třebaže na celé grupě G tato operace
komutativńı být nemuśı.

Např́ıklad podgrupa {e, s, t} grupy (S3, ◦) je generovaná prvkem s, a tedy je to cyklická
podgrupa, tj. cyklická grupa. Je vidět, že tabulka operace na {e, s, t} je symetrická, tj.
operace je na ńı komutativńı.

Daľśı př́ıklad: Grupa symetríı čtverce (př́ıklad 5.3) je vzhledem ke skládáńı těchto sy-
metríı nekomutativńı grupou, ale např́ıklad podgrupa {R0, R1, R2, R3} pootočeńı čtverce
je generována prvkem R1, odpov́ıdaj́ıćım pootočeńı čtverce o 90◦, tj. je cyklická. I z ta-
bulky symetríı je též vidět, že př́ıslušná část odpov́ıdaj́ıćı podgrupě pootočeńı je symet-
rická, tj. operace je na této podgrupě cyklická. Nekomutativita je zp̊usobena až osovými
souměrnostmi.

Důkaz faktu, že operace na každé cyklické grupě je komutativńı, připomeňte cvič́ıćımu
ve cvičeńı za kapitolou 6.
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4.2 Cvičeńı

Cvičeńı 5.1. Jsou dány permutace

P =

 1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
5 3 1 4 6 2 7

 , R =

 1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
7 1 6 3 4 2 5

 .
Vypočtěte P ◦R2 (výsledek najdete na konci tohoto textu).

Cvičeńı 5.2. Kniha [8], str. 75, odd́ıl B, př́ıklady na grupy permutaćı.
Např́ıklad B.2: Vypǐste prvky cyklické podgrupy grupy (S6, ◦) generované prvkem

f =

 1 2 3 4 5 6
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
2 3 4 1 6 5

 .
Např́ıklad B.3: Najděte čtyřprvkovou komutativńı podgrupu grupy (S5, ◦) a napǐste

jej́ı tabulku operace.

Např́ıklad B.4: Podgrupa grupy (S5, ◦) generovaná prvky

f =

 1 2 3 4 5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
2 1 3 4 5

 a g =

 1 2 3 4 5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 2 4 5 3


má šest prvk̊u. Vypǐste tyto prvky, označte je e, f, g, h, i, j a sestavte tabulku operace ◦.

Např́ıklad N.1: Podgrupa grupy (S4, ◦) generovaná prvky

f =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
3 4 1 2

 a g =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
1 2 4 3


má osm prvk̊u. Najděte je všechny. Může vám pomoci vytvářeńı tabulky operace ◦, ale
nemuśıte ji dělat celou.

Např́ıklad N.2: Vypǐste všechny prvky cyklické podgrupy grupy (S7, ◦) generované
prvkem

f =

 1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
3 2 1 5 7 6 4

 .
Např́ıklad N.3: Grupa (S4, ◦) má 24 prvk̊u a neutrálńım prvkem je

e =

 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓
1 2 3 4

 .
Najděte nějakou jej́ı osmiprvkovou podgrupu – vypǐste podrobně zbylých sedm prvk̊u
kromě neutrálńıho prvku. Může vám pomoci vytvářeńı tabulky operace ◦, ale nemuśıte ji
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dělat celou.

Cvičeńı 5.3. Př́ıklady [8], str. 77, sada F na grupu symetríı pravidelného n-úhelńıka.

Např́ıklad F.0: Sestavte tabulku grupy D3 symetríı rovnostranného trojúhelńıka
vzhledem k operaci skládáńı zobrazeńı (množina D3 má šest prvk̊u – tři rotace: o nula
stupň̊u (R1), o 120 stupň̊u (R2), o 240 stupň̊u (R3); a tři osové souměrnosti vzhledem
osám jednotlivých úhl̊u (R4, R5, R6)). Těmto geometrickým transformaćım lze přǐradit
permutace tř́ıprvkové množiny podle toho, jak se změńı pozice č́ısel 1, 2, 3 přǐrazeným
jednotlivým vrchol̊um trojúhelńıku v̊uči základńı poloze – viz obrázek 3.

Obrázek 3: Permutace D3 odpov́ıdaj́ıćı symetríım trojúhelńıku.

Cvičeńı 5.4. Dva úkoly pro grupu permutaćı (S3, ◦) (použijte prośım označeńı prvk̊u
a tabulku operace ◦ ve větě 7): a) dokažte, že (S3, ◦) neńı cyklická grupa;
b) najděte dvouprvkovou podmnožinu grupy, která generuje celou grupu (S3, ◦).
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Cvičeńı 5.5. Pokud bude čas, je možné se zabývat některými daľśımi vlastnostmi
permutaćı (ad [8], kapitola 8): Každou permutaci lze rozložit na součin cykl̊u, každý
cyklus lze rozložit na součin transpozic. Sudá a lichá permutace podle počtu transpozic.

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.5.
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5 Izomorfismus, Calyeho věta

5.1 Warmup

Oslava dne učitel̊u.

5.2 Přednáška

V 18. a 19. stolet́ı, když se formovaly termı́ny českého překladu předmětu algebra, byl
jedńım z návrh̊u českého překladu slova algebra termı́n

”
stejnostka“ neboli nauka o stej-

nostech14. I když se tento český překlad neujal, vystihuje snahy moderńı algebry vš́ımat
si shodných či podobných vlastnost́ı r̊uzných objekt̊u.

Ve shodě s navrhovaným starým překladem názvu tohoto předmětu nyńı budeme zkou-
mat pojem izomorfismu. Lapidárně řečeno, dva objekty jsou izimorfńı, když maj́ı tutéž
strukturu. I řecké slovo izomorfismus je podobného obsahu (isos = stejný, morfé = tvar,
tj. izomorfńı budou objekty, které maj́ı možná jinou podstatu, ale v jistém smyslu stejný
tvar).

Obrázek 4: Dvě izomorfńı struktury toku v śıt́ıch.

Např́ıklad na obrázku 4 jsou nakresleny dva př́ıklady toku v śıt́ıch15 – může se jednat
o tok informaćı ve spravodajské śıti, tok finanćı v ekonomické śıti, tok proudu elektrickým
obvodem, apod. Matematické grafy reprezentuj́ıćı tyto toky jsou př́ıkladem diskrétńıch
graf̊u (na rozd́ıl od spojitých graf̊u funkce v matematické analýze). Když studujeme śıt’

A a śıt’ B na obrázku, vid́ıme, že tyto dvě śıtě jsou izomorfńı, tj. maj́ı stejnou vnitřńı
strukturu: existuje totiž bijekce  1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓
6 5 8 7

 ,
která zobrazuje prvky śıtě A na odpov́ıdaj́ıćı prvky śıtě B v tom smyslu, že prvek 1,

ze kterého vycházej́ı dvě orientované hranu do dvou daľśıch uzl̊u śıtě A, odpov́ıdá prvku
6 śıtě B, ze kterého rovněž vycházej́ı dvě orientované hrany. Podobně prvek 2 v śıti A
odpov́ıdá prvku 5 v śıti B, protože tyto dva uzly maj́ı tutéž vlastnost (každý ve své śıti),
že do nich jedna hrana grafu vstupuje a dvě hrany z nich vycházej́ı, atd. Tj. izomorfismus

14Viz Alena Šolcová, přednáška o Cestách k české terminologii v některých partíıch matematiky, Katedra
matematiky Pdf, 14. března 2018.

15Pozor, obrázek 4 se neučte, jedná se jen o př́ıklad
”
stejnosti“ z teorie graf̊u, ovšem na uvedených

strukturách neńı definována (binárńı) operace. Skutečná definice izomorfismu grup se týká obrázku 5
nebo 6, kde máme na obou strukturách definovanou operaci – jeden z nich se můžete naučit.
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těchto graf̊u je nejen bijekćı, ale nav́ıc ještě zobrazuje prvek jedné śıtě na prvek stejného
strukturálńıho charakteru v jiné śıti.

Obrázek 5: Dvě izomorfńı grupy.

Podobně na obrázku 5 vid́ıme dvě izomorfńı grupy. Obě jsou tř́ıprvkové a existuje mezi
nimi bijekce  0 1 2

↓ ↓ ↓
e a b

 ,
ale nejen to – tato bijekce v jistém smyslu

”
zachovává výsledky operace“, tj. např. prvek

1 5 2 z grupy G1, což lze v tabulce operace 5 grupy G1 naj́ıt, že je 0, odpov́ıdá v
navrhované bijekci prvku e v grupě G2, který je výsledkem operace ∗ mezi obrazy prvk̊u
1 a 2, tj. mezi a a b, tedy plat́ı a ∗ b = e. Toto zachováńı výsledk̊u operace muśı platit pro
každou dvojici prvk̊u z G1.

Definice 6.1. Izomorfismus grupy (G1,5) na grupu (G2, ∗) je bijekce f : G1 → G2,
která splňuje vlastnost

∀a, b ∈ G1 : f(a5 b) = f(a) ∗ f(b).

Obrázek 6: Podmı́nka zachováńı výsledk̊u operace při zobrazeńı f .

Jinými slovy (viz obrázek 6, izomorfismus mezi grupami je taková bijekce f : G1 → G2,
při které jsou f(a5 b) a f(a) ∗ f(b) tytéž prvky, pro jakoukoli dvojici prvk̊u a, b.
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Obrázek 7: Komutativńı diagram pro podmı́nku zachováńı výsledk̊u operace.

A nebo ještě jinak, ř́ıkáme, že izomorfismus f mezi grupami je bijekce, pro kterou
diagram na obrázku 7 komutuje, neboli když vypust́ıme na prvky a, b z

”
ohrady“ G1

operaci 5, a pak výsledek přeneseme (zobrazeńım f) do
”
ohrady“ G2, dosáhneme

stejného výsledku, jako když bychom nejprve přenesli oddělené prvky a, b zobrazeńım f
do

”
ohrady“ G2 a tam na ně vypustili operaci ∗16.

Př́ıklad 6.1. (R,+) a (R+, ·) jsou izomorfńı grupy, pokud definujeme zobrazeńı R →
R+ vztahem f(x) = ex. Snadno se vid́ı, že zobrazeńı f je injekce, protože nenabývá dvou
stejných hodnot pro dvě r̊uzná x1, x2 ∈ R. Dále je f surjekce R na R+ – pro každé y ∈ R+

existuje x ∈ R tak, že ex = y. Celkem tedy f je bijekce. Dále podmı́nka zachováńı výsledk̊u
operace nyńı má vzhledem k zadaným operaćım tvar

f(a+ b) = f(a) · f(b).

Tato podmı́nka také plat́ı, protože

ea+b = ea · eb.

Celkem f je grupovým izomorfismem.?

Při hledáńı odpovědi na otázku, zda jsou dvě r̊uzné grupy izomorfńı, muśıme tedy
proj́ıt tři kroky: a) definovat zobrazeńı f : G1 → G2; b) dokázat o tomto zobrazeńı, že je
injektivńı a surjektivńı, a tedy bijekce; c) dokázat, že plat́ı vlastnost zachováńı výsledk̊u
operace.

Pokud jsou dvě grupy izomorfńı, tak chováńı operace na té druhé je přesnou kopíı
chováńı operace na prvńı grupě. Tedy pokud prvńı grupa (G1,5) má vlastnost, kterou
grupa (G2, ∗) nemá, nemohou být tyto grupy izomorfńı. Např́ıklad

• G1 je komutativńı, ale G2 ne.

• G1 má nějaký prvek, který je inverźı sebe sama, ale G2 takový prvek nemá.

16Diagram komutuje = nezálež́ı na pořad́ı: operace následovaná zobrazeńım dává tentýž výsledek jako
zobrazeńı následované operaćı, pokud vždy mluv́ıme o binárńı operaci na té množině, ve které se dané
dva prvky vyskytuj́ı.
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• G1 je generována dvěma svými prvky, ale G2 neńı generována žádnou dvojićı svých
prvk̊u.

• Atd., možná v́ıce viz cvičeńı.

Před v́ıce než 100 lety dokázal Arhur Cayley větu, kterou se nyńı budeme zabývat:
Každá grupa (libovolná, konečná i nekonečná, komutativńı i nekomutativńı) je izomorfńı
nějaké podgrupě grupy permutaćı (ty byly představeny v minulé kapitole). Tento výsledek
je revolučńım ve studiu grup, protože vlastně tvrd́ı, že žádné jiné grupy (až na přeznačeńı
prvk̊u) než grupy permutaćı vlastně neexistuj́ı!!! A o to v́ıce je tento výsledek revolučńı
ve studiu operaćı – tvrd́ı totiž, že na grupách neexistuje žádná jiná operace než operace
skládáńı permutaćı!!!! Jinými slovy, pomoćı operace SKLÁDÁNÍ PERMUTACÍ lze
reprezentovat jakékoli daľśı operace na grupách, tj. sč́ıtáńı, násobeńı, atd.

Věta 8 (Cayley). Každá grupa (G,5) je izomorfńı nějaké grupě permutaćı.

Důkaz: dokážeme ve třech kroćıch:

1. Ke každému prvku a ∈ G vytvoř́ıme permutaci πa : G→ G (a dokážeme, že se jedná
o permutaci G, tedy o bijekci).

2. O množině těchto permutaćı

G∗ := {πa; a ∈ G}

dokážeme, že je podgrupa grupy SG všech permutaćı množiny G (= grupy všech
bijekćı G→ G).

3. Definujeme zobrazeńı f : G → G∗ a dokážeme o něm, že je izomorfismus mezi
grupami.

Tak pojd’me na to!!

Důkaz podrobněji:

1. Ke každému prvku a ∈ G vytvoř́ıme permutaci πa : G → G (a dokážeme,
že se jedná o permutaci G, tedy o bijekci).

Definujme pro libovolný prvek a ∈ G zobrazeńı πa definované vztahem

∀x ∈ G : πa(x) := a5 x

(zobrazeńı πa zobraźı každé x ∈ G na prvek a5 x ∈ G). Dokažme o πa, že se jedná
o bijekci:

• πa je injekce G → G: Předpokládejme, že πa(x1) = πa(x2) – to by znamenalo
podle definice zobrazeńı πa, že

a5 x1 = a5 x2,

a protože v grupě plat́ı vlastnost (7), můžeme vykrátit po vynásobeńı rovnosti
prvkem a−1 zleva a dostaneme x1 = x2 ... tedy rovnost hodnot zobrazeńı πa
může nastat jen pro tentýž prvek x1 = x2, a tedy f je injekce.
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• πa je surjekce G na G: Pro libovolný prvek y ∈ G muśıme naj́ıt jeho vzor
vzhledem k zobrazeńı πa – jakmile najdeme aspoň jeden vzor, budeme vědět,
že jedná se o surjekci, protože všechny prvky y ∈ G by pak byly pokryty
nějakými vzory vzhledem k zobrazeńı f . Odpověd’: hledaný vzor z G je prvek
a−15 y, pak totiž

πa(a
−15 y) = a5 a−15 y = y.

• Celkem πa je bijekce.

2. O množině těchto permutaćı

G∗ := {πa; a ∈ G}

dokážeme, že je podgrupa grupy SG všech permutaćı množiny G (= grupy
všech bijekćı G→ G).

G∗ je podmnožinou grupy SG všech permutaćı na G → G. Dokážeme o G∗, že je
podgrupa:

• G∗ je neprázdná, nejmenš́ı možná grupa G je totiž minimálně jednoprvková
(obsahuje neutrálńı prvek e), a tedy minimálně πe(x) := e 5 x je identická
permutace, která nálež́ı do G∗.

• (G∗, ◦) splňuje vlastnost (1), tedy pro dvě r̊uzné permutace πa, πb muśıme naj́ıt
prvek c ∈ G, že πc = pia ◦ πb. Skutečně to plat́ı – pokud vezmeme c := a5 b,
potom

πa5b = πa ◦ πb.

Podrobněji rozepsáno,

∀x ∈ G : πa5b(x) = (a5b)5x = a5(b5x) = a5πb(x) = πa(πb(x)) = (πa◦πb)(x).

Tedy složeńım dvou prvk̊u πa a πb z G∗ je zase prvek z G∗, tj. množina G∗ je
uzavřená vzhledem k operaci ◦.
• (G∗, ◦) splňuje vlastnost (4): Stač́ı dokázat, že ke každému πa ∈ G∗ existuje

inverzńı permutace vzhledem ke skládáńı permutaćı: A to opravdu existuje,
je to totiž permutace πa−1 odpov́ıdaj́ıćı prvku a−1 ∈ G – pak plat́ı (podle
vlastnosti (1) je složeńım permutaćı permutace odpov́ıdaj́ıćı

”
násobku“ obou

d́ılč́ıch prvk̊u)
πa ◦ πa−1 = πa5a−1 = πe.

• Tedy celkem G∗ je neprázdná a splňuje vlastnosti (1) a (4) – podle věty 6 je
G∗ podgrupa grupy SG, a tedy hlavně sama (G∗, ◦) je grupou.

3. Definujeme zobrazeńı f : G → G∗ a dokážeme o něm, že je izomorfismus
mezi grupami.

• Jako zobrazeńı f se nab́ıźı přǐrazeńı, o kterém už dlouho mluv́ıme: prvku a ∈ G
přǐrad́ıme j́ım definovanou permutaci πa ∈ G∗, neboli

f(a) = πa.
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• f je injekce: Pokud f(a) = f(b), znamená to, že πa = πb, tedy

∀x ∈ G : πa(x) = πb(x);

a tak i speciálně pro jednotku e ∈ G plat́ı πa(e) = πb(e), což znamená

a5 e = b5 e,

to ale znamená, že a = b. Rovnost obraz̊u si vynucuje rovnost vzor̊u, tedy f je
injekce.

• f je surjekce: Tato vlastnost je zaručena už t́ım, jak je množina G∗ vytvořena:
jsou do ńı vyb́ırány jen ty permutace πa, které odpov́ıdaj́ı prvku a ∈ G, tj.
každá permutace πa má sv̊uj vzor a ∈ G vzhledem k zobrazeńı f .

• f zachovává výsledky operace: chceme dokázat podmı́nku

∀a, b ∈ G : f(a5 b) = f(a) ◦ f(b),

a tu snadno dokážeme rozepsáńım podle definice zobrazeńı f a vlastnosti (1)
pro skládáńı permutaćı:

f(a5 b) = πa5b
(1)
= πa ◦ πb = f(a) ◦ f(b).

• Celkem f je izomorfismus grupy (G,5) na grupu (G∗, ◦).



40 5 IZOMORFISMUS, CALYEHO VĚTA

5.3 Cvičeńı

Kniha [8] opět poskytuje řadu cvičeńı, doporučuji provést aspoň některá cvičeńı ze str.
97-102:

Cvičeńı 6.1. (sady C,D): Jsou dané grupy izomorfńı?

Např́ıklad C.3: Zjistěte, zda je grupa 2{a,b,c} ze cvičeńı 1.5 izomorfńı s grupou (V, ·),
kde V = {1,−1, i,−i} a · je operace násobeńı komplexńıch č́ısel. Své zjǐstěńı zd̊uvodněte.

Např́ıklad D.1: Prozkoumejte grupy a) (H4,+); b) (H2 × H2,+) (sč́ıtáńı definováno
po složkách po složkách); c) grupu komplexńıch jednotek (V, ·), kde V = {1,−1, i,−i} a ·
je operace násobeńı komplexńıch č́ısel. Které dvě z nich jsou izomorfńı, a proč ta třet́ı s
nimi neńı izomorfńı?

Např́ıklad D.2: Viz cvičeńı za kapitolou 7, kde budou zhruba probrány grupy zbyt-
kových tř́ıd.

Cvičeńı 6.2. (sada G): Izomorfńı grupy na množině reálných č́ısel.

Cvičeńı 6.3. (sada J): Regulárńı reprezentace grupy – rychlá konstrukce podgrupy
grupy Sn, která je s grupou G izomorfńı!!

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.6.
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6 Řád prvku, cyklické grupy

6.1 Přednáška

V kapitole ?? jsme už mluvili o n-té mocnině prvku. Jednoduše v každé grupě plat́ı i
zákonitosti, na které jsme zvykĺı např. z operace násobeńı na množině všech zlomk̊u:

• am5 an = am+n,

• (am)n = am·n,

• a−n = (a−1)n.

Při našem hloubavém přemýšleńı o vlastnostech obecných grup se ukazuje d̊uležitým
jeden pojem, který je s otázkou mocniny přirozeně spjatý – pojem řádu prvku. Uvid́ıme,
že tento pojem je d̊uležitý zejména pro konečné grupy, a v nekonečných grupách hraje
svou specifickou roli, která souviśı s nekonečnými množinami.

Definice 7.1. Řád prvku a grupy (G,5) je roven nejmenš́ımu přirozenému č́ıslu n,
pro které an = e (n-tá mocnina prvku a ∈ G je rovna neutrálńımu prvku e ∈ G. Pokud
takové přirozené č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme, že řád prvku a je nekonečný.

Př́ıklad 7.1. Co se týká řádu jednotlivých prvk̊u grupy (S3, ◦), plat́ı (viz tabulka ope-
race př́ıkladu 5.2):

• e1 = e, tj. e je prvek řádu 1;

• u2 = v2 = w2 = e, tj. prvky u, v, w jsou řádu 2;

• s3 = t3 = e, tj. prvky s, t jsou řádu 3.

Z řád̊u jednotlivých prvk̊u také vid́ıme, že existuje k = 6 (nejmenš́ı společný násobek řád̊u
jednotlivých prvk̊u) tak, že libovolný z prvk̊u umocněný na šestou se rovná jednotce e:

e6 = e, u6 = (u2)3 = e3 = e, v6 = e, w6 = e, s6 = (s3)2 = e2 = e, t6 = e.

To je tedy zaj́ımavá vlastnost, ke které jsme dospěli – v konečné grupě vždy po
několikerém umocněńı každého prvku dostaneme prvek jednotkový.

Př́ıklad 7.2. V grupě (Z,+) je řád všech prvk̊u nekonečný, kromě prvku 0, jehož řád
(jako řád každého neutrálńıho prvku) je roven jedné.

Při krátkém zkoumáńı pojmu řádu prvku (at’ už je konečný, nebo nekonečný), mate-
matici dospěli k následuj́ıćım dvěma větám, které vrhaj́ı světlo na celou situaci:

Věta 9. Pro prvek a řádu n v grupě (G,5) plat́ı: v této grupě existuje právě nr̊uzných
hodnot a0 = e = an (e je neutrálńı prvek grupy), a1, a2, . . ., an−1.

Důkaz: Dokážeme ve dvou část́ıch: a) každá mocnina am prvku a řádu n je rovna
některé z mocnin a0, a1, . . . , an−1; b) prvky a0, a1, . . . , an−1 jsou navzájem r̊uzné.
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Důkaz části a): Uvažujme libovolnou mocninu am prvku a ∈ G, který je řádu n. Pak
podle věty 12 z předmětu Základy matematiky (věta o děleńı se zbytkem, která plat́ı pro
celá č́ısla – my ji nyńı použijeme pouze pro č́ısla přirozená) vyděĺıme m : n a dostaneme,
že existuj́ı přirozená č́ısla q, r tak, že

m = n · q + r, 0 ≤ r < n.

Pak lze upravit am na tvar

am = an·q+r = (an)q 5 ar = eq 5 ar = ar,

a protože r je přirozené č́ıslo, pro které 0 ≤ r < n, muśı být r rovno jednomu z č́ısel 0, 1,
. . . , n− 1.

Důkaz části b): Zbývá dokázat, že prvky a0, a1, . . . , an−1 jsou navzájem r̊uzné. Pokud
se některé z těchto dvou prvk̊u rovnaj́ı, plat́ı ar = as, kde r i s jsou dvě r̊uzná č́ısla z
množiny {0, 1, 2, . . . , n− 1}, tj. r 6= s. BUNO17 např́ıklad s < r, tj. plat́ı 0 ≤ s < r < n, a
tedy 0 < r − s < n. A protože ar = as (to je náš předpoklad (p)), lze psát

ar−s = ar 5 (as)−1
(p)
= as5 (as)−1 = e.

To je ovšem spor s definićı řádu n jako nejmenš́ıho přirozeného č́ısla takového, že an = e,
protože r − s < n. Náš předpoklad ar = as byl nesprávný, je tedy dokázán opak, že se
jedná o n navzájem r̊uzných hodnot. 2

Pokud se nad větou 9 zamysĺıme, plyne z ńı, že poté, co dosáhneme umocňováńım
prvku a konečného řádu n prvku an = e, daľśı mocniny už nevytvář́ı nové prvky, ale
zač́ınaj́ı opakovat předchoźı prvky: an+1 = a, an+2 = a2, . . . , a2n−1 = an−1, a pak zač́ıná
druhé kolo opakováńı a2n = e, a2n+1 = a, atd.

Věta 10. Pro prvek a nekonečného řádu v grupě (G,5) plat́ı: v této grupě neexistuj́ı
dvě mocniny tohoto prvku, které se rovnaj́ı, tj. pro dvě r̊uzná celá č́ısla r, s plat́ı ar 6= as.

Důkaz: je prostý, použijeme tutéž úvahu jako v d̊ukazu 9b): Pokud by platilo ar = as,
úpravou ar 5 (as)−1 dostaneme

ar−s = ar 5 (as)−1 = as5 (as)−1 = e,

a to je spor s tvrzeńım, že řád prvku a je nekonečný, protože by existovala konečná
mocnina prvku a rovná neutrálńımu prvku. Tj. předpoklad ar = as je nesprávný a d̊ukaz
sporem je hotov.2

To tedy znamená, že prvek nekonečného řádu
”
svým umocňováńım“18 vede na

nekonečně mnoho navzájem r̊uzných prvk̊u grupy.

A dodejme ještě větu 11, která upřesňuje situaci kolem konečného řádu prvku grupy:

17BUNO = Bez újmy na obecnosti.
18Umocňováńı = opakované použit́ı operace 5 na týž prvek.
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Věta 11. Pokud řád prvku a v grupě je n ( označeńı 04 : označme ord(a) = n), pak
plat́ı pro celoč́ıselné t:

at = e⇔ (n|t, tj. t = n5 q, pro nějaké q ∈ Z).

(mocnina prvku konečného řádu je rovna neutrálńımu prvku tehdy a jen tehdy19, když
mocnitel t je násobek řádu n daného prvku).

Důkaz: Dokážeme obě implikace: Ad
”
⇒“: Důkaz je podobný jako d̊ukaz 9a): Pokud

at = e, pak podle věty o děleńı se zbytkem pro celá č́ısla plat́ı t = n · q+ r, kde 0 ≤ r < n.
Pak dosazeńım do naš́ı rovnosti dostaneme

e = at = an·q+r = (an)q 5 ar = e5 ar.

Ale protože n jako řád prvku a je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že an = e, Nemůže být
r > 0, ale muśı r = 0.

Důkaz opačné implikace
”
⇐“: je zřejmý ... pokud t = n · q, pak

at = an·q = (an)q = eq = e.

Cyklické grupy

Pojem cyklické grupy a jej́ıho generátoru (jediného prvku) už byl vysvětlen v kapi-
tolách ?? a 3. Nyńı se pod́ıvejme na cyklické grupy ještě jednou poté, co známe pojmy
izomorfismus grup a řád prvku grupy:

Je jasné, že pokud < a > je cyklická grupa generovaná svým prvkem, který je řádu n,
plat́ı

< a >= {e, a, a2, . . . , an−1}.
Existuje tedy izomorfismus grupy (Hn,+) pootočeńı hodinové ručičky s ope-

raćı skládáńı pootočeńı na grupu (< a >,5) definovaný vztahem f(k) = ak pro
k = 0, 1, . . . , n − 1. Hned vid́ıme, že podmı́nka zachováńı výsledk̊u operace je skutečně
splněna:

f(k + l) = ak+l = ak 5 al = f(k)5 f(l).

Touto kratinkou úvahou jsme vlastně dokázali větu 12:

Věta 12. Každá konečná cyklická grupa řádu n (= grupa generovaná jediným prvkem
řádu n) je izomorfńı grupě (Hn,+). Speciálně, každé dvě konečné cyklické grupy řádu n20

jsou navzájem izomorfńı.

A podobně pro cyklickou grupu generovanou prvkem nekonečného řádu: lze psát

< a >= {. . . , a−2, a−1, e, a, a2, a3, . . .},

a tedy můžeme definovat izomorfismus grupy (Z,+) na grupu (< a >,5) definovaný
vztahem f(k) = ak pro jakékoli celé č́ıslo k, který opět splňuje podmı́nku zachováńı

19Poznámka pro čtenáře v angličtině: anglické matematické vyjadřováńı vyjadřuje někdy logickou spojku
⇔ výrazem iff, což je zkráceně přesněǰśıho nematematického if and only if = tehdy a jen tehdy, když.

20Připomı́nka bizarńı definice řádu grupy: řád grupy = počet prvk̊u grupy.
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výsledk̊u operace. Dostáváme tak větu

Věta 13. Každá nekonečná cyklická grupa (= grupa generovaná jediným prvkem
nekonečného řádu) je izomorfńı grupě (Z,+). Speciálně, každé dvě nekonečné cyklické
grupy jsou navzájem izomorfńı.

Tedy věty 12 a 13 nám dávaj́ı nahlédnout do situace cyklických grup: všechny cyklické
grupy jsou v́ıceméně určeny grupami celých č́ısel – at’ už nekonečné grupy jsou určeny
a popsány grupou (Z,+), tak konečné cyklické grupy jsou určeny a popsány (až na
přeznačeńı prvk̊u) grupou (Zn,+) (což je grupa zbytkových tř́ıd modulo n, která je
izomorfńı grupě pootočeńı hodinové ručičky (Hn,+))). Mohli bychom pracovat stále
s grupou pootočeńı hodinové ručičky, ale protože studenti už grupy zbytkových tř́ıd
absolvovali na cvičeńı, lze pracovat př́ımo s nimi. Následuje odd́ılek opakuj́ıćı znalosti ze
cvičeńı o grupách zbytkových tř́ıd.

Grupy zbytkových tř́ıd

Kĺıčovou strukturu představuje následuj́ıćı definice 7.2. : množina zbytkových tř́ıd modulo n
... poṕı̌seme celou konstrukci této množiny např́ıklad pro n = 6: Rozděĺıme všechna celá
č́ısla do šesti podmnožin podle toho, jak daleko je dané č́ıslo na č́ıselné ose vpravo od
nejbližš́ıho násobku č́ısla 6 (viz obrázek 8). Pak v každé tř́ıdě jsou právě ta celá č́ısla,
která jsou mezi sebou kongruentńı modulo 6, tj.

a ≡ b, když 6|(a− b).

O relaci kongruence lze dokázat, že je to ekvivalence (tj. relace reflexivńı, symetrická,
tranzitivńı).

• Tř́ıda [1] obsahuje č́ısla 1, 7, 13, atd. ale také záporná č́ısla −5, −11, −17, atd.,
protože nejbliž́ı násobek č́ısla 6 je od nich vzdálený o jednu jednotku vlevo.

• Tř́ıda [2] obsahuje č́ısla 2, 8, 14, atd. ale také záporná č́ısla −4, −10, −16, atd. a
jsou to právě ta č́ısla, od nichž je vzdálen násobek šesti o dvě jednotky vlevo.

• Tř́ıda [3] obsahuje č́ısla 3, 9, 15, atd. ale také záporná č́ısla −3, −9, −15, atd.

• Tř́ıda [4] obsahuje č́ısla 4, 10, 16, atd. ale také záporná č́ısla −2, −8, −14, atd.

• Tř́ıda [5] obsahuje č́ısla 5, 11, 17, atd. ale také záporná č́ısla −1, −7, −13, atd.

• A konečně tř́ıda [0] obsahuje všechna celá č́ısla dělitelná šesti, tj. 0, 6, 12, atd. ale
také záporná č́ısla −6, −12, −18, atd.

V každé tř́ıdě takto vytvořené jsou právě ta celá č́ısla, která jsou mezi sebou kongruentńı
modulo 6. Každá z daných těchto šesti podmnožin je nekonečná, odtud tedy honosný
název

”
tř́ıda“.

Nyńı se budeme dále d́ıvat na tyto tř́ıdy jako na prvky množiny Z6 (tj. množina Z6 je
konečná a má jen šest prvk̊u!!!) a definujeme na této množině operace ⊕, � následovně:

[a]⊕ [b] := [a+ b];
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Obrázek 8: Rozděleńı celých č́ısel do šesti podmnožin.

tj. součet tř́ıd je tř́ıda, která obsahuje celé č́ıslo a+ b,

[a]� [b] := [a · b];

tj. součin tř́ıd je tř́ıda obsahuj́ıćı celé č́ıslo a · b. Lze ukázat, že tyto dvě operace nezáviśı
na výběru celých č́ısel a, b z daných nekonečných množin. Pro takto definovanou
šestiprvkovou množinu a operace na ńı nyńı plat́ı, že (Z6,⊕) je grupa (zbytkových tř́ıd
modulo 6), (Z6∗,�) = (Z6 − {[0]},�) je monoid (zbytkových tř́ıd modulo 6).

Př́ıklad 7.3. a) Pomoćı tabulky operace ⊕ dokažte, že (Z6,⊕) je grupa:
b) Pomoćı tabulky operace � dokažte, že(Z6,�) je monoid:

• označeńı 05 : Zn ... množina zbytkových tř́ıd modulo n;

• označeńı 06 : Z∗n ... množina zbytkových tř́ıd modulo n mimo prvek [0], tj.

Z∗n := Zn − {[0]}.

Toto označeńı použ́ıváme i pro klasické množiny Q∗ (racionálńı č́ısla mimo nuly), R∗

(reálná č́ısla mimo nuly), protože se nám hod́ı, že (Q∗, ·), (R∗, ·) jsou grupy (nulu z
těchto množin muśıme vyloučit, protože pro ni neexistuje inverzńı prvek vzhledem
k operaci násobeńı).
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Tabulka 3: Tabulka operace ⊕ na množině Z6.

⊕ [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0]

[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1]

[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]

[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3]

[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

Tabulka 4: Tabulka operace � na množině Z6.

� [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[2] [0] [2] [4] [0] [2] [4]

[3] [0] [3] [0] [3] [0] [3]

[4] [0] [4] [2] [0] [4] [2]

[5] [0] [5] [4] [3] [2] [1]

Zbytkové tř́ıdy lze sestavit nejen pro n = 6, ale pro jakékoli přirozené n > 1.
Následuj́ıćı dvě věty studenti nemuśı umět dokázat (ale je dobré si zapamatovat, co
ř́ıkaj́ı):

Věta 14. Ve struktuře (Z∗n,�) existuje k prvku [k] inverzńı prvek vzhledem k násobeńı
� právě tehdy, když k, n jsou nesoudělná.

Např́ıklad v (Z6,�) neexistuj́ı k prvk̊um [2], [3], [4] inverzńı prvky, protože č́ısla 2, 3,
4 jsou soudělná s č́ıslem 6.

Věta 15. Důsledek předchoźı věty: Pokud n je prvoč́ıslo, tak k, n jsou nesoudělná
č́ısla pro k = 1, 2, . . . , (n − 1), tj. ke všem prvk̊um (kromě [0], kterou jsme vyloučili)
existuj́ı inverzńı prvky vzhledem k násobeńı �, a tedy (Z∗n,�) je grupa.

Např́ıklad (Z∗7 ,�) je grupa. Čtenář by se o tom mohl snadno přesvědčit z tabulky
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operace � na množině Z∗7 :

� [1] [2] [3] [4] [5] [6]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [6]
[2] [2] [4] [6] [1] [3] [5]
[3] [3] [6] [2] [5] [1] [4]
[4] [4] [1] [5] [2] [6] [3]
[5] [5] [3] [1] [6] [4] [2]
[6] [6] [5] [4] [3] [2] [1]
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6.2 Cvičeńı

Cvičeńı 7.1. Cvičeńı k pojmu řád prvku: Ad [8], str. 107-110:

• Cvičeńı B (str. 108): Př́ıklady řádu prvk̊u.

Např́ıklad N.4: Na grupě permutaćı (S7, ◦) jsou zadány prvky (formou součinu cykl̊u,
který vypočtěte) α = (1, 2, 3, 4) ◦ (2, 4, 5), β = (1, 6, 7) ◦ (2, 5, 7). Vypočtěte prvek
(α3 ◦ β4)5 a určete jeho řád.

• Cvičeńı F: řád mocnin prvku.

• Cvičeńı G: vztah mezi ord(a) a ord(ak).

Cvičeńı 7.2. Cvičeńı k pojmu cyklická grupa:

• Na přednášce už nezbyl čas na d̊ukaz věty: každá podgrupa cyklické grupy je cyklická,
tj. lze ji generovat jediným prvkem – kterým?? (viz [8], str. 114-115).

• Cvičeńı A (str. 115): př́ıklady cyklických grup.

• Cvičeńı B: elementárńı vlastnosti cyklických grup.

• Cvičeńı C: generátory cyklické grupy.

• Cvičeńı E: kartézský součin cyklických grup.

Cvičeńı 7.3 Cvičeńı k pojmu grupy zbytkových tř́ıd:

Např́ıklad D.2 z knihy [8], str. 98: Všechny následuj́ıćı čtyři grupy jsou šestiprvkové.
Vytvořte jejich rozklad do tř́ıd tak, že v jedné tř́ıdě jsou grupy navzájem izomorfńı. Najděte
daný izomorfismus, popř́ıpadě vysvětlete, proč grupy v r̊uzných tř́ıdách izomorfńı nejsou.

Grupa (S3, ◦):

e =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 2 3

 , s =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 , t =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 1 2

 ,

u =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2

 , v =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 , w =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 1 3

 .
◦ e s t u v w
e e s t u v w
s s t e w u v
t t e s v w u
u u v w e s t
v v w u t e s
w w u v s t e
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Grupa (Z∗7 ,�) (je vyloučena tř́ıda [0], ke které neexistuje inverze vzhledem k násobeńı):

� [1] [2] [3] [4] [5] [6]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [6]
[2] [2] [4] [6] [1] [3] [5]
[3] [3] [6] [2] [5] [1] [4]
[4] [4] [1] [5] [2] [6] [3]
[5] [5] [3] [1] [6] [4] [2]
[6] [6] [5] [4] [3] [2] [1]

(Z6,⊕) je grupa:

⊕ [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5]

[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0]

[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1]

[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]

[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3]

[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

Grupa (H3 ×H2,+):

+ [0; 0] [0; 1] [1; 0] [1; 1] [2; 0] [2; 1]
[0; 0] [0; 0] [0; 1] [1; 0] [1; 1] [2; 0] [2; 1]
[0; 1] [0; 1] [0; 0] [1; 1] [1; 0] [2; 1] [2; 0]
[1; 0] [1; 0] [1; 1] [2; 0] [2; 1] [0; 0] [0; 1]
[1; 1] [1; 1] [1; 0] [2; 1] [2; 0] [0; 1] [0; 0]
[2; 0] [2; 0] [2; 1] [0; 0] [0; 1] [1; 0] [1; 1]
[2; 1] [2; 1] [2; 0] [0; 1] [0; 0] [1; 1] [1; 0]

.

Např́ıklad N.1: Jsou grupy (Z9,+) a (Z3×Z3) izomorfńı? Pokud ano, daný izomorfismus
najděte. Pokud ne, vysvětlete, proč izomorfńı být nemohou.

⊕ [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8]
[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [0]
[2] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [0] [1]
[3] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [0] [1] [2]
[4] [4] [5] [6] [7] [8] [0] [1] [2] [3]
[5] [5] [6] [7] [8] [0] [1] [2] [3] [4]
[6] [6] [7] [8] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[7] [7] [8] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6]
[8] [8] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]
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+ [0; 0] [0; 1] [0; 2] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [2; 0] [2; 1] [2; 2]
[0; 0] [0; 0] [0; 1] [0; 2] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [2; 0] [2; 1] [2; 2]
[0; 1] [0; 1] [0; 2] [0; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 0] [2; 1] [2; 2] [2; 0]
[0; 2] [0; 2] [0; 0] [0; 1] [1; 2] [1; 0] [1; 1] [2; 2] [2; 0] [2; 1]
[1; 0] [1; 0] [1; 1] [1; 2] [2; 0] [2; 1] [2; 2] [0; 0] [0; 1] [0; 2]
[1; 1] [1; 1] [1; 2] [1; 0] [2; 1] [2; 2] [2; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 0]
[1; 2] [1; 2] [1; 0] [1; 1] [2; 2] [2; 0] [2; 1] [0; 2] [0; 0] [0; 1]
[2; 0] [2; 0] [2; 1] [2; 2] [0; 0] [0; 1] [0; 2] [1; 0] [1; 1] [1; 2]
[2; 1] [2; 1] [2; 2] [2; 0] [0; 1] [0; 2] [0; 0] [1; 1] [1; 2] [1; 0]
[2; 2] [2; 2] [2; 0] [2; 1] [0; 2] [0; 0] [0; 1] [1; 2] [1; 0] [1; 1]

.

Např́ıklad N.2: Najděte minimálńı (vzhledem k počtu prvk̊u) množinu generátor̊u grupy
(Z2 × Z2 × Z2,⊕):

⊕ [0; 0; 0] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [1; 1; 1]

[0; 0; 0] [0; 0; 0] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [1; 1; 1]

[0; 0; 1] [0; 0; 1] [0; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [1; 1; 1] [1; 1; 0]

[0; 1; 0] [0; 1; 0] [0; 1; 1] [0; 0; 0] [1; 1; 0] [0; 0; 1] [1; 1; 1] [1; 0; 0] [1; 0; 1]

[1; 0; 0] [1; 0; 0] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [0; 0; 0] [1; 1; 1] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [0; 1; 1]

[0; 1; 1] [0; 1; 1] [0; 1; 0] [0; 0; 1] [1; 1; 1] [0; 0; 0] [1; 1; 0] [1; 0; 1] [1; 0; 0]

[1; 0; 1] [1; 0; 1] [1; 0; 0] [1; 1; 1] [0; 0; 1] [1; 1; 0] [0; 0; 0] [0; 1; 1] [0; 1; 0]

[1; 1; 0] [1; 1; 0] [1; 1; 1] [1; 0; 0] [0; 1; 0] [1; 0; 1] [0; 1; 1] [0; 0; 0] [0; 0; 1]

[1; 1; 1] [1; 1; 1] [1; 1; 0] [1; 0; 1] [0; 1; 1] [1; 0; 0] [0; 1; 0] [0; 0; 1] [0; 0; 0]

Např́ıklad D.3: Všechny následuj́ıćı tři grupy jsou osmiprvkové. Zjistěte, zda některé z
těchto grup jsou izomorfńı, popř́ıpadě vysvětlete, proč izomorfńı nejsou: Grupa (Z8,⊕):

⊕ [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]
[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [0]
[2] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [0] [1]
[3] [3] [4] [5] [6] [7] [0] [1] [2]
[4] [4] [5] [6] [7] [0] [1] [2] [3]
[5] [5] [6] [7] [0] [1] [2] [3] [4]
[6] [6] [7] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[7] [7] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6]
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Grupa (Z2 × Z2 × Z2,⊕):

+ [0; 0; 0] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [1; 1; 1]
[0; 0; 0] [0; 0; 0] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [1; 1; 1]
[0; 0; 1] [0; 0; 1] [0; 0; 0] [0; 1; 1] [1; 0; 1] [0; 1; 0] [1; 0; 0] [1; 1; 1] [1; 1; 0]
[0; 1; 0] [0; 1; 0] [0; 1; 1] [0; 0; 0] [1; 1; 0] [0; 0; 1] [1; 1; 1] [1; 0; 0] [1; 0; 1]
[1; 0; 0] [1; 0; 0] [1; 0; 1] [1; 1; 0] [0; 0; 0] [1; 1; 1] [0; 0; 1] [0; 1; 0] [0; 1; 1]
[0; 1; 1] [0; 1; 1] [0; 1; 0] [0; 0; 1] [1; 1; 1] [0; 0; 0] [1; 1; 0] [1; 0; 1] [1; 0; 0]
[1; 0; 1] [1; 0; 1] [1; 0; 0] [1; 1; 1] [0; 0; 1] [1; 1; 0] [0; 0; 0] [0; 1; 1] [0; 1; 0]
[1; 1; 0] [1; 1; 0] [1; 1; 1] [1; 0; 0] [0; 1; 0] [1; 0; 1] [0; 1; 1] [0; 0; 0] [0; 0; 1]
[1; 1; 1] [1; 1; 1] [1; 1; 0] [1; 0; 1] [0; 1; 1] [1; 0; 0] [0; 1; 0] [0; 0; 1] [0; 0; 0]

.

Grupa (D4, ◦): (R0, R1, R2, R3 jsou rotace čtverce o násobek pravého úhlu; S4, S5

osové souměrnosti vzhledem k úhlopř́ıčkám čtverce; S6, S7 osové souměrnosti vzhledem ke
spojnićım střed̊u protěǰśıch stran čtverce)

◦ R0 R1 R2 R3 S4 S5 S6 S7

R0 R0 R1 R2 R3 S4 S5 S6 S7

R1 R1 R2 R3 R0 S6 S7 S5 S4

R2 R2 R3 R0 R1 S5 S4 S7 S6

R3 R3 R0 R1 R2 S7 S6 S4 S5

S4 S4 S7 S5 S6 R0 R2 R3 R1

S5 S5 S6 S4 S7 R2 R0 R1 R3

S6 S6 S4 S7 S5 R1 R3 R0 R2

S7 S7 S5 S6 S4 R3 R1 R2 R0

Např́ıklad N.3: Definujte přesně izomorfismus (Z∗7 ,�) na (Z6,⊕), který zachovává
výsledky operace. Grupa (Z∗7 ,�) (je vyloučena tř́ıda [0], ke které neexistuje inverze vzhle-
dem k násobeńı):

� [1] [2] [3] [4] [5] [6]

[1] [1] [2] [3] [4] [5] [6]

[2] [2] [4] [6] [1] [3] [5]

[3] [3] [6] [2] [5] [1] [4]

[4] [4] [1] [5] [2] [6] [3]

[5] [5] [3] [1] [6] [4] [2]

[6] [6] [5] [4] [3] [2] [1]

Grupa (Z6,⊕):
⊕ [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0]
[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1]
[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]
[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3]
[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]
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Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.7.
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7 Lagrangeova věta

7.1 Warmup

Prověrka b – z týdn̊u 01 až 07.

7.2 Přednáška

V dnešńım odd́ılu budeme potřebovat znalosti o pojmu ekvivalence (relace reflexivńı, sy-
metrická a tranzitivńı) a pojmu rozklad určený ekvivalenćı (v jedné tř́ıdě rozkladu jsou
právě ty prvky množiny M , které jsou navzájem v relaci př́ıslušné ekvivalence) – viz
předmět Základy matematiky. Jen zde připomeňme, že rozklad množiny M na systém
podmnožin M1, M2, . . . , Mk je takový systém podmnožin, které jsou a) neprázdné, b) po
dvou disjunktńı (každé dvě r̊uzné množiny maj́ı prázdný pr̊unik) a c) jejich sjednoceńım
je celá množina M – někdy se takovému systému podmnožin ř́ıká též disjunktńı pokryt́ı,
tj. je to systém po dvou disjunktńıch podmnožin, který pokrývá celou množinu M v tom
smyslu, že

⋃
Mi = M .

Přidejme nyńı nav́ıc k předmětu Základy matematiky:

• Pro d̊ukaz jednoho zaj́ımavého tvrzeńı (věty 17) nám bude stačit si uvědomit, že
pokud dvě tř́ıdy rozkladu Mi, Mj maj́ı neprázdný pr̊unik, pak se muśı rovnat, čili
Mi = Mj a jedná se o tutéž tř́ıdu. Lze tedy rozklad množiny M na podmnožiny Mi

definovat i následovně:

– ∀i ∈ {1, 2, . . . , k} : Mi 6= ∅;
– a ∈Mi ∪Mj ⇒Mi = Mj;

– každý prvek a ∈M lež́ı v jedné tř́ıdě rozkladu.

• Označeńı 07: Znak ∼ bude značit relaci ekvivalence určenou daným rozkladem, tj.
a ∼ b právě tehdy, když a, b ∈Mi pro nějaké i.

• Označeńı 08: Označme dále [a] tu tř́ıdu rozkladu, která obsahuje prvek a, tedy
podmı́nku z označeńı 07 budeme psát ve tvaru

a ∼ b ⇔ [a] = [b].

Někdy se matematické výsledky dostavuj́ı zaj́ımavým a překvapuj́ıćım zp̊usobem. Při
studiu pojmu grupa, tj. pojmu binárńı operace 5, která na množině M splňuje čtyři
axiomy známé z operaćı sč́ıtáńı a násobeńı racionálńıch č́ısel, jsme se zat́ım dostali ke
Cayleyho větě, která je svým zp̊usobem šokuj́ıćı: každou operaci v grupě lze reprezentovat
operaćı skládáńı permutaćı na nějaké grupě permutaćı. K daľśımu zaj́ımavému, a snad i
nečekanému výsledku dojdeme nyńı, když budeme přemýšlet o pojmu tzv. tř́ıdy prvku
vzhledem k podgrupě.

Definice 8.1. ∀a z grupy (G,5) a jej́ı podgrupu (H,5) lze definovat:

levá tř́ıda prvku a ∈ G vzhledem k podgrupě H je množina

a5H := {a5 h ∈ G : h ∈ H}
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(množina výsledk̊u operace a5 h, kde prvek a ∈ G je pevné a prvek h prob́ıhá podgrupu
H);

podobně pravá tř́ıda prvku a ∈ G vzhledem k podgrupě H je množina

H 5 a := {h5 a ∈ G : h ∈ H}

(množina výsledk̊u operace h5 a, kde prvek a ∈ G je pevné a prvek h prob́ıhá podgrupu
H).

Pojmy levá a pravá tř́ıda prvku splývaj́ı jen tehdy, pokud 5 je komutativńı operace,
jinak ne. Dř́ıve, než p̊ujdeme dále, muśıme se pod́ıvat na nějaký př́ıklad tř́ıd prvku
vzhledem k podgrupě:

Př́ıklad 8.1. Pro grupu G = (H4,+) = (Z4,+) = ({0, 1, 2, 3, },+) a podgrupu H =
({0, 2}) dostáváme následuj́ıćı levé tř́ıdy prvk̊u podle podgrupy:

• levá tř́ıda prvku 0 vzhledem k H je 0 + H = {0, 2} = H = H + 0 (tedy levá tř́ıda
prvku 0 je rovná pravé tř́ıdě prvku 0);

• levá tř́ıda prvku 2 vzhledem k H je 2 + H = {0, 2} = H = H + 2 (tedy levá tř́ıda
prvku 2 je rovná pravé tř́ıdě prvku 2);

• levá tř́ıda prvku 1 vzhledem k H je 1 +H = {1, 3} = H + 1 (tedy levá tř́ıda prvku
1 je rovná pravé tř́ıdě prvku 1);

• levá tř́ıda prvku 3 vzhledem k H je 3 +H = {1, 3} = H + 3 (tedy levá tř́ıda prvku
3 je rovná pravé tř́ıdě prvku 3);

Př́ıklad 8.2. Pro grupu G = (S3, ◦) permutaćı z věty 7 a podgrupu H = ({e, s, t})
dostáváme následuj́ıćı levé tř́ıdy prvk̊u podle podgrupy (viz tabulka operace ◦ u věty 7):

• levá tř́ıda prvku e vzhledem k H je e ◦H = {e, s, t} = H = H ◦ e (tedy levá tř́ıda
prvku e je rovná pravé tř́ıdě prvku e vzhledem k operaci ◦);

• levá tř́ıda prvku s vzhledem k H je s ◦H = {e, s, t} = H = H ◦ s (tedy levá tř́ıda
prvku s je rovná pravé tř́ıdě prvku s);

• levá tř́ıda prvku t vzhledem k H je t ◦H = {e, s, t} = H ◦ t (tedy levá tř́ıda prvku t
je rovná pravé tř́ıdě prvku t);

• levá tř́ıda prvku u vzhledem k H je u◦H = {u, v, w} = H ◦u (tedy levá tř́ıda prvku
u je rovná pravé tř́ıdě prvku u);

• levá tř́ıda prvku v vzhledem k H je v ◦H = {u, v, w} = H ◦ v (tedy levá tř́ıda prvku
v je rovná pravé tř́ıdě prvku v);

• levá tř́ıda prvku w vzhledem k H je w ◦ H = {u, v, w} = H ◦ w (tedy levá tř́ıda
prvku w je rovná pravé tř́ıdě prvku w);
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Na př́ıkladu 8.2 je vidět, že např́ıklad množina u ◦ H nemuśı obsahovat žádný z
p̊uvodńıch prvk̊u podgrupy H, a taky nemuśı být podgrupa, protože neobsahuje neutrálńı
prvek e, i když H podgrupa grupy G je.

Zabývejme se dále pouze pravými tř́ıdami prvk̊u – všechny následuj́ıćı věty se budou
týkat pravých tř́ıd prvku vzhledem k podgrupě H, ikdyž bychom je mohli analogicky (či
duálně?) formulovat i pro levé tř́ıdy prvku. Věta 16 je pouze pomocnou větou, která bude
potřeba v d̊ukazu věty 17 (věty 16 až 18 jsou řečeny za předpokladu označeńı z definice
8.1, tj. (H,5) je podgrupa grupy (G,5)).

Věta 16. a ∈ H 5 b právě tehdy, když H 5 a = H 5 b.

Důkaz:
”
⇐“: tato část d̊ukazu je triviálńı: protože a = e 5 a ∈ H 5 a a také

b = e5 b ∈ H 5 b, z rovnosti množin plyne i a ∈ H 5 b.

”
⇒“: předpokládejme, že a ∈ H 5 b, a tedy existuje h ∈ H tak, že a = h 5 b. Za

tohoto předpokladu dokážeme množinovou rovnost z platnosti dvou inkluźı:

H 5 a ⊆ H 5 b: Pokud x ∈ H 5 a, tak x = h1 5 a pro nějaké h1 ∈ H. Z předpokladu
věty dosad’me za a a dostaneme

x = h15 a = h15 (h5 b) = (h15 h)5 b,

a protože součin v posledńı závorce je prvkem H, dostáváme celkem, že x ∈ H 5 b.

H 5 b ⊆ H 5 a: Pokud x ∈ H 5 b, tak x = h2 5 b pro nějaké h2 ∈ H. Z předpokladu
věty (a = h5 b) si vyjádřeme b, konkrétně (protože jsme v grupě G, všechny inverze
existuj́ı)

a = h5 b ⇒ h−15 a = b,

a po dosazeńı za b dostaneme

x = h25 b = h25 (h−15 a) = (h25 h−1)5 a,

a protože součin v posledńı závorce je prvkem množiny H, dostáváme celkem, že
x ∈ H 5 a.

Věta 16 netvrd́ı nic světoborného, v podstatě jen to, že pokud prvky a, b jsou spojeny
v operaci 5

”
přes podgrupu H“, tak jejich pravé tř́ıdy jsou totožné. Následuj́ıćı věta 17

je prvńım významným výsledkem této kapitoly.

Věta 17. Pravé21 tř́ıdy H5 a pro všechny možné prvky a grupy (G,5) tvoř́ı rozklad
množiny G.

Důkaz: Dokážeme ve dvou kroćıch: a) H5a, H5b jsou bud’ disjunktńı, nebo totožné;
b) každý prvek grupy G lež́ı v nějaké tř́ıdě takto vytvořeného rozkladu.

21Plat́ı i analogická věta: Všechny levé tř́ıdy a5H ...
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a) Pokud množiny H 5 a, H 5 b maj́ı prázdný společný pr̊unik, neděláme nic, protože
to je pozitivńı situace, kterou jsme si přáli; zbývá proj́ıt situaci, kdy pr̊unik obou
těchto množin je neprázdný a obsahuje nějaký prvek x:

x ∈ (H 5 a) ∩ (H 5 b)⇒ (x = h15 a) ∧ (x = h25 b)⇒ h15 a = h25 b;

vyjádřeme např́ıklad prvek a z rovnosti, ke které jsme dospěli (jsme v grupě, tedy
všechny inverze existuj́ı): a = h−11 5 h25 b. To tedy znamená, že

a = (h−11 5 h2)5 b ∈ H 5 b,

a to podle věty 16 (tady právě ji potřebujeme!!) znamená, že H 5 a = H 5 b.

b) Zbývá ukázat, že libovolný prvek c ∈ G lež́ı v některé z pravých tř́ıd vzhledem k
podgrupě H: to je už celkem snadné, protože c = e5 c (kde e je neutrálńı prvek), a
tedy c ∈ H 5 c. Našli jsme tř́ıdu rozkladu, ve které prvek c lež́ı.

Věta 18. Existuje bijekce mezi podgrupou (H,5) a každou pravou tř́ıdou H 5 a.

Důkaz: Bijekćı bude to nejpřirozeněǰśı zobrazeńı f : H → H 5 a, které bychom asi
vytvořili:

f(h) = h5 a.

Takto definované f je injekce:

f(h1) = f(h2)⇒ h15 a = h25 a⇒ h1 = h2

(a podmı́nka injekce o rovnosti vzor̊u při rovnosti obraz̊u je dokázána). Dále f je
surjekce: každý prvek množiny H 5 a je tvaru h5 a pro nějaké h ∈ H, a toto h je hle-
daným vzorem vzhledem k zobrazeńı f . Celkem f je tedy injekce i surjekce, a tedy bijekce.

Důsledek věty 18 pro konečné grupy G: Všechny pravé tř́ıdy H5a maj́ı tentýž počet
prvk̊u!!!!!

Čtenář si určitě ř́ıká, kdy už přijde ta slavná Lagrangeova věta z názvu této kapitoly
– už se bĺıž́ı, je to věta 19!!! Ale ty nejd̊uležitěǰśı věty, věta 17 a věta 18, už byly řečeny.
Věta 19 je pouze jejich d̊usledkem, tj. pan Lagrange je autorem souvislost́ı všech těchto
vět. Pod́ıvejme se ovšem předt́ım na př́ıklad ilustruj́ıćı celou situaci:

Př́ıklad 8.3. Uvažujme situaci na obrázku 9: všech pravých tř́ıd vzhledem k podgrupě
H konečné grupy G je pět – jedna z nich je H 5 e = H a daľśı čtyři jsou H 5 a, H 5 b,
H 5 c, H 5 d. Existuje bijekce (podle věty 18) mezi těmito čtyřmi množinami a grupou
H, tj. všech pět množin má stejný počet prvk̊u. Při konečném počtu prvk̊u grupy G by
platil vztah

|G| = 5 · |H|.

Věta 19 – Lagrangeova pro konečné grupy. Počet prvk̊u libovolné podgrupy H je

dělitelem počtu prvk̊u konečné grupy G22.

22Připomeneme-li si definici 3.1 řádu grupy, tak: řád podgrupy H je dělitelem řádu grupy G.
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Obrázek 9: Rozklad konečné grupy G na pět pravých tř́ıd vzhledem k podgrupě H. Všechny
tř́ıdy rozkladu maj́ı stejný počet prvk̊u.

Důkaz Lagrangeovy věty je daľśım d̊usledkem věty 18: pokud všechny pravé tř́ıdy maj́ı
stejný počet prvk̊u, tak počet všech prvk̊u je pouze nějakým násobkem počtu |H|.

Př́ıklad 8.4. Pokud G má 15 prvk̊u, tak kromě nevlastńıch podgrup (jednoprvkové
obsahuj́ıćı pouze neutrálńı prvek a celé grupy G) mohou mı́t jakékoli vlastńı podgrupy
jen tři prvky nebo pět prvk̊u (což jsou vlastńı dělitelé č́ısla 15).

Př́ıklad 8.5. Pokud |G| je prvoč́ıslo, tak grupa G má pouze nevlastńı podgrupy.

Věta 20. Pokud |G| = p je prvoč́ıslo, tak grupa (G,5) je cyklická grupa a jakékoli
a ∈ G r̊uzné od neutrálńıho prvku e je jej́ım generátorem.

Důkaz: Uvažujme a ∈ G, a dále plat́ı a 6= e (kde e je neutrálńı prvek). Řád prvku a
je roven m > 1 (protože řádu 1 je pouze neutrálńı prvek grupy). Pak < a > je cyklická
podgrupa, která má m prvk̊u (a současně z předchoźıho plat́ı m > 1), tj. celkem

m|p ∧ m > 1 ⇒ m = p

(z neexistence vlastńıch dělitel̊u č́ısla p tedy plyne, že řád libovolného prvku a r̊uzného
od e je roven p). 2

Věta 20 je daľśım d̊uležitým faktem sama o sobě: existuje jediná grupa (až na izo-
morfismus) daného prvoč́ıselného počtu prvk̊u. Např́ıklad (Z7,+) je jediná sedmiprvková
grupa, (Z11,+) je jediná jedináctiprvková grupa, apod. Źıskali jsme tedy úplnou informaci
o grupách o prvoč́ıselném počtu prvk̊u – jsou cyklické, až na izomorfismus jediné (co se
týká počtu prvk̊u) a lze je generovat libovolným jejich prvkem a r̊uzným od neutrálńıho
prvku.

Věta 21. Řád každého prvku a ∈ G je dělitelem řádu konečné grupy G.

Důkaz: pro prvek c ∈ G řádu m je < c > cyklickou podgrupou řádu m (libovolný
prvek generuje cyklickou podgrupu grupy G), a tedy m je některý z dělitel̊u č́ısla |G|, což
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je řád grupy G.

Definice 8.2. Protože přirozené č́ıslo, které udává řád podgrupy |H|, je dělitelem
řádu konečné grupy |G|, lze provést tuto operaci děleńı přirozeným č́ıslem a označit
index podgrupy H v grupě G jako

(G : H) =
|G|
|H|

= počet navzájem r̊uzných tř́ıd rozkladu {H 5 a; a ∈ G}.
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7.3 Cvičeńı

Cvičeńı 8.1. Cvičeńı k pojmu ekvivalence a rozklady – snad byl procvičeno dost v
předmětu Základy matematiky, v́ıce viz [8]. str. 123-125 ... ovšem v naš́ı situaci by bylo
zaj́ımavé cvičeńıčko D na str. 124 – relace ekvivalence na grupě.

Např́ıklad D.0: Uvažujme grupu G = (Z6,⊕) a jej́ı podgrupu H = 〈2〉. Definujme na
G relaci a ∼ b, když a+ b−1 ∈ H. Dokažte, že relace ∼ je ekvivalence.

Cvičeńı D.1: Pro grupu (G, ·) a jej́ı podgrupu H zkuste obecně dokázat, že relace
∼:= {[a, b] ∈ G×G : ab−1 ∈ H} je ekvivalence.

Cvičeńı D.2: Pro grupu (G, ·) a jej́ı podgrupu H zkuste obecně dokázat, že relace
∼:= {[a, b] ∈ G × G : a−1b ∈ H} je ekvivalence, popř́ıpadě najděte konkrétńı př́ıklad,
který tento fakt vyvraćı.

Cvičeńı D.3: Pro grupu (G, ·) a jej́ı podgrupu H zkuste obecně dokázat, že relace
∼:= {[a, b] ∈ G×G : ∃x ∈ G : a = xbx−1} je ekvivalence.

Cvičeńı 8.2. Cvičeńı na podgrupy, které využ́ıvá poznatku Lagrangeovy věty: Pro
grupu (D5, ◦), kde D5 je desetiprvková množina transformaćı pravidelného pětiúhelńıka
na sebe sama a operace ◦ (=

”
po“) je skládáńı transformaćı, vypǐste všechny jej́ı pod-

grupy. Použijte přitom informace o jej́ıch prvćıch (zachovejte prośım označeńı):

• e ... identita (nedělá s pětiúhelńıkem nic);

• f ... pootočeńı pětiúhelńıka v jeho středu o 72◦ po směru hodinových ručiček;

• g ... pootočeńı pětiúhelńıka v jeho středu o 144◦ po směru hodinových ručiček;

• h ... pootočeńı pětiúhelńıka v jeho středu o 216◦ po směru hodinových ručiček;

• i ... pootočeńı pětiúhelńıka v jeho středu o 288◦ po směru hodinových ručiček;

• u ... osová souměrnost vzhledem k ose AU , kde A je vrchol pětiúhelńıka a U je střed
strany CD;

• v ... osová souměrnost vzhledem k ose BV , kde B je vrchol pětiúhelńıka a V je střed
strany DE;

• w ... osová souměrnost vzhledem k ose CW , kde C je vrchol pětiúhelńıka a W je
střed strany EA;

• x ... osová souměrnost vzhledem k ose DX, kde D je vrchol pětiúhelńıka a X je střed
strany AB;

• y ... osová souměrnost vzhledem k ose EY , kde E je vrchol pětiúhelńıka a Y je střed
strany BC;

a informace o vlastnostech, které plat́ı:

• Podle Lagrangeovy věty může mı́t podgrupa konečné grupy jen jistý počet prvk̊u;
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• uvažte také uzavřenost operace na podgrupě: některé prvky samy od sebe generuj́ı
jiné prvky (a jejich zahrnut́ı v podgrupě tedy vyžaduje i zahrnut́ı daľśıch prvk̊u);

• ještě muśıte do každé podgrupy zahrnout i všechny př́ıslušné inverzńı prvky.

Cvičeńı 8.3. Cvičeńı k pojmu levá a pravá tř́ıda prvku vzhledem k podgrupě ([8], str.
130-135):

• A. Př́ıklady tř́ıd prvku vzhledem k podgrupě konečné grupy

• B. Př́ıklady tř́ıd prvku vzhledem k podgrupě nekonečné grupy:

Např́ıklad N.1: H =< 5 > je podgrupa grupy (Z,+) generovaná prvkem 5. Vypǐste
všechny pravé tř́ıdy prvk̊u vzhledem k podgrupě H.

• C. Důsledky Lagrangeovy věty

• D. Daľśı d̊usledky Lagrangeovy věty

• E. Vlastnosti tř́ıd prvku vzhledem k podgrupě.

Důležitý dodatek, možno dělat na cvičeńı: Lagrangeova věta (a jej́ı d̊usledek – věta 20)
společně s větou 12 nám pomalu, ale jistě dává informace o všech konečných grupách o
malém počtu prvk̊u:

• Jednoprvková grupa je (až na izomorfismus) jediná a obsahuje pouze neutrálńı prvek.

• Grupa o prvoč́ıselném počtu prvk̊u 2, 3, 5, 7, atd. je cyklická (věta 20), a tedy až na
izomorfismus stejná jako (Hp,+) neboli (Zp,+) (věta 12), tedy grupa prvoč́ıselného
počtu prvk̊u je až na izomorfismus jediná.

• Dále grupa o počtu prvk̊u p2, který je druhou mocninou prvoč́ısla, je podle cvičeńı
G ([8], str.154-155) izomorfńı bud’ (Zp2 ,+), nebo (Zp ×Zp), tedy existuj́ı pouze dvě
navzájem neizomorfńı grupy řádu p2.

• Přehled všech šestiprvkových grup: cvičeńı F, str. 132.

• Přehled všech desetiprvkových grup: cvičeńı G, str. 132.

• Přehled všech osmiprvkových grup: cvičeńı H, str. 133.

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.8.
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8 Homomorfismus, normálńı podgrupa

8.1 Přednáška

Izomorfismus grup je bijektivńım zobrazeńım, které zachovává výsledky operace. Tato
vlastnost (zachováńı výsledk̊u operace) se objevuje i u jiných zobrazeńı než bijekćı –
taková zobrazeńı nazveme homomorfismy23.

Definice 9.1 Grupový homomorfismus f : G → H je takové zobrazeńı mezi grupami
(G,5) a (H, ∗), které zachovává výsledky operace, tj. plat́ı vlastnost

∀a, b ∈ G : f(a5 b) = f(a) ∗ f(b).

Př́ıklad 9.1. Zobrazeńı grupy (Z,+) na grupu zbytkových tř́ıd (Z6,+) definované
vztahem

”
f(z) = zbytek po děleńı č́ısla z č́ıslem 6“ je homomorfismus grup.

Takto definované zobrazeńı opravdu splňuje podmı́nku zachováńı výsledk̊u operace:
např́ıklad plat́ı

f(5 + 53) = f(5) + f(53),

protože
[4] = [5] + [5]

(rovnost skutečně plat́ı, protože v Z6 plat́ı [5] + [5] = [10] = [4], neboli č́ıslo 56 dává po
děleńı šesti zbytek 4, který určuje stejnou tř́ıdu rozkladu [4], která obsahuje prvek 10, což
je součet zbytku po děleńı č́ısla 5 šesti a zbytku po děleńı č́ısla 53 šesti).2

Význam homomorfismu: Pod homomorfismem lze v řadě př́ıpad̊u (tehdy, když f je
surjekce grupy G na grupu H) vidět jistou projekci, která některé vlastnosti p̊uvodńı
grupy ztráćı, ale zachová jednu jistou vlastnost. Třeba v právě uvedeném př́ıkladu se
při zobrazeńı f jistým zp̊usobem ztráćı nekonečnost množiny Z a z̊ustává jen informace,
jaké zbytky po děleńı šesti existovaly mezi celými č́ısly, a dále z̊ustává na Z6 zachována
vlastnost součtu zbytk̊u, neboli součet dvou celých č́ısel dává po vyděleńı šesti zbytek,
který je obsažen v té tř́ıdě rozkladu množiny Z6, která obsahuje součet zbytk̊u obou
p̊uvodńıch č́ısel po vyděleńı šesti.

Př́ıklad 9.2. Zobrazeńı f : Z6 → Z3, přičemž na obou množinách uvažujeme operaćı
sč́ıtáńı, definované vztahem

f =

 0 1 2 3 4 5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 2 0 1 2


je také grupový homomorfismus, protože zbytek po děleńı šesti v grupě (Z6,+) je

zobrazen na zbytek tohoto zbytku po děleńı třemi v grupě (Z3,+). V d̊usledku zobrazeńı
f se ztráćı jisté informace z grupy Z6, a sice celoč́ıselná odchylka nejbližš́ıho násobku šesti
na č́ıselné ose směrem vlevo od libovolného reprezentanta dané tř́ıdy rozkladu, ovšem

23Jazykově: izomorfismus = stejný tvar, totožný tvar; homomorfismus = podobný tvar, odvozený tvar
(v jistém smyslu).
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z̊ustává zachována celoč́ıselná odchylka nejbližš́ıho násobku tř́ı na č́ıselné ose směrem
vlevo od libovolného reprezentanta dané tř́ıdy rozkladu.2

Definice 9.2. Pokud f : G → H je grupový homomorfismus a současně surjekce,
označujeme f(G) = H a grupa H se nazývá homomorfńı obraz grupy G.

Viz př́ıklad 9.2: grupa (Z3,+) je homomorfńım obrazem grupy (Z6,+) vzhledem k
homomorfismu f .

Pod́ıvejme se tedy na některé vlastnosti každého grupového homomorfismu. Tyto
vlastnosti plat́ı i pro izomorfismus, prtože homomorfismus je obecněǰśı pojem (každý
grupový izomorfismus je současně i grupovým homomorfismem):

Věta 22. Pro grupový homomorfismus f : G→ H grupy (G,5) do grupy (H, ∗) plat́ı:

a) f(eG) = eH (grupový homomorfismus vždy zobrazuje jednotkový prvek grupy G na
Jednotkový prvek grupy H);

b) (f(a))−1 = f(a−1) (vzhledem ke grupovému homomorfismu plat́ı: inverze obrazu =
obraz inverze).

Důkaz:

• ad a) Prvek eG jistě můžeme psát jako eG 5 eG, a po využit́ı vlastnosti (h) homo-
morfismu (= vlastnosti zachováńı výsledk̊u operace) dostaneme:

f(eG) = F (eG5 eG)
(h)
= f(eG) ∗ f(eG),

dostali jsme tedy rovnost
f(eG) = f(eG) ∗ f(eG),

ze které po vynásobeńı rovnosti prvkem (f(eG))−1 (který existuje d́ıky vlastnosti (4)
v grupě (H, ∗)) zprava dostaneme

f(eG) ∗ (f(eG))−1 = f(eG) ∗ f(eG) ∗ (f(eG))−1,

a nyńı použit́ım vlastnosti (3) grupy (H, ∗) na levé i pravé straně posledńı rovnosti
máme neutrálńı prvek eH grupy H a dostaneme

eH = f(eG) ∗ eH
(3)H
= f(eG),

a to jsme chtěli dokázat (jednotkový prvek se zobraźı na jednotkový prvek).

• ad b) chceme dokázat vztah

f(a) ∗ f(a−1) = eH ,

pak totiž podle věty 4 v grupě oba prvky, jejichž součin je neutrálńı prvek, si jsou
navzájem inverzńı. No ale to neńı těžké, začneme upravovat levou stranu rovnosti,
kterou chceme dokázat, a využijeme vlastnost homomorfismu grup:

f(a) ∗ f(a−1)
(h)
= f(a5 a−1)

(4)G
= f(eG)

(a)
= eH ,

takže podle věty 4 inverzńı prvek k prvku f(a) je prvek f(a−1), neboli (f(a))−1 =
f(a−1). Důkaz je hotov.
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Normálńı podgrupa grupy

K definici normálńı podgrupy se dostaneme přes definici konjugovaného prvku:

Definice 9.3. Pro grupu (G,5) a jej́ı prvek a definujeme konjugovaný prvek k prvku
a ∈ G, pokud existuje x ∈ G tak, že x5 a5 x−1.

Věta 23. Než p̊ujdeme dále, všimněme si dvou trivialit:

a) Každý prvek a grupy G je konjugovaný se sebou samotným, protože vždy
plat́ı a = a 5 a 5 a−1 (pro x = a) nebo a = e 5 a 5 e−1 (pro x = e, kde e je
neutrálńı prvek grupy (G,5) a o neutrálńım prvku v́ıme, že je vždy inverźı k sobě
samotnému).

b) Jistě k některým prvk̊um a ∈ G bude existovat v́ıce navzájem r̊uzných konjugovaných
prvk̊u jinak by tento pojem v̊ubec neměl smysl, kdyby každý prvek byl konjugovaný
jen sám se sebou. Nicméně určitě v́ıme, že k neutrálńımu prvku e ∈ G neexistuje
žádný jiný konjugovaný prvek než e samotný, protože

∀x ∈ G : x5 e5 x−1
(3)
= x5 x−1

(4)
= e.

Př́ıklad 9.3. Najděme v grupě (Z6,+) všechny konjugované prvky k prvku 2: budeme
procházet všechna možná x ∈ G a poč́ıtat konjugované prvky x+ 2 + x−1:

0 + 2 + 0 = 2,

1 + 2 + 5 = 2,

2 + 2 + 4 = 2,

3 + 2 + 3 = 2,

4 + 2 + 2 = 2,

5 + 2 + 1 = 2.

Posledńı dva řádky už byly zbytečné, protože daný součet prvku a jeho inverze byl proveden
v jiném pořad́ı na řádćıch druhém a třet́ım, ale d́ıky tomu, že operace sč́ıtáńı je komuta-
tivńı, jsme mohli pořad́ı prvk̊u zaměnit. Dospěli jsme k zjǐstěńı, že v našem př́ıkladu je
prvek [2] konjugovaný pouze se sebou samotným. A když si toto zjǐstěńı rozmysĺıme po-
drobněji, poobný výsledek dostaneme v jakékoli komutativńı grupě, protože prvky x a x−1

lze d́ıky komutativitě seskupit vedle sebe a provést operaci s nimi jako prvńı, výsledkem
je jednotkový prvek, a tak vždy bude platit

x5 a5 x−1
(5)
= x5 x−15 a = e5 a = a.

Touto úvahou jsme dokázali tuto větičku:

Věta 24. V komutativńı grupě je k prvku a konjugovaný pouze prvek a samotný.
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Př́ıklad 9.4. Zkusme naj́ıt všechny konjugované prvky v grupě permutaćı (S3, ◦) k
prvku u (viz tabulka operace ◦ ve větě 7 kapitoly 4):

e ◦ u ◦ e−1 = u,

u ◦ u ◦ u−1 = u,

v ◦ u ◦ v−1 = w,

w ◦ u ◦ w−1 = t,

s ◦ u ◦ s−1 = t,

t ◦ u ◦ t−1 = w.

K prvku u tedy existuj́ı tři konjugované prvky u, w, t.

Nyńı jsme připraveni na definici normálńı podgrupy:

Definice 9.4. Podgrupa (H,5) grupy (G,5) se nazývá normálńı podgrupa, pokud je
uzavřená vzhledem ke konjugovaným prvk̊um, tj. plat́ı

a ∈ H, x ∈ G ⇒ x5 a5 x−1 ∈ H.

Dı́ky větičce 24 plat́ı věta 25:

Věta 25. V komutativńı grupě je každá podgrupa normálńı.

Ad př́ıklad 9.4. Z př́ıkladu 9.4 je vidět, že v nekomutativńıch grupách obecně existuje
v́ıce konjugovaných prvk̊u k danému prvku, tj. např́ıklad podgrupa ({e, u}, ◦) grupy (S3, ◦)
neńı normálńı, protože k prvku u kromě jeho samotného existuj́ı dva daľśı konjugované
prvky t, w, takže podgrupa ({e, u}, ◦) neńı uzavřená na konjugované prvky.

Definice 9.5. Jádro grupového homomorfismu f : G → H se nazývá množina kerf
( označeńı 09 )24 těch prvk̊u z grupy (G,5), které se zobraźı na neutrálńı prvek eH grupy
(H, ∗).

Př́ıklad 9.5. a)V grupovém izomorfismu je jádrem zobrazeńı f pouze jednoprvková
množina {eG}.

b) V homomorfismu f : Z6 → Z3 z př́ıkladu 9.3 je jádrem množina těch prvk̊u, které
se zobraźı na nulu: kerf = {0, 3}.

Věta 26. Pro každý grupový homomorfismus plat́ı tyto daľśı vlastnosti:

a) kerf je normálńı podgrupa v (G,5);

b) f(G) je podgrupa v (H, ∗).

Důkaz: ad a) vezměme libovolný a ∈ kerf a libovolný x ∈ G. Chceme ukázat,
že x 5 a 5 x−1 ∈ kerf . Půjde to jednoduše, využijeme přitom předpokladu (p) věty

24Označeńı plyne z německého slova kernel – anglické core se z historických d̊uvod̊u neprosadilo.
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(f(a) = eH) a vlastnosti (h) homomorfismu:

f(x5 a5 x−1)
(h)
= f(x) ∗ f(a) ∗ f(x−1)

(p)
= f(x) ∗ eH ∗ f(x−1)

(3)
= f(x) ∗ f(x−1)

(4)
= eH ,

tj. protože se prvek x5 a5 x−1 zobrazil na neutrálńı prvek, patř́ı do jádra kerf , protože
právě těmito prvky je jádro definováno.

ad b) i) f(G) je neprázdná množina, protože obsahuje minimálně neutrálńı prvek
f(eG) = eH ; ii) f(G) je uzavřená vzhledem k operaci ∗: pro f(x) a f(y) plat́ı

f(x) ∗ f(y)
(h)
= f(x5 y),

tedy prvek f(x) ∗ f(y) je obrazem prvku x5 y ∈ G, a tedy f(x) ∗ f(y) ∈ f(G), plat́ı (1);
iii) f(G) je uzavřená vzhledem k inverźım: pokud f(a) ∈ f(G) také f(a−1) ∈ f(G) a d́ıky
větě 22(b) v́ıme že tyto dva prvky jsou navzájem inverzńı, tj. našli jsme inverzi k prvku
f(a), plat́ı vlastnost (4). Celkem podle věty 6 je f(G) podgrupa grupy (H, ∗).
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8.2 Cvičeńı

Viz [8], str. 141-146:

• A. Př́ıklady homomorfismu konečných grup.

Např́ıklad A.1.

a) Definujte nějaký (aspoň jeden) homomorfismus f : (Z8,+)→ (Z4,+):

f =

 0 1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

 .
b) Určete jádro K homomorfismu z části (a).

Např́ıklad A.5: Každá z dvanácti transformaćı pravidelného šestiúhelńıka v grupě
(D6, ◦) (šest pootočeńı o násobek šedesáti stupň̊u, včetně identity = pootočeńı o
úhel nulový; daľśıch šest jsou osové souměrnosti podle tř́ı úhlopř́ıček procházej́ıćıch
protěǰśımi vrcholy (A,D a B,E a C,F) a podle tř́ı spojnic střed̊u protěǰśıch stran)
nějak permutuje jeho tři úhlopř́ıčky, které si označme č́ısly 1 (AD), 2 (BE) a 3
(CF), tj. tato současná permutace šesti vrchol̊u a permutace tř́ı úhlopř́ıček definuje
homomorfismus f : D6 → S3, v obou grupách uvažujeme operaci skládáńı permutaćı.
Např́ıklad

f

 1 2 3 4 5 6
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 2 3 4 5 6

 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, f

 1 2 3 4 5 6
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
2 3 4 5 6 1

 =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Napǐste, na jaké prvky se zobraźı t́ımto homomorfismem zbylých deset prvk̊u grupy
D6. Grupa (S3, ◦) má prvky:

e =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 2 3

 , s =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 3 1

 , t =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 1 2

 ,

u =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
1 3 2

 , v =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
3 2 1

 , w =

 1 2 3
↓ ↓ ↓
2 1 3

 .
• B. Př́ıklady homomorfismu nekonečných grup:

Např́ıklad B.2: Zd̊uvodněte, proč zobrazeńı ϕ je grupovým homomorfismem, a
najděte jeho jádro:

ϕ : (D(R),+)→ (F (R),+) je definované vztahem ϕ(f) = f ′

(D(R) je množina reálných funkćı, u kterých existuje jejich derivace f ′, a F (R) je
množina reálných funkćı).
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Např́ıklad B.3: Zd̊uvodněte, proč zobrazeńı f je grupovým homomorfismem, a
najděte jeho jádro:

f : (R×R,+)→ (R,+) je definované vztahem f([x, y]) = x+ y

((R×R,+) je množina je množina uspořádaných dvojic reálných č́ısel, které sč́ıtáme
po složkách).

• C. Základńı vlastnosti homomorfismu.

• D. Základńı vlastnosti normálńı podgrupy.

Např́ıklad D.0: Zjistěte, zda {e, s, t} je normálńı podgrupa grupy permutaćı
tř́ıprvkové množiny (S3, ◦). Můžete použ́ıt tabulku operace ◦:

◦ e s t u v w
e e s t u v w
s s t e w u v
t t e s v w u
u u v w e s t
v v w u t e s
w w u v s t e

• F. Homomorfismus a řád prvku.

Např́ıklad F.1: Pro homomorfismus grup f : (G,5) → (H, ∗) je a ∈ G prvek řádu
n. Vyzkoumejte na př́ıkladech (např A.1), co lze ř́ıci o řádu prvku f(a) – POZOR,
nemuśı být stejný jako řád prvku a.

Např́ıklad N.3: Dokažte větičku: Grupový homomorfismus zobrazuje generátor
cyklické podgrupy na generátor cyklické podgrupy.

Např́ıklad N.4: Pomoćı věty 22 a předchoźıch dvou větiček N.1, N.3 najděte všechny
možné homomorfismy z př́ıkladu A.1, tj. všechny možné homomorfismy grupy
(Z8,⊕) do grupy (Z4,⊕) a určete jejich jádra.

Např́ıklad N.2: Vypǐste všechny prvky grup (Z9,⊕), (S3, ◦) a u každého prvku určete
jeho řád. Potom popǐste všechny možné homomorfismy grupy (Z9,⊕) do grupy
(S3, ◦), které existuj́ı – muśıte při každém z nich určit, kam se zobraźı každý pr-
vek množiny Z9. U každého z těchto homomorfismů určete jeho jádro.

• G. Vlastnosti zachované homomorfismem.

• I. Konjugované podgrupy vzhledem k podgrupě.

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.9.
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9 Faktorgrupa

9.1 Přednáška

V minulé přednášce jsme se naučili poznat. kdy je H homomorfńım obrazem grupy
G (tehdy, když existuje surjektivńı homomorfismus G na H). Nyńı uděláme velký
skok a nauč́ıme se zkonstruovat všechny možné homomorfńı obrazy jakékoli grupy G.
Nejd̊uležiteǰśım pojmem při této konstrukci je právě pojem normálńı podgrupy (=
podgrupy uzavřené vzhledem ke konjugovaným prvk̊um).

Začneme t́ım, že si všimneme vztahu mezi normálńı podgrupou a levou a pravou tř́ıdou
prvku vzhledem k této podgrupě (věta 27 představuje jakousi formu

”
komutativity“ – sice

d́ıky ńı nemáme zaručeno a5 h1 = h15 a (to plat́ı jen tehdy, je-li grupa G komutativńı),
ale máme s využit́ım dvou prvk̊u h1, h2 ∈ H zaručeno, že a5 h1 = h2 5 a; jinými slovy,
v normálńı podgrupě můžeme i při nekomutativńı operaci zaměnit pořad́ı prvk̊u, pokud
nahrad́ıme h1 ∈ H obecně jiným prvkem h2 ∈ H):

Věta 27. H je normálńı podgrupa grupy (G,5), tj. a5 h5 a−1 ∈ H ∀a ∈ G. Pak
a5H = H 5 a (levá a pravá tř́ıda prvku jsou totožné).

Důkaz:
”
⊆“:

x ∈ a5H ⇒ x = a5 h = a5 h5 (a−15 a)
(2)
= (a5 h5 a−1)︸ ︷︷ ︸

∈H

5a ⇒ x ∈ H 5 a.

”
⊇“:

x ∈ H 5 a ⇒ x = h5 a = (a5 a−1)5 h5 a
(2)
= a5 (a−15 h5 a)︸ ︷︷ ︸

∈H

⇒ x ∈ a5H.

Důkaz je hotov. 2

Definice operace pro tř́ıdy prvk̊u

Co kdybychom nyńı na pravých tř́ıdách prvku (podle věty 17 se jedná o tř́ıdy rozkladu
G) chtěli definovat operaci 5 odvozenou od operace 5, jej́ımž výsledkem by byla nějaká
(obecně daľśı) tř́ıda rozkladu grupy G? Definičńı vztah by mohl mı́t tvar

(H 5 a)5(H 5 b) := H 5 (a5 b).

Problém je ten, že nev́ıme, zda tato operace je korektně definována – byla by korektně
definována jen v př́ıpadě, že při výběru jiného prvku c ∈ H 5 a (což můžeme udělat,
protože pro c ∈ H5 a plat́ı podle věty 16, že H5 a = H5 c) a prvku d ∈ H5 b (protože
pak podle věty 16 plat́ı H 5 b = H 5 d) by platilo

(H 5 c)5(H 5 d) = H 5 (c5 d) ∧ H 5 (a5 b) = H 5 (c5 d).

Pak by totiž (a tak se této vlastnosti i ř́ıká) nově definované
”
násobeńı tř́ıd“ (vzhledem k

operaci 5) nezáviselo na výběru reprezentant̊u: at’ bychom ze tř́ıdy H 5 a = H 5 c
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vybrali reprezentanta a nebo c, a ze tř́ıdy H 5 b = H 5 d vybrali reprezentanta b nebo d,
dostali bychom jednoznačně určenou tř́ıdu H 5 (a5 b) = H 5 (c5 d).

Př́ıklad 10.1. Obecně myšlenku právě navrženou nelze realizovat, např́ıklad pro G =
(S3, ◦) a H = ({e, u}, ◦) pravé tř́ıdy jsou tř́ıdy

H ◦ v = {v, s} = H ◦ s,
H ◦ t = {t, w} = H ◦ w,

H ◦ e = H = H ◦ u.

Všechny pravé tř́ıdy prvk̊u vzhledem k téže podgrupě H tedy tvoř́ı podle věty 17 rozklad
grupy G = (S3, ◦), to samozřejmě plat́ı pro libovolnou grupu, tedy i pro tu v tomto
př́ıkladu. Ovšem pokud bychom nyńı chtěli definovat spojeńı tř́ıd H ◦ v a H ◦ t zp̊usobem

(H ◦ v)◦(H ◦ t) := H ◦ (v ◦ t) = H ◦ u = H,

toto spojeńı tř́ıd by záviselo na výběru reprezentanta, protože výběrem druhých možných
prvk̊u z daných tř́ıd bychom dostali

(H ◦ s)◦(H ◦ w) := H ◦ (s ◦ w) = H ◦ v = {v, s} 6= H,

tedy výběrem r̊uzných reprezentant̊u z těchto tř́ıd dostáváme r̊uzné tř́ıdy – celý proces
tedy neńı korektně definován, operace se tř́ıdami nefunguje jako zobrazeńı, kdy je každé
dvojici tř́ıd (v daném pořad́ı) jednoznačně přǐrazen výsledek operace. Na tř́ıdách rozkladu
podle podgrupy H = {e, u} nelze toto spojeńı tř́ıd korektně definovat.

Pokud ovšem H je normálńı podgrupa, násobeńı tř́ıd lze definovat korektně:

Věta 28. Pokud H je normálńı podgrupa grupy (G,5) a plat́ı

H 5 a = H 5 c,

H 5 b = H 5 d,

tak operace 5 použitá na tř́ıdy prvk̊u nezáviśı na výběru reprezentant̊u, tj.

H 5 (a5 b) = H 5 (c5 d).

Důkaz: i)
H 5 a = H 5 c ⇒ a ∈ H 5 c,

protože a ∈ H 5 a (nebot’ a = e5 a ∈ H 5 a, kde e ∈ H je neutrálńı prvek), tak podle
předpokladu věty také a ∈ H 5 c. Tedy a = h15 c pro nějaké h1 ∈ H.

ii)
H 5 b = H 5 d ⇒ b ∈ H 5 d,

protože b ∈ H 5 b (nebot’ b = e5 b ∈ H 5 b, kde e ∈ H je neutrálńı prvek), tak podle
předpokladu věty také b ∈ H 5 d. Tedy b = h25 d pro nějaké h2 ∈ H.
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Dohromady z i) a ii) plyne:

a5 b = h15 c5 h25 d.

Nyńı využijeme předpokladu, že H je normálńı podgrupa, tj. podle věty 27 plat́ı c5H =
H 5 c, tedy c5 h2 lze upravit

c5 h2 = h35 c

pro nějaké h3 ∈ H. Pokračujme v úpravě a5 b a dostaneme

a5 b = h15 (c5 h2)5 d = h15 h3︸ ︷︷ ︸
∈H

5c5 d ∈ H 5 (c5 d).

Celkem protože a5 b ∈ H 5 (c5 d), tak podle věty 16 plat́ı

H 5 (a5 b) = H 5 (c5 d).

Důkaz je hotov!!2

Označeńı 10. Označme množinu tř́ıd G/H rozkladu podle normálńı podgrupy H ...
vzhledem k operaci 5 definované pomoćı vztahu

(H 5 a)5(H 5 b) := H 5 (a5 b)

jako tzv. rozkladovou grupu nebo též při doslovném překladu faktorgrupu25.

Věta 29. Struktura G/H vytvořená z tř́ıd podle normálńı podgrupy H s operaćı 5 je
grupa.

Důkaz. Vlastnost (1): korektńı definice operace 5 pro tř́ıdy rozkladu a uzavřenost
této operace plyne z věty 28.

Vlastnost (2): Asociativita plyne z asociativity operace5 na (G,5) a korektńı definice
operace mezi tř́ıdami (věta 28):

((H 5 a)5(H 5 b))5(H 5 c) = (H 5 (a5 b))5(H 5 c) = H 5 ((a5 b)5 c) =

= H 5 (a5 (b5 c)) = (H 5 a)5(H 5 (b5 c)) = (H 5 a)5((H 5 b)5(H 5 c)).

Vlastnost (3): Neutrálńım prvkem je tř́ıda H5 e, protože plat́ı (e je neutrálńı prvek v
(G,5)):

(H 5 a)5(H 5 e) = H 5 a,

(H 5 e)5(H 5 a) = H 5 a.

Vlastnost (4): Inverzńım prvkem ke tř́ıdě H 5 a je tř́ıda H 5 a−1:

(H 5 a)5(H 5 a−1) = H 5 e,

(H 5 a−1)5(H 5 a) = H 5 e.

25Anglicky FACTOR znamená,
”
rozložit“.
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Věta 30. Rozkladová grupa (G/H ,5) je homomorfńım obrazem grupy (G,5), neboli
přirozeně definované zobrazeńı f , které přǐrad́ı prvku a ∈ G tř́ıdu H 5 a ∈ G/H , je
surjektivńı grupový homomorfismus.

Důkaz. Zobrazeńı f je a) surjekce, což plyne z konstrukce zobrazeńı f : pro libovolnou
tř́ıdu H 5 c je vzorem prvek c ∈ G;

b) je splněna vlastnost zachováńı výsledk̊u operace:

f(x5 y)
def.
= H 5 (x5 y)

v.28
= (H 5 x)5(H 5 y)

def.
= f(x)5f(y).

Jedná se tedy o surjektivńı homomorfismus, tedy grupa obraz̊u je homomorfńım
obrazem grupy vzor̊u.2

T́ımto zp̊usobem (= podle věty 30), jak brzy uvid́ıme (viz př́ıklad 10.3), lze zkonstru-
ovat všechny homomorfńı obrazy grupy (G,5).

Př́ıklad 10.2. Pokud G = (Z,+) a H =< 6 >= {. . . ,−12,−6, 0, 6, 12, . . .} jej́ı cyklická
podgrupa (která je současně normálńı podgrupou, protože (Z,+) je komutativńı grupa –
věta 25), tř́ıdy prvku vzhledem k podgrupě (H,+) jsou

< 6 > +0 = {. . . ,−12,−6, 0, 6, 12, . . .} =< 6 > +6,

< 6 > +1 = {. . . ,−11,−5, 1, 7, 13, . . .} =< 6 > +7,

< 6 > +2 = {. . . ,−10,−4, 2, 8, 14, . . .} =< 6 > +8,

< 6 > +3 = {. . . ,−9,−3, 3, 9, 15, . . .} =< 6 > +9,

< 6 > +4 = {. . . ,−8,−2, 4, 10, 16, . . .} =< 6 > +10,

< 6 > +5 = {. . . ,−7,−1, 5, 11, 17, . . .} =< 6 > +11, atd.

Zkrátka všech r̊uzných tř́ıd prvk̊u vzhledem k podgrupě < 6 > je pouze šest, a těchto
šest tř́ıd (věta 17) tvoř́ı rozklad množiny Z. Podle věty 25 je < 6 > normálńı podgrupa,
tj. podle věty 28 sč́ıtáńı těchto tř́ıd nezáviśı na výběru reprezentanta, tj. struktura
Z6 := (Z/<6>,+) je faktorgrupa (rozkladová grupa) grupy (Z,+). V této kapitole 10
jsme tedy dopodrobna popsali konstrukci grupy zbytkových tř́ıd (Z6,+). Tato grupa
je homomorfńım obrazem grupy (Z,+), pokud definujeme zobrazeńı f přirozeně t́ım
zp̊usobem, že prvku z ∈ Z je přǐrazena tř́ıda [z] grupy (Z/<6>,+).

Věta 31. Vrat’me se ještě k základńım vlastnostem podgrup a dokažme jednu vlastnost
(a), kterou budeme potřebovat ve zbytku kapitoly, a druhou vlasnost (b), která plat́ı
triviálně a už jsme s ńı pracovali, ale nyńı bude vyslovena ve tvaru ekvivalence: Pro
každou grupu (G,5) a jej́ı podgrupu H plat́ı

a) H 5 a = H 5 b ⇔ a5 b−1 ∈ H.

b) H 5 a = H ⇔ a ∈ H.

Důkaz.ad a)
”
⇒“: Pokud H 5 a = H 5 b, kde e ∈ H je neutrálńı prvek vzhledem k

operaci 5, tak protože a = e5 a ∈ H 5 a, muśı a ∈ H 5 b. Tedy

a = h5 b
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pro nějaké h ∈ H a vynásobeńım této posledńı rovnosti prvkem b−1 zprava dostaneme

a5 b−1 = h, tedy a5 b−1 ∈ H.

”
⇐“:

a5 b−1 ∈ H ⇒ a5 b−1 = h ⇒ a = h5 b ⇒ a ∈ H 5 b
v.16⇒ H 5 a = H 5 b.

ad b) lze dokázat př́ımo (pomoćı dvou implikaćı), ale tvrzeńı i d̊ukaz je speciálńım
př́ıpadem č́ısti (a) pro b = e (kde pro neutrálńı prvek e ∈ H plat́ı H 5 e = H a e−1 = e).
Důkaz je hotov. 2

Př́ıklad 10.3. V tomto př́ıkladu naznač́ıme, jak lze zkonstruovat homomorfńı obraz
grupy, ve kterém je zachována vlastnost, kterou jsme si zvolili jako pozitivńı a kladnou,
zat́ımco vlastnost, kterou chápeme jako nežádoućı, je v homomorfńım obrazu

”
vyloučena“:

Dejme tomu, že se nám ĺıb́ı vlastnost (5) = komutativita, ale grupa G je nekomutativńı,
tj. obsahuje dvojice prvk̊u a, b, pro které a5b 6= b5a. Rádi bychom nekomutativńı prvky

”
vyloučili“ z této grupy, ale všechny ostatńı prvky zachovali. Uděláme to následuj́ıćım

zp̊usobem:

Uvažujme podmnožinu H všech komutátor̊u v G, neboli všech součin̊u tvaru

a5 b5 a−15 b−1.

Důvod, proč se tyto prvky nazývaj́ı komutátory, je platnost podmı́nky

a5 b5 a−15 b−1 = e ⇔ a5 b = b5 a

(tedy pro komutativńı dvojici prvk̊u je komutátor z ńı vytvořený (bez ohledu na jejich
pořad́ı) roven neutrálńımu prvku, a právě ve všech ostatńıch př́ıpadech nekomutativńıch
dvojic prvk̊u je komutátor z nich vytvořený jiný prvek než e). Tedy v komutativńı grupě
jsou všechny komutátory rovny neutrálńımu prvku e. V nekomutativńı grupě G je počet
všech komutátor̊u jakýmsi měř́ıtkem toho, jak dalece se G odchyluje od vlastnosti (5).

Pokud množina všech komutátor̊u H je normálńı podgrupou grupy G, pak tedy faktor-
grupa G/H bude obsahovat jen jediný komutátor, a sice tř́ıdu H 5 e = H, tedy triviálńı
komutátor, který v grupě existuje vždy – ale žádné jiné!! Tedy grupa G/H je komutativńı
– faktorizaćı neboli konstrukćı rozkladové grupy jsme

”
odstranili“ nekomutativńı prvky a

”
zachovali“ pouze ty komutativńı.

To vskutku plat́ı, ověřme podmı́nku komutativity operace 5 v pod́ılové grupě G/H:

(H 5 x)5(H 5 y) = (H 5 y)5(H 5 x)

lze upravit vzhledem ke korektně definované operaci (věta 28) na tvar

H 5 (x5 y) = H 5 (y5 x),

a to podle věty 31a) plat́ı právě tehdy, když x5 y5 (y5 x)−1 ∈ H. To je ovšem splněno,
protože podle věty 5 o výpočtu inverze součinu (y5 x)−1 = x−15 y−1, a tedy

x5 y5 (y5 x)−1 = x5 y5 x−15 y−1,
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a to je právě prvek typu komutátor, který patř́ı do H.

Fundamentálńı věta o homomorfismu

Ve větě 30 jsme viděli, že každá pod́ılová grupa je homomorfńım obrazem (vzhledem
k surjektivńımu homomorfismu) grupy G. Nyńı naopak dospějeme k větě 33, že každý
homomorfńı obraz grupy G je jej́ı rozkladovou grupou. Všimneme si totiž, že plat́ı
podmı́nka věty 32:

Věta 32. Pro grupový homomorfismus f : (G,5)→ (H, ∗) s jádrem K := kerf (které
podle věty 26-(a) je normálńı podgrupou grupy G) plat́ı

K 5 a = K 5 b ⇔ f(a) = f(b).

Důkaz: Využ́ıvá věty 31a), viz též obrázek 10 (každá tř́ıda K5x se zobraźı na jediný
prvek):

K 5 a = K 5 b
v.31a)⇔ a5 b−1 ∈ K ⇔ f(a5 b−1) = eH

(hom)⇔ f(a) ∗ [f(b)]−1 = eH ,

a posledńı uvedenou rovnost lze ekvivalentně (pracujeme v grupě) upravit vynásobeńım
f(b) zprava na rovnost f(a) = f(b), č́ımž dostaneme podmı́nku věty.

Obrázek 10: Definice izomorfismu Φ na základě homomorfismu f .

Věta 33. Pro surjektivńı grupový homomorfismus f : (G,5) → (H, ∗) s jádrem K
lze zkonstruovat pod́ılovou grupu G/K a zobrazeńı Φ : G/K → H, které je grupovým
izomorfismem.

Důkaz: Definujeme-li zobrazeńı Φ předpisem

Φ(K 5 x) := f(x)

(zobrazeńı Φ přǐrad́ı tř́ıdě K 5 x ten prvek v H, který je obrazem prvku x vzhledem k
homomorfismu f), toto zobrazeńı je podle věty 32 korektně definováno a dokonce z věty
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32 plyne, že se jedná o injekci:

Φ(K 5 a) = Φ(K 5 b) ⇒ f(a) = f(b)
v32⇒ K 5 a = K 5 b.

Surjektivita Φ plyne ze surjektivity zobrazeńı f : každý prvek grupy (H, ∗) je tedy tvaru
f(x) = φ(K 5 x). A nakonec plat́ı i podmı́nka zachováńı výsledk̊u operace:

Φ(K 5 a5K 5 b) = Φ(K 5 a5 b) = f(a5 b) = f(a) ∗ f(b) = φ(K 5 a) ∗ φ(K 5 b).

Př́ıklad 10.4. Homomorfismus f : (Z6,+) → (Z3,+) z př́ıkladu 9.2 definovaný vzta-
hem

f =

 0 1 2 3 4 5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 2 0 1 2


má jádro K = {0, 3}. Pod́ılová grupa podle tohoto jádra muśı být (věta 33) izomorfńı
grupě (Z3,+):

Z6/{0, 3} ∼= Z3

(s operaćı sč́ıtáńı v obou grupách).
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9.2 Cvičeńı 10

Vhodná cvičeńı v knize [8]: za kapitolami 15 a 16.

A. Př́ıklady konečných faktorgrup:

Např́ıklad N.1: Uvažujme homomorfismus ϕ grupy (Z8,⊕) do grupy (Z4,⊕) defino-
vaný ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1, atd.

a) Určete jádro K tohoto homomorfismu;

b) Jaké prvky má faktorgrupa Z8/K s operaćı rozš́ı̌renou na tř́ıdy? Je možné vyjádřit
obrázkem, ale vyznačte zřetelně prvky faktorgrupy.

B. Př́ıklady nekonečných faktorgrup

Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.10.
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10 Struktury se dvěma operacemi

10.1 Přednáška

Okruh je po grupě druhou základńı definićı struktury v kursech moderńı algebry. A je to
definice naprosto přirozená. Když totiž zkoumáme množinu Z, nikdy o ńı ne přemýšĺıme
jako o množině s jedinou operaćı, ale máme současně na mysli sč́ıtáńı (odč́ıtáńı je skryto
v inverzńıch prvćıch) a násobeńı (děleńı je skryto v inverzńıch prvćıch). Matematik se
tedy snaž́ı formulovat, jaké zákonitosti plat́ı pro interakci operaćı + a ·. Tato interakce je
popsána v definici algebraické struktury zvané okruh:

Definice 11.1. podruhé okruh (anglicky: ring) je množina (M,+, ·) s operacemi + a ·,
které splňuj́ı vlastnosti:

a) Operace + splňuje vlastnosti (1), (2), (3), (4), (5), tj. (M,+) je komutativńı grupa;

b) operace · splňuje vlastnosti (1), (2), (3), tj. množina (M, ·) je monoid (= pologrupa s
jednotkou);

c) interakce operaćı + a · splňuje tzv. distributivńı zákon = vlastnost (6):

∀ x, y, z ∈M : x · (y + z) = x · y + x · z, (y + z) · x = y · x+ z · x

(rovnice jsou dvě d́ıky tomu, že operace · neńı obecně komutativńı).

Př́ıklad 11.1.

• Př́ıkladem konečného okruhu je struktura zbytkových tř́ıd (Zn,⊕,�).

• Př́ıkladem nekonečného okruhu je (Z,+, ·), tedy množina celých č́ısel s tradičńımi
operacemi sč́ıtáńı a násobeńı.

Ovšem struktura (Zn, ·) vykazuje určité defekty, tj. obsahuje tzv, netriviálńı dělitele
nuly:

Definice 11.2. netriviálńı dělitelé nuly jsou takové prvky a, b množiny M , které se
nerovnaj́ı nule (0 = neutrálńı prvek v grupě (M,+)), ale jejich součin (= výsledek operace
násobeńı v pologrupě (M, ·)) je roven nule: a · b = 0;

Př́ıklad 11.2. Př́ıkladem struktury s netriviálńımi dělitely nuly je množina Z6 zbyt-
kových tř́ıd modulo 6: jej́ı prvky [2], [3] nebo [3], [4] jsou netriviálńı dělitelé nuly, protože
plat́ı

[2]� [3] = [0], [3]� [4] = [0].

Je vidět, že právě dělitelé nuly zp̊usobuj́ı, že v některých pologrupách či monoidech
(např. (Z6,�) je monoid vzhledem k operaci �) neplat́ı zákon o kráceńı (7): např. právě
v (Z6,⊕,�) vid́ıme, že

[2]� [2] = [2]� [5],

ale nemůžeme vykrátit z rovnosti tř́ıdu [2], protože [2] 6= [5] .
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Netriviálńı dělitelé nuly jsou dosti překvapivým jevem, který např́ıklad u celých č́ısel
nenastane – a také nežádoućım jevem. Okamžitá otázka pro matematický popis vyvstává,
kdy se taková situace vyskytne a jak zaručit, že k ńı nedojde. Z tohoto d̊uvodu definujeme
obor integrity:

Definice 11.3. obor integrity26 (anglicky: integral domain) je množina27 (M,+, ·) s
operacemi + a ·, která je okruhem a nav́ıc jsou splněny vlastnosti:

ad a) Operace + nesplňuje nic nav́ıc;

ad b) operace · splňuje nav́ıc:

• M neobsahuje netriválńı dělitele nuly (vzhledem k operaci ·);
• vlastnost (5), tj. operace · je komutativńı na M ;

ad c) d́ıky komutativitě operace · lze distributivńı zákon psát v jediné rovnici:

∀ x, y, z ∈M : x · (y + z) = x · y + x · z = y · x+ z · x = (y + z) · x.

Př́ıklad 11.3.

• (Z7,⊕,�) je konečný obor integrity, protože 7 je prvoč́ıslo, tj. (Z∗7 ,�) neobsahuje
netriviálńı dělitele nuly.

• (Z,+, ·) je nejen nekonečný okruh, ale i nekonečný obor integrity, protože neobsahuje
netriviálńı dělitele nuly a násobeńı je komutativńı, a tedy distributivńı zákon lze psát
v jedné rovnici.

V klasické teorii operaćı se definuje ještě jeden pojem, který je dokonce ještě silněǰśı
než obor integrity, a sice těleso:

Definice 11.4. podruhé Těleso (anglicky: field ... proto některé české učebnice
použ́ıvaj́ı též název

”
pole“) je množina (M,+, ·), která je oborem integrity a nav́ıc

operace · splňuje vlastnost (4), tj.

ad a) Operace + nesplňuje nic nového,

ad b) operace · splňuje nav́ıc vlastnost (4), tedy (M − {0}, ·) je grupa28;

26Význam slova integrita: celistvost. Ve stejné rodině významů je i slovo integer = celek, celé č́ıslo.
Podobně i slovo

”
integrál“ vlastně znamená součet, spojeńı, sečteńı. A fráze

”
is an integral part of ...“ =

je ned́ılnou součást́ı, je zakomponovanou součást́ı. V Bibli je hebrejský výraz
”
:́ı̌s támı́m“ překládán do

angličtiny jako
”
the man of integrity“, do češtiny jako

”
muž bezúhonný“, ale lepš́ı by byl překlad

”
celistvý

člověk“ ... to neznamená člověk naprosto dokonalý, ale člověk, který je ochoten pracovat na všech třech
hlavńıch oblastech života: na svém vztahu k Bohu, na vztahu k lidem i na svém vztahu k práci. Tedy
integrita je něco pozitivńıho, velmi žádoućıho a charakterńıho. Podobně tomu bude i v matematice: obor
integrity neobsahuje patologický jev výskytu netriviálńıch dělitel̊u nuly.

27Aby byla definice naprosto čistá, měli bychom dodat, že množina je minimálně dvouprvková, obsahuje
totiž nulu jako jednotkový prvek vzhledem ke sč́ıtáńı a jedničku jako jednotkový prvek vzhledem k násobeńı
a 0 6= 1.

28Vlastnost (4) je silněǰśı než vlastnost
”
neobsahuje netriviálńı dělitele nuly“, tj. u bodu b) je dostatečné

uvést, že operace · u tělesa splňuje (1),(2),(3),(4),(5). Lze dokázat tvrzeńı, že každé těleso je i oborem
integrity, tj. těleso

”
neobsahuje netriviálńı dělitele nuly“.
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ad c) zde nic nového.

Př́ıklad 11.4.

• (Z7,⊕,�) je konečný obor integrity, ale též i konečné těleso, protože v př́ıpadě
konečné množiny M pojmy obor integrity a těleso splývaj́ı.

• (Q,+, ·) je nekonečné těleso, protože (Q − {0}, ·) je grupa ... je splněna i vlastnost
(4), že množina M obsahuje i inverzńı prvky vzhledem k operaci násobeńı.

• (Z,+, ·) je nekonečný obor integrity, který neńı tělesem, protože množina Z neobsa-
huje většinu inverzńıch prvk̊u vzhledem k operaci násobeńı.

Tedy pojmy okruh, obor integrity a těleso představuj́ı struktury stále silněǰśıch vlast-
nost́ı:

Obrázek 11: Vztah mezi pojmy okruh, obor integrity, těleso.

Každé těleso je oborem integrity, každý obor integrity je i okruh (a z tranzitivity
pojmů plyne, že i každé těleso je okruh). Ale naopak to neplat́ı: existuj́ı okruhy, které
nejsou oborem integrity, např. (Z6,⊕,�); a existuj́ı obory integrity, které nejsou tělesem,
např. (Z,+, ·).

Kromě termı́n̊u okruh, obor integrity, těleso se někdy v algebraické teorii vyskytuj́ı
pojmy ideál a hlavńı ideál, které bude asi dobré doplnit společně s př́ıklady, a t́ım se
semestr uzavře.

Definice 11.5. Ideál je neprázdná podmnožina B okruhu (M,+, ·) taková, že (B,+)
je podgrupa (tj. B vzhledem k operaci + splňuje vlastnosti (1) a (4)) a nav́ıc B absorbuje
součiny na množině M , tj.

∀b ∈ B, m ∈M : b ·m ∈ B

(vynásob́ıme-li prvek množiny B prvkem množiny M , výsledek padne do množiny B).

Př́ıklad 11.5. Nejpřirozeněǰśım př́ıkladem ideálu je podmnožina B sudých celých č́ısel
okruhu (Z,+, ·):

B = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}.
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Je zřejmé, že (B,+) je podgrupa grupy (Z,+) a vynásob́ıme-li sudé č́ıslo jakýmkoli celým
č́ıslem, výsledek je opět sudé č́ıslo, tj. množina B absorbuje všechny násobky sebe sama s
lichými č́ısly. Tedy B je ideál v (Z,+, ·).

V teorii ideál̊u hraje kĺıčové mı́sto tzv. hlavńı ideál okruhu, který definujeme
( definice 11.6. ) jako takový ideál B, který vygenerujeme jediným prvkem b, jenž
vynásob́ıme se všemi prvky množiny M .

Př́ıklad 11.6. Pro M = (Z,+, ·) jsou hlavńımi ideály tyto množiny:

• B1 :=< 1 > ... ideál generovaný prvkem 1 a všemi součiny 1 ·z pro z ∈ Z, tj. B1 = Z
(okruh (Z,+, ·) je sám o sobě hlavńım ideálem);

• B2 :=< 2 > ... ideál generovaný prvkem 2 a všemi součiny 2 · z pro z ∈ Z, tj. jedná
se o ideál z př́ıkladu 9.5:

B = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}.

• B3 :=< 3 > ... ideál generovaný prvkem 3 a všemi součiny 3 · z pro z ∈ Z, tj.

B3 = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .}.

• atd.

• Pokud v okruhu (Z,+, ·) vezmeme ideál generovaný dvěma prvky, např́ıklad B =<
{3, 7} >, jeho prvky jsou např́ıklad celá č́ısla dělitelná třemi nebo sedmi, ale PO-
ZOR, to nejsou všechny jeho prvky: B muśı být grupou vzhledem k operaci sč́ıtáńı,
obsahuje tedy i č́ıslo 7 − 3 = 4, a pokud obsahuje č́ısla 3 i 4, obsahuje také jejich
rozd́ıl 4 − 3 = 1, a pokud obsahuje jedničku, obsahuje vlastně všechna celá č́ısla,
protože jednička vzhledem ke sč́ıtáńı vygeneruje celou množinu Z, a to je hlavńı
ideál vzhledem k prvku 1, tedy došli jsme k tomu, že

< {3, 7} >= Z =< 1 > .

Takže neńı tak jednoduché naj́ıt ideál, který neńı hlavńı, protože o množině Z v́ıme,
že je hlavńım ideálem vzhledem ke generátoru 1.

Věta 34. Zde nyńı je snad vhodné upozornit na matematickou větu, kterou za-
konč́ıme tento semestr (jej́ıž d̊ukaz je nechán pro cvičeńı), že ideál je v okruhu analogie
toho, co v grupě je normálńı podgrupa: Uvažujeme-li homomorfismus okruh̊u (=
homomorfismus, který zachovává výsledky obou operaćı + i ·), tak jeho jádro
kerf (= množina všech prvk̊u prvńıho okruhu, které se zobraźı na neutrálńı
prvek vzhledem k + ve druhém okruhu) je ideálem prvńıho okruhu ... to je
analogie věty 26a) pro homomorfismus okruh̊u, která ř́ıká, že jádro homomorfismu grup
je normálńı podgrupa.
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Poznámka na závěr semestru

Čtenář tohoto textu či student předmětu Algebra 1 si určitě ř́ıká, nač je toto vše
podrobné studium pojmů, vycházej́ıćıch většinou z vlastnost́ı operaćı sč́ıtáńı, násobeńı,
pr̊uniku a sjednoceńı. Rád bych jej ubezpečil, že kromě toho, že zákonitosti prob́ırané
ve vlastnostech (1) až (10) jsou samy o sobě zaj́ımavé, posloužily v historii právě v tom
nejd̊uležitěǰśım úkolu algebry, a tedy ke hledáńı řešeńı algebraických rovnic. Po jedno-
semestrové odbočce do předmětu Algebra 2, která se týká algebraického pohledu na ge-
ometrii a je zhruba řečeno jakýmsi metodickým úvodem do analytické geometrie, se k
tématu řešeńı algebraických rovnic studenti vrát́ı v předmětu Algebra 3 a měli by se
dozvědět, jakým zp̊usobem lze na několika d̊uležitých věcech zúročit studium třiceti čtyř
vět a několika pojmů v tomto semestru.



10.2 CVIČENÍ 81

10.2 Cvičeńı

Procvičeńı pojmů okruh, obor integrity, těleso: např. viz [8], kapitola 17 a cvičeńı na str.
174-178.

Např́ıklad N.1:

a) Které z vlastnost́ı (1) až (10) splňuje struktura (2P ,∪,∩) pro P = {a, b, c}?

b) Jak byste strukturu (2P ,∪,∩) z části (a) nazvali (okruh, obor integrity, těleso, nebo
něco jiného)?

c) Najděte netriviálńı dělitele nuly na struktuře (2P ,∪,∩). Dejte pozor na to, že
”
nula“

je vždy prvek vzhledem k prvńı uvedené operaci struktury, zat́ımco dělitelnost se
zkoumá vzhledem ke druhé operaci struktury.

d) Najděte netriviálńı dělitele nuly na struktuře (2P ,∩,∪). Dejte pozor na to, že
”
nula“

je vždy prvek vzhledem k prvńı uvedené operaci struktury, zat́ımco dělitelnost se
zkoumá vzhledem ke druhé operaci struktury.

Např́ıklad N.2: Uved’te př́ıklad nekonečného oboru integrity, který neńı tělesem.

Např́ıklad D.1:

a) Uvažujme množinu 2P všech podmnožin množiny P = {a, b, c}. Na této množině lze
definovat operaci symetrického rozd́ılu A ÷ B := (A − B) ∪ (B − A) a klasickou
operaci ∩ pr̊uniku. Sestavte tabulky operaćı ÷ a ∩ na množině 2P .

b) Jak byste strukturu (2P ,÷,∩) z části (a) algebraicky popsali (je to okruh, obor inte-
grity, těleso, nebo něco jiného)?

Procvičeńı pojmů ideál, hlavńı ideál, homomorfismus okruh̊u: viz [8], kapitola 18 a
cvičeńı na str. 185-189.

Např́ıklad N.3: Ideál (D,+, ·) okruhu celých č́ısel (Z,+, ·) je takový jeho podokruh,
který je uzavřený vzhledem k násobeńı celým č́ıslem, tj.

d · z ∈ D ∀ d ∈ D, z ∈ Z.

Uved’te př́ıklad ideálu D okruhu (Z,+, ·), který obsahuje č́ıslo 2 a neobsahuje č́ıslo 3.
Výsledky některých cvičeńı najdete v závěru textu v odd́ılu 11.11.
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11 Výsledky některých př́ıklad̊u

11.1 Výsledky ke cvičeńı 1.3 – Vlastnosti operaćı (1) až (5)

Ad cvičeńı 1.1:

a) (N,+) je komutativńı pologrupa. Opravdu, operace sč́ıtáńı je komutativńı – plat́ı (5).
Sečteńım dvou přirozených č́ısel je zase přirozené č́ıslo – plat́ı (1). Sečteńı tř́ı č́ısel z
N nezálež́ı na uzávorkováńı – plat́ı (2). Vlastnosti (1),(2) plat́ı na struktuře, která se
nazývá pologrupa. Vlastnost (3) neplat́ı, protože 0 = jednotkový prvek vzhledem ke
sč́ıtáńı, neńı přirozené č́ıslo (eventuálně bychom mohli tvrdit, že (N0,+) je monoid).
Vlastnost (4) na (N,+) neplat́ı, protože např. inverzńı prvek k 2 je −2, ale −2 /∈ N .
2

b) (Z,+) je komutativńı grupa.

c) (Z, ·) je komutativńı monoid. Opravdu, násobeńı je komutativńı – plat́ı (5).
Vynásobeńım dvou celých č́ısel je zase celé č́ıslo – plat́ı (1). Násobeńı tř́ı č́ısel
nezáviśı na uzávorkováńı – plat́ı (2). Jednotkovým prvkem vzhledem k násobeńı je
č́ıslo 1, což je celé č́ıslo – plat́ı tedy (3), tedy (Z, ·) je monoid. Ovšem inverzńı prvky
vzhledem k násobeńı nejsou celá č́ısla: např. inverźı k č́ıslu 2 vzhledem k násobeńı
je 1

2
, ale to neńı celé č́ıslo, inverźı k 3 je 1

3
, ale 1

3
/∈ Z, atd. 2

d) (Q, ·), (R, ·) jsou komutativńı monoidy. Opravdu, přece jen chyb́ı ještě jeden inverzńı
prvek vzhledem k operaci násobeńı, a sice pro nulu: rovnice 0 · x = 1 nemá řešeńı na
množině Q nebo R, tj. neplat́ı vlastnost (4), dané množiny nejsou grupami vzhledem
k násobeńı. 2

e) (Q− {0}, ·), (R− {0}, ·) jsou komutativńı grupy. Někdy též znač́ıme

Q∗ := Q− {0}, R∗ := R− {0},

tj. (Q∗, ·), (R∗, ·) jsou komutativńı grupy.

f),g) (2A,∪), (2A,∩) jsou komutativńı monoidy. Opravdu, sjednoceńım či pr̊unikem dvou
podmnožin dané množiny A je zase nějaká podmnožina množiny A – plat́ı (1). Ope-
race ∪ a ∩ nezálež́ı na uzávorkováńı – plat́ı (2). Jednotkovým prvkem vzhledem ke
sjednoceńı je ∅, jednotkovým prvkem vzhledem k pr̊uniku je celá množina A ... plat́ı
(3) vzhledem k oběma operaćım. Inverze ke mnoha prvk̊um této struktury neexistuj́ı
– např́ıklad pro operaci sjednoceńı a podmnožinu {a} množiny A = {a, b, c, d, e} by
musela existovat podmnožina X množiny A, aby {a} ∪X = ∅, a to neexistuje.

h) (Z,−) je jen grupoid, protože operace MINUS neńı asociativńı, tj. zálež́ı na
uzávorkováńı; (Z, :) neńı ani grupoid, protože výsledek děleńı řady celých č́ısel neńı
celé č́ıslo.

i) (M,+), kde M = {−100,−99,−98, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , 99, 100} neńı ani grupoid,
protože součtem některých dvojic dostaneme č́ıslo, které nelež́ı v množině M .
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11.2 Výsledky ke cvičeńı ?? – Vlastnosti operaćı (6) až (10)

K této kapitole dosud nejsou uvedeny žádné př́ıklady s výsledkem.

11.3 Výsledky ke cvičeńı 2.3 – Základńı vlastnosti grup

Ad cvičeńı 3.3 – F.2: Na jednom řádku operace v grupě nemohou být stejné dva prvky,
protože v grupě plat́ı zákon o kráceńı (7). Sporem: Na jednom řádku se vyskytuj́ı r̊uzné
x1 a x2. Rovnici

a ∗ x1 = y = a ∗ x2
vynásob́ıme prvkem A−1 zleva a dostaneme po využit́ı vlastnosti (3) na obou stranách
rovnosti dostaneme x1 = x2, což je spor s t́ım, že x1 a x2 jsou r̊uzné prvky.

Ad cvičeńı 3.3 – F.3: Tabulku lze doplnit na:

? e a b
e e a b
a a b e
b b e a

.

11.4 Výsledky ke cvičeńı 3.3 – Podgrupy a generátory grupy

Ad cvičeńı 4.1 – A.1: H je podgrupou grupy G, protože (1) součet logaritmů je logaritmus
součinu a součin kladných hodnot je zase kladná hodnota, tj. H je uzavřená vzhledem k
součtu. Dále je neprázdná, obsahuje např. prvek log 1, což je neutrálńı prvek vzhledem ke
sč́ıtáńı (plat́ı (3)). Asociativita se sveze z asociativity grupy (R,+), plat́ı (2). A nakonec
inverzńı prvek k prvku log a je prvek log 1

a
, protože plat́ı (4): pro každé log a ∈ H

log a+ log
1

a
= log 1 = 0.

Ad cvičeńı 4.1 – A.5:ano, jedná se o podgrupu, prvky grupy jsou body na př́ımce
procházej́ıćı počátkem, operace sč́ıtáńı těchto prvk̊u (funguje stejně jako operace sč́ıtáńı
vektor̊u s počátečńım bodem v počátku a koncovým bodem v daném prvku) splňuje
vlastnosti (1), (4 ... inverzńı prvek k prvku (x, 2x) je prvek (−x,−2x), který opět lež́ı na
dané př́ımce) a množina je jasně neprázdná.

Ad cvičeńı 4.2 – N.1: H = {6, 12, 2, 8, 14, 4, 10, 0} a prvky jsou napsány v tom pořad́ı,
jak je źıskáváme otočeńım o prvek 6.

Ad cvičeńı D.5: Pokud dané součiny jsou navzájem r̊uzné prvky (to plyne mimo jiné
z úlohy F.2 z minulého cvičeńı, že na jednom řádku operace grupy nemohou být stejné
prvky), jeden z těchto součin̊u muśı být roven neutrálńımu prvku n, tj. necht’ např́ıklad
ai∗al = n, pak podle věty 4 plat́ı a−1i = al, našli jsme inverzi k prvku ai, plat́ı vlastnost (4).

Ad cvičeńı 4.2 – E.1: Jsou čtyři: a) celá H10 generovaná prvkem 1 nebo prvkem 3 nebo
prvkem 7 nebo prvkem 9;
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b) druhá triviálńı podgrupa ({0},+) generovaná prvkem 0;
c) podgrupa ({0, 2, 4, 6, 8},+) generovaná prvkem 2 nebo prvkem 4 nebo prvkem 6 nebo
prvkem 8;
d) podgrupa ({0, 5},+) generovaná prvkem 5;

Ad cvičeńı 4.2 – E.3: < 6, 9 >= {6, 0, 9, 3} vzhledem k operaci skládáńı otáčeńı.
Ad cvičeńı 4.2 – E.7 modifikace: prvek [1, 1] je generátorem podgrupy {[1; 1; ], [0; 2], [1; 3], [0; 0]}

vzhledem ke sč́ıtáńı.

Ad cvičeńı 4.2 – E.6: ano, prvek [1, 1] je generátorem celé grupy vzhledem ke sč́ıtáńı.
Grupa má šest prvk̊u a výsledek lze vyč́ıst z tabulky operace v této grupě.

11.5 Výsledky ke cvičeńı 4.2 – nekomutativńı grupy

Ad cvičeńı 5.1: Podle definice skládáńı zobrazeńı plat́ı

P ◦R2 = P ◦R ◦R =



1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
7 1 6 3 4 2 5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
5 7 2 6 3 1 4
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
6 7 3 2 1 5 4


=

 1 2 3 4 5 6 7
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
6 7 3 2 1 5 4

 .

Ad cvičeńı 5.3: Tabulka operace ◦ na množině D3 symetríı trojúhelńıku:

Tabulka 5: Tabulka operace ◦ na množině D3 symetríı trojúhelńıku.

◦ R0 R1 R2 R3 R4 R5

R0 R0 R1 R2 R3 R4 R5

R1 R1 R2 R0 R5 R3 R4

R2 R2 R0 R1 R4 R5 R3

R3 R3 R4 R5 R0 R1 R2

R4 R4 R5 R3 R2 R0 R1

R5 R5 R3 R4 R1 R2 R0

Pokud tuto tabulku porovnáme s tabulkou grupy (S3, ◦), je vidět, že mezi oběma gru-
pami existuje izomorfismus, tj. př́ıslušné tabulky operace se lǐśı pouze přeznačeńım prvk̊u:
f(e) = R0, f(s) = R1, f(t) = R2, f(u) = R3, f(v) = R4, f(w) = R5 (toto izomorfńı
přǐrazeńı je vidět i na obrázku 3). Izomorfismus bude precizně definován v následuj́ıćı
kapitole, ale už ted’ můžeme ř́ıci, že aby zobrazeńı f bylo izomorfismem, muśıme z ta-
bulky operace prvńı grupy dostat přeznačeńım prvk̊u vzhledem k zobrazeńı f přesně tutéž
tabulku vzhledem k operaci v druhé grupě.
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11.6 Výsledky ke cvičeńı 5.3 – Izomorfismus, Cayleyho věta

K této kapitole dosud nejsou uvedeny žádné př́ıklady s výsledkem.

11.7 Výsledky ke cvičeńı 6.2 – řád prvku, cyklické grupy

ad Cvičeńı 7.1.
Např́ıklad N.4: α i β vyjádř́ıme jako součin navzájem nezávislých cykl̊u:

α = (1, 2) ◦ (3, 4, 5), β = (1, 6, 7, 2, 5).

Pak lze cykly zvlášt’ umocnit a spojit: α3 = (1, 2) ◦ id = (1, 2), β4 = (1, 5, 2, 7, 6)29.
Spočteme

”
součin“ a rozlož́ıme na d́ılč́ı

”
součin“ navzájem nezávislých cykl̊u:

α3 ◦ β4 = (1, 5) ◦ (2, 7, 6).

Při umocněńı na pátou nyńı opět umocńıme každý cyklus zvlášt’:

(α3 ◦ β4)5 = (1, 5) ◦ (2, 6, 7).

Řád cyklu (1, 5) je 2, řád cyklu (2, 6, 7) je 3, a tedy řád jejich složeńı je nejmenš́ı společný
násobek d́ılč́ıch řád̊u, tedy 6.

11.8 Výsledky ke cvičeńı 7.3 – Lagrangeova věta

K této kapitole dosud nejsou uvedeny žádné př́ıklady s výsledkem.

11.9 Výsledky ke cvičeńı 8.2 – Homomorfismus, normálńı pod-
grupa

Ad cvičeńı F: Řád prvku a homomorfismus:

Ad Např́ıklad N.1: Řád obrazu je dělitelem řádu vzoru. Lze i celkem jednoduše dokázat:
Sporem ... předpokládejme, že prvek a řádu k se zobraźı na prvek řádu l, kde l neńı
dělitelem k, tj. k = l · q + m, kde 0 < m < l. Označme ještě e1 neutrálńı prvek v grupě
G1 = (G,5), e2 je neutrálńı prvek v grupě G2 = (H, ∗). Celkem máme

e2 = ϕ(e1) = ϕ(ak) = ϕ(al·q+m) = ϕ(a)l·q ∗ ϕ(a)m = e2 ∗ ϕ(a)m,

což je spor s t́ım, že řád prvku ϕ(a) neńı m, ale větš́ı č́ıslo l.

Ad Např́ıklad N.3: Nev́ım, jak přesně dokázat, ale nebude to težké – snad stač́ı ř́ıci, že
to plyne z předchoźı větičky N.1 a vlastnosti zachováńı operace u homomorfismu. Pokud
zobraźıme generátor na generátor, obrazy všech ostatńıch prvk̊u už jsou jednoznačně

29Mimochodem: protože Podgrupa generovaná permutaćı β je cyklická a prvek β je řádu 5 (cyklus délky
k je řádu k, plat́ı β5 = id, a tedy β4 = β−1 ... inverzńım prvkem k cyklu β je mocnina prvku β o jedničku
nižš́ı než řád prvku β.
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určeny. Důkaz: Když a je generátor cyklické podgrupy prvńı grupy, ϕ(a) jistě také
vygeneruje nějaké prvky svými mocninami, a podle větičky N.1 jich bude tolik, že jejich
počet děĺı řád prvku a v prvńı grupě.

Ad Např́ıklad N.4: 0 se v každém homomorfismu zobraźı na 0. Dále (Z8,⊕) je cyklická
grupa generovaná např.prvkem 1. Tedy celý homomorfismus je jednoznačně určen, zadáme-
li obraz generátoru 1.

hom 01: 0
ϕ→ 0, 1

ϕ→ 0 ... pokud se generátor zobraźı na nulu, aby byla splněna podmı́nka
homomorfismu, všechny daľśı prvky se zobraźı na nulu. Jádrem je tedy celá množina
Z8.

hom 02: 0
ϕ→ 0, 1

ϕ→ 1 ... podle podmı́nky homomorfismu nyńı dopočteme, že muśı nastat
2 = 1 + 1

ϕ→ ϕ(1) +ϕ(1) = 2, dále 3 = 2 + 1
ϕ→ ϕ(2) +ϕ(1) = 2 + 1 = 3, atd. Jádrem

je množina {0, 4}

hom 03: 0
ϕ→ 0, 1

ϕ→ 2 ... prvek 2 ∈ Z4 generuje podgrupu {0, 2}, tj. podle podmı́nky
homomorfismu se 0, 2, 4, 6 zobraźı na nulu, a 1, 3, 5, 7 na dvojku, tj. jádrem je
{0, 2, 4, 6, }.

hom 04: 0
ϕ→ 0, 1

ϕ→ 3 ... prvek 3 ∈ Z4 generuje celou Z4, a tedy 0, 1, 2, 3 se postupně
zobraźı na 0, 3, 2, 1, a pak už se obrazy zopakuj́ı: 4 → 0, 5 → 3, 6 → 2, 7 → 1.
Jádrem je množina {0, 4} grupy Z8.

Ad Např́ıklad N.2: (Z9,⊕) sestává z prvk̊u: (operaćı
”
umocňováńı“ je sč́ıtáńı prvk̊u)

[0] je řádu 1, [1] je řádu 9, [2] je řádu 9, [3] je řádu 3, [4] je řádu 9, [5] je řádu 9, [6] je
řádu 3, [7] je řádu 9, [8] je řádu 9.

Dále (S3, ◦) sestává z prvk̊u (ve zkráceném zápisu pomoćı disjunktńıch cykl̊u): id je
řádu 1, (1, 2, 3) je řádu 3, (1, 3, 2) je řádu 3, (1, 2) je řádu 2, (1, 3) je řádu 2, (2, 3) je řádu
2.

Pojd’me ke hledáńı všech r̊uzných homomorfismů: neutrálńı prvek se muśı vždy zobrazit
na neutrálńı prvek – tedy [0] se zobraźı na id. Vzhledem k předchoźımu př́ıkladu N.1 řád
obrazu muśı být dělitelem řádu vzoru, tj. žádný z daľśıch prvk̊u 58du tři nebo devět se
nemůže zobrazit na dvouprvkové cykly (1, 2), (1, 3) nebo (2, 3), protože ty jsou řádu 2.

Dále si všimněme, že grupa Z9 má řadu prvk̊u řádu devět, je tedy cyklická, tj. stač́ı zob-
razit jeden z generátor̊u celé grupy, např́ıklad prvek [1], a všechny obrazy ostatńıch prvk̊u
jsou už jednoznačně určeny z podmı́nky homomorfismu (podmı́nky zachováńı výsledku
operace. Dı́ky těmto fakt̊um lze dospět ke třem r̊uzným homomorfismům:

hom 01: ϕ1([0]) =id, ϕ1([1]) = (1, 2, 3), a nyńı už

ϕ1([2]) = ϕ1([1] + [1]) = (1, 2, 3) ◦ (1, 2, 3) = (1, 3, 2);

ϕ1([3]) = ϕ1([2] + [1]) = (1, 3, 2) ◦ (1, 2, 3) = id;

ϕ1([4]) = ϕ1([3] + [1]) = id ◦ (1, 2, 3) = (1, 2, 3);

ϕ1([5]) = ϕ1([4] + [1]) = (1, 2, 3) ◦ (1, 2, 3) = (1, 3, 2);

atd.

Je vidět, že jádrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protože ty se zobraźı na
neutrálńı prvek druhé grupy.
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hom 02: ϕ1([0]) =id, ϕ1([1]) = (1, 3, 2), a nyńı už

ϕ2([2]) = ϕ2([1] + [1]) = (1, 3, 2) ◦ (1, 3, 2) = (1, 2, 3);

ϕ2([3]) = ϕ2([2] + [1]) = (1, 2, 3) ◦ (1, 3, 2) = id;

ϕ2([4]) = ϕ2([3] + [1]) = id ◦ (1, 3, 2) = (1, 3, 2);

ϕ2([5]) = ϕ2([4] + [1]) = (1, 3, 2) ◦ (1, 3, 2) = (1, 2, 3);

atd.

Je vidět, že jádrem homomorfismu jsou prvky id, [3], [6], protože ty se zobraźı na
neutrálńı prvek druhé grupy.

hom 03: ϕ3([0]) =id, ϕ3([1]) =id, a nyńı už

ϕ3([2]) = ϕ3([1] + [1]) = id ◦ id = id;

ϕ3([3]) = ϕ3([2] + [1]) = id ◦ id = id;

atd.

Je vidět, že jádrem homomorfismu je celá grupa Z9, protože všechny jej́ı prvky se
zobraźı na neutrálńı prvek.

11.10 Výsledky ke cvičeńı 9.2 – Pod́ılová grupa

K této kapitole dosud nejsou uvedeny žádné př́ıklady s výsledkem.

11.11 Výsledky ke cvičeńı 10.2 – Struktury se dvěma operacemi

K této kapitole dosud nejsou uvedeny žádné př́ıklady s výsledkem.
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Př́ırodovědecké fakultě MU Brno. Počet stran 100 v roce 2013. Tento text pokrývá
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daná polovina se věnuje záležitostem odlǐsným od těch, na které je kladen d̊uraz na
Pedagogické fakultě.
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přednášky.

3 Raymond Smullyan: Jak se jmenuje tahle kńıžka? Zaj́ımavé logické problémy od jed-
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