Ulohy z TM




UrCete zrychleni téles soustavy, (tj. bodad M, m) riznymi metodami

vazebné podminky [,s —délky lan
ytx=s
x+l-2a=d

= x = -2y + konst

R, P napeéti lan

Newtonovy rce:

X = ng (2m sing - M sinlﬂ)

mX =mgsin@ — R 4m+
My =mgsm{—P j=_ & M sinyy —2msi

Yy =mgsmy y 4m+M( siny ms1n¢)
2R=P 2Mg

o e P= 2siny/ +sin@) =2R
X=-2y 4m+M( v ¢)

K ¢emu jsme dosli?




D' Alembertuv princip
Ox =-20y,X=-2y
(mg sin @ —m)'c') Ox + (Mg sin{y/ —]\[))) oy =0

[—Z(mg sin @ +2mj}) + Mg sinyy —My] oy =0
| —2(mgsin @ +2mj)+ Mgsing ~Mj | =0

._ g L :
y= T (M sin{y 2msm¢)

Lagrangeovy rce l.druhu Lagrangeovy rce ll.druhu

mxX =mgsing + A

My =Mgsing +2A —mx’ +%My2 +mgxsin @ + Mgy sin(
X=-2y

p + yg (M sin{/ —2msin ¢)
(SI/‘OVV!. A=—-R= _E) 2

g(Msinlﬂ—2msin¢)—2j}(2m +%) =0




Zakon zachovani energie

N )'/2 (Zm +%) —yg (M sin{/ —2msin ¢) = F = konst.

2yy (Zm +%)—yg(Msin{ﬂ—2msin¢) =0

._ g L ,
Y= A+ M (Msmlﬂ 2ms1n¢)




D’Alembertav princip

V pfedchozi kapitole jsme se seznamili s principem virtualni prace. Ten je viak poufitelny jen
v pripadé rovnovahy, kdy sila na kaidy hmotny bod je rovna nule. V pripadé, kdy se hmotné body
pohybuiji, je ale sila obecné nenulovd. Vime, Ze souvisi se zrychlenim podle 2. Newtonova zdkona:

s —
=L

m{rr]'rE.rel = (m) °

Zde index n ¢isluje hmotné body, n= 1, ... N, kde N je potet hmotnych bodii’.

Existuje ale trik, ktery nam umozni pouiit to, co jsme zvladli v prvni kapitole, tedy virtudlni posunuti a
virtudlni praci. Ve vztazich (2.1) pfevedeme vie na jednu stranu:

=My =0

Vyraz na levé strané (2.2) ma rozmér sily, mizeme ho tedy cely chapat jako silu. PouZiva se pro néj
nazev ztracend sila’. Podstatné je, e tyto ztraceneé sily se pro kazdy hmotny bod rovnaji nule. Lze na
né tedy aplikovat stejny postup, jako jsme v kap. 1 aplikovali na normalni sily: Vztah pro kazdé n

vynasobime virtudlnim posunutim .fTF[n]I a secteme pro viechnan od 1 do N:

N

Z(Err‘l m, [u]] 53" =0.

n=1

Sila na kazdy bod se sklddd ze sily aktivni a vazbové, F, = F!¥'+ E[/) . Podobné jako ve statickém

pFipa-::lé popsaném v predchozi kapitole je virtualni prace vazbovych sil rovna nule:

ZFES' 5;— — (.” Vazbové sily tedy vypadnou a muiZeme fFici, e za pohybu soustavy

n=1

hmotnych boda plati:




L=T-V

Nazyvame ji Lagrangeova funkce nebo jednim slovem lagrangian®'.

Vysledné rovnice, které jsme odvodili, maji velmi jednoduchy tvar:

dfaL)_a
dt | oq, aq

A pravé toto jsou Lagrangeovy rovnice druhého druhu pro pfipad konzervativnich sil.




Matematické kyvadlo

Nasim cilem je vyresit pohyb kyvadla s délkou zavésu [. Jako zobecnénou
soufadnici zvolime Ghel ¢ (viz obrazek).

Nejprve musime sestavit lagrangian. Ktomu potfebujeme kinetickou  y=[cosgp
a potencidlni energii — a potfebujeme tyto energie vyjadrit pomoci

zobecnéné soufadnice ¢ a zobecnéné rychlosti ¢@. Y

Pocitat kinetickou energii pfes kartézské slozky rychlosti X a y by bylo zbyte¢né slozité. Pijdeme na
to jednoduseji. Hmotny bod se pohybuje po kruZnici, takZe jeho rychlost je v=I[-@w=1-¢. Kineticka
energie je tedy 'I‘:%mu2 =%m."2¢;~2.

Potencidlni energii spofteme podle ,klasického” vzorce mgh, kde vyska h=—y=—Icos¢p, takie

V=-mglcosg.

Lagrangian je tedy L=T-V=imP¢* +mglcosg

a jeho derivace
oL d

L . L d
—— (iml¢* \=ml‘o, = _ % (mgl cosp)=-mgl sing.

Lagrangeova rovnice (jen jedna, protoZe Uloha ma jen jeden stupen volnosti) je obecné

dfaL)_a _
dt\og) op




Lagrangeova rovnice (jen jedna, protoZe uUloha ma jen jeden stupen volnosti) je obecné

i[a.z] o _
dt\ogp) oo

a po dosazeni konkrétné:
%[mﬁéﬁmgi sing=0,
coz po vydéleni mi? dava
i +%sin¢: =0.

Tuto rovnici uZ fesime znamym zplsobem: pro malé vychylky je sing =@, rovnice je tedy
$+Q°p=0, kde Q=./g/l; jeji fedeni je p=¢_ -cos(Qt+¢). Vidime, Ze lagrangeovsky

formalismus za nas rovnici nevyresi — umozini ji viak systematickym zplUsobem sestavit. Postup je

1. Zvolit vhodné zobecnéné souradnice
2. Vyjadrit kinetickou energii a potencialni energii pomoci zobecnénych souradnic a rychlosti
3. Sestavit lagrangian (a pripadné si ,,bokem” vypocitat jeho potfebné derivace)

4. Sestavit Lagrangeovy rovnice




Dveé zavazi na kladce

Opét pujde o problém znamy uz z Uvodniho kurzu mechaniky. Na pevné kladce
s momentem setrvacnost /| a polomérem R visi na lanku (zanedbatelné
hmotnosti) dvé zavaii, nalevo hmotnosti my, napravo hmotnosti m.. Jak se
budou zava#i pohybovat?™

Rychlosti obou zévaii jsou stejné, x, =X, =X . (Misto x1 budeme psat prosté x.)

Uhlova rychlost kladky je @ =X/R . Celkova kineticka energie je tedy

S | 2 1 2 1 - | 2 =3
T=smuv ~4+smup,” +5Jw —i(ml +m, +(j/ﬁ‘ ])x ;
Potencialni energie je V=m, gx, +m,gx, = [mi— m, )gx +konst. ** Lagrangian je

L=T-V =-;-(m] +m, +(j’/Rz))f—(ml—m2)gx

Lagrangeovy rovnice

o) a_,
dt\ ox OX

tedy daji




d 2\ -
E((ml+m1 +(j/R‘E]}x} +(m-m,)g = 0.
Odtud dostaneme pro zrychleni zavazi vysledek

. m, = m,
X = ;
m1+m1+(}/R

)¥

Vidime, Ze oproti feseni tohoto problému pomoci druhého Newtonova zakona a druhé véty
impulsové (jak se to délalo v dvodnim kurzu klasické mechaniky) je feSeni pomoci Lagrangeovych
rovnic vyrazné jednodussi. Nemusime uvaZovat tahy vlanku nalevo a napravo a misto tfi rovnic
mame rovnou rovnici jedinou.




