IV. NEJISTOTY MERENI A ZPRACOVANI VYSLEDKU

Me¢fteni patii mezi zdkladni zplsoby ziskdvani kvantitativnich informaci o stavu sledo-
vané veliCiny.

4.1 CHYBY MERENI

Nedokonalost metod méfeni, nasich smysli, omezend ptesnost méficich ptistroji, pro-
ménné podminky méfeni a dalsi vlivy zpusobuji, ze méfenim nemtzeme zjistit skute¢nou
hodnotu fyzikalni veli€iny xy. Rozdil skutecné a naméfené hodnoty nazyvame absolutni chy-
bou méfeni. Tato chyba ma dvé slozky — systematickou a ndhodnou.

4.1.1 Klasifikace chyb méreni

Podle pfi¢in vzniku délime chyby do tii skupin.

Systematické chyby jsou zplisobeny pouzitim nevhodné nebo mén¢ vhodné méfici me-
tody, nepiesnym meétidlem ¢i méficim piistrojem, piipadné osobou pozorovatele. Tyto chyby
zkresluji numericky vysledek méteni zcela pravidelnym zptisobem; bud’ jej za stejnych pod-
minek vzdy zvétsuji nebo vzdy zmensuji a to bez ohledu na poéet opakovanych méteni. Casto
se navenek neprojevuji a lze je odhalit az pii porovnani s vysledky z jiného pfistroje. Existuji
1 systematické chyby s Casovym trendem, zptisobené starnutim nebo opotfebovanim méficiho
pristroje.

Priklady: Pii vazeni ve vzduchu je v disledku Archimédova zakona zjisténa hmotnost
télesa vzdy mensi nez skutecnd hmotnost pro télesa, jejichz hustota je mensi nez hustota za-
vazi. Systematicka chyba vznikla zanedbanim vztlaku vzduchu a vhodnou korekci (korekce
na vakuum) ji lze odstranit. Pfi méfeni napéti voltmetrem je zmétené napéti vzdy mensi nez
skutecné, protoze voltmetr nema nekone¢né velky vnitini odpor. Systematicka chyba ma pt-
vod v konstrukci pfistroje a lze ji odstranit pouzitim pfistroje s vétSim vnitinim odporem.
Protoze vime z jakych pfi¢in systematické chyby vznikaji, mizeme odhadnout jejich velikost
1 znaménko a vyhodnocenim jejich vlivu na vysledek méteni je dovedeme odstranit (zavede-
nim vhodné korekce).

Nahodné chyby, které kolisaji nahodné co do velikosti 1 znaménka pti opakovani mé-
feni, vznikaji spolupiisobenim velkého poctu ndhodnych vlivl, které nemizeme predvidat.
Nahodné chyby jsou popsany urcitym pravdépodobnostnim rozdélenim.

Systematické chyby ovliviiuji spravnost, nahodné pak piesnost vysledku.

Hrubé chyby (oznacované jako vybocujici nebo odlehlé hodnoty) jsou zpisobeny vy-
jime¢nou pfi¢inou, nespravnym zapsanim vysledku, nahlym selhanim méfici aparatury, ne-
spravnym nastavenim podminek pokusu apod. Naméiena hodnota se pii opakovaném méieni
znacné 1i8i od ostatnich hodnot. Takové méfeni je tieba ze zpracovani vyloucit, aby nezkres-
lovalo vysledek méteni.

4.1.2 Ndahodné chyby

Na rozdil od hrubych a systematickych chyb, které mizeme spravnou metodou méfent,
presnymi pfistroji a peclivosti prace odstranit, se nahodné chyby vyskytuji zcela zakonité pti
kazdém meéteni a nemlizeme je ovlivnit. Na okolnostech métfeni zavisi, jak se ke skutecné
hodnot€ veli¢iny ptiblizime.

20



Nekontrolovatelné vlivy, které se pii opakovani méfeni méni ndhodné a nezavisle na
vlivech kontrolovanych, jsou pfi¢inou vzniku ndhodné chyby. Vysledkem méfeni je hodnota
veliCiny x;, kterd se od skute¢né hodnoty x lisi. Jejich rozdil je chyba méteni &;

E=Xi-Xo. (1)
Chybu g nemtizeme nikdy stanovit, mizeme ji pouze odhadnout.

Chyba urcena jako rozdil namétené hodnoty a skute¢né hodnoty veli¢iny se nazyva ab-
solutni chyba. Vyjadtujeme ji v jednotkach veli€iny. Relativni chyba, definovéna vztahem

P @

r,l

je veli¢inou bezrozmémou. Casto se udava v %.

Nahodné chyby, které pii opakovani méteni kolisaji ndhodné co do velikosti 1 zna-
ménka, vznikaji spoluplisobenim velkého poctu ndhodnych vlivi, které nemtizeme piedvidat.
Nahodné chyby se chovaji jako ndhodné veli¢iny a fidi se matematickymi zakony poctu prav-
dépodobnosti. Pfi velkém poctu opakovanych méfeni tak statistické zadkonitosti miizeme pou-
zit k odhadu vlivu nahodnych chyb na pfesnost méfeni.

4.1.3 Normdlni rozdéleni '

Predpokladejme, Ze byl korigovan vliv systematickych chyb.

Vezmeme-li v tivahu Cetnost, s kterou je dana hodnota namétena, a vyneseme-li do gra-
fu zéavislost této Cetnosti na hodnoté veli€iny, zjistime, ze v ptipadé velkého poctu méfeni
n — o (zakladni soubor) bude ktivka hladka a rozdéleni naméfenych hodnot dokonale symet-
rické. Skute¢na hodnota xy odpovida maximu kiivky (obr.1). Toto norméalni (tzv. Gaussovo)
rozdéleni vychazi z predpokladu, ze
a) vyslednd chyba kazdého méieni je vysledkem velkého poctu velmi malych, navzajem

nezavislych chyb
b) kladné i zdporné odchylky od skute¢né hodnoty jsou stejné pravdépodobné.

Funkce normalniho rozdéleni se uvadi nejcastéji ve tvaru

2
0 ()= ——ew el | ()
kde 6 - rozptyl,
6 - smérodatna odchylka (primérna odchylka namétené hodnoty x od skute¢né
hodnoty x),
x - hodnota nékterého z nekonecné fady provedenych méfent,
@ (x) - hustota pravdépodobnosti hodnot veliciny x.

S pomoci funkce ¢ (x) je mozné ur€it pravdépodobnost tak, aby namétfena veli¢ina byla
v urc¢itém intervalu (obr. 2). Pokud

Xgto (x_x())z
[ exp{———="1dx=0,683, (4)

1
o2z 7, 207

pak pravdépodobnost, Ze se namétend hodnota nachazi v intervalu x, —o, x,+o0, je 68,3 %.

Vintervalu xy+ 20 je to 95 %, mimo interval xo + 3o bude pouze 3 promile hodnot.
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Obr. 1 Gaussovo rozdéleni
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Obr. 2 Intervaly pravdépodobnosti

U souboru s kone¢nym poctem méteni (vybérovy soubor) miizeme ale mluvit jen o nej-
pravdépodobnéjsi hodnoté métené veliCiny, ktera se skutecné hodnoté bude blizit. Jako nej-
lepsi odhad skute¢né hodnoty xy pouzijeme aritmeticky primér X z n naméfenych hodnot x;,

X2geeeee Xpe

1 n
13
L=

kde n —pocet méteni,

x;— hodnoty namétenych veli¢in (i = 1,2,

©)

Jestlize zvétSujeme pocet méteni, hodnota aritmetického praméru se ptiblizuje skutecné
hodnoté (obr. 3). Pfesto nelze opakovanym méfenim dosahnout libovolné velké ptesnosti vy-

sledku.

Mirou rozptylu v zakladnim soubo-
ru je smérodatnd odchylka o. Rozptyl
hodnot vybérového souboru charakterizu-
je vybérova smérodatna odchylka s jed-
noho méteni

(6)

S rostoucim poftem n méfeni se
presnost méieni zvySuje. Proto pro opa-
kovand méfeni zavadime vybérovou sme-
rodatnou odchylku aritmetického (vybe-
rového) priméru §, kterd zavisi na tom,
jak se od sebe lisi x, a x (viz obr.3).
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Obr. 3 Vliv poctu méfeni na hodnotu x

Plna kiivka znazorfiuje rozlozeni hodnot x kolem skutec¢né hodnoty x,, zatimco ¢arkované

ktivky znazoriuji rozloZzeni namétenych hodnot kolem aritmetického priméru. Z obr. 3 vy-
plyva, Ze s rostoucim 7 se hodnota aritmetického priméru ptiblizuje ke skutecné hodnoté xy.
Vybérovou smerodatnou odchylku aritmetického priiméru vypocteme ze vztahu
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(7)

e Poznamka:

Provadime-li vypocty na kalkulacce, je mozno vztah pro vypocet smérodatné odchylky 5 upravit na tvar,
ktery je pro vypocet mén¢ pracny:

nebo

kde znaceni s a ¢ neodpovidaji znaceni v predchozim textu. Nékteré kalkulacky maji pfipadné misto s a
znaceni G,.; a o,.

_ s
Pak plati: S =—==
Jn

4.1.4 Systematické chyby

Systematické chyby zkresluji pfi opakovaném méfeni za stejnych podminek hodnotu
meétené veliCiny stale stejnym zptisobem. Pokud bychom je chtéli vyloucit, museli bychom
pouzit presnéjsi pristroje nebo zavést korekce. V laboratornim cviceni nékdy nelze tento po-
zadavek splnit. Proto provedeme odhad systematickych chyb tak, aby maximalni chyba, kte-
rou ur¢ime, byla vzdy vétsi nebo nejvySe rovna chybé, které se pfi méteni dopoustime. Chy-
by, které se podileji na systematické chyb¢, jsou zplisobeny omezenou piesnosti méficich
pfistrojil a zafizeni, chybou metody a chybou pozorovatele.

Odhad chyby kazdého méfeni samoziejmé zavisi na konkrétnich podminkéach pokusu a
experimentalni zkuSenosti pozorovatele. Métime-li napt. délku, jejiz velikost se nastavuje
splnénim nékterych podminek pokusu, vyskytne se pii méteni kromé chyby c¢teni na stupnici
jesté chyba v nastaveni, ktera byva zpravidla mnohem vétsi nez chyba ¢teni. Obdobné budou
chyby cteni na stupnicich elektrickych méfticich piistroji zanedbatelné vic¢i chybé, zadané
vyrobcem prosttednictvim tfidy presnosti. Z tohoto hlediska pozorovatel rovnéz musi posou-
dit, zda jsou chyby c¢teni na stupnici mensi nez mozné chyby nahodné. Pouze v tomto piipade
lze totiz méfeni opakovanim a statistickym zpracovanim zpiesnit. Naopak, dostdvame-li pfi
opakovanych méfenich stale stejné hodnoty, neznamena to, ze métime presné skutecnou hod-
notu, ale ze chyba ¢teni na stupnici je mnohem vét§i nez chyba ndhodné a chybu métfeni mu-
sime odhadnout.

4.1.4.1 Vyrobni udaje

Vyrobnim udajem o chyb¢ je tiida piesnosti u elektrickych méficich pfistrojii a odpo-
rovych dekad a vyrobni tolerance zavazi, odpord, kapacit kondenzatorii apod.

U analogovych (ruckovych) méficich pfistroju tfida pfesnosti urcuje nejvetsi piipustnou

chybu, se kterou pfistroj méfi. Je zadand v procentech rozsahu celé stupnice a predstavuje
absolutni chybu hodnoty zméfené pii daném rozsahu. Ttida pfesnosti 1,5 na stupnici voltmet-
ru s rozsahem 60 V znamend, ze kazdd hodnota zméfena na tomto rozsahu je naméfena s

absolutni chybou = 0,9 V (1,5 % ze 60 V).
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U digitalnich (Cislicovych) méficich pfistroji je maximalni chyba uddvana vyrobcem
stanovena ze dvou slozek. Jedna je zavisld na velikosti méfené hodnoty a je vyjadiena v %
meéfené hodnoty. Druhd je zévisla bud’ na pouzitém rozsahu a nebo vyjadiend poctem jedno-
tek (digitl) nejnizsiho mista Cislicového displeje na zvoleném rozsahu.

Vyrobce udavad u méficiho pfistroje METEX M-3850 pro méfeni stfidavého napéti
v rozsahu 400 mV az 400 V nejvétsi ptipustnou odchylku 0,8 % z méfené hodnoty a 3 jednot-
z procentického tdaje je (0,8/100) - 49,7 = 0,3976 V. Udaj tfi jednotky nejniz§iho mista &isli-
cového displeje znamené chybu 0,3 V. Celkova chyba (0,3976 + 0,3) = 0,6976 V = 0,7 V.
Relativni chyba naméfené hodnoty 0,7/49,7 = 0,0140, tj. 1,4 %.

Vyrobni tolerance je rovnéz 0daj o chybé. Napt. vyrobni tolerance sady analytickych

zévazi 10” znamena, Ze kazdé zavazi této sady ma svoji hodnotu zatizenu relativni chybou
0,01 %.

Udaj na odporu M 1 + 15 % znamena, Ze odpor ma hodnotu 100 kQ v mezich tolerance
+ 15 kQ.

Nemdame-li k dispozici udaje o presnosti métidla, musime sami odhadnout maximalni
chybu naméfené hodnoty.

4.1.4.2 Odhad chyb ¢teni na stupnici
V piesnosti Gteni na stupnici piistroje (méFidla) existuji jista omezeni. Cteni na stupnici
provadime tak, abychom ziskali co nejpfesnéjsi vysledek. Nej€astéji se ukazatel velikosti mé-
fené veli¢iny na stupnici nekryje pfimo s zddnym dilkem stupnice, ale lezi napt. mezi k-tou a
(k+ 1) - ni dé€lici carkou. Ctend hodnota je vétsi nez k dilka stupnice a mensi nez (k + 1) dilek.
Pro ptesnéjsi vysledek velikost ¢tené hodnoty v desetinach dilku odhadujeme.
Ridime se pfitom nasledujicimi empirickymi zasadami:
c¢) je-li déleni stupnice husté a ma-li délici carky (rysky) tlusté (Siroké), odhadujeme alespon
poloviny dilkd,
d) jsou-li délici carky dostatecné tenké proti jejich vzdalenostem, je pravidlem odhadovat
desetiny nejmensich dilka stupnice,
e) je-li stupnice opatfena desetinnym noniem - pomocnou stupnici, ¢teme piesné¢ desetiny
dilku hlavni stupnice a odhadujeme poloviny desetin,
f) ma-li pomocna stupnice n-tinové déleni (n > 10), ¢teme presné n-tiny dilku hlavni stupni-
ce a odhadujeme poloviny n-tin.
Ctenim na stupnici ziskame &iselny tidaj o hodnoté méfené veli¢iny s danym poétem
platnych cifer. Posledni platnd cifra je neurcitd, ziskand odhadem desetin dilku, a je tedy jiz
zatizena chybou méteni.

Pti odhadu velikosti chyby ¢teni vychazime z uvedenych empirickych pravidel pro ¢teni
na stupnici:
g) odhadujeme-li pti ¢teni polovinu dilku zakladni stupnice, je pfiméfeny odhad chyby 0,5
dilku,
h) odhadujeme-li pfi ¢teni desetiny dilku, pfiméteny odhad chyby ¢ini 0,1 az 0,2 dilku,
1) ma-li stupnice pomocnou stupnici (nonius), je pravidlem odhadovat chybu na polovinu
zlomku (n-tiny) dilku, ktery pfecteme piesné.

Piiklady odhadu chyb pro nékterd méfidla jsou uvedeny v tabulce €. 1.
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Tabulka ¢. 1 Chyby nejbéznéjsich métidel

Velikost | Pocet dilki
Me¢ftidlo jednoho | pomocné |Piesnost ¢teni Priklad Odhad chyb
dilku stupnice

skladaci metr I mm 1 mm 843 mm + 1 mm
ocelové méritko 1 mm 0,1 mm 174,6 mm + 0,2 mm
posuvné métitko | 1 mm 10 0,05 mm 83,85 mm + 0,05 mm
mikrometr 0,5 mm 50 0,005 mm 12,115 mm + 0,005 mm
stopky 0,1s - 0,1s 36,9 s +0,2s
teplomér 0,2 °C - 0,1 °C 21,7 °C +0,1 °C
stupnice anal. vah |1d - 0,5d 9,5d +0,5d
obchodni vahy S5¢g - 25¢g 325¢g +3g

4.2 NEJISTOTY MERENI

Na zakladé nového ptistupu k hodnoceni piesnosti méieni se zdkladem pro hodnoceni
vysledkid méfeni staly nejistoty méfeni”.

Nejistota méfeni je parametr pfifazeny k vysledku métfeni, udavajici interval hodnot meé-
fené veliciny kolem vysledku méteni, ktery obsahuje skutecnou hodnotu xo métené veli¢iny.

Nejistota métfeni zahrnuje obecné mnoho slozek. Nékteré z nich lze vyhodnotit na za-
kladé statistického rozlozeni vysledkil série métfeni a charakterizovat vybérovou smérodatnou
odchylkou. Nejistota se vSak nevztahuje pouze k vysledkim méfeni, ale také na métidla, pou-
zité konstanty, korekce atd.

Nejistoty jsou ur¢ovany na zaklad¢ statistického ptistupu. Predpoklada se urcité rozdé-
leni pravdépodobnosti, které popisuje, jak se miize naméfena hodnota méiené veli¢iny lisit od
skute¢né hodnoty. Z tohoto rozdéleni pravdépodobnosti miizeme urcit pravdépodobnost, s
jakou se v intervalu daném nejistotou skute¢nd hodnota miize nachézet.

Mirou nejistoty je smérodatna odchylka udéavané hodnoty (odhadu skute¢né hodnoty).
Takto vyjadfena nejistota se oznacuje jako standardni nejistota u a uddvéd rozsah hodnot
<-u, +u> okolo namétené (stanovené) hodnoty, ve kterém se s danou pravdépodobnosti na-

chézi skutecnd hodnota (napf. pro normalni rozdéleni je tato pravdépodobnost rovna 68,3 %).

Standardni nejistoty se podle zdrojl, z kterych vznikaji, d€li na standardni nejistoty typu
A a standardni nejistoty typu B.

Standardni nejistoty typu A (u,) jsou zpiisobovany nahodnymi vlivy, jejichz pficiny
nejsou znamy. Stanovuji se z opakovanych méfeni urcité hodnoty dané veliCiny za stale stej-
nych podminek na zaklad¢ statistického ptistupu. Charakteristické pro nejistotu typu A je, ze
se jeji hodnota zmenSuje se zvétSujicim se poctem opakovanych méteni.

Standardni nejistoty typu B (up) vznikaji ze zndmych a odhadnutelnych pfi¢in. Mo-
hou pochazet z riznych zdroja. Jejich ur€eni vychéazi z odhadu systematickych chyb naméie-
nych hodnot. Standardni nejistota typu B je dana odmocninou ze souc¢tu kvadrat nejistot od

* Termin nejistota byl zaveden po dohodé mezinarodnich organizaci. Podnét k novému pfistupu hodnoceni pfesnosti méfeni
vzesel roku 1978 z Comité International des Poids et Mesures (CIPM). Technicky pfedpis metrologicky TPM 0051-93 ob-
sahuje zasady, metody a postupy pro stanoveni nejistot pfi vyhodnocovani méfeni ve vyzkumu a technické praxi. Tento
pfedpis respektuje doporuéeni pfijata na 70. a 75. zasedani CIPM a je konformni s dokumentem WECC "Guidelines for the
Expression of the Uncertainty of Measurement in Calibration”.
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jednotlivych zdrojii. Hodnoty standardni nejistoty typu B nezédvisi na poctu opakovanych me-
feni.

Shodny pristup k stanoveni nejistot typu A i B umoziuje sloucit vSechny standardni ne-
jistoty (tj. typu A a B) do jediné hodnoty. Sumaci kvadrat standardnich nejistot typti A a B
se dostane kvadrat kombinované standardni nejistoty u, ktera je ddna vztahem

u=qu’+u; . (8)

V laboratofi fyziky budete vysledek méteni nejcastéji udavat s touto standardni nejisto-
tou u.V praxi se doporucuje uddvat nejistoty intervalem, u kterého je jen mala pravdépodob-
nost, ze bude pfekrocen. Proto se zavadi rozSifena standardni nejistota U, kterd je dana
vztahem

U=kyu, 9)
kde k&, je koeficient rozsiteni (koeficient pokryti). Konven¢ni hodnota &, se obvykle voli 2.
Pii k, =2 je U =2 u, coz pii normalnim rozdéleni pravdépodobnosti znamena, ze skute¢na
hodnota lezi s pravdépodobnosti 95 % v intervalu, vymezeném rozsifenou nejistotou.”

4.2.1 Model méieni

Z teoretického hlediska lze stanoveni hodnoty métené veli¢iny vyjadiit modelem méte-
ni. Model méfeni vyjadiuje zavislost vystupni veli¢iny Y (vysledek méfeni) na vstupnich veli-
¢inach (X}, X, X, ). Obecné lze pro vyslednou veli¢inu Y psat

Y=1{(X\ X2, Xn). (10)

Vztah popisujici méfeni a predstavujici model méfeni ma byt co nejobecnéjsi a ma
umoziiovat zahrnout vSechny vlivy projevujici se na vysledku méteni, tedy i pracovni pro-
sttedi, v kterém méieni probihd a znalosti a zkuSenosti experimentatora.

......

4.2.2 Standardni nejistota typu A

Standardni nejistota typu A je rovna vybérové smérodatné odchylce s aritmetického
priméru

(11)

Pokud je pocet opakovanych méfeni mensi nez 10 a neni mozné ucinit kvalifikovany
odhad na zakladg zkugenosti, Ize standardni nejistotu typu A p¥iblizné stanovit’ ze vztahu

u,=k5, (12)
kde k; je koeficient, jehoZ velikost zavisi na poctu méfeni (viz tab.c. 2).

Tabulka €. 2 Velikost koeficientu k; v z&vislosti na poctu méfeni

9 8 7 6 5 4 3 2
ks 1,2 1,2 1,3 1,3 1,4 1,7 2,3 7,0

Z tabulky vyplyva, ze zmensSovani poctu métfeni vede k neimérnému zvySovani nejisto-
ty. Pfi poctu méfeni mensim nez 5 tak maji naméfené hodnoty pouze informativni charakter.

* Rozsifenou nejistotu aplikujeme pouze na nejistotu vysledku méfeni.( ne na priib&zné vypodty).
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4.2.3 Standardni nejistota typu B

Zdroji standardnich nejistot typu B (up) pfi métfeni jsou znamé a odhadnutelné pticiny.
Jsou jimi nedokonalosti zplisobené pouZitymi meéficimi piistroji a méftici technikou, pouZity-
mi méficimi metodami, pouzitymi konstantami, podminkami, za kterych méteni probihd, ne-
dostate¢nymi teoretickymi znalostmi nebo nedostate¢nymi praktickymi zkuSenostmi.

Korelace mezi jednotlivymi zdroji nejistot typu B pfi nasich vypoctech nebudeme brat
v uvahu.

Pii odhadu standardni nejistoty typu B ug, ze zdroje Z nejprve odhadneme maximalni
rozsah odchylek (zmén) + Azy.x od hodnoty veli€iny pfislusejici zdroji tak, aby piekroceni
Azmax bylo malo pravdépodobné (napt. z vyrobnich Udaji ¢i zchyby cteni na stupnici).
V tabulce 3 vybereme rozdéleni pravdépodobnosti, které nejlépe vystihuje vyskyt hodnot Az
v intervalu + AZpax

e Poznamka:

Volba rozdé€leni pravdeé- Rozdéleni z
podobnosti odchylek Az
vychdzi z teoretickych L
znalosti, zku$enosti nebo Normalni - Gaussovo
jinak ziskanych poznatk A 7 (Dz)

o rozdéleni velikosti Az.
Pokud pravdépodobnost
odchylek s jejich rostouci
hodnotou klesa a nejveétsi ! !

pravdépodobnost maji od- Dz __ i-S +s| __*tDz
chylky ma}lé, je vhodnou B -tl) B +Ib % b 2
aproximaci Gaussovo ne- < >

bo trojihelnikové (Simp- -a +a
sonovo) rozdéleni. V
opacném piipad¢ pouZi-
jeme nekteré rozdéleni
bimodalni. Rovnomérné
rozdéleni pouzijeme v pii- A f (Dz)
padé, kdy pravdépodob-
nost malych i velkych od- ) J6
chylek \ intervalu % a
(-Az +Azmax>je pfi-

blizné stejna.

max

A

\ 4
A

A
Yy
A

»
'

Trojuhelnikové-Simpsonovo

~2,45

max 2

A
\

+a

Y
Y

Pokud nelze odpo-
Vevdne, rozhodvnout 0 10Z- Lichob&nikové a
lozeni pravdépodobnosti \ . e [~232
odchylek a lze-li vyjit z A1 (D2) s
ptedpokladu, Ze vSechny )

hodnoty Az v intervalu 1
a+b £ p=2 [~219

<'A Zonans TAZ > s€ Dz -s +s +pz |7 °7 2
mohou vyskytovat se
stejnou pravdépodobnos- 2
ti, pak se voli rovhomér- < -a >l +a > pfi b= 3
né rozdéleni. Tento pfi-
pad je nejjednodussi, a proto i kdyZ prinasi nejvétsi nejistoty, se pouziva nejcastéji.

4
\

-b +b

>

<
-«

A

~ 2,04

Nejistoty typu B jednotlivych zdrojii Z; se urci ze vztahu
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Az
u =

Bz; @

Jjmax

kde parametr ® se ode-
Cte z tabulky 3 pro zvo-
lené rozdé€leni pravde-
podobnosti.

Odhadnuté¢ nejis-
toty jednotlivych zdroji
Z; se promitaji pfes
funkéni zavislost
X=f(4,..Z,..2,) do
nejistoty hodnoty méie-
né veli¢iny X a tvofi jeji
slozky u,.;, které se vy-
poctou ze vztahu

ux,zj = Ax,zjuz,j (14)

kde je  u; standardni
nejistota odhadu vlivu
zdroje Z; a

Ax zj = al
2] azj

koeficient citlivosti.
Protoze pfi pfi-
mém méteni jedné veli-
¢iny lze predpokladat,
ze korelace mezi jednot-
livymi zdroji nejistot
typu B jsou zpravidla
zanedbatelné a u ostat-
nich méfeni jsme fekli,
ze je nebudeme uvazo-
vat, lze vyslednou nejis-
totu typu B stanovit

podle Gaussova zékona rozdéleni nejistot z vyrazu

(13)
Rozdéleni Zrax Q
Rovnomérné - pravouhlé
A f(Dz)
1 3
2a a
-Dz -s v +s + Dz ~ 1 73
< T T > )
< -a »le +a >
Bimodalni (trojuhelnikové)
A 7 (Dz)
i J2
a a
-Dz -s +s +Dz ~ 1,41
< -a > +a >
Bimodalni (Diracovo)
G e
u 1 u
! lim !
! e=0 D¢ ! a 1
| |
-Dz il -s +s]i| +Dz
e: -€ > :e

<l -a A - +a A -

(15)

m m
— 2 _ 2 2
Up, = Zux,zj - ZAx,zj uzl- .
=1 =

4.3 POSTUPY URCOVANI STANDARDNICH NEJISTOT

Postup pii stanoveni standardnich a rozsifenych nejistot se 1isi podle toho, zda se jedna

o pfimé ¢i nepiimé méteni veliCiny.

4.3.1 Piimé méieni jedné veliCiny

Pii opakovaném méfteni veli¢iny X ziskdme sérii #» hodnot xi, ... x,. Vysledkem méteni
je aritmeticky primér x dany vztahem (5). Standardni nejistota typu A je rovna vybérové smeé-

rodatné odchylce aritmetického priiméru
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M¢time-li méné nez 10 hodnot, dosadime do vztahu (12) pro vypocet u, koeficient k;
z tabulky ¢. 2.

Standardni nejistoty typu B ur¢ime na zaklad¢ vztaht (13) az (15), kombinovanou ne-
jistotu podle vztahu (8) a rozsitfenou nejistotu dle vztahu (9).

4.3.2 Nepiimé méieni veli¢in

Casto nelze hledanou fyzikalni veli¢inu méfit pfimo a musime ji ziskat z vice pfimo mé-
fenych veli¢in na zaklad¢ odpovidajicich zavislosti. Pfedpokladejme nyni, ze hledana veli¢ina
W je funkci n€kolika pfimo métenych veli¢in a konstant:

w=1(x,y,z Vi, V2, V3), (16)
kde X, Y a Zjsou pifimo méfené veliCiny a V;, V>, V3 jsou konstanty.

e Poznamka

Funkce W obecné zahrnuje i konstanty. V laboratofi fyziky vSak budete vSechny pouzité konstanty povazovat
za presné, takze se do funk¢ni zavislosti nepromitnou.

V pfipadé, Ze métené veli¢iny X, Y, Z budou stanoveny z vétSiho poctu namétenych

hodnot, stfedni hodnotu hledané veliiny W ziskate, kdyz hodnoty méfenych veliGin, ziskané
ze vztahu (5), dosadite do funkce

w=f(X.Y.Z). (17)

Pokud jsou méfené veliCiny X,Y a Z vzajemné nezavislé, mlize byt vybérova smérodatna
odchylka sy vypoctena ze vztahu

2 2 2
Sy = SfY (G_Wj + sﬁ (G_Wj + sé (a—Wj s (18)
oxX X7.Z oY X577 oz X7.Z

kde vyrazy v zavorkach jsou parcidlni derivace funkce W, odpovidajici koeficientim citlivosti
ve vztazich (14) a (15).

Analogicky k rovnici (18) plati pro vypocet nejistoty méteni uy

2 2 2
u, = |u; (G_W] +u, (a—Wj +u, (8_WJ . (19)
X Jzrz oY Jzy.z 0Z )zv.z

5

V ptipadé, ze nékterd z velicin X, Y, Z byla zméfena pouze jednou, misto stfedni hodnoty dané
veli¢iny dosazujte ve vztazich (17) az (19) tuto hodnotu.

4.3.3 Stanoveni standardnich nejistot pro specidlni pripady nepiimych méieni

Je-li souvislost mezi hledanou veli¢inou W a piimo métenymi veli¢inami dana jednodu-
chou funkci (soucet, rozdil, soucin, podil, mocnina), vedou parcialni derivace podle Gaussova
zakona rozdéleni chyb zase na jednoduchou funkci, takze obdrzime jednoduché vyrazy pro
nejistoty uy .
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W=aX u, =a’u, =au,
2 2
W=XztY uW:\/(@_Wj u§+(8Wj uiz«/uf(+u§

or

/ X
W= x* u,, =4k’ (X K )2 u; kde Gipravou a rozsitenim zlomkem X dostaneme

u . , L u u .
u, = X*k—X . Jestlize po tipravé —~ = k— nazveme zlomky relativni
" X X X

=

nejistotou dané veli¢iny, miZeme zjednoduSené psat u, , =ku, , .

2 2
W=XY" u, = W\/a2 [uyxj +b’ (%) nebo u,, =,/a’u’ , +b’u’,

Obdobn¢ dojdeme k vyrazu pro nejistoty soucinu a podilu.

2 2
W=XY w, =~YUl + X ul = XY\/(%) +(”—Yj

Y

2 2 2 2
S o IR Yy

Pokud pouzijeme relativni nejistotu, dostavame pro soucin i podil iden-

o, [ 2
ticky vyraz u, , =\|u, , +u,, .

Standardni nejistotu miZeme vyjadfit v jednotkach méfené veliciny, pak pro ni budeme
pouzivat nazev absolutni standardni nejistota, nebo pomérem absolutni standardni nejistoty a
hodnoty pfislusné veliciny, a pak ji budeme nazyvat relativni standardni nejistotou.

4.4 VYSLEDEK MERENI

Vyslednou hodnotu veli¢iny W zapiSeme ve tvaru

W =(w*u,, ) - jednotka.

Nejistotu mefeni u budeme zaokrouhlovat vzdy na jedno platné misto. Vyjimkou budou
¢iselné hodnoty, majici na zacatku jednicku nebo dvojku, ty budeme zaokrouhlovat na dvé

mista (relativni chyba zaokrouhleni). Pocet cifer aritmetického priméru omezime tak, aby fad
jeho posledni platné cifry byl stejny jako fad posledni Cislice nejistoty.

4.5 ZPRACOVANI NAMERENYCH HODNOT - PRAKTICKE
POKYNY

Pii méfeni peclivé zapisujte naméfené hodnoty, abyste se zbytecné nedopustili hrubych
chyb. Sledujte pfitom, zda-li se jednotlivé hodnoty méfeni od sebe nelisi vice, nez oekavate.
Zjistite-li nepfimétené odchylky, zkontrolujte podminky pokusu.

Zapisujte udaje na tolik mist, kolik mlizete odecist ze stupnice (ne vic, ne méng). Namg-
fené hodnoty jsou neuplna Cisla!

Mg¢ftite-1i jednou, odhadnéte nejistotu méteni.

Mgtite-li vicekrat tutéz velic¢inu za stejnych podminek, vypocitejte z namétenych hod-
not aritmeticky primér a standardni nejistotu typu A (u4) podle vztahii (5) a (11), ptipadné

30



(12). V ptipadé¢, ze stanovujete i1 nejistotu typu B (u5), bude méfend veliina zapsana s idajem
kombinované nejistoty u (8). Je-li pozadovana vyssi presnost, uved’te rozsifenou nejistotu U
9).

Nejistotu métfeni zaokrouhlete na jednu platnou cifru vzdy smérem nahoru (napf.
0,0327 na 0,04). Vyjimka plati pouze pro piipad, kdy nejistota zacina ¢islici 1 nebo 2 (viz
bod 4.4). Vysledek méfeni uvadéjte na tolik mist, aby nejistota opravovala posledni platnou
cifru vysledku. Vysledek zapiste ve tvaru

W =(W+u, ) - jednotka.

4.6 PRIKLADY A PRAVIDLA
1. Spravny zapis netplného ¢isla s nejistotou je
d = (17,873 £0,003) mm.
2. Nespravné jsou nasledujici zapisy:
f = (11,43 +£0,728) cm;
R = (252,7+6) Q;
J = (0,01410 £ 0,0002145) kg m?;
C = (1,2+0,05) uF.
V prvnim udaji je potieba ob¢ Cisla zaokrouhlit na desetiny (nejistotu smérem nahoru).
Spravny zapis: f = (11,4+0,8) cm.
V druhém udaji je vysledek zbytecné piesny, nejistota opravuje jednotky.
Spravny zapis: R = (253 £6) Q.
Ve tietim udaji je nespravné uvedena nejistota.
Spravny zapis: J = (0,01410 + 0,00022) kg m*> (daj nejistoty zatina &islici 2, proto
uvadime udaj na dv¢ desetinnd mista).
Ve ctvrtém udaji je naopak potieba dopocitat vysledek v setinach, protoZze nejistota opra-

vuje az druhé misto za desetinnou ¢arkou.
Spravny zapis: C = (1,20 +0,05) uF.
3. Nula je platnou cifrou, je-li uprostfed ¢isla a miize byt platnou cifrou na konci netiplného
Cisla. Pfi udavani velkych cisel nemusi byt nuly na konci Cisla platnymi ciframi, napf.
v zépisu U= 14000 V jsou platné pouze prvni tfi cifry. Udaj musime zapsat tak, ze bud’
zvétsime jednotku (jde-li to: U = 14,0 kV) nebo Cislo zapiSeme ve tvaru mocniny deseti
(U= 1,40 -10* V), pfi¢emz pocet platnych cifer musime zachovat.
4. Jsou-li platné cifry vzdaleny od desetinné ¢arky, zapisujeme cCisla v semilogaritmickém
tvaru (Cislo z intervalu (1 - 10) krat mocnina deseti). Zapisy
¢ = (2,99792 + 0,00001) - 10° m-s™,
e = (1,602+0,002) - 10" C,
jsou spravné a prehledné. Tieti idaj prikladu 2. budeme proto psat ve tvaru
J = (1,410+0,022) - 10* kg m®;
obdobné ¢tvrty udaj mizeme spravné zapsat jako
C = (1,20+0,05)- 10° F.
5. Pfi pocitani s neuplnymi ¢isly zaokrouhlete vysledek na takovy pocet platnych cifer, aby
byl v souladu s piesnosti vychozich ¢isel:
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a) Pfi scitani a od¢itani se vysledek zaokrouhluje na posledni platné misto toho fadu, ktery
je u vSech scitancti platny.
Pi.: 17,1 + 0,24 - 0,178 +0,092 = 17,245 = 17,2.
b) Pfi nasobeni a déleni se vysledek zaokrouhluje na tolik platnych cifer, kolik jich ma Cis-
lo s nejmensim poctem platnych cifer.
Pi.: 24,152 x 3,46 = 83,56592 = §83,6;
1,29 : 0,9814 = 1,3144 ...=1,31;
(4,85)° = 114,084125 = 114.
c¢) Konstanty (7, e, V2 ) uvadime pfi vypoctu s netplnymi ¢isly tak, ze uvedeme o jednu
platnou cifru vice nez ma ¢islo s nejmensim poctem platnych cifer.
Pt.: 7-0,9210- 17,249 = 3,1416-0,9210 - 17,249 = 49,908,
V2 10,0180 = 1,414:0,0180 = 78,567.

4.7 PRIKLAD ZPRACOVANI OPAKOVANYCH MERENI
Piiklad 1
Ukol: Zméfit vysku valecku posuvnym méfitkem a primér vale¢ku mikrometrem.

Posuvnym meéftitkem meéfime presné desetiny mm a odhadujeme poloviny desetin
(0,05 mm). Zméfeny udaj musi byt zapsan s posledni platnou cifrou v setindich mm. Piesnost
¢teni na pomocné stupnici mikrometru je 0,5 dilku = 0,005 mm a ptecteny udaj musi byt za-

......

A. Priklad vypoctu standardni nejistoty pfimo mérené veli¢iny

Tabulka namétenych hodnot

“ o h d (Ad) (Ad)

¢islo méreni o p— 10°mm | 10 mm?
1 5,020 10,005 +1,5 2,25
2 5,020 10,010 +6,5 42,25
3 5,020 10,020 +16,5 | 272,25
4 5,020 9,995 -85 72,25
5 5,020 9,990 135 | 182,25
6 5,020 10,000 -35 12,25
7 5,020 10,010 +6,5 42,25
8 5,020 9,980 -23,5 | 552,25
9 5,020 10,005 +1,5 2,25
10 5,020 10,020 +16,5 | 272,25

h = 5,020 cm d = 10,0035 mm > (Ad) = 1452,5 - 10° mm’
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Meéieni priméru valecku

10
>d,
d == =10,0035 mm.
n

ProtoZe smérodatna odchylka vybérového priméru je rovna standardni nejistoté typu A, plati

Ad / 6
14525107 _ =0,00402 mm.
10 9

dd)z

Nejistota typu B je dana Vztahem

A Zmax

®
kde A zmax - maximalni odchylka, jejiz piekroceni je mélo pravdépodobné,

Ug = 5
® - parametr, jehoz hodnotu pro zvolené rovnomérné rozdéleni bereme z tabulky 3.
Predpokladame-li chybu ¢teni na stupnici mikrometru A zyax = 0,005 mm a bereme-li v tvahu

rovnomeérné rozdéleni (© = NE) ), pak

uga= 0,005/~/3 = 0,00288675 mm.
Kombinovana standardni nejistota u,; bude

= Ju? +u2 =+/0,00402 +0,00288675° =4,949-10" mm.

Velikost pruméru valecku d zapiseme po zaokrouhleni

d = (10,004 £ 0,005) mm.
Pii opakovaném méfeni vysky valecku posuvnym méfitkem jsme obdrzeli pokazdé stejnou
hodnotu:

h =5,020 cm.
Neni to zptisobeno tim, ze bychom tak piesné méfili, ale tim, ze ndhodné odchylky jsou mensi
nez odchylky vzniklé ¢tenim na stupnici posuvného métitka. Nemizeme proto pocitat stan-
dardni nejistotu typu A. Z odchylky piesnosti ¢teni posuvnym métitkem (A zmax = 0,05 mm)

ur¢ime nejistotu typu B. Opét predpokladdme rovnomérné rozdéleni (® = \/§ ):
ugn=0,05/+/3 =0,028867 mm.

Vysku valecku zapiseme ve tvaru
h=(50,20 £0,03) mm nebo #h=(5,020+0,003) cm.

B. Priklad vypo¢tu standardni nejistoty pro neprimé méreni
Ukol: Uréit objem vale¢ku z predchoziho piikladu.
Objem valecku spocitame ze vztahu:

V=17rd2h,
4

17:1;;(07) f?:—yz(l 00035)” - 5,020 = 3,94546 cm’.
4 4

Nejistotu méteni objemu valecku spocitdme podle vztahu
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— u : u ?
oo (2]

kde za u,; dosadime kombinovanou nejistotu priméru valecku, za u; dosadime nejistotu ug,
vysky valeCku, konstanty jsou rovny a =2, b = 1. Potom:

2 2
. :17\/22 [Mj o (w} 3045,46. 11444-10° = 4,515 mim’.

10,0035 50,2
Vysledek méfeni V= (3945,46 + 4,515) mm’ zapiSeme po Upravé a zaokrouhleni ve tvaru:

V= (3,946 + 0,005) cm’.
Priklad 2
Ukol: Na zikladé méfeni napéti a proudu uréit velikost odporu.

V tabulce jsou vedeny namétené hodnoty U, I a vypoctené hodnoty odporti.

Tabulka namétenych hodnot

¢islo méteni v ! K Al (AD° .£0_4
A% mA Q mA mA
1 1,1 11,46 95,98 -0,016 2,56
2 1,1 11,45 96,07 -0,026 6,76
3 1,1 11,48 95,82 0,004 0,16
4 1,1 11,50 95,65 0,024 5,76
5 1,1 11,49 95,74 0,014 1,96

U=1,1V T=11476mA R=95852Q > (AI) =17,2:10% mA?

Nejprve spocitdme nejistoty kazdé ptimo métfené veliCiny. Z namétenych hodnot v ta-
bulce vyplyva, ze standardni nejistotu typu A miizeme urcit pouze pro hodnoty proudu. Pro-
toze se jedna o pfimo métfenou veli¢inu, bude nejistota typu A déna vztahem

4
=1/17’22010 =4/0,86-10"* =0,927 - 10> mA = 0,927 - 10° A.

Protoze pocet méfeni je mensi nez 10, pouzijeme vztah (12) a dostaneme pro k, = 1,4:
wgr =1,4-0,927 - 10°=1,2978 - 10° A,

u}, =1,6843-107° A%,

U analogového ampérmetru tiidy piesnosti 1 jsme pouzili rozsah 12 mA. Znamena to

tedy, Ze hodnoty proudu jsme naméfili s chybou + 0,12 mA (0,12 - 10 A). Parametr ® voli-
me z tabulky 3 pro rovnomérné rozdéleni. Nejistotu typu B spocteme ze vztahu

0,12-107
”3,1 = T

up, =47,997-107° A,

=0,06928-107° A,
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Pro vyslednou kombinovanou nejistotu proudu plati

u, = \/uj,, +uy, = /(1,684 +47,997) " =7,0485-10" A.
V uvedeném vztahu je mozné zanedbat nejistotu u,;, protoZe je mnohem mensi nez nejistota
ug.

Hodnotu proudu po zaokrouhleni zapiSeme ve tvaru

I=(11,48 £ 0,07) -10™ A.

Voltmetr ma tiidu pfesnosti 1, zvoleny rozsah je 1,2 V. Znamena to tedy, zZe napétové
hodnoty jsme naméfili s chybou + 0,012 V. Parametr ® volime jako u ampérmetru pro rov-
nomérné rozdéleni. Nejistotu typu B spocteme ze vztahu

Az, 0,012
MB,U = @ = \/g

Vyslednou hodnotu napéti zapiSeme ve tvaru

U=(1,100 £0,007) V.

Neznamy odpor spocitdme z Ohmova zakona ze vztahu R =U/I. Jedna se tedy o nepfi-
mé méteni a proto musime pfi vypoctu celkové nejistoty vzit v ivahu koeficient citlivosti 4. .

(viz (14)), ktery je definovan derivaci4, ; = (887)(

=6,928-10" V.

}, takZe v nasem piipad¢ dostavame pro
J
napéti a proud koeficienty citlivosti Ay a A;

_@_1 ) ﬂ)z

YTeUu I a1
Vysledna nejistota je dana pouze piispévky nejistot typu B a urci se ze vztahu:

2 2
" 1 U
2 2.2 2 2
Up p = Zijquj - (_) Ugy + (__2) Upg; =
= I I
2

1 ? i 1,100 .
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=0,36445 + 0,33484 = 0,69929 O
ugpr =0,8362 Q).
Hodnotu odporu R = (95,852 + 0,8362) 2 zaokrouhlime a zapiSeme ve tvaru
R = (95,9 £0,9) Q.

Nejistotu odporu R miizeme spocitat i jednodussim zpiisobem. PouzZijeme vztah (viz
¢lanek 4.3.3) pro veli¢inu danou podilem pfimo métenych veli¢in.

T [(w,Y (u,) 1100 7,0485-10°) (6,928 107
uR=: — + = = 3 3 + =
T\\ T U) 11,476-10° \| 11,476 10 1,100

~95,8522-0,8798 107 = 0,8424 Q)

Namétenou hodnotu odporu zapiSeme ve tvaru

R=(95,9+0,9) Q.
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Pokud chceme vysledek uvést s rozsitenou nejistotou Uy, pak na zaklad¢ vztahu (9) plati

Ur =2up=2-0,8424=1,6848 Q,
a vysledek zapiSeme ve tvaru

R=(95.9+17) Q.
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