3. Neurgity integral, uréity integral

Def 3.1

Necht' F(x) a f(x) jsou definované na otevieném intervalu J. Jestlize pro
vSechna x € J plati F(x) = f(x), fikame, Ze F(x) je primitivni funkce
k funkci f(x) na intervalu J. Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci
f(x) vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na intervalu J nazyvame

neurcitym integralem funkce f(x) a oznacujeme J'f(x)dx .

Funkce f(X) se nazyva integrand.

Véta 3.1 Plati:
Jf(x)dx:F(x)+C Xed
Kde C € Q je tzv. integralni konstanta
Véta 3.2 Ke kazdé spojité funkcei v int J, 3 v tomto intervalu primitivni funkce.
Zakladni integraly:
Xn+l
1. Ix”dx = +C n=-1
n+1
2. | Lox = [xdx=In|x+C = In(kx)
X
3. je*dx =e“+C
X X 1
4, a‘dx=a"—+C a>0a=l
Ina
5, Isin xdx=—cosx+C
6. j'cosxdx=sin x+C
VA
7. dx =tgx+C x#(2k +1)—=; k =0,41,...
jcos2 X J ( )2
8. J' _12 dx =-cotgx+C x#k*t;k =0,£1,...
sin  x
dx .
9. I =arcsin x+C, = —arccosx +C, X <1
V1-x?
10. I\/OLL:In‘x+\/x2—1‘+C:—argcoshx+C x>1
X“ -1
11. j o =In‘x+\/x2+1‘+C1=argsinh X+C,
VX2 +1
dx
12. j > =arctgx +C, = —arccot gx+C,
1+Xx
13, [ & _Lpttd e,
1-x2 2 [1-¥|




14.

15.
16.

17.

18.

Véta 3.3

aplati :

Véta 3.4

Pozn.

b)

Isinh xdx = cosh x+C sinh x = &

_[cosh xdx=sinh x+C cosh x =

J'_(:]XZ =—cot ghx+C
sinh * x

j dxz =tghx +C
cosh“ x

+C

j%dxﬂn\f(x)

X)
Existuji-li na otevieném intervalu J neurcité integraly funkci fy, ..., fn(X) a jsou-
li 1, ..., cn libovolné konstanty, pak také na J existuje neurc€ity integral funkce:
cifix) + ... + enfn(X)

j(clf1+..+cn fn)dx:cl_[ fldx+..+cnj f dx

Metoda per partes — Jestlize funkce u(x), v(x) maji na J spojité derivace, pak
plati: [u(V'(x)dx = u(v(x) - [u'(x)v(x)dx

Rekurentni vzorec

I, :_[x”exdx u=x" V' =e*
u=nx""  v=e*
I, =.[x”exdx =x"e* —njx”‘lexdx
nAX X
I, =x"¢"—nl, I, =e"+C
I, :jsin " xdx= Isin "L sin xdx’
u=sin""x V' =sin x
U’ =(n—1)sin " xcosx V=—COS X

—sin"* xcosx +(n —1)Isin "2 X cos x cos xdx
cos® x=1-sin’ x
=—sin"* xcosx+(n —1).[sin " xdx+(n —1)jsin " xdx

n

| = —%[sin " xcos x—(n —1)In_2]

Vime ze |, :jsin xdx—cosx+C



Substituce

1. {0()() =t
Véta 3.5 Necht' funkce F promnénné t je priimitivni funkci k funkci f, necht’ funkce
t = ¢, ma spojitou derivaci ¢, a necht pro kazdé X e (a, b) je ¢ € (a, ﬁ)

Pak v (a,b) plati:
[ fia0p Pl dx = Fy +C

Pouiti: Jowax  kde g = fp0 =

2. x="P(t)

Véta 3.6 Necht funkce f(x) je spojita na (a,b). Necht' funkce x = P(t) mé spojitou
derivaci W' na (a, ) anecht a<‘¥(t)<b, pro t e(a, ). Necht k funkci
Y existuje inverzni funkce ¢ a

[ foo ¥/ (t)dx = G(t)+C pak plati
.[ (x)dx = G( )+C
x ="P(t)

J £ (x)dx =

)‘ [ (M (ht =) = (¥ () +C

dx ='(t

Integrovani racionalnich funkci

Def 3.2 Lomenou racionalni funkei nazyvame takovou funkci f(x), kterou lze psét
ve tvaru podilu dvou mnohoclenti P, (X) a Q, (x) s realnymi koeficienty pro
VX pro néz Q,, (X) #0

n

b, X" +b_x"*+.+bx+b, Q,(x)

n n-1
f(x)= a, X" +a, X" +.+ax+a, P (x)

Pokud n<m nazyvame f(x) ryze lomenou racionalni funkei.

Véta 3.7 Racionalni funkci f (X) = g” (();)) 1ze vzdy kdyz n>m psat ve tvaru:
f(x)=R, . (x)+g(x), kde R, (x) je mnoho&len n-m stupné a g(x) je ryze
lomena racionalni funkce.



Véta 3.8 Kazdy mnohoclen Qm s redlnymi koeficienty lze uvést na tvar:

Q,(X)=a, (x—a ) (x=a, ). (x=e, ) (X* + px+, ) (< + ppx+a, ) .. (x* + px+q, )
kde ¢, jsou kofeny o nasobnosti k; a kvadratické vyrazy (X2 + pX+ q) maji
zéporny diskriminant.

Véta 3.9 Necht’ f(x) je ryze lomen4 racionalni funkce a mnohoclen Q,, (X) 1ze rozlozit
podle ptedchozi véty 3.8. Pak funkci f (x) 1ze rozlozit na soucet elementarnich
zlomk takto:

B
f(x)= Pl _ A P -t A —+ B B .
Qm(X) X—ay (X_al) (X_O‘l)1 X—a, (X—Olz) (X_az)2
K x+ L, N K,x+L, L K, x+L, L K, x+L, . K, x+L, .
X*+px+0 (X +px+q,f (X +px+q) X +pXx+q, (x2 n p|,x+qr)2

Klrx+ LIr

+..+(X2 " plrx+qr)"

Takovyto zapis nazyvame rozkladem ryze lomené racionalni funkce f (X) V parcialni
zlomky.

Koeficienty Ay, .., L, lze ziskat napt. (viz dalsi kapitoly).

Metoda neurcitych soucinitelt
Rovnici (*) vynasobime mnoho&lenem Q,,(x). Protoze Q,,(x) Ize rozlozit podle véty 3.8
bude na levé i pravé strané mnohoclen. Porovnanim koeficientti u stejnych mocnin proménné

x dostaneme podminky pro koeficienty Az, ... . Vznikla soustava linearnich rovnic je vzdy
feSitelna.

Dosazovaci metoda

Po vynasobeni rovnice (*) Q,(x) dostaneme na levé i pravé strané mnohoéleny. Tato rovnice
je splnéna i pro nulové body mnohoclenu Q,, . Jejich postupnym dosazenim dostaneme
podminky pro neznamé koeficienty Ay, ... .

P¥: Q(x;: (x—a)S(x)

P(x) A  R(x)
Q) x-a " S(x)
o) A Q) | REQ(X)




Ozna¢me R(u,v) podil dvou mnoho¢lent s proménnymi ve tvaru u,V.

Integraly takovych funkci feSime pomoci nasledujicich substituci:
%
1.IR X, ax+b dx ax+b=t5
cx+d cx+d

2.[ dx X+—=—-t

Jax? +bx+c) 2a  2a

P (x)dx ; dx
3. L =Q,_ xMax +bx+ci+k —
Iw/iax2+bx+ci 3 I\/—

pro s>2

pro D>0, a>0

P (x)dx = lQn_l(\/_ )Jl\/_ +k
4, IR( ax® +bx+c)dx
Eulerovy substituce: a>0 t=+ax? +bx+ctxJa
c>0 : xt=+/ax? +bx+c ++c
. . o 2 X— ﬁ
jsou-li , 3 koteny ax” +bx-+c, pak t=./a
X—a
5. Binomické integraly
'[xm(a+bx”)P dx
- lze ptfevést na elementarni funkci, kdyz jedno z ¢isel p, mTJrl , mTJrl + p jecelé
¢islo.
. s Vv k r
p - celé X =t pficemz ng,nzg
m+1-celé a+bx" =t°
n
m+1

+p -celé ax " +b=t°



6. j R(sin x,cos x)dx

Navic:
a) R-licha k sinx
b) R-licha k cosx
b) R-suda k obéma

7. Transcendentni funkce

a) I R(aX )dx

b)  [e"P,(x)x

c) _[ R(In x)dx

d) I[P(x)cos kx+ Q(x)sin kxJdx

X
7dy: tg—=t
vzdy 92

cosx =t
sin x=t
tgx =t

a* =t
per partes  u'=e" r="pP,(x)
Inx=t

metoda neurcitych koeficienti



