Operace s prirozenymi €isly — nasobeni, déleni
Ruzena Blazkova

Nasobeni prirozenych cisel

1. Které pojmy si zopakujeme:

Nasobeni kardinalnich ¢isel: |Al-IBI=1A X B/
Kartézsky sou¢in dvou mnozin: A XB={[x,y], x € AA y € B}

Nasobeni prirozenych Cisel se v matematice opird o nasobeni kardinalnich ¢isel a o pojem
kartézského soucinu dvou mnozin. Kartézsky soucin dvou mnozin je mnozina vSech
usporadanych dvojic[x, y] kde x patii do mnoziny A a zaroven y patii do z mnoziny B. Tento
ptistup je vhodny v ptipadech, kde jsou uspofadané dvojice ziejmé, napt. kdy chceme veédét,
kolik slabik utvotfime ze souhldsek m, p, s, v a samohlasek a, e, i. MnoZina A obsahuje prvky
m, p, S, vV, mnozina B obsahuje prvky a, e, i:

B
a e i
m ma me mi
A p pa pe pi
S sa se si
v va ve Vi

Mnozina A ma 4 prvky, mnozina B ma ti1 prvky, pocet vSech uspotfddanych dvojic je 4 - 3 =
12.

Tento postup by vSak nebyl vhodny v tloze: Cena 1 kilogramu jablek je 26 K¢. Kolik K¢ stoji
5 kg jablek?

Nasobeni ptirozenych ¢isel tedy vyvozujeme na zéklad¢ s¢itani nékolika stejnych s¢itanct (na
zékladé€ sjednoceni nékolika mnoZzin, které maji stejné prvki).

Vlastnosti operace nasobeni v mnozing ptirozenych Cisel: ND, A, K, EN.

Mnozina vSech pfirozenych ¢isel s operaci ndsobeni tvoii komutativni pologrupu s neutralnim
prvkem.



2. Didakticky pristup — vyvozeni nasobeni v oboru nasobilek (tzv. mala nasobilka)

Dobra znalost operace nasobeni a zakladnich spoji nasobilky je pro déti dobrym vychodiskem
pro zvladani dalSiho uciva, kterym je déleni, d€leni se zbytkem, pisemné ndsobeni a délenti,
pocitani se zlomky i praktické vyuziti v aplikacnich tillohach. Déti by mély nejprve pochopit
vyznam operace nasobeni, tedy co se s Cisly pfi ndsobeni d¢je. Teprve potom by se mély snazit
postupné zvladat jednotlivé spoje nasobilky. Proto nejprve vyvozujeme nasobilku dvou, tii,
Ctyt, péti, nasledné dalsi (Sesti, sedmi, osmi, deviti). Az déti pochopi princip nasobeni, teprve
potom ucime ndsobeni Cislem jedna, Cislem O a ¢islem 10, protoze na téchto specifickych
¢islech déti princip ndsobeni neni tak patrny. Pokud se omezime pouze na pamétné uceni, déti
nezvladaji pouzivat operaci nadsobeni ve slovnich ulohéch a praktickych situacich.

Nasobeni piirozenych Cisel je vyvozovano na zaklad¢ scitani nékolika sob¢ rovnych séitancil.
Pti vyvozovani této operace vychdzime z dramatizace a z konkrétnich situaci, které jsou détem
blizké.

Napt. Maminka da kazdému ze svych ctyr deti dve jablka.. Kolik jablek maminka da détem
celkem? (Poznamka: zde neni vhodné vyjadreni - kolik jablek maminka rozdeli — evokuje to

deleni.)

Déti: A B C D
Jablka : 00 00 00 00
2 +2 + 2 + 2 = 8
Zkracené zapiSeme: 4-2 =38

Nazvy jednotlivych ¢isel jsou: €initel, ¢initel, soucin.

(Poznamka: pri tomto zpiusobu vyvozovani nasobeni nelze tohoto prikladu pouZzit pro spoj 2 - 4
— zde se musi zndzornit dvé skupiny po ctyrech prvcich.)

Pti vyvozovani nasobeni pouzivame motivacnich tloh, které déti oslovi. Napf.

- Pfivyvozovani nasobilky ¢isel 2, 4, 6, 8 vyuzivame zvitatka, napt. 2 nohy ma papousek,
4 nohy ma pejsek nebo kiini, 6 noh ma vcela nebo moucha, 8 noh ma pavouk.

- Pfi peceni buchet nebo vano¢niho cukrovi sledujeme a pocitdme, jak jsou na plechu
umistény jednotlivé druhy.

- Vyuzivdme modelovani ve ¢tvercové siti, napt. 4 - 6 modelujeme:




- Ukézeme détem ,,prstovou nasobilku* (podrobny popis viz Blazkova a kol. 2007).

- Uc¢ime vyjmenovavat nasobky ¢isel vzestupné i sestupné.

- Vyznacujeme nasobky ¢isel ve stovkové tabulce.

- Vyuzivame deskovych her, napt. loto, domino, pexeso, bingo.

- Hrajeme hru na ,,obchod* a nakupujeme zbozi, napi. 4 jogurty po 8 K¢, 3 Zvykacky po
6 K¢, 5 lizatek po 4 K¢ aj. a pocitame, kolik K¢ zaplatime.

- Vyuzivame obrazky rizného zbozi, napt. ovoce a zeleniny (8 trsti bananti po 6 kusech,
broskve v krabici 5 fad po 6 broskvich, 9 sackt cibule po 10 kusech apod.), pocitame,
kolik kust je celkem.

- VyuZivame oporu - soucinl sob& rovnych Cinitell, napt. 6 - 6, 8 -+ 8, 4 -4 aj. Od nich
pak odvozujeme dalsi spoje, napt. 7 -+ 7=49,pak 7 - 6=42,7 - 8 =56.

- Pamétné zvladnuti spojii nasobeni vzdy opirdme.o konkrétni ptredstavy. Nasobilku
uc¢ime v malych krocich, ale procvicujeme neustale.

Vysvétlime a vhodné vyuzivame vlastnosti nasobeni:
Nasobeni prirozenych ¢isel je komutativni, soucin se nezméni, jestlize zaménime Cinitele:
3:-4 =12 4 -3=12 obecné a-b=b-a

Komutativnost ndsobeni ilustrujeme na jednom objektu, napt. mame bonboniéru, v ni jsou
bonbony uspofadany:

Ve tfech fadach s ctyfech sloupcich 3:4=12

0/0|0]|0

0(0|0]|0

0(0|0]|0

Nebo bonboniéru pootocime a bonbony jsou usporaddany ve Ctyiech fadach a ttech sloupcich

4-3=12




Komutativnost nasobeni déti vyuzivaji tak, ze ze dvou spojt, napt. 6 - 9 nebo 9 - 6 si vyberou
ten, ktery je pro né snazsi.

Nasobeni prirozenych ¢isel je asociativni. Cinitele mizeme sdruzovat, soucin se nezméni,
napf.

4-2)-5 =4-2-5) obecné a- (brc)= (a-b)-c
8:5 =4-10 = 40

Asociativnosti nasobeni vyuzivame pro vyhodnéjsi pocitani (souciny 10, 100, atd.) nebo pfi
nasobeni mimo obor nasobilek (viz dale).

Nasobeni ¢islem 1
Nésobime—li dané piirozené ¢islo €islem 1, soucin je roven tomuto Cislu (Cislo se nezméni).
Volime napt. motivacni ptiklad:

Dédecek dal Sesti vnukiim po jednom jablku. Kolik jablek dal vnukiim celkem?
A B C D E F
1 1 1 1 1 1
l+1+1+1+1+1=6
6-1=6

Timto zplsobem vyvodime snadno spoj 6 -1 = 6, av§ak spoj 1 - 6 = 6 ( na jedné skupiné se
Sesti prvky neni patrné ndsobeni) ilustrujeme s vyuZzitim komutativnosti nasobeni.

6:-1=6, 1-6=6 obecné a-l=1-a=a

Cislo 1 je neutralnim prvkem pro nasobeni.

Nasobeni ¢islem 0
Nasobime-li dané ptirozené ¢islo ¢islem 0, soucin je roven 0.

Jestlize babicka dala kazdému z péti vnukti nula bonbdnd, kolik bonbdnii jim dala celkem?



Pti vyvozovani spoje 5 - 0 = 0 mdme moznost znazornéni na konkrétnim ptipadé, avsak u spoje
5 - 0 = 0 tato moznost neni (nelze znazornit nula skupin s péti prvky), proto vyuzivame
komutativnosti ndsobeni.

5:0=0, 0-5=0
obecné a*0=0-a=0

Cislo 0 je agresivnim prvkem pro ndsobeni.

3. Nasobeni mimo obor nasobilek zpaméti

a) Priklady typu 4-30
Vhodné je vyuzit rozkladu ¢isla 30 asociativnosti nasobeni, tj.
4-30=4-3-10)=(4-3)-10 = 12-10=120

Staci tedy, abychom vynasobili pocet desitek a tento sou€in vynasobili deseti.

b) Priklady typu 5-12
VyuZijeme rozkladu ¢isla 12 na desitku a jednotky a roznasobeni souctu v zavorce:

5 +12=5.-(10+2)=5-10+5-2=50+10=60

4. Nékteré problémy déti:

- Déti nepochopi operaci nasobeni, nauci se spoje zpaméti a neumi je pouzit v ulohach.

- Zameénuji operaci nasobeni a zapis Cisla: 4 -4 =44, 6-5 =65

- Chybuji pfi vyvozeni ndsobeni, dominantni je pro n€ jeden Cinitel, napf.
5-7=5+5+5+5+5

- Déti stale pouzivaji pouze fadu ndsobkil a nejsou schopny naucit se spoje nadsobeni, aniz

by musely vyjmenovat fadu nasobkii.

- Déti nekteré nadsobky zaméenuji, napft.
6-8 =54, 9-6=>56, 8-9=80, 7-8=064, 7-7=53,
5:7=37 6-4=34

- PfevaZzuje dominance nékterého ¢isla, napf.
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2:9=19,4-4=14, 8-8=068

- Déti zaménuji operace nasobeni a s¢itani, napf.
50-4=54

- NerozliSuji mezi rozvojem Cisla v desitkové soustaveé a ndsobenim, napf-.:
13:2=1-10+3-2 =16
32:3=30+2-3 = 36

5. Pisemné nasobeni

Zvladnuti algoritmu pisemného nasobeni vyzaduje jednak znalost pamétného nasobeni, jednak
schopnost pfesné¢ postupovat a zapisovat ¢isla do schématu nasobeni. Pisemné nésobeni
vyzaduje zapojeni vSech typt paméti ditéte. Uvédomme si, co vSechno musi dité zvladnout,
kdyz napt. ndsobi pisemné

156
8
1256

Nejprve z dlouhodobé paméti vyvola spoj 8 - 7 = 56. Cislo 6 zapise, 5 ulozi do pracovni paméti.
Daéle nasobi 8 -+ 5 = 40 — opét vyuziva dlouhodobou pamét’, potom pficte 5, které ma ulozeno
v pracovni paméti, 40 +5 =45, zapiSe 5 a ndsobi dale 8 - 1 =8, pficte 4, 8 + 4= 12 a zapiSe.

To je velky napor na myslenkovou ¢innost ditéte. Zaroven se ale zdokonaluje v koncentraci,
protoze pii provadéni tohoto algoritmu se musi pln¢ sousttedit na provadéné operace a postupy
pti zapisu Cisel a nemlze myslet na nic jiného. Je vSak tieba pocitat s tim, ze pokud ma dité
problémy s nasobilkou, tak bud’ se plné soustiedi na spravnost nasobeni a chybuje v zapisu
v algoritmu, nebo algoritmus zapisuje spravnég, ale chybuje v nasobilce. N&které déti nejsou
schopny soustiedit se soucasné na oboji.

Nejprve se vyvozuje pisemné nasobeni jednocifernym Cinitelem, a to ve velmi jemné metodické
fad¢, kdy v kazdém novém ptikladu je vZdy jen jeden novy jev. Pokud by bylo moZné, ukaZeme
détem, jak by se postupovalo pfi pamétném pocitani a jak se vypocet zjednodusi pisemnym
algoritmem.

Pt. vyndsobte 123 -3

Pfi pamétném postupu bychom nésobili od stovek:
123-3=(100+20+3)-3= 300+ 60+ 9 =369

Pfi pisemném nasobeni postupujeme od jednotek:

123 elementarni kroky: 3-3=9
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369
Prvni ptiklady jsou voleny tak, aby nasobeni bylo bez ptechodu pies zaklad a aby déti zvladly
postup pii zapisu jednotlivych soucini.

Dalsi ptiklady volime tak,

a) aby byl nejprve ptechod mezi jednotkami a desitkami 125

3
b) aby byl ptfechod mezi desitkami a stovkami 162
_3
c) aby byly prechody mezi vSemi fady 265
3
Nésobeni dvojcifernym ¢initelem se vyvozuje ve dvou fazich, nejprve se ndsobi nasobky cisla
10, napf. 123
30

potom dvojcifernym €initelem, napt. 123
*32

Respektuje se analogicky postup, jako pfi nasobeni jednocifernym cinitelem.

e Piiklady typu 123

30
je vhodné ilustrovat takto: 30 = 3 - 10, nejprve tedy vynasobime deseti (napiSeme nulu) a
potom tfemi: 123
30
3690

e Priklady typu 123
32

feSime s vyuzitim obou dfive nau¢enych postupti.

123
32
nasobime Cislem 2 246
nasobime ¢islem 30 3690 (nulu pozdgji nepiSeme, Castecny soucin
3936 posuneme jedno misto doleva).

V poslednich letech se v n€kterych ucebnicich uvadi postup pisemného nasobeni indickym
zpiisobem, ktery je jednim z mnoha historickych algoritmi. Postup tzv. indického nasobeni je
velmi stary, vznikl v Indii jesté pfed vynalezenim nuly, nazyva se gelosia. Byl popsan jiz v roce



1494 florentskym matematikem Lucou Pacioli (Balada 1959). Cisla zapisuji do ur¢itého
schématu. Napf. soucin ¢isel 467 - 25 se zapisuje takto:

4 6| 7
0 1 1 2
1.8 2 |4
1 2 //5
1 0 0 5
6 7 5

Tedy 467-25=11675.

6. Nékteré problémy déti
- Déti ptenaseji postup z pisemného sc¢itani, nasobi mezi sebou jednotky a desitky, napt.:
42
23
86
nasobi:3-2=6, 2-4=28.
- Zapisuji dil¢i souciny do jednoho fadku, napf.

42
21
8442
nasobi 1-2=2,1-4=4,2-2=42-4=8 nebo 1-42=42, 2-42=84
- Nasobi pouze jednotkami druhého ¢initele, nasobeni nedokon¢i, napf.
42
23
126
nasobi 3:-2=6, 3-4=12.

- Nezvladaji ptechody pies zaklad:



45

-8

3240
potitaji 8-5=40, 8-4=32

- Maji problémy s ¢isly s nulami:

304  nasobijako 34 564
) ) 205
68

- Nezapisuji spravné ¢aste¢né souciny:

257
33
1285
771
2056

nasobi jako 564
*25

.- Pfic¢itaji v pfechodech vzdy druhého cinitele, napt.:

75
&l
405

pocitaji 5-5=25, 5-7=35,35+5=40



Déleni prirozenych cisel

D¢éleni ptirozenych ¢isel je definovéano jako inverzni operace k nasobeni, tj. jestlize pro
piirozend Cislaa, b, c # 0 plati: a-b=c pak c:a=b,c:b=a.

Napt. 4-3=12, pak 12:4=3. 12:3=4
Nazvy jednotlivych cisel:
a : b = ¢

délenec délitel podil

Déleni neni v mnozin€ vSech ptirozenych ¢isel neomezené definované, proto nema zadné dalsi
vlastnosti.

4

vénovat velkou pozornost jeho vyvozeni a vysvétleni jeho vyznamu.
Vyvozeni déleni na ZS

V praktickych piikladech z bézného zivota pouzivame déleni ve dvou vyznamech. Bud’ délime
na nékolik stejnych ¢asti, nebo délime po nekolika prvcich. Oba tyto vyznamy déleni by mély
byt détem vysvétleny, aby umély déleni pouZivat v aplika¢nich tlohach. Vychéazime
z dramatizace a manipulativni ¢innosti déti.

Déleni na nékolik stejnych ¢asti

Pt. Dvaniact Svestek rozdélte mezi Ctyii déti tak, aby mély vSechny stejné. Kolik Svestek bude
mit kazde dité?

Postupné davame kazdému ditéti po jedné Svestce, az vSechny Svestky vycCerpame:
A B C D
o o ) 0]
o o O O
O o O O

Se slovnim komentafem zapiSeme piiklad:
Kolik jsme rozdélovali Svestek? 12

Kolik bylo déti? 4
Kolik $vestek mé kazd¢ dité? 3
ZapiSeme priklad: 12 : 4 =3 Podil je pocet prvkl kazdé z Casti.

Odpovéd: Kazde dité€ ma 3 Svestky.
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Zkouska: 3+3+3+3=12 nebo 4-3=12

Déleni po nékolika prvcich (podle obsahu)

Pt. Dvanact sesitil rozdélte na hromadky po ¢tyfech. Kolik hromadek vytvortite?

O0oo 0bop Uiod

Zapis ptikladu: 12:4=3 Podil je pocet vytvorenych skupin.
(Poznamka: priklad je stejny jako v predchazejici uiloze, avsak kontext je jiny)
Odpovéd’: Vytvotime 3 hromadky.

Zkouska: 4+4+4=12 nebo3-4=12

Zvlastni pripady pri déleni

e Délenicislem 1: 5:1=35, obecné a: 1 =a (napi.5 jablek rozd¢l po jednom, kolik
déti podélis?)

e Délenec se rovna déliteli: 5:5=1,0becnéa:a =1, a+# 0 (napt. 5 jablek rozd¢l péti
détem, kolik jablek bude mit kazdy?)

e D¢lenec jerovennule: 0:5=0 obecné 0:a =0, a+ 0 (napf. nula jablek rozd¢l
péti détem, kolik jablek bude mit kazdé dit&?)

e De¢leninulou: 5:0= ??7? Zpravidla se déti dozvi, Ze nulou nedé€lime, avSak zdivodnéni
proc, se jim nedostane, nebo neni pravé vérohodné.

Jak miizeme na prvnim stupni ZS zdtivodnit, pro nulou nedélime? Déti nékdy zapisuji 5: 0 =5
nebo 5 : 0 = 0. Je vhodné ukéazat détem, Ze neexistuje piirozené ¢islo, pro které bychom mohli
po vydéleni nulou provést zkousku spravnosti. Kdyby napt. 5 : 0 = 0, muselo by platit 0 - 0=
5. To vSak neplati, protoze 0 - 0=0. Kdyby 5:0=35, muselo by platit 5 - 0 =35. To neplati,
protoze 5 -+ 0 = 0.Takto mzeme postupovat a hledat ¢islo, pro které by vySla zkouska
spravnosti. Takové cCislo vSak nenajdeme. Snazime se piivést déti k tomu, Ze nenajdeme
ptirozené ¢islo, pro které bychom po vydéleni nulou mohli provést zkouSku spravnosti.

(Poznamka. Obecnéji, jestlize by platilo pro a# 0 a : 0 = x, pak by muselo platit x - 0 = a.
To vsak neplati, protoze x - 0 = 0 pro kazdé prirozené x.)
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