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Geometrie md dva poklady: pythagorovu vétu a zlaty rez. Pruni md cenu
Zlata, druhy pripomindg spise drahocenny kamen.
Johannes Kepler (1571 - 1630)[10]



Uvod

Shirka tloh z elementarni geometrie vznikla jako podpora k textum z ele-
mentarni geometrie pro studium uéitelstvi prvniho stupné zakladni skoly [1].
Uvedené texty obsahuji jen omezené mnozstvi cviceni a zadné fesené ulohy.
Tato sbirka nabizi studentum mnozstvi feSenych ptikladu i soubor dalsich
cviceni. Soucasné sleduje nejnovéjsi trend meziptedmétovosti a poukazuje
v predlozenych piikladech a cvi¢enich na propojeni geometrie s ostatnimi
predmeéty a predevsim se svétem kolem nés.

Cela tada tloh pracuje s magnetickou stavebnici Geomag. V pripadé, Ze ji
nemate, lze tyto tlohy demonstrovat napi. pomoci Spejli a kulicek modeliny.
K tvorbé vétsiny obrazku byl pouzit vyukovy software GeoGebra, ve kterém
lze ulohy feSit i dynamicky. Je tedy snadné pouzit vyukovy software Ge-
oGebra také primo ve vyuce nebo pfi samostatném teseni tloh. Na vybrané
dynamické aplety a krokované konstrukce jsou u konkrétnich konstrukei uve-
deny ptimé odkazy.

Tento text vznikl s podporou projektu MUNI/FR/1193/2018, Inovace ¢ty
predmétu Geometrie pro ucitelstvi 1. stupné zakladni skoly se stavebnici Ge-
omag a vyukovym softwarem Geogebra na Pedagogické fakulté MU v Brné.

Velké podékovani patii Helené Durnové za ptipravu anglické verze tohoto
textu a Pavlu Kfizovi za podporu se sazbou textu v systému IXTEX.



1 Historicky vyvoj geometrie

Cviceni 1.1. V pifloze na konci textu najdete soubor obrézki. Roztiidte
tyto obrazky na tii skupiny tak, ze je budete prifazovat jednomu ze tii
zakladnich geometrickych dtvara: kruznice, ¢tverec, rovnostranny trojuhelnik.

Nad obrazky ve skupinkédch diskutujte proc¢ jste je priradili praveé skupiny
prislusici kruznici, ¢tverci ¢i rovnostrannému trojihelniku. Vyskytuji se tam
i obrazky, které by mohly byt pfitazeny do dvou ¢i dokonce vsech ti{ skupin?
Priklad takové diskuze:

Na tento obrdzek muzeme pohlizet jako na pravidelny Sestituhelnik, proto muze
bijt prirazen k rovnostrannému trojihelniku, nebot pravidelny Sestitihelnik se
sklddd ze Sesti stejnyjch rovnostrannych trojuhelniki. Pravidelny Sestiihinik
je pravidelny mnohothelnik, tj. lze mu opsat i vepsat kruznici, muzeme ho
tedy priradit i ke kruznici. Na tento obrazek lze pohliZet také jako na drdtény
model krychle. Tento ndhled pripadné vhodné priblizte spoluzdkim, kteri ho
nevidi.



Pravidelny Sestitthelnik nebo krychle?

Cviceni 1.2. Jakym zpusobem se geometrie v davné minulosti zacinala
vytvéaret? (Formulujte odpovéd v nékolika vétach.)

Cviceni 1.3. Co vite o spise, ktery nazyvame Eukleidovy Zdklady (Ele-
menta)?
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Cviceni 1.4. Jakou ulohu sehral tzv. 5. Eukleiduv postuldt v historii
matematiky? (Formulujte odpovéd v nékolika vétéch.)
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Cviceni 1.5. Pritadte ke jméntim vyznamnych matematikii spravné jejich
charakteristiku spjatou s geometrii:

e René Descartes (1596 — 1650),
e Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855),
e Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866),

e David Hilbert (1862 — 1943).

a) Neémecky matematik a fyzik. Zabyval se zejména geometrii, matem-
atickou analyzou, teorii Cisel, astronomii, elektrostatikou, geodézii a
optikou. Silné ovlivnil vétsinu z téchto oboru védéni. Stél také u zrodu
neeukleidovské geometrie.

b) Jeho spis La Géométrie byva casto povazovan za pocatek analytické
geometrie jako védy.

¢) Némecky matematik, ktery ve svém dile Zdklady geometrie vybudoval
disciplinu v soucasnosti nazyvanou eukleidovska geometrie, vytvoril
tzv. Systém axiomu eukleidovské geometrie.

d) Némecky matematik, ktery zdsadnim zpusobem prispél k rozvoji matem-
atické analyzy a diferencialni geometrie. Na jeho myslenkach byla déle
rozvinuta také algebraickd geometrie ¢i teorie komplexnich ploch, které
se staly zakladem diferencialni geometrie na varietach a topologie.

Reseni: René Descartes (b), Johann Carl Friedrich Gauss (a), Georg Friedrich
Bernhard Riemann (d), David Hilbert (c).

Cviceni 1.6. Vysvétlete rozdil mezi axiomem a matematickou vétou. Uvete
priklad axiomu a matematické véty.



2 Zakladni geometrické utvary
a jejich vlastnosti

Priiklad 2.1. Vysetiete vSechny mozné vzajemné polohy tif ruznych primek
lezicich v jedné roviné. Znazornéte a popiste.

Resend: Ozna¢me piimky a, b, ¢. Pak mohou nastat tyto moznosti:
a) vSechny pifmky jsou vzdajené rovnobézné, tj. anb=0AbNc =,
b) dvé piimky jsou rovnobézné a tieti je s nimi ruznobéznd, napft.

bNc=0ANanb=BAaNc=C

¢) vsechny piimky jsou vzéjemné ruznobézné a prochézeji jedinym spoleé¢nym
bodem, anbNec= P,

d) vsechny piimky jsou vzéjemné ruznobézné a po dvou se protinaji v ruznych
bodech.




Priklad 2.2. Které geometrické utvary mohou vzniknout jako prunik dvou
poloptimek, které jsou ¢asti téze primky? Znazornéte a popiste.

Resend: Bod, tsecka, polopifmka.
Cviceni 2.3. Narysujte usecku AB. Na piimce AB vyznacte:
a) bod C tak, aby bod A lezel mezi body C a B,
b) bod D, aby B lezel mezi A a D,
¢) bod P, ktery nelezi na usecce AB, ale lezi na polopiimce AD.
Cviceni 2.4. Narysujte usecku KL. Zvolte bod D mezi body K L, vyznacte:
a) bod R tak, aby bod K lezel mezi body R a L,
b) bod S, aby L lezel mezi K a S,
¢) bod T, tak, aby bod S lezel mezi body L, T
Nyni rozhodnéte, ktery z vyroku je pravdivy:
1) Se— KL,
2) - RSNw— KL=KIL,
3) — RD N ST =),
4) Re < KL,
Cviceni 2.5. Je ddna piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Zakreslete:
a) bod M, ktery nalezi poloroviné pA,
b) bod P, ktery lezi v obou polorovindch uréenych piimkou p,
¢) bod N, ktery lezi v opa¢né poloroviné k poloroviné pA.

Cviceni 2.6. Jsou déany tii ruzné body A, B, C.

a) Kolik usecek, polopiimek a piimek je urceno témito body? Jak zdvisi
tyto pocty na poloze danych bodu?

b) Které bodové mnoziny mohou byt prunikem dvou z téchto usecek (polopfimek,
piimek)?

Znézornéte a provedte diskuzi.
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Cviéeni 2.7. Necht bod R lezi mezi body P, Q. Vyberte z polopiimek PR,
P, RP, RQ, QR, QP dvojice, které: a) splyvaji, b) jsou opacné, c) jedna je
¢asti druhé, d) jejich prunikem je tisecka.
Cviceni 2.8. Urcete, které utvary mohou vzniknout prunikem:

a) usecky a poloroviny,

b) polopiimky a poloroviny,
¢) piimky a poloroviny,
d) dvou polorovin.

Vsechny pripady uvazujte v jedné roviné. Znazornéte a popiste.

Cviceni 2.9. V roviné je dano n ptimek, z nichz kazdé dvé se protinaji a
zadné tii neprochézeji tymz bodem. Kolik existuje pruseciku?

Priklad 2.10. Kolik ruznych piimek je urceno n body, které lezi v jedné
roviné a zadné tii nelezi na jedné primce?

Resent: Pro jeden bod tloha nems smysl. Nacértnéme si danou situaci
pro néjaky konecny pocet bodu: pro dva body bude piimka jedna, pro tfi
bodou praveé tii primky, ¢tyti body urci Sest primek, pét bodu deset primek
atd. Nyni tedy muzeme provést nasledujici ivahu: v n-tém kroku z kazdého
bodu vedeme pifmku do (n — 1) bodu, ale timto zpusobem je zapocitdma
kazda ptimka dvakrat. Vysledek je tedy:

n(n —1)
—

Cviceni 2.11. V roviné je dano n primek, z nichz kazdé dvé se protinaji a
zadné tti chézejl tymz bodem. Kolik existuje prusecika?

Cviceni 2.12. Urcete, které utvary mohou vzniknout prunikem:
a) usecky a poloroviny,
b) polopiimky a poloroviny,
¢) primky a poloroviny.

Vsechny pripady uvazujte v jedné roviné. Znazornéte a popiste.

Cviceni 2.13. Urcete, které utvary mohou vzniknout prunikem dvou polorovin.
Obé poloroviny uvazujte v jedné roviné. Znazornéte a popiste.
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Cviceni 2.14. Uvniti jedné poloroviny urcené primkou p zvolte body A, B.
Uvnitt poloroviny opaéné zvolte body C, D tak, aby ptimky AB a C'D byly
s pifimkou p riznobézné. Na piimce AB zvolte bod M, na primce C'D zvolte
bod N. Jak je nutno zvolit body M, N, aby tsecka M N obsahovala bod
primky p lezici mezi body M a N7

Piiklad 2.15. Sestrojte kvidr ABCDEFGH (pomoci stavebnice GeoMag
nebo pomoci $pejli a plasteliny).
A) Urctete vsechny piimky incidentni s hranami kvadru, které jsou s piimkou

BC:
e rovnobézné
e ruznobézné
e mimobézné

B) S vyuzitim bodu kvadru uvedte pifklad trojice rovin, kterd tvorf svazek
rovin, a zapiSte prunik téchto ti rovin.

Reseni:

e rovnobézné: <+ AD, <> EF, < HG
e ruznobézné: <> AB, < EB, <> DC, + CF
e mimobézné <+ FH, < FG, < AH, < DG
Svazek rovin tvoti napt. roviny <> ABC, <+ ABE a <> AF"

S ABC N ABE N & ABF = & AB.
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Piiklad 2.16. Sestrojte pravidelny ¢tyiboky jehlan ABC' DV (pomoci staveb-
nice GeoMag nebo pomoci $pejli a plasteliny).

A) Urétete vSechny piimky urcéené body A, B, C, D, V, které jsou s piimkou
BC:

e rovnobézné
e ruznobézné
e mimobézné
B) S vyuzitim bodu jehlanu A, B, C, D, V uvedte piiklad trojice rovin,

ktera tvori trs rovin, a zapiSte prunik téchto ti{ rovin.

Resent:

e rovnobézné: <+ AD,
e ruznobézné: < AB, < BV, + CV, + CD,
e mimobézné < AV, <> DV.
Trs rovin tvoti napt. roviny <> ABC, <+ ABV a <> BCV:
< ABC N« ABV N« BCV = {B}.
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3 Konvexni a nekonvexni mnozina, konvexni
a nekonvexni thel

Cviceni 3.1. Jak pozname, kdy je geometricky utvar konvexni a kdy nekon-
vexni? Roztfidte geometrické ttvary na konvezni a nekonvexni: tsecka,
piimka, polorovina, kruznice, trojihelnik, ¢tyituhelnik, pétithelnik, kruh s
otvorem, krychle.

Cviceni 3.2. Podivejte se kolem sebe a pokuste se vidét i ihly urcené tieba
hranami tabule nebo hranami lavice, ¢astmi ramu okna, ale také tihly, které
sviraji napt. nohy zidle s podlahou, ru¢icky hodin apod.

Neékteré takové tihly vyznacte i na obrazku. Vyhledejte vliastni podobné
obrazky a vyznacte na nich uhly.

Cviceni 3.3. Narysujte polopiimky — SC a — SD. Cervenym oblou¢kem
vyznacte konvexni tthel <C'SD a modrym nekonvexni ithel a&cC'SD. Vyznacte
bod F thlu <CSD a bod F thlu acCSD. Dokazete vyznacit bod H, ktery
je bodem uhlu <CSD i dhlu &<cCSD?

Cviceni 3.4. Narysujte ihel <ADB. Vyznacte v ném bod H. Narysujte
tuhel <ADH. Zapiste vSechny takto vyznacené konvexni tihly.

Cviceni 3.5. Narysujte tfi polopiimky se spolecnym poc¢atkem S. Na kazdé
z polopiimek vyznacte jeden z bodu A, B, C. Oblou¢ky vyznacte vSsechny
takto narysované thly a zapiste je.
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Cviceni 3.6. Nacrtnéte dva konvexni rovinné utvary takové, ze jejich
a) sjednoceni je mnozina konvexni,
b) sjednoceni je mnozina nekonvexni,
¢) prunik je mnozina konvexni,
d) prunik je mnozina nekonvexni.
Cviceni 3.7. Nacrtnéte dva nekonvexni rovinné ttvary takové, ze jejich
a) sjednoceni je mnozina konvexni,
b) sjednoceni je mnozina nekonvexni,
¢) prunik je mnozina konvexni,
)

d) prunik je mnozina nekonvexni.

Cviceni 3.8. Nac¢rtnéte a rozhodnéte, zda se jedna o konvexni bodovou
mnozinu:

a) trojihelnik ABC bez svych vrcholu,
b) trojihelnik K LM bez jednoho vnitiniho bodu jedné své strany,

¢) sjednoceni vnitiku libovolného trojihelnika a dvou ruznych bodu jeho
obvodu,

rozdil konvexniho ithlu AV B a jeho ramene V A,
rozdil ¢tverce ABC'D a sjednoceni dvou jeho stran,

sjednoceni vnitiku ¢tverce ABC'D a dvou jeho stran,

¢}
—_ — —

kruznice,
h) kruh.

Priklad 3.9. Vysetiete vSechny geometrické tutvary, které mohou vzniknout
jako prunik dvou trojuhelniki. Znazornéte a popiste.
Reseni: Prunikem dvou trojihelnikti muze vzniknout:

A) bod, napi. AABCNAEFD = {D},
B) usecka, napi. AABCNAFEFD = DC,
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trojihelnik, napt. AABCNAFEFD =ADMN,

)

D) ctyithelnik, napt. AABC N AEFD = ¢tyiihelnik OPQR,
) pétithelnik, napt. AABC N AEFD = pétithelnik FSTUV,
)

Sestithelnik, napr. AABC N AEF D = Sestithelnik KLMNOP.

Cviceni 3.10. Volte dvojice konvexnich thlu (nikoliv thly plné nebo nulové).
Vysettete, které geometrické utvary mohou vzniknout jako prunik téchto
uhli. Vsechny pripady znazornéte a popiste.

Cviceni 3.11. Zvolte ruznobézné primky p, g, jejich prusecik oznacte V. Na
piimce p zvolte bod P, na primce ¢, bod (). Kazdou z dvojic vrcholovych a
vedlejsich hlu urcéenych ruznobézkami p, ¢ definujte pomoci polorovin p@,
qP nebo polorovin k nim opa¢nych. Zapiste symbolickym zépisem.

Cviceni 3.12. Vymodelujte ze stavebnice Geomag a poté narysyjte:
a) rovnostranny trojuhelnik,
b

rovnoramenny trojuihelnik,

d

)
)

c) Ctverec,
) pravidelny pétithelnik,
)

e) pravidelny Sestithelnik.
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Priklad 3.13. Vymodelujte ze stavebnice Geomag nasledujici zadani, a poté
procvicte svoji predstavivost v roviné jejich reSenim:

A) Presunte 3 shodné usecky (zluté tycinky) tak, abyste vytvorili 2 velké
a jeden maly trojuhelnik. Uloha mé dvé reSeni.

B) Odstrante 3 shodné tsecky (zluté tycinky) tak, abyste vytvorili 3 ¢tverce.
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C) Odeberte jednu tsecku (zlutou tycinku) tak, abyste ziskali 2 ¢tverce.
Uloha ma dvé teseni.

D) Presunite 4 shodné usecky (zluté tycinky) tak, abyste vytvorili opét ctyii
ctverce, ale takové, které nejsou vsechny stejné velké.

Reseni: Naleznete na konci textu.
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Cviceni 3.14. Narysujte pravidelny Sestitthelnik ABCDEF se sttedem S a
na obrazku vyznacte dvojice thlu:

a) styénych (nikoliv vedlejsich),
b) vedlejsich,

d) souhlasnych,

)

)

¢) vrcholovych,
)

e) stiidavych,
f) prilehlych.

Priklad 3.15. Vymodelujte pravidelny ctyistén ABC'D a potom ho zo-
brazte. Urcete jeho prunik s poloprostorem EFGH, jestlize bod A lezi mezi
body F, C, bod B mezi body F, C' a bod G mezi body D, C.
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4 Trojuhelnik, ¢tyrahelnik,
pravidelny mnohotihelnik, kruznice

Cviceni 4.1. Tangram je nejstarsi znamy hlavolam na svété, pochéazi ze
staré Ciny. Je to étverec rozdéleny promyslenym zpusobem na sedm ¢dsti,
z nichz lze sestavovat ruzné geometrické obrazce, predméty, zvirata a lidské
postavy. Vyrobte si sviij tangram ze ¢tverce tvrdého papiru podle ptilozenych
obrazku:

o<

/
/

Poté sestrojte s vyuzitim vSech sedmi c¢asti:

a) trojihelnik,
b) rovnobéznik,
¢) lichobéznik.

Cinsti matematici, kteif se tangramem zabyvali, zjistili, ze ze sedmi C4st
tangramu lze sestavit celou sérii konvexnich mnohouhelniku:

d) 1 trojihelnik,

e) 6 ¢tyrihelniku,

)
f) 2 pétithelniky,
g) 4 Sestithelniky..

Pokud jste zvladli geometrické utvary a) - ¢), muzete zkusit tento ponékud
obtizné;jsi tkol.
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Priklad 4.2. Na obrazku je nékolik dobfe znamych dopravnich znacek. Zod-
povézte nasledujici otazky:

1) Jaké geometrické dtvary se nachdzeji na obrézcich? (jednobodovou
mnozinu neuvazujeme)

2) Sestrojte pravitkem a kruzitkem vsechny geometrické utvary z ilohy
1).

3) Sestrojte pomoci pravitka a kruzitka sttedy obou kruznic na prvni
znacce. Jaky je mezi témito dvéma kruznicemi vztah?

4) Jaky je obsah trojihelnika, ktery tvoii druhou znacku, jestlize jeho
strana je 900mm? Pokuste se tilohu vyfesit vice zpusoby (zopakujte si
Heronuv vzorec).

5) Prvni znacka ma prumér 700mm. Strana trojuhelnika na druhé znacce
je 900mm. Na kterou z téchto znacek potiebujeme vice plechu?

6) Vyfotte si znacky, které potkavate cestou do skoly, a formulujte podobné
otazky.

Resent: 1) tsecka, kruznice, kruh, rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec, obdélnik,
pravidelny osmitihelnik. 3) Jedna se o kruznice sousttedné, ktery maji spole¢ny
stted. Tento stfed najdeme napf. pomoci dvou libovolnych ruznych tétiv,
vyuzijeme toho, ze osou kazdé usecky, ktera je tétivou kruznice je ptrimka
prochazejici stredem kruznice.
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Piiklad 4.3. Sestrojte ¢tverec, je-li dana jeho strana AB. Vyberte tvrzeni,
ktera jsou nepravdiva:

a) Ve cCtverci jsou vechny thly shodné.
b) Ve ¢tverci je pravé jeden thel pravy.

¢) Dveé strany ve ¢tverci musi byt vodorovné.

d) Ve ¢tverci musi byt sousedni strany na sebe kolmé.

)
)
)
e) Uhel mezi uhlopiickou a prilehlou stranou ctverce je 45°.

f) Uhlopiicky ve étverci svirajf dhel 60°.

Resent:
e
D K c Plc
h \1.pJ.AB;BEp__
k 2. kruznice k(B,r = |AB|)
3.bod Ceknp
d b 4. piimka q || p; A €q
5. pfimka h | AB; C € h
6. bod De hng
c:=9%

NS a e

“ <4 13/13 p» m (m) 2 s

Nepravdiva tvrzeni jsu tvrzeni b), c), f).

Cviceni 4.4. Je-li v rovnoramenném trojihelniku ABC thel pii zékladné
AB roven trojnasobku thlu pti vrcholu C' a rozdéli-li se ihel <BAC pti
zékladné na tii shodné thly (tak, ze M, N jsou takové body strany BC,
pro néz plati <NAB = <M AN = <CAM), pak plati AB = AN = BM,
AM = CM. Dokazte.

Cviceni 4.5. Bodem A lezicim vné kruznice k(S, ) je vedena secna C'D tak,
ze AC < AD a |AC| = r. Dokazte, ze

<ASC = %qBSD,

kde bod B je prusecik piimky AS s kruznici k takovy, ze S lezi mezi body
A, B.
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Priklad 4.6. Uvniti trojihelniku ABC zvolte bod S. Dokazte, ze soucet
usecek SA, SB, SC je vétsi nez poloviéni soucet stran daného trojihelniku,
tj. ze

SA+SB+SC > %(AB+BC+CA). (1)

Resent: Bod S je vnitini bod trojuhelnika ABC, tedy vznikly tii dalsi
trojuhelniky, pro které z trojihelnikové nerovnosti plati:

pro trojuhelnik ABS: AS + BS > AB,
pro trojuhelnik AC'S: AS+CS > AC,
pro trojuhelnik BC'S: BS + C'S > BC.
Sectenim pravych a levych stran uvedenych nerovnosti dostavame:
2-AS+2-BS+2-CS>AB+ BC+ AC, (2)
¢imz je nerovnost dokazana.

Piiklad 4.7. Dokazte, ze pro soucet téznic t,, t, t. trojuihelniku ABC' plati
vztah:

1
§(a+b+c)<ta+tb+tc<a+b+c. (3)
Reseni: Nejprve dokazeme nerovnost
1
§(a+b—|—c)<ta+tb+tc. (4)

Ozna¢me A; stred strany BC, B; stied strany AC a () stred strany AB
trojuhelniku ABC'. Z trojihelnikové nerovnosti plyne

pro trojihelnik ABA;: t, + 5 > ¢,
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pro trojihelnik ACCy: t.+ § > b,
pro trojihelnk BOB;: t, + & > a.
Sec¢tenim pravych a levych stran uvedenych nerovnosti dostavame:
ta+tb+tc+%(a+b+c)>a+b+c, (5)
tj.
ta+tb+tc>%(a+b+c). (6)

Dokazme nyni nerovnost
te+tp+t.<a+b+ec. (7)

Necht body A;, B;, C; jsou opét po fadé stiedy stran BC, AC a AB
daného trojuhelniku. Sestrojme bod A’ tak, ze bod A; je stfedem tsecky
AA’. Ctyfthelnik ABA'C je rovnobéznik, jeho uhlopficky se puli. Plati tedy
AC = BA'. Z trojihelnikové nerovnosti pro trojihelnik ABA’ vyplyvé:

2t, < b+c. (8)

Analogickym postupem, tj. sestrojenim bodu B’ a C’ tak, ze bod B; je
stredem tsecky BB’ a C} je sttedem usecky C'C’ dostaneme:

2t < a+c 9)

o, < a+Db. (10)

Sectenim pravych a levych stran ti{ ziskanych nerovnosti obdrzime:
2ty + 2t + 2t < 2a + 2b + 2, (11)
tj. dokazali jsme nerovnost .
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Piiklad 4.8. Dokazte, ze soucet usecek, které spojuji vnittni bod P trojuhelniku
s krajnimi body jedné jeho strany, je mensi nez soucet zbyvajicich dvou stran
daného trojihelniku.

Reseni: Podle zadani tlohy napiiklad plati, ze
AP+ BP < AC + BC (12)

Tvrzeni nyni dokdzeme. Protoze bod P nalezi vnitiku trojihelnika
ABC, pak musi existovat bod X, ktery lezi na strané BC' a na polopiimce
AP za bodem P. Pro trojuhelniky AC'X a BPX vyjadiime trojihelnikovou
nerovnost

pro trojihelnik ACX: AX < AC'+ CX,
pro trojuhelnik BPX: BP < XB + PX.
Po sec¢teni obou nerovnosti dostavame:
AX +BP < AC+CX + BX + PX. (13)

Vyjadiime-li tisecku AX jako soucet tsecek AP+ PX a uvazime-li, ze C X +
BX = BC, pak plati:

(AP + BP) + PX < AC + (CX + XB) + PX,

(AP + BP)+ PX < (AC+ BC)+ PX
a tedy nerovnost je dokazana.
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Cviceni 4.9. Piimka o je osou tsecky AB. Bod X je libovolny vnitini bod
poloroviny 0A. Dokazte, ze plati: AX < BX.

Cviceni 4.10. Bod U je vnitinim bodem trojihelniku ABC.
Dokazte, ze plati: <AUB > <ACB, <BUC > <BAC a <AUC > <ABC.

Cviceni 4.11. Lezi-li bod X na ose daného konvexniho tthlu AV B, pak ma
od jeho ramen stejné vzdalenosti. Dokazte.

//////

rovnoramenny. Dokazte.

Cviceni 4.13. V trojihelniku ABC' je <BAC = a = 50°, <ABC = § =
60°, osa <ABC protind stranu AC v bodé D. Setadte tsecky AB, BC, CD,
AD, AC, BD podle velikosti.

Cviceni 4.14. Urcete velikost vnitinich uhlu trojuhelnika A, B;CY, jehoz
vrcholy jsou pruseciky os vnéjsich uhlu daného trojihelnika ABC.

Cviceni 4.15. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' a bod D, ktery je
sttedem jeho zakladny AB. Bodem D jsou vedeny kolmice k ramentum
AC', BC trojiuhelnika ABC'. Jejich paty jsou oznaceny M, N. Dokazte,
ze ADMC = ADNC.

Cviceni 4.16. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany tii nezavislé udaje:

a)  ¢b,t. b)  a,ct, c)  a,v,,b
d)  a,a,v e) b, f)  a,vp,my
g) ba Y5 Ve h) Y5 Va, Up 1) C, Vg, Up
j) a, Vg, Uy k) v, V4, ve ) 7o, 0, te
m) a,b,t. n)  a,fp,r, o) «,fB,1,
p) b5 a  a,B,m 1) Cta,ty
s) b, 3,t, t) a,tq, ty u)  a,v,,ty
V) ta,tb,tc W) ta,tb,’}/ Z) ta,va,vb

kde r, je polomér kruznice opsané a r, je polomér kruznice vepsané trojihelniku
ABC'. Nékteré z téchto tloh najdete vytesené v nasledujicich piikladech.
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Priklad 4.17. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: a, o, vp.

0

Postup fedeni Zapis konstrukce:

1)BC;/BC/=a

2)8,; /B8, =18,C/

3) Ky k, (S, S,C) ... Thaletova kruznice
4k, k, (B.vy)

5)B B €k, Nk

8)s CB

7)Y;Y € = CB, ... libovolny bod
8) « CYX; J'%[CYX/ a

9 eopoplXYABE - p
10)A;AE < pN~CB,

11)A ABC

et a4 12712 pp  py m 2 s &

Konstrukce ”"krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material /raxdkacg

Priklad 4.18. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déano: b, ¢, v,.
P

Postup feseni Zapis konstrukce:

1)AATAA =V,
2)<—~p;<—>pJ_AA1 AA1EHP
3)ky: kg (A, b)

4)C;Cek, Nep

5)k,; ky (A, €)

6)B:BeEk, Nep

7)A ABC

e «4 8/8 » m 2 s i

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material/nyban7tf
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Priklad 4.19. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: «, vy, 1.

Zéapis konstrukce:

1) aXAY; [<XAY/ = a
2) o P pll = AY AV(op, 2AY) = vy
polomér k, = v,

3)B;Be = pNe=AX

4) 0450, ...0sa uhlu a

5) g qlle AX AV (g, »AX) =1,
X polomér k2 =T,

6)S;8€E—qN oo,

Tk, K, (Sir,)

8) «» t; >t ... teCna z bodu B ke kruznici k,

9)C;Cew=tNm AY

10) A ABC

i

e o« 11/11 pp pyy (m 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material/smnfqkqf

Priklad 4.20. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: ¢, v,, vp.

Postup feseni

Zapis konstrukce:

1) AB; /AB/ =¢c

2)8,; IAS /= IS B/

3) k;; k (8., S.B)

4) ki kg (B, vy)

5)B;;i By €ky Nk

6) Ky k, (A v,)

VA A Eky Nk

8) = AB, (~ AB.I')‘ - BA1 (»—»BAW')
9)C;Cer~AB, N~ BA,

10) A ABC

ra
[

d <4 11711 pp py |1||’ 2 3 vt

Konstrukce ”"krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material/yzcd6acd
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Priklad 4.21. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno: a, v, vp.

Postup feseni

Zapis konstrukce:

7)< p; = plICBAV(—p,CB)=v,
polomérk, =v_

8)A;A€ > pNwCB,

9)A ABC

[ <4 10710 pp m 2 s

l! La
Bk

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7e5f3qn#material/rkdepcxf

Priklad 4.22. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: b, ¢, t..
o
Postup feseni
Zapis konstrukce:

1) AB; /ABI =
2) S, /AS /= IS B

\ 3)kyi ky (A, D)
4)kyi Ky (S, t,)

5)C; Cek, Nk,

6) A ABC
i o« T/T »p ey m) 2 s L:'.g

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7ebf3qn#material /gnrdvvnn
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Priklad 4.23. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: b, 7, v..

Postup fesSeni

Zapis konstrukce:

1) AC;/AC/=b

2) <ACX; [«ACX/ =y

3) S, IAS I =IS.CI

4) kt; kl (Sb’ SDA) ... Thaletova kruznice
5) ki k, (C,v)

6)C,: C, ek Nk,

7) = AC,

8)B;Be~AC, NCX

9) A ABC

a4 <4 10/10 pp  pm II:‘ 2 s

%

Konstrukce ”"krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7e5f3qn#material /rssprtov
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Priklad 4.24. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: v, v, vp.

Postup fesSeni

Zapis konstrukce:

1) «XCY; /«CXY/ =y

2) > p; = plICY Al pCY/=v,
polomeér k1 =V

A Ae-pNnNCX

4) = q; =gl CX Al qCX/ = v
polomér k2 =V

5)B;Be«~qNCY

6) A ABC

ra
[

m 2 s il

et <4 T/T7 p» wy

Konstrukce ”"krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7e5f3qn#material/sn3wvaed
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Priklad 4.25. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: a, v,, b.

!

Zapis konstrukce:

Postup feSeni

1) BC; /BC/ = a

2) «» p, «» p'; l>pBC/ = /p'BC/ = v,
3)kqikq (C, D)

4 A AEk Nep

5)A ABC

ra
(]

e <4 9/9 (m) 2 s

,
\:
ln

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7ebf3qn#material /ntwfvzns
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Priklad 4.26. Sestrojte trojihelnik ABC je-li ddno: «, ¢, t..

Q

Postup feseni Zapis konstrukce:

1) AB; /AB/ = ¢

2) £ BAX; /sBAX/=a
3)8, /AS /=15 B/
4)kyikq (S t)

5)C; C € ky N —~AX
6) A ABC

ra

[
weian
e

M« T/T o wp ) 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7e5f3qn#material /trhbazkf
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Priklad 4.27. Sestrojte trojihelnik ABC je-li ddno: v, vg, v..

Postup feSenf Zapis konstrukce:

1) «XCY; /«XCY/ =y

2) e pr e pllm CXAY (©p, »CX) = v,
polomér k = v

3)AAe-pN=CY

4) 8, [C8y/ = IS N

5) kg Ky (Sp, SLA)

6)kyiky (Cv)

B;B€~AC N CX

0

e < 117111 pp py m 2 s

Konstrukce "krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material/njnjbvh9
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Priklad 4.28. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano: «, B, r,, kde r, je
polomér kruznice trojuhelniku vepsané.

Zapis konstrukece:

1) «XAY; [«XAY/ = a
2) > p; = pIAY AV (op, AY) =T,
polomér kruznice k = ry

Postup feseni

3) 04; < 0;...08a Uhlu a
4)8;Se—pnNeo,

5) ki k, (S.1,) ... Ty, T, ... body dotyku
6) <AYZ: /<AYZ/ = B

Neolbeol LYZASE |
B)TZ:TZEkvﬂHI

X 9) g eqlYZAT, eg
10)B; B € & q N AY
C;Ce—qgNAX

11) A ABC

« <« 12/12 pp py m 2 s

Konstrukce ”"krok po kroku”:
https://www.geogebra.org/m/u7eb5f3qn#material /wb47abau

Cviceni 4.29. Sestrojte trojihelnik ABC' je-li déno:
a) a+b,v, b) a—b,7,c c) a+b+caf
d) a,ba—p e) a+b+ca,v,

Cviceni 4.30. Je ddna tsecka AB.

a) Sestrojte mnozinu vSech vrcholu konvexniho thlu < AC'B = =, jehoz
ramena prochazeji krajnimi body tsecky AB.

b) Sestrojte AABC, je-li |AB| = 6, v = 60°, v¢ = 4.

Cviceni 4.31. Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano t,,ty, t..
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Piiklad 4.32. Dokazte vétu o téznicich trojihelniku:
trojuhelniku. Tézisté déli kaZdou tézinict mna dvé usecky, z nichZ ta, kterd
obsahugje vrchol trojuhelnika, je dvojndsobkem druhé.

Diikaz: Je dan trojihelnik ABC', body Ay, By, C} jsou po tadé stiedy jeho
stran BC, AC' a AB, tsecky AA;, BBy a C'C} jsou jeho téznice. V daném
trojuhelniku uvazujeme téznice AA; a BBj, které se protinaji v bodé T.
Dokézeme, ze bodem T prochazi i treti téznice C'C}.

/
o
U

Sestrojme primku C'T" a na ni bod U tak, ze bod T je stred usecky CU, tj.
CT = TU. V trojihelniku AUC je usecka BT stiedni pricka, a proto BT ||
AU. Protoze body By, T, B lezi na jedné pifmce, je i BT || AU. Analogicky
v trojuhelniku BUC je tisecka AT stiedni piicka, a proto AiT || BU, a tedy
i AT || BU. Odtud plyne, ze ¢tyithelnik AT BU ma kazdé dvé protéjsi strany
rovnobézné, tj. je to rovnobéznik a jeho uhlopticky AB a TU se puli. Odtud
plyne, ze stied strany AB, bod (', lezi na primce C'T'. Tim je dokazano, ze
téznice C'Cy prochazi bodem T'. Plati tedy, ze téznice trojihelniku ABC' se
protinaji v jednom bodé. Tento bod nélezi vzdy vnitiku daného trojihelniku.

Z vlastnosti stfednich pricek BT a AT trojihelnikui AUC a BUC a
z vlastnosti rovnobézniku AU BT dale plyne:

pro trojihelnik AUC: BT = %AU7 AU = BT, tj. BT = 1BT,

2

pro trojuhelnik BUC: AT = %BU, BU =2 AT tj. AiT = AT.

N
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z nichz ta, ktera obsahuje vrchol trojihelniku je dvojnasobkem druhé.
Opakovanim uvah pfi volbé jiné dvojice téznic ziskdme dalsi vztahy, z nichz
plyne pravdivost tvrzeni druhé ¢ésti véty.

Cviceni 4.33. Dokazte, ze dva trojihelniky jsou shodné, kdyz se shoduji ve
dvou stranach a v téznici k jedné z nich.

Ndavod: Shodnost trojihelniku dokazte uzitim trojuhelnik, které vzni-
knou rozdélenim daného trojihelniku téznici.

Cviceni 4.34. Nad stranami ostrothlého trojihelniku ABC' jsou vné ses-
trojeny rovnostranné trojiuhelniky ABH a ACK. Dokazte shodnost tsecek
CH a BK.

Navod: Tvrzeni plyne ze shodnosti trojihelniki ACH a AKB.

Cviceni 4.35. Je dan trojuhelnik ABC'. Jeho vrcholy jsou vedeny rovnobézky
s protilehlymi stranami. Dokazte, ze pruseciky téchto primek urci trojihelnik,
ktery je sjednocenim ¢tyt trojihelniku shodnych s trojihelnikem ABC.

Navod: Pouzijte véty o shodnosti trojihelnikii a vlastnosti dvojic tdhli
mezi rovnobéznymi primkami.
Cviceni 4.36. Nejvétsi strana konvexniho ctytihelnika ABCD je AB, nej-
mensi C'D. Dokazte, ze <ABC < <ADC.

Ndvod: Uhlopticka BD rozdéli ¢tyithelnik ABCD na dva trojuhelniky.
7 predpokladu plynou nerovnosti, jejichz sectenim obdrzime tvrzeni.

Cviceni 4.37. Na uhlopricce AC ¢tverce ABC'D je dan bod F tak, ze AE =
AB. Kolmice na piimku AC vedena bodem E protne stranu BC' v bodé F.
Dokazte, ze BF = EF = EC.

Ndvod: Dokazte, ze trojihelnik FCF' je rovnoramenny a trojihelnik
AFFE je shodny s trojuhelnikem AFB.
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Pi#iklad 4.38. Na obrizku je sedm raznych c¢tyfihelnikia. Prifadte je k je-
jich ndzviim a poté k nim doplnte jejich vlastnosti (nékteré vlastnosti mohou
patfit i k vice nez jednomu ¢tyiihelniku):

¢tverec, obdélnik, kosoctverec, (obecny) rovnobéznik, nekonvexni ¢tyitihelnik,
deltoid, lichobeznik.

a) Protéjsi strany jsou vzdy shodné.

o

Minimalné dva vnitini thly jsou vzdy pravé.

Uhlopricky se puli.

o

)
)
)
d) Uhlopficky jsou shodné.
)
)
)

e) Lze mu opsat kruznici.
f) Lze mi vepsat kruznici.
g) Praveé jedna dvojice stran jsou rovnobézné usecky.
G
H N
2 M
K
F L
&
B U
A Q Y]
R
E T
S
i Y
0]
D’I
CT
w Z
A'I
B, h
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Reseni:

e Ctverec EFGH, a), b), ¢), d), e), ),
e obdélnik OPQR, a), b), ¢), d), e),

e kosoctverec A;B,C1Dy, a), ¢), f),

e (obecny) rovnobéznik STUV , a), c),
e nekonvexni ¢tytiuhelnik ABCD,

e deltoid XZY W, b), e), f),

e lichobeznik KLMN, g).

Priiklad 4.39. Sestrojte rovnobéznik ABCD, je-li dana strana a, ihel DAC,
|<DAC| = « a velikost uhlopticky e = |AC.

Resent: Zvolime tisecku AB, |AB| = a. Bod C lezi ve vzdalenosti e
od bodu A, tj. na kruznici k(A,e). Dale plati, ze polopiimka BC' svird se
stranou AB také dhel a. Pro bod D plati CD | AB a AD || BC.

Postup konstrukce:
1. AB, |AB| =a
2. k, k(A e)
3. X, Xe— AB

4. <XBY, |[<XBY|=a
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5. C,C e kN — BY
6. D,CD || ABANAD || BC
7. rovnobéznik ABC'D
Zavér: Uloha ma jedno teSeni v dané polorovineé.

Cviceni 4.40. Sestrojte rovnobéznik ABCD, jsou-li dany velikosti jeho
uhlopticek e, f a velikost vysky v,.

Cviceni 4.41. Sestrojte rovnobéznik PQRS, je-li dana jeho thlopricka PR,
velikost ihlu RP(Q a vzdalenost rovnobéinych stran PQ) a RS.

Cviceni 4.42. Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li ddno e = |AC| a velikost
uhlu DAB je a.

Cviceni 4.43. Sestrojte obdélnik K LM N, je-li dano |KL| = 6 a velikost
thlu KSL je 120°, kde S je prusecik uhlopricek.

Cviceni 4.44. Sestrojte lichobéznik ABC D, jsou-li déany velikosti vsech jeho
stran a, b, ¢, d.

Cviceni 4.45. Sestrojte lichobéznik ABC'D, AB || C'D, jsou-li dany velikosti
uhlopticek e, f, velikost thlu DAB = « a velikost thlu AEB = w, kde E je
prusecik thlopricek.

Cviceni 4.46. Sestrojte ruznobéznik ABCD, je-li dano: velikost strany
AB, velikost strany BC', velikosti obou uhlopticek AC, BD a velikost thlu
AEB = w, kde F je prusecik tuhlopricek.

Cviceni 4.47. Ctyiihelnik, jemuz lze opsat i vepsat kruznici, tj. ¢tyfihelnik,
ktery je soucasné tétivovy i tecnovy dvojstredovy. Dovedete urcit alespon je-
den dvojstiedovy ¢tytuhelnik, ktery neni ¢tvercem?

Cviceni 4.48. Sestrojte kruznici k, je-li dana jeji teéna t s bodem dotyku T’
a dalsi tecna gq.

Cviceni 4.49. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka dané kruznice m v daném
bodée T a

a) mé stted na dané pifmce p,
b) prochézi danym bodem M,

c¢) dotyka se dané piimky g¢.
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Cviceni 4.50. Je dana kruznice k a mimo ni dva rizné body K, L. Sestrojte
kosoc¢tverec K LM N tak, aby jeden jeho vrchol lezel na kruznici k.

Cviceni 4.51. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem A a dotyka
se dané primky t v bodé T'.

Cviceni 4.52. Sestrojte kruznici, kterd ma stfed na dané kruznici m a
dotyké se dvou danych

e rovnobéznych pirimek a, b,
e ruznobéznych primek c, d.

Piiklad 4.53. Jsou dany dvé ruzné kruznice ki(Oq,71), ko(Oa,72). Sestrojte
spolecné tecny téchto dvou kruznic.

Reseni:

po\SméH =7 polomér2/~ 3

[ @I

Moznost dynamicky ménit poloméry kruznic na obrazku:
https://www.geogebra.org/m/GTef JvRH
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https://www.geogebra.org/m/GTefJvRH

Piiklad 4.54. Sestrojte kruznici, o poloméru r = 2 cm, ktera se vné dotyka
dané kruznice m(O, 3 cm) a prochazi danym bodem M, |SM| =6 cm.

Resend: Sestrojime kruznici m, m(0O, 3 cm) a bod M, |[SM| = 6 cm. Stied
S hledané kruznice k lezi ve vzdalenosti 2cm od bodu M, tj. na kruznici
n(M,2cm). Dale plati, ze také vzdalenost stfedu S od bodt dotyku, napt. A,
hledané kruznice k s danou kruznici m je 2cm. Mnozina vsech takovych bodu
bude na kruznici s polomérem o 2cm vétsim nez je polomér dané kruznice m,
tj. napf. na kruznici [(O,5cm). Hledany stied S lezi v pruseciku kruznice
nal.

Postup konstrukce:
1. m, m(O,3cm); M, |[SM| =6 cm
2. n, n(M,2cm)
3. 1, 1(O,5cm)
4. 5, 85€ nnl
5. k, k(S,2cm)
Zaver: Uloha mé dvé feSenf v rovine.
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Cviceni 4.55. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dvou soustfednych kruznic
ki, ko a prochézi bodem P, ktery je vnitinim bodem mezikruzi uréeného
kruznicemi kq, ko.

Cviceni 4.56. Jsou dany dvé soustiedné kruznice k1 (S,71), k2(S,72).
Vysettete mnozinu stfedu vSech kruznic, které se dotykaji kruznic ky, k.

Cviceni 4.57. VysSetfete mnozinu sttedu vSech kruznic, které

a) maji dany polomér r a prochazeji dvéma ruznymi body A,B;

o

maji dany polomér r a dotykaji se dané piimky p;

c¢) se dotykaji dvou danych rovnobézek a, b;

oL

@

)
)
)
) se dotykaji dvou danych ruznonobézek a, b;
) se dotykaji dané piimky p v daném bodé A;
)

f) se dotykaji dané kruznice k v daném bodé A;
g) maji dany polomér r a maji s danou kruznici k(S,r;) vnéjsi dotyk.
Modelujte tyto ulohy v programu GeoGebra.

Cviceni 4.58. Je ddna kruznice k(S,r) a na ni bod A. Vysetfete mnozinu
stfedu vsech tétiv kruznice k, které prochazeji bodem A. Modelujte tlohu
v programu GeoGebra.

Cviceni 4.59. Je dana kruznice k(S,r) a na ni bod N, ktery nalezi vnéjsi
oblasti této kruznice. VySetfete mnozinu stfedu vSech tétiv kruznice k, které
lezi na secnéch prochéazejicich bodem N.
Modelujte tlohu v programu GeoGebra.

Cviceni 4.60. Sestrojte pravidelny
a) osmithelnik,
b) dvanéctithelnik,
¢) Sestnéctithelnik.

Modelujte tlohu v programu GeoGebra
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Piiklad 4.61. Sestrojte sit kiivek, podle které bylo vytvofeno gotické okno.
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Reseni hlavolami z piikladu
A)
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