MATEMATICKA OLYMPIADA

pro zaky
zakladnich $kol a nizSich roéniku viceletych gymnazii

64. ROCNIK, 2014/2015

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolné a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zcCastnit Zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nika viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

ro¢nik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 7.6
5 — — 75

Se souhlasem svého ulitele matematiky muZete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stiednich $kol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uvefejnény v letdku Matematickd olympidada na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tiech kolech.

Kategorie Z9 ma skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7, 76 a Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéZe, organizovaném na $kolach,
fesi 7zéci ve svém volném Case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym uciteltim
matematiky feSeni alespon ¢tyt tloh. VSem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim pribéhu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym ucitelim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, 7Z9: prvni trojici iiloh do 24. listopadu 2014 a druhou
trojici uloh do 5. ledna 2015.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici tloh do 5. ledna 2015 a druhou trojici
tloh do 18. brezna 2015.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborne, 2 —
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u ¢tyr tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Préace vsech uspésnych resiteltl kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi Fesitele a pozve je k ucasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastnikid v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO $koly, které okresni kolo potfadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 21. ledna 2015,

pro kategorii Z6 az Z8 8. dubna 2015,
pro kategorii Z5 21. ledna 2015.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probiha na nékolika skoldch okresu
povéfenych poradanim.

Z4ci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v prubéhu 4 hodin 4 soutézni ilohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani Zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v priitbéhu 90 minut.

Ve vsech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodti se sestavi pofadi idastnikt okresniho kola. Ucastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodu (zpravidla aspon polovinu z dosazitelnych bodi),
se stanou uspésnymi TFesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 18. bfezna 2015 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pfi okresnim kole. Nejlepsi ticastnici krajského kola jsou vyhléSeni jeho
vitézi.



Matematickou olympiddu poradaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a
telovychovy, Jednota ceskiych matematiki a fyziki o Matematicky tstav
Akademie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje tstvedni komise MO,
v krajich ji ¥idi krajské komise MO pii pobockach JCMF a v okresech
okresni komise MO. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji povéreni ucitelé
matematiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni soutéZnich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahote zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté nam. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2014/2015

Uloha 7Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou splinovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchézejicich rocénikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznac¢ime a, b. Novy obdélnik mé délky
stran a+4, b—5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniki plati

2ab = (a +4)(b—5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a —20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) =—40 rozlozit na soudin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5>5. Jsou dvé moznosti:

(-2)-20=—-40 a  (—1) 40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, &’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. §' = 28.

V druhém ptipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S = 210. Opét je S = 2.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1
Chlapci mezi sebou ménili znamky, kulicky a micky. Za 8 kulicek je
10 znamek, za 4 micky je 15 znamek. Kolik kulicek je za jeden micek?
(M. Krejéovd)

Z5-1-2
Zabi princ se zt¢astnil skokanské soutéze, pii které se skékalo po ka-
menech rozmisténych jako na obrazku. Bylo dovoleno skdkat pouze na
nejblizsi kameny vychodnim nebo jiznim smérem. Kazdy skok na vychod
byl ocenén dvéma body, kazdy skok na jih byl ocenén péti body. Zabi
princ ziskal 14 bodt. Urcete vsechny mozné cesty, kudy mohl skakat.
(E. Patakovd)
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Z5-1-3

7Z ¢isla 215 mtzeme vytvorit ¢tyfmistné ¢islo tim, ze mezi jeho cislice
vepiseme jakoukoli dalsi ¢islici. Takto jsme vytvorili dvé ¢tyfmistné ¢isla,
jejichz rozdil byl 120. Jakd dvé ¢tyfmistna cisla to mohla byt? Urcete
aspoil jedno TeSeni. (L. Siminek)

Z5-1-4
Najdéte nejvetsi Cislo takové, ze
e 74dna cislice se v ném neopakuje,
e soucin kazdych dvou ¢islic je lichy,
e soucet vSech cislic je sudy.
(M. Mach)



Z5-1-5
Na obrazku je ¢tverec rozdéleny na 25 ¢tvereckt. Vybarvéte ctverecky
péti barvami tak, aby platilo:

e kazdy ctverecek je vybarven jednou barvou,

e v zadném Fadku ani v zadném sloupci nejsou
dva ¢tverecky stejné barvy,

e na 7adné z obou uhlopficek nejsou dva ctve-
recky stejné barvy,

e 7adné dva stejné barevné Ctverecky se nedoty-
kaji stranou ani vrcholem.

(M. Petrovad)

Z5-1-6
Na medaili, ktera méa tvar kruhu o primeéru 20 cm, je narysovan sné-
huldk tak, Ze jsou splnény nasledujici pozadavky:
snéhulék je slozen ze tii kruht jako na obrazku,
mezera nad sn€huldkem je stejnd jako pod nim,
pruméry vSech kruht vyjadfené v cm jsou celociselné,
prumér kazdého vétsiho kruhu je o 2 cm vétsi nez prameér kruhu pred-
chézejiciho.

Urcete vysku co nejvétsiho snéhuldka s uvedenymi vlastnostmi.
(L. Dedkovd)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1

Erika a Petr dostali kostku, ktera méla kazdou sténu rozdélenou na
CtyTi stejné ¢tverce, viz obrazek. Petr tvrdil, Ze lze do vSech ¢tverca vepsat
¢isla 1 nebo 2 tak, aby na kazdé ze Sesti stén byl jiny soucet. Erika naopak

tvrdila, Zze to mozné neni. Rozhodnéte, kdo z nich mél pravdu.
(E. Novotnd)

S A

Z6-1-2

Janecek a Walter sbirali auticka. Walter mél auticka srovnana ve
skfince ve trech polickach. Nejvice auticek stalo na horni poli¢ce, na pro-
stfedni jich bylo o t¥i méné nez na horni a na spodni policce jich bylo o tfi
méné nez na prostiedni. Pfitom na jedné z téchto policek bylo 15 auticek.
Kdyz si Janecek sbirku prohlédl, ekl Walterovi:

»Myslel jsem si, ze kdyz mam vice nez 20 auticek, tak jich mam mnoho.
Ted ale vidim, Ze ty mas dvakrat vice auticek nez ja!“

Kolik auticek mél ve svoji sbirce Janecek? (L. Hozovd)
Z6-1-3

Pan Kvétak ma obdélnikovou zahradu rozdélenou na 9 pravothelni-

kovych zdhont, viz obrazek. U péti zdhonu jsou zapsany velikosti jejich
obvodi v metrech.

Urcete obvod celé zahrady pana Kvétaka. (L. Hozovad)
6
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Z6-1-4

Katka, Barca a Adélka se dohadovaly, které dvojmistné ¢islo je nej-
krasnéjsi. Katka fikala, Ze to je to jeji, protoze je délitelné ¢tyimi, a kdyz
ho napise pozpatku, dostane jiné dvojmistné ¢islo, které je také délitelné
Ctyfmi. Barca tvrdila, Ze je to urcité to jeji, protoZe jedna z jeho cislic
je nasobkem druhé. Adélka o svém oblibeném d&isle prozradila, Ze jej lze
rozlozit na soucin ¢tyt prvocisel.

Nakonec kamaradky zjistily, ze mluvi vSechny o témz d¢isle. Urcete,
které ¢islo to bylo. (L. Dedkovd)

Z6-1-5
Urcete, kolik rtznych feseni mé néasledujici algebrogram. Kazdé pis-
meno odpovida jedné ¢islici od 0 do 5, riizné pismena odpovidaji riznym
¢islicim, stejné stejnym.
KOSA
SAKO

BABA
(K. Pazourek)
Z6-1-6
Skauti na vyleté hrali hru. V lese bylo rozmisténo 8 stanovist propoje-
nych provazky tak, jako na néasledujicim obrazku. Na kazdém stanovisti se

vydévalo jedno pismenko, popfipadé pomlcka. Stanovisté je mozné podle
provazku probéhnout tak, ze ziskana pismena tvori fetézec

ANANAS-KOKOS-MANGO.

Piifadte jednotlivim stanovistim odpovidajici znaky. (M. Mach)



KATEGORIE Z7

7Z7-1-1

Libor, Martin a jejich kamaradka Erika Setfi na hracku. Libor a Martin
prispéli do spolecné pokladnicky stejnym mnozstvim penéz, Erika prispéla
jinou ¢astkou. Kdyby Erika prispéla jen tietinou z toho, co do pokladnicky
dodala, celkové by méli polovinu z ¢astky, kterd je v pokladnicce nyni.

Kolikrat vic penéz do pokladnicky dodala Erika nez Libor?
(E. Patdkovad)

Z7-1-2

Lenka se bavila tim, ze vytukivala na kalkulacce ¢isla. Pouzivala pouze
¢islice od 2 do 9 a brzy si vsimla, ze nékteré zapisy byly osové soumérné.
Urcete pocet vSech nejvyse trojmistnych ¢isel s uvedenymi vlastnostmi.

(L. Dedkovd)

Z7-1-3

Podle projektu bude dno bazénu vyskla-
dano kaminky tfi barev tak, jak ukazuje ob- S~
razek (dno je navic rozdéleno na 25 shod-
nych pomocnych ¢tvercit). Cena kaminkt na \
jednotku plochy se u jednotlivych barev lisi.
Projektant pocital cenu kaminkt pouzitych \
na takto vysklddané dno a k jeho prekva-
peni se za kazdy druh kaminkt utrati stejna
castka. Dale spocital, ze kdyby celou plochu
vyskladal témi nejlevnéjsimi kaminky, byly
by naklady 17000 K¢.

Zjistéte, jaké by byly naklady, kdyby celé dno nechal vyskladat témi
nejdrazsimi kaminky. (L. Siminek)
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Z7-1-4
Body N, O, P a @ jsou vzhledem k trojuhelniku K LM zadany nésle-
dujicim zptsobem:
e body N a O jsou poporadé stfedy stran KM a KL,
e vrchol M je stfedem tsecky NP,
e bod @ je prusecikem pfimek LM a OP.
Urcete, jaky je pomér délek tise¢ek MQ a M L. (L. Hozovad)

Z7-1-5

Na starém hradé bydli drak a vézni tam princeznu. Honza Sel princeznu
osvobodit, na hradé objevil troje vrata s nasledujicimi napisy.

I: ,Sluj za vraty III je prazdna.®

II: ,Princezna je v prostoru za vraty I.“

IIT: ,Pozor! Drak je ve sluji za vraty II.“

Dobré vila Honzovi prozradila, ze na vratech, za kterymi je princezna,
je napis pravdivy, u draka nepravdivy a na vratech prazdné sluje muze
byt napsana pravda i lez.

Honza ma na osvobozeni princezny pouze jeden pokus. Ktera vrata
ma oteviit? (M. Volfovad)

Z7-1-6

Matéj méa dvé karticky, na kazdou z nich napsal jedno dvojmistné ¢islo.
Zaradi-li mensi ¢islo za vétsi, dostane ¢tyfmistné cislo, které je délitelné
Ctyfmi a deviti. Zaradi-li naopak vétsi ¢islo za mensi, dostane ¢tyfmistné
¢islo, které je délitelné péti a Sesti.

Kolik dvojic karticek mohl Matéj vyrobit tak, aby platily vySe uvedené
vlastnosti? Urdete v8echny moznosti. (M. Petrova)

10



KATEGORIE Z8

Z8-1-1
Pismenkovy Logik je hra pro dva hréace, kterd méa nasledujici pravidla:

1. Prvni hra¢ si mysli pétipismenné slovo, v némz se zadné pismeno ne-
opakuje.

2. Druhy hrac¢ napise né€jaké pétipismenné slovo.

3. Prvni hra¢ odpovi dvéma ¢isly — prvni ¢islo udava, kolik pismen na-
psaného slova se shoduje s myslenym slovem, tzn. stoji také na sprav-
ném misté; druhé c¢islo udava, kolik pismen napsaného slova je obsa-
zeno v mysleném slové, ale nestoji na spravném misteé.

4. Kroky 2 a 3 se opakuji, dokud druhy hra¢ myslené slovo neuhodne.

Zaznam jedné hry dvou kamaradt vypadal nasledovné:

SONET 1 2
MUDRC 0 2
PLAST 0 2
KMOTR 0 4
ATOLY 1 1
DOGMA 0 2

V nésledujicim tahu bylo myslené slovo uhodnuto. Urcete, které slovo

to bylo. (M. Volfova)
78-1-2

Soucet vSech délitelu jistého lichého ¢isla je 78. Urcete, jaky je soucet
vsech délitelt dvojnasobku tohoto nezndmého éisla. (K. Pazourek)
Z8-1-3

V lichobézniku K LM N plati, ze

e strany KL a M N jsou rovnobézné,
e Usecky KL a KM jsou shodné,
e Usecky KN, NM a ML jsou navzajem shodné.

Urcete velikost thlu KN M. (L. Hozovad)
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78-1-4

Adam ma plnou krabici kulic¢ek, které jsou velké nebo malé, ¢erné nebo
bilé. Pomér velkych a malych kulicek je 5 : 3. Mezi velkymi kulickami je
pomeér Cernych a bilych kulicek 1 : 2, mezi malymi kulickami je pomeér
¢ernych a bilych 1 : 8.

Jaky je pomér vSech ¢ernych a vSech bilych kulicek? (M. Petrovd)

Z8-1-5
Pramér zndmek, které méli na vysvédéeni zici 8.A z matematiky, je
presné 2,45. Pokud bychom nepocitali jednicku a trojku sourozencti Mi-
chala a Aleny, ktefi do tfidy pfisli pfed mésicem, byl by primér piesné 2,5.
Urcete, kolik zakt m4 8.A. (M. Dillingerovd)

Z8-1-6

Semik dostal od svého pana kvadr slozeny z navzajem shodnych kostek
cukru, kterych bylo nejméné 1000 a nejvyse 2000. Semik kostky cukru
ujidal po jednotlivych vrstvach — prvni den ujedl jednu vrstvu zepredu,
druhy den jednu vrstvu zprava a tfeti den jednu vrstvu shora. Pritom
v téchto tfech vrstvach byl pokazdé stejny pocet kostek.

Zjistéte, kolik kostek mohl mit darovany kvadr. Urcete vSechny moz-
nosti. (E. Novotnd)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1

Milena nasbirala do kosiku posledni spadlé ofechy a zavolala na partu
klukt, at se o né podéli. Dala si ale podminku: prvni si vezme 1 ofech
a desetinu zbytku, druhy si vezme 2 ofechy a desetinu nového zbytku,
tfeti si vezme 3 ofechy a desetinu dalsiho zbytku a tak déle. Takto se
podafilo rozebrat vSechny ofechy a pritom kazdy dostal stejné.

Urcete, kolik Milena nasbirala ofechii a kolik se o né délilo chlapci.
(M. Volfovd)

Z9-1-2

Lenka se bavila tim, Ze vytukdvala na kalkulacce ¢isla, pfi¢emz pouzi-
vala pouze cislice od 2 do 9. Zapisy nékterych ¢isel mély tu vlastnost, ze
jejich obraz v osové nebo stfedové soumeérnosti byl opét zapisem néjakého
cisla.

Urcete pocet vSech nejvyse trojmistnych ¢isel s uvedenymi vlastnostmi.

(L. Dedkovad)

79-1-3

Darek je zabalen do krabice, jejiz rozméry v cm jsou 40 x 30 x 6.
Krabice je prevazana provazkem jako na obrazku. Urcete, kolik nejméné
cm provazku je potfeba na prevazani krabice, pokud na uzel a masli staci
20 cm. (M. Krejéovd)

7

13



79-1-4

Petr, Martin a Jirka se trefovali do zvlastniho terce, ktery mél pouze
tfi pole s hodnotami 12, 18 a 30 bodt. VSichni chlapci hazeli stejnym
poctem Sipek, vSechny Sipky se trefily do terce a vysledky kazdych dvou
chlapct se lisily v jediném hodu. Petriv pramérny bodovy vysledek byl
o dva body lepsi nez Martiniv a ten byl o jeden bod lepsi nez primeér
Jirkav.

Urcete, kolika Sipkami héazel kazdy z chlapct. (E. Novotnd)

Z9-1-5

Jarek si koupil nové kalhoty, ale nohavice byly pfili§ dlouhé. Jejich
délka byla vzhledem k Jarkové vysSce v poméru 5 : 8. Maminka mu noha-
vice zkrétila o 4 cm, ¢imz se ptivodni pomér zmensil o 4 %. Urlete, jak je
Jarek vysoky. (L. Hozovad)

79-1-6
Neznamé cislo je délitelné pravé tfemi raznymi prvodcisly. Kdyz tato
prvocisla srovname vzestupné, plati nasledujici:
e Rozdil druhého a prvniho prvocisla je polovinou rozdilu tfetiho a dru-
hého prvodisla.
e Soucin rozdilu druhého a prvniho prvocdisla s rozdilem tfetiho a dru-
hého prvocisla je nasobkem 17.

~7 ov7

Urcete nejmensi ¢islo, které mé vSechny vyse uvedené vlastnosti.
(K. Pazourek)
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