MATEMATICKA OLYMPIADA

pro zaky
zakladnich $kol a nizSich roéniku viceletych gymnazii

63. ROCNIK, 2013/2014

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolné a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zcCastnit Zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nika viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

ro¢nik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 7.6
5 — — 75

Se souhlasem svého ulitele matematiky muZete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stiednich $kol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uvefejnény v letdku Matematickd olympidada na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tiech kolech.

Kategorie Z9 ma skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7, 76 a Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéZe, organizovaném na $kolach,
fesi 7zéci ve svém volném Case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym uciteltim
matematiky feSeni alespon ¢tyt tloh. VSem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim pribéhu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym ucitelim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, 7Z9: prvni trojici iiloh do 25. listopadu 2013 a druhou
trojici uloh do 6. ledna 2014.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici tloh do 6. ledna 2014 a druhou trojici
tloh do 17. brezna 2014.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborne, 2 —
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u ¢tyr tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Préace vsech uspésnych resiteltl kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi Fesitele a pozve je k ucasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastnikid v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO $koly, které okresni kolo potfadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 22. ledna 2014,

pro kategorii Z6 az Z8 9. dubna 2014,
pro kategorii Z5 22. ledna 2014.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probiha na nékolika skoldch okresu
povéfenych poradanim.

Z4ci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v prubéhu 4 hodin 4 soutézni ilohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani Zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v priitbéhu 90 minut.

Ve vsech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodti se sestavi pofadi idastnikt okresniho kola. Ucastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodu (zpravidla aspon polovinu z dosazitelnych bodi),
se stanou uspésnymi TFesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 19. bfezna 2014 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pfi okresnim kole. Nejlepsi ticastnici krajského kola jsou vyhléSeni jeho
vitézi.



Matematickou olympiddu poradaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a
telovychovy, Jednota ceskiych matematiki a fyziki o Matematicky tstav
Akademie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje tstvedni komise MO,
v krajich ji ¥idi krajské komise MO pii pobockach JCMF a v okresech
okresni komise MO. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji povéreni ucitelé
matematiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni soutéZnich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahote zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté nam. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2013/2014

Uloha 7Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou splinovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchézejicich rocénikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznac¢ime a, b. Novy obdélnik mé délky
stran a+4, b—5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniki plati

2ab = (a +4)(b—5).
Postupné upravime:

ab —4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a — 20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) =—40 rozlozit na soudin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5>5. Jsou dvé moznosti:

(-2)-20=—-40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, &’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. S = 28.

V druhém ptipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S = 210. Opét je S = 2.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Mezi dvéma tyCemi je napnutd Sniura dlouhd 3,8 m, na kterou chce
maminka povésit vyprané kapesniky. VSechny kapesniky maji tvar ¢tverce
o strané 40 cm. Na snufe vSak uz visi dva kapesniky stejného tvaru od
sousedky a ty chce maminka nechat na svych mistech. Pfitom levy roh
jednoho z téchto kapesnikii je 60 cm od levé tyce a levy roh toho druhého
je 1,3m od pravé tyce.

Kolik nejvice kapesnikti mze maminka na $ndru povésit? Kapesniky
se vési natazené za oba rohy tak, aby se zadné dva neprekryvaly.

(M. Mach)

Z5-1-2
Vojta ma dvé stejna sklicka tvaru rovnostranného trojuhelniku, ktera
se lisi pouze svou barvou — jedno je cervené, druhé modré. Pokud se

sklicka polozi pies sebe, vznikne ttvar fialové barvy. Udejte piiklad pte-
kryvani sklicek, pii kterém mohl Vojta dostat:

a) fialovy trojuhelnik,
b)

c¢) fialovy pétithelnik,
d) fialovy Sestitithelnik.

fialovy ¢tyithelnik,

(E. Novotnd)

Z5-1-3

Palindrom je takové ¢islo, které je stejné, at ho ¢teme zepiedu nebo
zezadu. (Napf. ¢islo 1881 je palindromem.)

Najdéte dvojmistny a trojmistny palindrom tak, aby jejich soucet byl
Ctyfmistnym palindromem. (M. Volfova)

Z5-1-4
Evé se libi ¢isla délitelnd Sesti, Zdené ¢isla obsahujici aspon jednu

Sestku a Jané ¢isla, jejichz ciferny soucet je 6.

1. Kterd dvojmistnd ¢isla se libi vSem tiem divkam?
2. Ktera dvojmistna ¢isla se dvéma divkam libi, ale jedné se nelibi?
(M. Petrova)
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Z5-1-5
Dopliite do prazdnych krouzkt ptirozena cisla tak, aby soucet ¢isel na
kazdé strané trojuhelniku byl stejny a aby soucet vSech Sesti ¢isel byl 100.

(L. Siminek)
(24
() Q)
OaOnc)

Z5-1-6
Recepéni v hotelu si vykladala karty a dostala nasledujici posloupnost:

5,9,2, 7 3,6, 8, 4.

Presunula dvé sousedni karty na jiné misto tak, ze tato dvojice opét sou-
sedila, a to ve stejném poradi. Tento krok provedla celkem trikrat, dokud
nebyly karty usporadany vzestupné podle své hodnoty.

Zjistéte, jak recepéni postupovala. (L. Hozovad)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1

V tovarné na vyrobu plySovych hracek maji dva stroje. Prvni vyrobi
Gtyfi zajice za stejnou dobu, za kterou vyrobi druhy pét medvédu. Aby
bylo jejich ovladani jednodussi, oba stroje se spousti a vypinaji najednou
spole¢nym vypinac¢em. Navic jsou stroje serizené tak, Ze prvni po spusténi
nejdrive vyrobi tii zajice rtizové, pak jednoho modrého, pak zase t¥i riizové
atd. Druhy po spusténi nejprve vyrobi ¢tyfi medvédy modré, pak jednoho
razového, pak opét ¢tyfi modré atd.

V jistém okamziku bylo na téchto dvou strojich vyrobeno celkem
220 modrych hracek. Kolik bylo k témuz okamziku vyrobeno rizovych
zajici? (M. Petrova)

Z6-1-2

Jirka, Misa, Petr, Filip a Sasa skakali do dalky. Sasa skocil 135cm,
Petr skocil o 4cm vice nez Jirka, Jirka o 6cm méné nez Misa a Misa
o 7cm méné nez Filip. Navic Filipiv skok byl pfesné v poloviné mezi tim
Petrovym a Sasovym.

Zjistéte, kolik ecm skodili jednotlivi chlapci. (M. Dillingerovd)
Z6-1-3

Kolik musime napsat ¢islic, chceme-li vypsat vSechna pfirozena cisla
od 1 do 20137 (M. Volfova)
Z6-1-4

Spravné vyplnéna tabulka na obrazku mé obsahovat Sest pfirozenych
¢isel, pricemz v Sedém poli ma byt soucet ¢isel z dvou biljch poli, ktera
s nim sousedi.

Urcete cisla spravné vyplnéné tabulky, vite-li, Ze soucet prvnich dvou
¢isel zleva je 33, soucet prvnich dvou ¢isel zprava je 28 a soucet vsech Sesti
Cisel je 64. (L. Siminek)
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Z6-1-5
Adam dostal od dédecka dievéné kostky. VSechny byly stejné a byly to
krychle s hranou dlouhou 4 cm. Rozhodl se, ze z nich bude sklddat kominy,
a to takové:
e aby byly pouzity vSechny kostky,
e aby komin pfi pohledu shora vypadal jako ,,duty obdélnik* nebo ,,duty
¢tverec” ohraniceny jednou fadou kostek (podobné jako na obrézku),
e aby ani v nejvyssi vrstvé zadna kostka nechybéla.

Adam zjistil, Zze podle téchto pravidel miZe postavit komin vysoky
16 cm, nebo 20 cm, nebo 24 cm.

1. Jaky nejmensi pocet kostek mohl Adam dostat od dédecka?
2. Jak vysoky je nejvyssi komin, ktery muze Adam s timto poc¢tem kostek
postavit podle uvedenych pravidel?
(M. Petrovad)

Z6-1-6

Na obrazku je sit slozend z 20 shodnjch obdélnikt, do které jsme za-
kreslili tfi obrazce a vybarvili je. Obdélnik oznaceny pismenem A a Sesti-
thelnik oznaceny pismenem B maji shodné obvody, a to 56 cm. Vypoci-
tejte obvod tfetiho obrazce oznaceného pismenem C. (L. Simiinek)




KATEGORIE Z7

Z7-1-1
Na lavic¢ce v parku sedi vedle sebe Andulka, Barborka, Cilka, Dominik
a Eda. Andulce jsou 4 roky, Edovi je 10 let, sou¢in vékti Andulky, Barborky

a Cilky je 140, soucin vékd Barborky, Cilky a Dominika je 280 a soucin
véku Cilky, Dominika a Edy je 560. Kolik roku je Cilce? (L. Hozovad)

Z7-1-2
K babicce pfijeli na prazdniny vnuci — pét rtuzné starych bratri. Ba-
bicka jim fekla, ze pro né ma celkem 600 K¢ jako kapesné, jez si maji
rozdélit tak, aby:
e nejstarsi dostal nejvic,
e kazdy mladsi dostal o urcitou ¢astku méné nez jeho starsi vékové nej-
blizsi sourozenec,
e tato Castka byla stale stejné,
e nejmladsi dostal ¢astku, kterou lze vyplatit v desetikorunach a ktera
neni mensi nez 50 K¢, ale neni vétsi nez 80 K¢.

Urcete vSechny moznosti, jak si mohli vnuci kapesné rozdélit.
(M. Volfova)

Z7-1-3

Jirka, Misa, Petr, Filip a Sasa skakali do dalky. Sasa sko¢il 135 cm, Petr
skocil o 4 cm vice nez Jirka a MiSa o 7cm méné nez Filip. Navic Filipuv
skok byl pfesné v poloviné mezi tim Petrovym a Sasovym a nejkratsi skok
meéfil 127 cm.

Zjistéte, kolik cm skod¢ili jednotlivi chlapci. (M. Dillingerovd)

Z7-1-4

V hostinci U tii prasatek obsluhuji Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je ne-
Cestny, takze kazdému hostovi pripocita k celkové cené 6 krejcarii. Rasik
je poctivec, kazdému vyuctuje presné to, co snédl a vypil. Sasik je dobrak,
takZe kazdému hostovi d4 slevu z celkové ttraty ve vysi 20 %. Prasétka si
jsou tak podobné, ze zadny host nepoznd, které zrovna obsluhuje.

Koza Liza zasla v pondéli, v utery i ve stfedu do tohoto hostince na
borivkovy knedlik. Prestoze védéla, ze v pondéli byl Rasik nemocny a ne-
obsluhoval, utratila za sviij pondé€lni, titerni i stfede¢ni knedlik dohromady
stejné, jako kdyby ji vzdy obsluhoval Rasik.



Kolik krejcarti uctuje Rasik za jeden boruvkovy knedlik? Najdéte
v8echny moznosti. (Ceny uvddéné v jidelnim listku se v tyto dny nemé-
nily.) (M. Petrova)

Z7-1-5

Maminka déli ¢okoladu, kterda ma 6 x 4 shodnych dilkd, svym tfem
détem. Jak mtze maminka ¢okolddu rozdélit na prave tfi casti se stejnym
obsahem tak, aby jeden titvar byl trojihelnik, jeden ¢tyrihelnik a jeden
pétithelnik? (E. Novotnd)

Z7-1-6
Kdyz Azor stoji na psi boudé a Punfa na zemi, je Azor o 70 cm vySsi

nez Punfa. Kdyz Punfa stoji na psi boudé a Azor na zemi, je Punta o 90 cm
vys$i nez Azor. Jak vysokd je psi bouda? (L. Hozova)
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KATEGORIE Z8

Z8-1-1

Na okruzni lince ve mésté jede tramvaj, v niz je 300 cestujicich. Na
kazdé zastavce se odehraje jedna z nasledujicich situaci:

e pokud je v tramvaji aspon 7 cestujicich, tak jich 7 vystoupi,

e pokud je v tramvaji méné nez 7 cestujicich, tak 5 novych cestujicich
pristoupi.
Vysvétlete, proc¢ v jisty okamzik v tramvaji neztistane zadny cestujici.

Poté zjistéte, kolik by mélo byt na zacatku v tramvaji cestujicich, aby se
tramvaj nikdy nevyprézdnila. (J. Mazdk)

Z8-1-2

Maminka déli ¢okoladu, kterda méa 6 x 4 shodnych dilk®, svym cty-
fem détem. Jak mtze maminka ¢okoladu rozdélit na pravée ¢tyii ¢asti se
stejnym obsahem tak, aby jeden ttvar byl trojihelnik, jeden ¢tyftuhelnik,
jeden pétitihelnik a jeden Sestithelnik? (E. Novotna)

Z8-1-3

Zménte v kazdém ze tii Cisel jednu cislici tak, aby byl priklad na od-
¢itani bez chyby:

w| o
0| ~3

Najdéte vSechna FeSeni. (M. Petrova)

78-1-4

Trojihelniky ABC a DEF jsou rovnostranné s délkou strany 5cm.
Tyto trojihelniky jsou polozeny pfes sebe tak, aby strany jednoho troj-
thelniku byly rovnobézné se stranami druhého a aby prtinikem téchto
dvou trojuhelnikt byl Sestitthelnik (na obrazku oznaceny jako GHIJKL).
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A

Je mozné urcit obvod dvanactithelniku AGEHBIFJCK DL, aniz by-
chom znali pfesnéjsi informace o poloze trojahelnika? Pokud ano, spoci-
tejte jej; pokud ne, vysvétlete proc. (E. Patdkova)

Z8-1-5

Zakaznik vyvazejici odpad do sbérného dvora je povinen zastavit na-
lozenym autem na vaze a po vykladce odpadu znovu. Rozdil naméfenych
hmotnosti tak odpovida vyvezenému odpadu. Pat a Mat chybovali. Pfi
vazeni nalozeného auta se na vahu pfipletl Pat a pri vazeni vylozeného
auta se tam misto Pata nachomytl Mat. Vedouci dvora si tak zaznamenal
rozdil 332kg. Poté se na prazdnou vahu postavili spolecné vedouci a Pat,
posléze samotny Mat a vadha ukazala rozdil 86 kg. Dale se spolu zvazili
vedouci a Mat, poté samotny Pat a vaha ukazala rozdil 64 kg.

Kolik vazil vyvezeny odpad ve skutecnosti? (L. Siminek)

7Z8-1-6

V domé méame mezi dvéma patry dvé rtizna schodisté. Na kazdém
z téchto schodist jsou vSechny schody stejné vysoké. Jedno ze schodist
ma kazdy schod vysoky 10 cm, druhé mé o 11 schod@ méné nez to prvni.
Béhem dne jsem Sel pétkrat nahoru a pétkrat dolt, pricemz jsem si mezi
témito dvéma schodisti vybiral ndhodné. Celkem jsem na kazdém ze scho-
dist zdolal stejny pocet schodi.

Jaky je vyskovy rozdil mezi patry? (M. Mach)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1

Petr si mysli dvojmistné ¢islo. Kdyz tohle ¢islo napise dvakrat za se-
bou, vznikne ¢tyimistné cislo, které je délitelné deviti. Kdyz totéz cislo
napiSe tfikrat za sebou, vznikne Sestimistné ¢islo, které je délitelné osmi.

Zjistéte, jaké ¢islo si miuze Petr myslet. (E. Novotna)
79-1-2
Je dan rovnoramenny lichobéznik s délkami stran |AB| = 31lcm,

|BC| = 26cm a |[CD| = 11 cm. Na strané AB je bod E urdeny pomérem
vzdélenosti |AF| : |[EB| = 3 : 28. Vypocitejte obvod trojihelniku CDE.
(L. Dedkovad)

79-1-3

Podlahu tvaru obdélniku o stranach 360cm a 540 cm mame pokryt
(beze spar) shodnymi ¢tvercovymi dlazdicemi. Mtizeme si vybrat ze dvou
typu ¢tvercovych dlazdic, jejichz strany jsou v poméru 2 : 3. V obou pfi-
padech lze pokryt celou plochu jednim typem dlazdic bez fezani. Mensich
dlazdic bychom potiebovali o 30 vice nez vétsich.

Urcete, jak dlouhé jsou strany dlazdic. (K. Pazourek)

79-1-4
V pravothelniku ACK [ jsou vyznaceny dvé rovnobézky se sousednimi

stranami a jedna thlopfticka. P¥itom trojihelniky ABD a GH K jsou shod-
né. Urdete pomér obsahii pravothelnikit ABFE a FHKJ. (V. Zddnik)

A B c
D
E r G Ji
I 7 K
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Z9-1-5

Eva fesila experimentalni tlohu fyzikalni olympiddy. Dopoledne od
9:15 provadéla v tfiminutovych odstupech 4 méteni. Ziskané hodnoty za-
pisovala do tabulky, kterou si pfipravila v pocitaci:

hodin minut | hodnota
9 15
9 18
9 21
9 24

Odpoledne v experimentu pokracovala. Tentokrat provedla v tfiminuto-
vych odstupech 9 méfeni a hodnoty zapisovala do podobné tabulky. Omy-
lem do pocitace zadala, aby se zobrazil soucet deviti ¢isel z prostfedniho
sloupce. Tento zbytecny vypocet vysel 258.

Ktera ¢isla byla v daném sloupci? (L. Siminek)

79-1-6
V hostinci U Tii prasatek obsluhuji Pasik, Rasik a Sasik. Pasik je ne-
¢estny, takze kazdému hostovi pfipocita k celkové cené 10 krejcarti. Rasik
je poctivec, kazdému vyuicétuje presné to, co snédl a vypil. Sasik je dobrak,
takZe kazdému hostovi d4 slevu z celkové ttraty ve vysi 20 %. Prasétka si
jsou tak podobné, Ze zadny host nepoznd, které zrovna obsluhuje.
Beranek Vendelin si v pondéli objednal tfi kolacky a dzbanek dzusu
a zaplatil za to 56 krejcart. Byl spokojen, takze hned v utery snédl pét
kolackt, vypil k nim t¥i dzbanky dzusu a platil 104 krejcary. Ve stiedu
snédl osm kolackt, vypil ¢tyfi dzbanky dzusu a zaplatil 112 krejcart.
1. Kdo obsluhoval Vendelina v pondéli, kdo v utery a kdo ve stiedu?
2. Kolik krejcari uctuje Rasik za jeden kolacek a kolik za jeden dzbanek
dzusu?
(Vsechny kolacky jsou stejné, stejné tak vSechny dzbanky dzusu. Ceny
uvadéné v jidelnim listku se v uvedenych dnech neménily.) (M. Petrovad)
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