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Predmluva

Motto:
»Nevyucuj toho, kdo neni pfipraven, aby byl vyucovan.“
(Jan Amos Komensky)

Matematika provazi vSechny déti po celou zakladni skolni dochazku od
70. let 20. stoleti pod timto jménem a pod jmény jinymi (pocty a méFictvi,
¢i aritmetika a geometrie) jesté déle. Nékteré déti matematika prosté bavi,
nékteré ne, ale presto se ji musi ucit vSechny, stejné jako treba ceStiné ¢i
télocviku.

V dnesni dobé se stalo mdédou chlubit se neznalosti matematiky, za¢néme
tedy kacifskou otézkou: co by se stalo, kdybychom déti, které matematické
poznatky pfirozené nechapou, povinnosti u¢it se matematiku zprostili? Od-
povédét na ni dokdzeme teprve tehdy, kdyz si uvédomime, jaké ucitele ma-
tematiky jsme zazili a co od nas matematika vyzadovala.

Matematika se d4 — s velkou nadsdzkou — pfirovnat ke sportu. Ani
ve sportu neni talent vSechno; skoro u kazdého je potreba trénink. Tak je
tomu i s matematikou: béhem Skolni dochazky se v matematice uc¢ime po-
stuptim, které nam procvicovanim piejdou do krve. A tak si pfi pfi pisemném
séitani ,,sloupeckt i v dospélosti poméhame prsty. Pravda, prilezitosti k vy-
uziti této dovednosti méame diky pritomnosti kalkulacky ve viudypiitomnych
mobilnich telefonech pramaélo, ale kdyz bylo vynalezeno auto, také jsme ne-
prestali chodit pésky a jezdit na kole.

Ve vyuce matematiky se Casto klade diiraz na spravny zapis, na to, aby
byl vysledek dvakrat podtrzen, na to, aby znaménko rovnosti bylo v trovni
hlavni zlomkové ¢ary slozeného zlomku. VSechny tyto véci se zven¢i mohou
zdat podruznymi a nepodstatnymi, ale pravé tyto navyky nés uéi odliSo-
vat podstatné od nepodstatného: vezméme si jako priklad pomocné vypocty
psané tuzkou na okraj seSitu nebo dokonce na Smirdk. Podobné diiraz na
apravu a dodrzovani pravidel neni samoticelny, nybrz ndm samotnym poz-
dé&ji ve slozitéjsich vypodtech usnadni orientaci. Béhem hodin matematiky se
tak cviéime v discipling, uc¢ime se odliSovat podstatné od nepodstatného.

Na zavér dovolte nékolik vét k pfedkladanému textu. Je vénovan nékte-
rym partiim z tzv. diskrétni matematiky, zde konkrétné z teorie ¢isel, kom-
binatoriky a teorie grafti a je koncipovan spise jako voditko k Vasi orientaci.
Vsechny partie zde probirané byly jiz popsédny v fadé knih, na néz se v textu
odkazujeme. Nepochopite-li vS8e hned, nezoufejte a méjte na paméti, ze vse
lze pochopit, vyvinete-li dostatecné tsili. Matematika je také préce.



Cast I

Teorie a priklady k procviceni



Kapitola 1

Kombinatorika

Rada knih zabyvajicich se kombinatorikou a jejimi pocatky poukazuje na zé-
libu lidi v pfeskupovéni a vytvareni vzorti. Athanasius Kircher (1602-1680)
v nf vidél nejvétsi uméni a svou knihu vénovanou kombinatorice nazval Ars
Magna Sciendum, Sive Combinatoria (Velké umeéni védecké, neboli kombi-
natorika). Pro malé po¢ty prvki jsou kombinatorické alohy jsou pro malé
pocty prvki snadno fesSitelné jednoduchym zpiisobem, totiz vypsanim vSech
moznosti. Pfi vétsim pocétu v8ak piisobi spiSe magickym dojmem, protoze vy-
psat vSechny moznosti by trvalo pfili§ dlouho. Nicméné i kdyZ neni v nasich
silach vSechny moznosti vypsat, stoji za to se o to pokusit. Zacneme-li totiz
moznosti systematicky vypisovat, mize ndm to pomoci uvidét, jak budeme
pocitat. Toto umeéni vidét miZe pusobit jako magie, ale da se docela dobie
nacvic¢it, podobné jako si ¢lovék zvykne ¢&ist rukopis jiného ¢lovéka nebo se
naudi rozeznat jednoho brouka od jiného.

1.1 Zakladni kombinatoricka pravidla

Kombinatorické vypocty se zakladaji na nékolika jednoduchych pravidlech.
Uvedme si je v modernim mnoZinovém vyjadieni, nebot je strucné a jedno-
znacné[l]

Vé&ta 1.1 (Pravidlo sou¢tu) Necht A, B jsou mnoZiny, AN B = (). Pak
|AU B| = |A| + |B|.

Priklad 1.2 Na otdzku ,kolika zpisoby lze na Sachovnici postavit péSaka?“
lze odpovédet také rozdélenim Sachovnice na céernd a bild policka. Pro vari-
antu, jak postavit pésdka na bilé policko, mdme 32 mozZnosti; pro variantu,
kdy pésdk stoji na cerném policku, mdme také 32 moznosti. Celkem je moz-
nosti 64 = 32 + 32 (stoji-li pésdk na cerném policku, nestoji na bilém, a
naopak).

Véta 1.3 (Pravidlo souc¢inu) Necht A, B jsou neprizdné mnoZiny. Pak
|A x B| = |A] - |B].

Priklad 1.4 Ptdame-li se, kolika zpisoby miZeme postavit na Sachovnici cer-
nou a bilou dimu tak, aby cernd dama stdla na cerném policku a bild na bilém,
odpovéd urcime jako 32 -32 =1 024

1O zakladech teorie mnozin se dozvite v piedmétu Zaklady matematiky.



V nésledujicim pfikladu zkombinujeme pravidlo sou¢tu a sou¢inu:

Priklad 1.5 Kolik riznijch slov vznikne piehdzenim pismen slova KOLENA
tak, Ze se v mich samohldsky a souhldsky stridaji a souhldsky jsou sefazeny
abecedné?

Pokud jsou souhlasky na sudych pozicich a samohlésky na lichych, mi-
Zeme takto ziskat 6 slov (6 = 3! = 3-2-1) a stejné slov ziskdme i tehdy,
jsou-li souhlasky na lichych pozicich a samohlasky na sudych [uzili jsme pra-
vidlo soucinu|. Celkem je moZnosti 12 = 6 + 6, nebot pokud jsou souhlasky
na sudych mistech, nejsou na lichych mistech a naopak [uZili jsme pravidlo
soucinul.

Véta 1.6 (Prihradkovy, téz zvany Dirichletav, princip) Mdme-li roz-
delit n + 1 pfedméti do n prihrddek, pak pTi libovolném rozdéleni budou v
alespoti jedné prihrddce alespoti dva predméty.

Priiklad 1.7 V zdsuvce je 12 pdri cervengch a 12 pdri modrijch ponoZek. Po-
kud bereme ponozky z prihradky poslepu, kolik ponoZek musime vzit, abychom
meli alespori dvé ponozky téze barvy?

[Staci vytdhnout tri ponozky.|

Vsechny kombinatorické vzorce, které znate ze stfedni skoly, se daji od-
vodit pomoci pravidla sou¢tu a pravidla soucinu. Pfihradkovy (Dirichletiv)
princip lze s vyhodou pouzit pii feSeni nékterych piiklada.

Neékolik postiehii z historie kombinatoriky.

Kombinatoricka pravidla jsou tak jednoducha a samozifejmé, Ze tézko mu-
Zeme oCekavat, ze bychom v historickych pramenech nasli zminky o jejich
presné formulaciE] Zminky o tlohéach, které bychom dnes klasifikovali jako
kombinatorické, nachazime predevsim v indickych a ¢inskych textech. Prvni

e, e

uloha z Rhindova papyru s pomérné nejasnym zadanim. Obsahuje slou-
pec (viz téz 77)

domy 7
kocky 49
mysi 343

pSenice 2401
hekaty 6807
19607
Podobné po¢ty najdeme i u Fibonnacciho (Liber abaci, 1202) ve formé

fikanky o sedmi starych zenéch, které jdou do Rima:

Sedm starych Zen 8lo do Rima
kazda nesla.....
Kolik....

Tyto pocty se dochovaly i v détské rikance , Kdyz jsem Sel do St. Ives®:

2Biggs, N. 1979. ‘Roots of combinatorics’. Historia Mathematica 6:109-136.
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Majetek:
domy 7
kocky 49
1 2801 mysi 343
2 5602 penice  2301%
4 11204 jecmen 16 807
celkem 19607 celkem 19607

Obrazek 1.1: Uloha o majetku z Rhindova papyru. Pievzato z knihy Vyma-
zalovi, Hana. Hieratické texty.

As T was going to St. Ives,

I met a man with seven wives.
Each wife had seven sacks.

In each sack there were seven cats.
Each cat had seven Kkits.

Kits, cats, sacks, and wives,

How many were going to St. Ives?

Mezi staré kombinatorické ulohy patii také po¢itani kombinaci chuti nebo
moZnosti otevienych a zavienych dvefi ( Lilavati). Kombinatorické vypocty
se obejvuji také v uvahach o hazardnich hrach (Huygens, Pascal, Fermat).
Kombinatoricka pravidla tak, jak je zname dnes, sepsal Jacob Bernoulli ve
spise Umeéni odhadu (Ars conjectandi), vydané v roce 1713.

1.2 Faktoridly a kombinac¢ni ¢isla. Kombinatorické
identity.
V tomto oddile struéné shrneme nékteré poznatky o faktoridlech a kom-

bina¢nich ¢&islech tak, abychom s nimi v dalsim mohli pocitat bez dalstho
vysvétlovani. Funkci faktorial definujeme pouze pro prirozené ¢isla:

Definice 1.8 (Faktorial pfirozeného &isla) Pro libovolnén € N klademe
nl=1-2..... n (¢teme: ,n faktorial®).

Dale klademe 0! = 1. Na okraj uvedme, Ze pojem faktoridlu lze rozsitit
i mimo obor prirozenych ¢isel; podobné i nize zminény pojem kombina¢niho

Cisla:

Definice 1.9 (Kombinaé&ni ¢&islo) Pro libovolnd k,n € N definujeme kom-

binacni &islo takto:
n\ n!
k) (n —k)k!

(¢teme: ,n nad k“).



0! 1
1! 1
2! 2
3! 6
4! 24
Tabulka hodnot faktoriali: 5! 120
6! 720
7! 5 040
8! 40 320
9! 362 880
10! | 3 628 800

Pocéitani s faktorialy a kombinaénimi ¢isly: Jednodussi piiklady lze
FeSit rozepsanim faktoriali. Kombinacni ¢islo (Z) predstavuje vlastné strucny
zépis zlomku #lk)” plati tedy: (Z) = (nﬁk)

Kombinatorické identity: pro kombinaé¢ni ¢isla plati fada tzv. kombina-
torickych identit. Lze je dokézat jednak rozepsanim jednotlivych kombinac-
nich ¢isel, jednak kombinatorickou tivahou. Nejznaméjsi z nich je tato:

n n n _(n+1

k k+1) \k+1
Lze ji jednoduSe ovérit rozepsanim kombinacnich ¢isel. Také si muZzeme
uvédomit, ze vybirdme-li nap¥. tfi osoby ze sedmi, je z pocetniho hlediska
jedno zda pocitame trojice téch, ktefi nas budou reprezentovat, nebo naopak

Ctverice téch, ktef{ “ztistanou doma’”.
Uvedme nékteré dalsi typy jednoduchych prikladi na toto téma::

(a) Dokazte: n! + (n —1)In? = (n+ 1)! (Staci na levé strané vytknout n!.)

(b) Sectéte: (n:,z)! — 2%22;: + (nﬁ!z)! [=2]
10

(c) Vyjadrete jednim kombinaénim &islem: (Z) + (g) =)l (%) + (%)

[:(132)]§ (152) + (162) [:(163)]'

Dale plati tyto jednoduché kombinatorické identity:

(iif) 2" = (§) + (D) + )+ + (2) + ()

(iv) 0=() = (D) + () =+ D)) + (D)

) (") + (1) + (73) e (T = ()

(vi) () + () + () 4 () =+ ()
m(m+1)

(viii) 1-2+2-3+3-4+---+m-(m+1):w



(i) 1-2:242-3-443-4-54---+m-(m+1)- (m+2) = i) (mt3)

() GG = DG+ GG+ + =0 () (") =0

Jednoduchou tvahou z platnosti identity (iii) vyplyva platnost nasledu-
jicich identit pro sudé n:

(iii-a) 2"~ = (§) + (3) + (1) +--+ (1)

(ii-b) 2"~ = (7) + (5) + (5) +---+ (,"0)
a analogicky pro liché n:

(ii-c) 2"~ = (§) + (3) + (3) +--- + (%)

(iii-d) 2"~ = (1) + (5) + (5) + -+ ()
Déle plati napiiklad:

_ (2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
(*) 4n—(n0 )+(n1 )+(n2 )+(n3 )+"‘+(nn )
Rada vztahi mezi kombinaénimi ¢isly je patrna z tzv. Pascalova (téz
aritmetického) trojuhelnika.

1.3 Aritmeticky (Pascalav) trojahelnik

Kombina¢ni ¢isla nalezneme i v tzv. aritmetickém (Pascalové) trojahelniku.
Kazdy jeho nasledujici fadek vznikne tak, Ze do mezery mezi ¢isly predcho-
ziho Tadku vepiSeme soucty dvou ¢&isel nad timto mistem. Postup je zfejmy

z obrazku [2

/\
A \
/\L/\/\
Ao
ANy e hoA
A 540 10 54

Obrézek 1.2: Aritmeticky trojuhelnik

V aritmetickém trojihelniku Ize nalézt fadu vztahti mezi kombina¢nimi
¢isly. Znama identita (Z) + (kil) = (T;:f) se pouziva primo pii vytvareni
trojtahelnika. Z toho, jak schéma vzniklo, se také lehce d& odvodit, Ze soucet
¢isel v daném fadku je dvojnasobkem souctu ¢isel v fadku predchozim, nebot
kazdé ¢islo predchoziho Fadku vstupuje jako s¢itanec do dvou ¢&isel v fadku

daném. Vztah naznaceny na obrazku [I.3] muzete zkusit odhalit sami.
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Obrazek 1.3: Aritmeticky trojuhelnik: nékteré vztahy

Rovnice s kombina¢nimi ¢isly

Cviceni 1.10 Najdéte vSechna x € N, pro néz plati:
z—1 T —2
=9
(=e) = (20)
Cviceni 1.11 Urcete, pro jakd m,n € N plati:

() -3

[5]

[n=6,m = 3]

1.4 Odvozeni vzorcii: variace, permutace, kombi-

nace (bez opakovani).

V nasledujicim odvodime pomoci pravidla sou¢tu a soucinu vzorce, které
znéte ze stiedni Skoly pod nézvy variace, permutace a kombinace (bez opa-

kovani a s opakovanim). Postup vysvétlime vzdy na néjakém piikladu.

Variace bez opakovani:

Priiklad 1.12 Kolika zpisoby lze na Sachovnici rozestavit ddmu, krdle a véZ?
Reseni: Opakovanygm pouZitim pravidla soucinu: 64 - 63 - 62 = 249 984

Obecné pokud vybirame k predmétii z celkového poctu n predméti, pii-

¢emz k,n € N a k <n, moznost{ je

n_(n_l)_(n_g).....(n_k—i—l):m



Permutace bez opakovani jsou zvlastnim piipadem variaci pro n = k.
Nékdy mluvime také o pofady.

Priiklad 1.13 Kolika zpisoby lze sestavit devitimistné cislo z cifer 1 aZ 9
takové, Ze se v ném cifry neopakuji?
Reseni: Opakovanym pouZitim pravidla soucinu: 9-8-----1 = 362 880

Obecné je pocet poradi n prvki roven n! (n € N)

Priklad 1.14 Urcete soucet vSech ctyrcifernijch éisel sestavenijch z cifer
1,2,3,4.

Reseni: 640 4+ 6400 + 64000 4 640000 (¢islice se mohou opakovat); 60 +
600 4 6000 + 60000 (¢islice se nemohou opakovat).

Kombinace bez opakovani: uvédomime si, Ze mnozstvi stejné pocetnych
variaci a kombinaci bez opakovani prvkt vybiranych ze stejné velké mnoziny
spolu tzce souvisi. V podstaté stac¢i pocet variaci vhodnym ¢islem vydélit;
timto vhodnym ¢&islem je faktoridl poc¢tu vybiranych prvki; tj.

n!
(n — k)k!

To je pravé kombinaéni ¢islo:

(1) = "mm

Priiklad 1.15 Kolika zpisoby lze na Sachovnici rozestavit tii bilé pésdaky?
Reseni: Vyjdeme z piikladu, kdy jsme na Sachovnici méli postavit krdle,
ddmu a véZ; mozZnosti bylo 64 - 63 - 62 = 249 984, Je zirejmé, Ze pokud na
tri dand policka postavime t7i pésdky, je moznost jedind (pésdci jsou stejni),
zatimco krdle, damu a véZ na tatdaz policka postavime 3 -2 -1 =6 zpisoby.

U variant ,,s opakovanim* za¢neme s odvozovanim vzorci také u variaci.

Variace s opakovanim

Piiklad 1.16 Do restaurace prijde 12 hosti. Na jidelnim listku jsou 4 jidla.
Kolika zpiisoby si mohou objednat?

Reseni: Kazdy z hosti, md 4 moznosti, tedy 4-4-4-4-4.4.4.4.4.4.4.4 = 419
mozZnosti.

Podobnym zptisobem lze odvodit pocet podmnoZin mnoziny A o n prv-
cich:

214l = on

10



Permutace s opakovanim tentokrat nejsou zvlastnim piipadem variaci.
Piiklad 1.17 Kolika zpisoby miuZeme presklidat pismena slova

(a) TATA
(b) POPOCATEPETL

Reseni:

(a) Vypiseme moznosti dle abecedy: AATT, ATTA, ATAT, TAAT, TATA,
TTAA. To odpovidd permutacim vSech Ctyr pismen vydélengm permu-
tacemi opakugjicich se pismen, tj. 2‘,1—;,

(b) Analogicky slovo POPOCATEPETL mda 3 P, 20, 21T, 2E, 1A, 1C
12!
Kazdy z hosti md 4 moznosti, tedy 4-4-4-4-4-4.4.4.4.4.4.4 =412
mozZnosti.

Kombinace s opakovanim vyZzaduji zvlastni pristup. Za¢neme , kédovat®
a sestrojovat bijekce (vzéjemné jednoznacéné zobrazeni) mezi objekty, jejichz
pocet mame spocitat, a objekty, jejichz pocet budeme umét spocitat.

Piiklad 1.18 Do restaurace prijde 12 hosti. Na jidelnim listku jsou 4 jidla.
Kolika miZe byt objedndvek z hlediska kuchaie?

Reseni: Kuchari je jedno, kdo si objednal které jidlo, zajimd ho pouze,
kolik md pFipravit porct jidla ¢. 1 aZ 4. MozZnosti je (12214171) = (HTQFI)
Piiklad 1.19 Kolika zpisoby mohu vybrat deset minci v hodnoté 5, 10 a 20
K¢? (Mame dostatecny pocet minci kazZdé hodnoty.)

Reseni: Moznosti je (10;_31_1) = (104;8—1) =66

Oba vyse uvedené pripady muzeme ,,zakédovat® pomoci nul a jednicek.
V prikladé s mincemi si napriklad mtzeme predstavit, Ze mince usporadame
podle hodnoty: nejprve dvacetikoruny, pak desetikoruny a nakonec pétiko-
runy. Misto dvacetikorun napiSeme do fadku prislusny pocet jednicek; za né
napiSeme nulu. Pokrac¢ujeme tak, Ze zapiSeme tolik jednicek, kolik je deseti-
korun; za né opét napiSeme nulu. Nakonec napiSeme tolik jednicek, kolik je
pétikorun. Je zfejmé, Ze psat za nimi nulu je nadbytec¢né: pokud hromadka
dvaceti-, deseti- a pétikorun spliiuje zadéni a obsahuje deset minci, napsali
jsme posud deset jednic¢ek a dvé nuly. Je zfejmé, Ze mezi hromédkami minci
a permutacemi deseti jedni¢ek a dvou nul existuje vzajemné jednoznacéné
zobrazeni, neboli vyhovujicich hromédek je pravé tolik, kolik je permutaci
deseti jednic¢ek a dvou nul. Ty vSak jiz umime spocitat: jedna se o predchozi
vysledek, ktery jsme nazvali permutace s opakovanim (deseti jednicek a dvou
nul).

Vyse uvedené odvozeni muzeme zopakovat pii FeSeni jednotlivych pii-
kladi; je to spolehlivéjsi nez snaha dosazovat naslepo do vzorecku pro kom-
binace s opakovanim, kdy vybirame k prvka n druhi:

Colkyn) = (’“2”11> _ <k+Z—1>

11



Vzorecek pro kombinace s opakovanim, v némz prehodime znaceni pro
druhy a pocet prvki ,a tedy vybirame n prvka k druhi, totiz vypadé dost

podobné:
n+k—1 n+k—1
= ()= ()

1.5 Dalsi dalohy

Nyni si ukdZeme nékolik zajimavych prikladu, u kterych vhodné vyuzijeme
vySe uvedené vzorce a pravidla. Jsou prevzaty z jinych ucebnic, zejména z
vybornych skript Antonina Vrby.

Priklad 1.20 Kolika zpisoby lze presklddat pismena slova LOKOMOTIVA
tak, aby Zddnd dvé ,,O“ nestdla vedle sebe?

Reseni: Nejprve urcime, kolika zpisoby lze preskldidat pismena L, K,
M, T, I, V, A. To lze provést T! zpisoby. Pri libovolném z téchto rozloZent
mdme posloupnost sedmi pismen. Abychom vyhovéli podminkdm, miZeme O
vloZit pred nebo za tuto posloupnost nebo do mezer mezi pismeny, pricemz na
kaZdé z téchto mist lze vloZit nejuyse jedno O. Takovd mista miZeme vybrat
(g) zptsoby. Moznosti je tedy 7!(3).

Piiklad 1.21 Krotitel mad do arény privést 4 tygry a 5 lvi tak, aby Zddni
dva tygii nesli za sebou. Kolika zpiisoby to lze provést?

Reseni: Nejrpve urcime pocet seFazeni tygri a lvi bez ohledu na to,
ktery tygr a ktery lev kde konkrétné bude. Symbolicky miZeme napsat, Ze
hledame permutace péti L a ctyr T takovych, Ze Zddnd dvé T nendsleduji
tesné za sebou; napriklad LTLTLTLTL. Takovyjch rozmisténi je (2) (mezi
peti L jsou ctyr mezery, jedno misto je pred prvnim L a jedno za poslednim;
podobné jako v predchozim ptikladu vyberem z téchto Sesti mist ctyri mista,
na néz umistime T). V dalsim kroku pak ,ddme lvim a tygrim jména“, coZ
pocetné znamend, Ze napriklad misto uwvedené permutace bezejmennijch tygri
LTLTLTLTL dostdvdme 5! - 4! Celkem je tedy moznosti 5!(2) - 4!

1.6 Binomicka véta

Véta 1.22 Necht a,b jsou proménné, n € N. Plati ndsledujici vztahy:

n_ (M) n Y\ n—1;1 n 1pn—1 n\in
(a+0) —<0>a —|—<1>a b+ —I—<n_1>ab —|—<n>b

a analogicky

(a—b)" = (g) a” — <7;> a4 (—1) ] <Z> b

Priklad 1.23 Specidlnimi pfiklady binomické véty jsou zndmé vzorce:
2 2 2
b 2 — 2 b b2
(a+b) <O)a +<1>a +(2>
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(a—b)? = <(2)> a’ — G) ab + (;) b?
(a+b) = <3> a’ + (i’) a®b + @) ab® + @) b
= ()= (e (a2

Se vzorci, které se opticky podobaji binomické vété, se setkiate napr. i v
matematické analyze.

Binomické véty lze s vyhodou uzit napiiklad pii téchto vypoctech:
(a) 101° = (100 + 1)® = 100° + 5 - 100* 4 10 - 100® + 10 - 1002 + 5 - 100 + 1
(b) 995 = (100 — 1)® = 100° — 5 - 100* + 10 - 100® — 10 - 100%> + 5 - 100 — 1

V obou vySe uvedenych pfipadech je vypocet jednodussi nez piimo umoc-
novat 101 a 99.

Podobné lze umociiovat i komplexni ¢éisla v algebraickém tvaru. Pro to,
abychom mohli podobné piiklady pocitat, vystacime se znalosti faktu, Ze
kazdé komplexni &islo lze zapsat ve tvaru a + bi, pFicemz plati 2 = —1E]

Cviceni a ukoly k zamysSleni: binomicka véta
Cviceni 1.24 Dokazte binomickou vétu metodou matematické indukce.

. . + PO . . 1, .. 50
CvicCeni 1.25 Urcete, ktery sc¢itanec je v binomickém rozvoji V2 + /3
nejvetsi.

[(3(2))\/522\/528]

1.7 Princip inkluze a exkluze.

V nékterych kombinatorickych dlohéch se vysledku dobereme tak, ze nej-
prve vezmeme pocet moznosti, ktery umime dobte spocitat, i kdyz vime, Ze
tak zahrneme moZnosti piilis mnoho; poté pocet upravime naptiklad ode-
¢tenim nepfiznivych piipadd nebo vydélenim. Tyto postupy jsme uz pouzili
pro odvozeni vzorcti pro kombinace (podélenim piislusného poctu variaci),
pro permutace s opakovanim (podélenim celkového poétu permutaci pocty
permutaci opakujicich se pismen), a tedy i pro odvozeni vzorce pro vypocet
kombinaci s opakovanim. Ukazme si tuto strategii feSeni na né€kterych dalsich
prikladech.

Piiklad 1.26 <prava vysledku délenim - pr. ¢. 1

Priiklad 1.27 dprava vysledku délenim - pf. ¢. 2

3Pro ty, kteif se s komplexnimi &sly dosud nesetkali, doporu¢ujeme nap¥. knihu Emila
Caldy Komplexni ¢isla z fady Matematika pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus.
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Priiklad 1.28 Je ddn ctverec ABCD. Na kaZdé jeho strané je vyznaceno
n(n > 3) vnitinich bodi. Urcete pocet trojuhelniki s vrcholy v téchto bodech.
Reseni:

(a) Vybér stran s vrcholy trojuhelnika: (g) - kazZdy vrchol na jiné strané;
ddle dva vrcholy na jedné strané a jeden na jiné: 4 - 3, nakonec vybér
konkrétniho vrcholu na dané strané.

(b) Od poctu vsech trojic bodi ((43")) odecteme trojice, které netvori tro-
uhelniky — to jsou ty pripady, kdy vybrané vrcholy leZi na jedné strané
a téchto moznosti je 4 - ()

Nejcastéji se metoda odec¢teni pivodné zapocitanych moZnosti pouziva
pro takzvany doplikovy jev:

Priklad 1.29 Urcete, kolik je moznosti takovych, kdy pri hodu tremsi kost-
kami padne alesponi na jedné kostce hodnota 1.
Reseni:

(a) Vypocteme zvldst pripady, kdy padne na prdvé jedné kostce hodnota 1,
pravé na dvou a prdvé na tiech: 3-52+3-54+1 =91

(b) Ode viech moznosti (63 = 216) odecteme pripady, kdy nepadne ani
jednou hodnota 1. To bude ve 53 = 125 pripadech; ¢ili hodnota 1 padne
alespoti na jedné kostce ve 216 — 125 = 91 pripadech.

V naésledujicim piikladu neni metoda odecteni ¢asti vysledki sice ele-
gantni, ale vede ke spravnému vysledku:

Priklad 1.30 Kolika zpiisoby mizZe k chlapci a d divek utvorit tanecni pary??
Reseni:
(a) k- d zpisoby (pocet prvkii kartézského soucinu)
(b) Od poctu vsech dvojic (k;rd) odecteme pocet dvojic sloZengch jen z chlapci
(g) a pocet dvojic sloZengjch jen z divek (g), nebot ty netvori taneéni
pary:

(k+d)(k+d=1 (K)(k=1 (@d-1 kK +d+2kd-k—d-k+k-d*+d _

2 2 2 2 hd

Nékdy vsak nedokazeme urcit vysledek pouze pomoci jednoho nebo dvou
odecteni a musime opét néjaké moznosti pri¢ist. Tomuto védomému a syste-
matickému pri¢itani a odecitani se rika princip inkluze a exkluze.

Nejjednodussim pouzitim principu inkluze a exkluze je vztah pro urceni
poctu prvki sjednoceni dvou konecénych mnozin:

|AUB| = |A|+|B| —|AN B|

Pro odvozeni vztahu pro urcéeni poc¢tu prvi sjednoceni t¥i mnozin mu-
zeme pouzit napiiklad Vennovy diagramy (viz Zdklady matematiky). Snadno
nahlédneme, Ze

|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|;
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pro ¢tyfi mnoziny:

|[AUBUCUD|=
Al + |B| +|C| +|D|
—|ANB|—-|ANC|—-|AnD|—|BNnC|—-|BNnD|—-|CND
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|—|AnNBNCND|;

pro pét mnozin:

JAUBUCUDUE| =
|A[ + |B| +[C[ + |D| + |E|

—|ANB|~|ANC|~|AND|—~|ANE|~|BNC|~|BND|~ | BNE|~|CND|~|CNE|~|DNE]

+ANBNC|+|AnBND|+|ANnCNnD|+|BNnCND
—|AnBNCND|—-|ANnBNCNE|-|[ANCNDNE|—|BNCNDNE
+[ANBNCNDNE

atd., a tedy pro n mnozin lze formulovat

Piiklad 1.31 V dustavu pracuje 67 osob, z nich 47 ovlddd anglictinu, 35
néméinu a 28 oba jazyky. Kolik lidi neumi ani anglicky, ani némecky?
Reseni: (a) pomoci Vennovych diagramii
(b) 67 —47 —35+23 =38

Priklad 1.32 V istavu pracuje 67 osob, z nich 47 ovlddd anglictinu, 35
némcinu, 29 francouzstinu; ddle 23 hovoti anglicky i némecky, 12 anglicky
a francouzsky a 11 némecky a francouzsky, vSemi tiemi jazyky 5 osob. Kolik
lid? meumd ani anglicky, ani némecky, ani francouzsky?

Reseni:(a) pomoci Vennovijch diagramii

(b) 67 —47—-35—-20+234+12+11—-5=6

Priklad 1.33 Na sidlisti Zije 2229 rodin, z nichZ kazdd md lednicku, auto
nebo chatu. Urcete, kolik rodin md vsechno, vite-li Ze 18371 md lednicku,
1049 md auto, 1022 md chatu, 315 md lednicku i auto, 571 lednicku a chatu
a 430 md auto a chatu.

Reseni:(a) pomoci Vennovych diagramii

(b) 103

Priklad 1.34 T¢lovijchovnd jednota md ctyii oddily: atletiky, kosikové, od-
bijené a Sachovy.

A 26, K 17,

AK 7, AO 18, AS 2, KO 9, KS 0, OS 5

AKO 5, AKS 0, AOS 2, KOS 0

AKOS 0

Kolik c¢lentd md jednota?

Reseni: (a) pomoci Vennovych diagrami neni vhodné

(b) 85
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Priklad 1.35 Kolik prirozengjch cisel mensich nez 10° obsahuje kaZdou z
cifer 1,3,5,77

Reseni: Ulohu lze Tesit dvéma zpisoby:
(a) Rozdélim si vSechna moznd c¢isla na étyficifernd a péticifernd.

(b) Pomoci principu inkluze a exkluze: vech péticifernyjch cisel je 9 - 104,
od nich odectu ty, které neobsahuji 1 nebo 3 nebo 5 nebo 7, pFictu ty,
které neobsahuji 1 a 3, 1 a 5, atd.

Must to vyjit stejné, jinak je jeden z postupi Spatné.

Obecny princip inkluze a exkluze:
|M1UM2U"'UMTL‘ =

| M| + |[Ma| + - - + | M,
—| My N M| — | My N Ms| — -+ — [ My N M,|
—|My N Ms| =+ — |Ma N My| — [M3 0 Ma| — - — | Mp—1 N M|
+| My N My N M|+ -+ |Mp—o N My_1 N M,|
— e (D) M N My 0 -0 M,

Piiklad 1.36 (Eratosthenovo sito) Kolik je prvocisel mezi ¢isly od 1 do
100.

Miuzeme si pfedstavit, Ze budeme postupovat jako pry postupoval Era-
toshenes ve starovékém Recku: na voskovou tabulku napiSeme ¢isla od 1 do
100 a horkou jehlou ,,propichujeme” mista oznacend nasobky prvocisel, tj.
nasobky 2: 4, 6, 8, 10, ...atd., nasobky 3: 6, 9, 12, ...atd., nasobky 5: 10,
15, 20, 25, ...atd. a nasobky 7: 14, 21, ... atd.

Snadno nahlédneme, Ze nékteré ¢isla vypichujeme vicekrat, napiiklad 6,
10, 15, 30, ...atd. toho nize vyuzijeme. Déale vyuZijeme skute¢nosti, Ze pii
zkoumani toho, zda je dané ¢&islo n prvocislo, staéi vyzkouset délitelnost
prvocisly do hodnoty /n (véetné). V naSem piipadé hledame prvocisla do
100, tedy staci zkoumat déliletnost prvoéisly 2, 3, 5 a 7.

Vime, Ze 1 neni prvocislo, tedy miizeme pocitat s 99 &isly. Nejprve od 99
odecteme pocet vSech nasobkt 2, 3, 5 a 7 s vyjimkou téchto prvocisel:

99 -49-32-19-13=50—-51—-13=-14

Vysledkem je zaporné ¢islo, nebot napft. &islo 6 jsme odecetli dvakrat:
jednou jako nasobek dvou, jednou jako nasobek t¥i. VSechna tato nedopatieni
se pokusime napravit naraz tim, Ze pficteme zpét nasobky 6, 10, 14, 15, 21
a 35:

9-49-32-19-134+16+104+7+6+44+2=31

Ted jiz nemame varovani v podobé zaporného vysledku, ale snadno na-
hlédneme, Ze jsme napiiklad 30 pricetli tfikrat: v prvnim kroku jsme 30
tiikrat odecetli (jako nésobek 2, 3 a 5) a nyni jsme je tfikrat pricetli (jako
nasobek 6, 10 a 15). Cislo 30 ale neni prvoéislo, je tedy t¥eba je (a jemu po-
dobna ¢isla, napt. 70) odecist. Dalsim pokusem o napravu je tedy odecteni
nésobki trojic prvocisel, tj. 30, 42, 70 a 105:
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9-49-32-19-134+164+10+74+6+44+2-3-2-1=25

Nasi snahu by mohlo zhatit ¢islo, které by bylo délitelné vSemi ¢tyfmi
prvocisly; nejmensi takové ¢islo vSak je 210, a tedy bychom pficetli 0 (tolik
je mezi ¢isly od 1 do 100 nasobku 210).

(Jen pro tuplnost: v prvnim kroku bychom je 4x odecetli, nasledné 6x
pricetli a nakonec 4x odecetli; v souc¢tu bychom je tedy odecetli 2x, pricemz
jsme je chtéli odecist pouze 1x; to bychom napravili tim, Zze bychom je nyni
jesté 1x pricetli; nic takového v8ak délat nemusime, protoze ¢islo 210 vibec
do hry nevstoupilo: pocitali jsme stale pouze s ¢isly mensimi nebo rovnymi
100.)

Pro poradek odpoved: mezi ¢isly 1 az 100 je 25 prvodisel.

Definujeme-li jednotlivé mnoZiny pomoci vlastnosti, pak mnozina
M obsahuje prvky s vlastnosti 1, mnozina M, prvky s vlastnosti i, ana-
logicky M; N M; prvky s vlastnostmi 7 a soucasné j, atd. Pak lze napi.
odvodit, ze prvki, které nemaji zddnou z pozadovanych vlastnosti (pfi¢emz
prvky, které nemaji vlastnost ¢ ozna¢ime M;' a mnoZzinu obsahujici viechny
uvazované prvky oznacime M), je

My N My M- -n M| =
| M| — |My| — [Ma| — -+ — [M,]
+|M; N Ms| + | My N Ms| + -+ |My N M,|
+| Mo N Ms| + -+« + |MaN My, | 4+ |[Ms 0 My| + - + [ M1 N M,
—|My N My Ms| — -+ [Mp—o N My_1 0 M,
+oo— e (=D)MMyN Mo N -0 M|

Priklady, pf¥i nichz vyuZivame principu inkluze a exkluze lze fesit
pomoci Vennovych diagramt, avSak elegantnéji je vyfe$ime prostym s¢ita-
nim a od¢itanim prislusnych zadanych hodnot. Z nize uvedenych prikladu je
zfejmé, Ze potiebujeme zadat pomérné hodné adaji, které vsak nejsou zcela
nezévislé. Touto metodou se daji odhalit tzv. zfalsované hlaSeni, tj. pfipady,
kdy na prvni pohled neni zfejmé, Ze ¢isla nemohou odpovidat pravdeé.

Piiklad 1.37 U velkého stolu se seslo nekolik osob. Pouze jeden z nich neu-
mel ani Spanélsky, ani italsky, ant francouzsky, z ostatnich 8 umélo Spanélsky,
10 francouzsky, 8 italsky, 3 $panélsky a italsky, 5 Spanélsky a francouzsky, 6
italsky a francouzsky a 2 Spanélsky, italsky o francouzsky. Urcete, kolik lidi
sedélo u stolu.

Reseni: Ulohu lze Tesit dvéma zpiisoby:

(a) Pomoci Vennouvyjch diagrami (viz obrdzek [1.4)).

(b) Vsech osob bylo14+8+10+8 -3 —-5—6+2 = 16.

17



=]

=213
-

4 SA.Q
.F

lﬂﬂh o

Obrazek 1.4: Vennav diagram pro tlohu fr. it. Sp.
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Obréazek 1.5: Venn. diagram pro tlohu o lednickach, chatach a autech

Piiklad 1.38 Ve sportovnim klubu péstuji ¢lenové alepon jeden z téchto ctyr
sporti: atletika (A), gymnastika (G), plavani (P) a lyZovdni (L).
Reseni:Zkusime naznacit, co sezmeénilo oproti piedchozimu piikladu

(a) Resit ilohu pomoci Vennovyjch diagramii nend vhodné, nebot Venniiv
digram pro 4 mnoZiny je nepiehledny.

(b) c—s

Priklad 1.39 Na sidlisti je 2229 rodin, z nichz kaZdd md lednicku, auto nebo

chatu. Urcete, kolik rodin md vSechno, vite-li, Ze 1871 rodin md lednicku,

1049 rodin md auto, 1022 md chatu, 315 rodin md lednicku a auto, 571 md
lednicku a chatu a 430 md auto a chatu.

Reseni: Ulohu lze Fesit dvéma zpiisoby:

(a) Pomoci Vennovyjch diagrami (viz obrdzek[1.5); v tomto piipadé je to

dobré spis pro kontrolu, ale ne pro pocitani, nebot nezndme pocet rodin
které maji vSechno.

(b) 2229 — 1371 — 1049 — 1022 + 315 + 571 + 430 = 103

Problém Satnaiky (specialni princip inkluze a exkluze)

Priklad 1.40 Pied koncertem si panové odlozi v Satné klobouky. Po koncerté
jim je Satndrka vyddvd ponékud chaoticky, nebot shodou okolnosti vsichni
ztratili listky. Kolika rizngmi zpisoby miZe Satndrka vdtit rklobouky pdnim
tak, aby Zadny z nich nemél na hlavé svij klobouk?

Reseni pro 4 osoby: 4! — 4cot3'—|—() 2! — ()1‘+() 0l'=9

MozZnosti
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pro 4 osoby - 9 moZnosti
v tabulce vSech 24, z toho 15 nevyhovuje
ABCD x BACD x CABD x DABC

ABDC x  BADC CADB DACB x
ACBD x BCAD x CBAD x DBAC x
ACDB x  BCDA CBDA x DBCA x
ADBC x  BDAC CDAB DCAB
ADCB x BDCA x  CDBA DCBA
pro 5 osob --- 44 moznosti

BADCE BADEC BAECD
BCAED BDAEC BDEAC
CABED CADEB

Pro 4 osoby je moznosti 9, pro 5 osob analogicky vypocteme 44.

pro 4 osoby - 9 moZnosti
pro 5 osob - 44 moZnosti

Kromé variaci, permutaci a kombinaci zname dalsi typické kombinato-
rické kategorie. Z nich si nyni predstavime dva typy, a to pocitani, kolika
zpusoby lze pfirozené Cislo zapsat ve tvaru séitanci—prirozenych &isel, a dale
poditani, kolika zptsoby miizeme véci (rozlisitelné nebo nerozliitelné) roz-
délit do prihradek (rozlisitelnych nebo nerozlisitelnych)-

1.8 Kompozice a rozklady.

Definice 1.41 Rozkladem ¢isla n na k s¢itanct rozumime vyjadreni cisla
n € N pomoci k(€ N), pricemz na poradi sc¢itanci nezdlezi. Pocet rozkladi
¢islam na pravé k séitanci oznacime p(n, k) (z anglického partition ), rozklad
¢isla n na libovolny pocet scitanci oznacime p(n)

Je ziejmé, Ze k miZe nabyvat hodnot od 1 do n. Déle plati (rozmyslete
si, Ze to opravdu plati):

p(n,1) =1
a také
p(n,n) = 1.

Zavedme nyni funkci celd édst z ¢isla x a jeji oznadenti: [x]. Tato funkce
prifadi kazdému ¢islu jeho celou ¢ast, tj. [2,5] = 2 = [2] atp. Pak lze jedno-
duse zapsat pocet rozkladu ¢isla n na dva scitance:

n

p(n,2) = 5]

Presvédcte se, Ze to to tvrzeni skutecéné plati. Dtikaz 1 ze najit ve skriptech
E. Fuchse Diskrétni matematika pro ucitele.

Urcéeni poctu rozkladi je obecné tkol, ktery vyzaduje tzv. rekurentni
postup. To znamena4, Ze abychom mohli spocitat pocet rozkladu &isla 7 na
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4 s¢itance, musime znéte rozklady mensich ¢isel na mensi nebo stejny pocet
s¢itanci. Konkrétné platii:

p(n,k) = Elep(n — k, i),

tedy napf.

p(5,3) = p(5—3,1)+p(5—3,2)+p(5—3,3) = p(2,1)+p(2,2)+p(2,3) = 1+1+0.

Ziejmé 5 =34+ 1 =1=24 2+ 1, zfejmé také p(2,3) = 0, nebot nelze
rozlozit ¢islo 2 na 3 pfirozené s¢itance.
Podivejme se znovu na vztah

p(nv k) = Zf:lp(n - ku Z)7

je to vlastné naopak konstruované nez bychom cekali

od jednotlivych ¢&isel (sloZek) rozkladu, ktery jeSté& neznéme,

ale predpokladame, Ze budeme znat,

odeCteme vZdy jednicku --- tim dostaneme rozklad ¢isla o k menSiho na
'nejvysSe! k scitanci

Definice 1.42 Kompozici m ¢&isla n z k sCitanci rozumime vyjddient cisla
n € N pomoci k(€ N), pFicemZ zdleZi na poiadi scitancii.

Vypocet po¢tu kompozic je ve srovnani s vypoctem poctu rozkladda po-
mérné jednoduchy, nebot se jedna o analogii vzorce pro kombinace s opa-
kovanim: méame-li rozdélit ¢islo n na pravé k sc¢itanct, musi byt kazdy ze
s¢itanct alespon 1, tedy pocet kompozic je

n—k+k—-1\ (n—-k+k—-1
()0
1.9 Rozdélovani do prihradek.

rozliSitelné a nerozliSitelné véci
roz. a neroz. prihradky

tabulka

pfevedeni jednotlivych problémi na
jiz znamé kombinatorické kategorie

1.10 Zavérem ke kombinatorice.

Dosud predstavené kombinatorické tlohy jsou samoziejmé pouhou ,,ochutnavkou‘.
Vibec jsme se nedotkli problematiky magickych ¢ latinskych ¢tverct, ne-
formulovali jsme Kirkmantv problém 15 divek, nedefinovali jsme Bellova ¢i
Stirlingova ¢isla. To je obsahem pokrodilejsich kurzt diskrétni matematiky.

Zde probirané latka predstavuje — kromé procviceni logického uvazovani

atp. — pripravu pro vyukuteorii pravdépodobnosti.
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Priiklad 1.43 Dokazte, Ze mezi ctyrmi libovolné zvolengmi prirozenygmi ¢isly
vZdy najdeme dvé takovd, Ze jejich soucet nebo rozdil je délitelny péti, nebo
dve, jejichz rozdil je délitelny péti.

ReSeni: pomoci prihradkového principu

Nékteré piikady nelzé fesit ani jednim z vySe uedenych zptisobi, napf.
tento:

Piiklad 1.44 Kolika zpisoby lze nalepit na dopis zndmky v hodnotée 18 K¢,
mame-li k dispozici znamky v hodnoté 10 K¢, 4 Ké a 2 Ké (v libovolném
mnoZstvi)? ReSeni: vypiseme...

je rozdil mezi 24+2+10+4 a 10 + 4 + 2 + 2 atp.? — ANO
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Kapitola 2

Rekurentni vztahy. Konecné
soucty.

Uvedme nejprve priklad:

Priklad 2.1 Kolika zpusoby lze vyjit 10 schodi, délame-li kroky po 1, 2,
nebo 3 schodech?
Reseni: Posledn{ krok mtzeme udélat ze 7., 8. nebo 9. schodu; t;j.

S10 = Sg + Ss + 57.
Obecné muzeme psat:
Sy = Sn—1+ Sp—2+ Sn-3.
Lehce ovérime, Ze
S1=1,8,=2,5; =4,

a podle vzorce tedy dopocitame
Sy=T(=1+2+4)
a analogicky
S5 = 13,56 = 24, 5; = 44, S5 = 81,59 = 149,

a tedy
S10 = Sg + Sg + S7 = 149 + 81 + 44 = 274.

Priklad 2.2 Na kolik oblasti rozdéli rovinu n primek v obecné poloze?

ReSeni: Nejprve si ujasnéme, co je to obecna poloha: znamena to, Ze
zddné dvé primky nejsou rovnobézné a zadné tfi se neprotinaji v jednom
bodé.

Pak jedna piimka rozdéli rovinu na dvé ¢asti.

Druhé primka prida dvé dalsi ¢asti — dvé piimky rozdéli rovinu na ¢tyti
Casti.

Treti pfimka protne kazdou z jiz nakreslenych dvou, tedy prida t¥i ¢asti
a dohromady bude rovina rozdélena na sedm c¢ésti.

Obecné:

Pnt1 =DPn+n+1
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Pravé uvedenému vztahu fikdme rekurentni: abychom podle né& mohli po-
stupovat, musime pro p,4+1 znat p,, pro to zase p,_1, atd. V tomto ptipadé
v8ak muzeme i odvodit vzorec pro n-ty ¢len takové posloupnosti:

n?+n+2
2
Toto se da dokézat — napf. matematickou indukeci.

Dn =

Faktorial lye definovat rekurentné: (n+1)!=nl(n+1)
Obecné rekurentni vztah zavisly na jednom pfedchozim ¢lenu: f(n+1) =

F(n, f(n))

2.1 Fibonacciho posloupnost.

Znama posloupnost je pfikladem rekurentniho vztahu, v némz pro kazdy
dalsi ¢len potiebujeme znat dva ¢leny predchozi:

Rekurentni vztahy. napf. Fibonacciho posloupnost: f1 =1, fo =1, f, =
fn—1 + fn—o; prvni ¢leny: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,.... Z rekurentniho
vztahu umime v nékterych piipadech uréit i tzv. vzorec pro n-ty ¢len, tj.
névod, jak vypocitat f, jen pomoci n.

2.2 Aritmetickid posloupnost.

Aritmeticka posloupnost. Posloupnost dana rekurentnim vztahem a,, =
an—1 + d (a prvnim ¢lenem), kde d nazyvame diferenci. U této posloupnosti
umime secist prvnich n ¢lent; vzorec:

n _ n(2a1 + (n—1)d)

Sn:(a1+an)§— 9

Traduje se, ze jednu z variant této tlohy vyfesil Karl Friedrich Gauss
(1777-1855), kdyz jako skolak dostal za tkol secist ¢isla od 1 do 50 (nékdy
se tvrdi, Ze od 1 do 100). V&iml si, Ze soucet 1 a 50 je stejny jako soucet 2 a
49 a tak dale, tedy dvojnasobek hledaného souctu je 51 - 50.

Priklad 2.3 Urcete soucet:
S=2n—-4+2n—-2+2n+---+4n.

ReSeni: Jedni se o aritmetickou posloupnost s diferenci 2; jeji prvni
¢len je v naSem Castecném souctu 2n — 4, posledni 4n, diference 2. Abychom
mohli pouzit vySe uvedeny vzorec, potiebujeme znét pocet s¢itanct, ktery
v8ak neni n. Pro urceni tohoto po¢tu muzeme pouzit Gvahu: n séitanca by
bylo v souctu

Sn=02n—-4)+2n—-2)+ (2n)+--- + (4n — 6),
¢ili schéazeji ti s¢itance, nebot
S—S,=A4n—4)+ (4n —2) + (4n)
Dosazenim do vyse uvedeného vzorce ziskavime

S=(2n—4+4n)n+3

= (3n—2)(n+3).
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Rozmyslete si, Zze vysledkem zlomku bude pro posloupnost s celo¢iselnymi
¢leny vzdy celé ¢islo.

2.3 Geometrickd posloupnost.

Geometricka posloupnost. Posloupnost dané rekurentnim vztahem a,, =
an—19 (a prvnim ¢lenem), kde ¢ nazyvame kvocientem. U této posloupnosti
umime secist prvnich n ¢lend, a to podle vzorce

=ai(l+q+¢+-+q"")

Priklad 2.4 Sectéte:
S=142+4+8+16+32+64

Regeni: Jedna se o geometrickou posloupnost s kvocientem 2; jeji prvni
¢len je 1, posledni (sedmy) 64. Podle vzorce
1-27  -127

Sn 1-2 —1 7
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