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Kapitola 1

Cviceni 1: Uvodem k tématu,
ac¢ zdanlivé mimo téma:
nekonec¢no kolem nas

Teorie mnozin je matematicka disciplina, kterd se stala zdkladem veskerych
matematickych disciplin a od 50. let 20. stoleti vyznamné ovlivnila vyucovani
matematice i na zakladnich skolach. Dnes se v nékterych pojetich didaktiky
matematiky vracime k intuici (zejména se tento pristup hodi v geometrii,
kde je ndzornost ve dvojrozmérném a trojrozméném prostoru podstatnd).!

Zakladnim predpokladem k pochopeni vét uvedenych ve skriptech E.
Fuchse je ochota pripustit, ze nekoneéna muzeme srovnavat nekonecna. Pripusti,
ze néco "trva do nekonecna”nebo to "nikdy neskoné¢i”, Ze se néco bude "opa-
kovat do nekonec¢na”, neni samo o sobé tak tézké jako podivat se na ne-
konecéno “shora”. To je to skutetné nekoneéno (actual infinity, werkelijke
oneindigheid, ale aktuelle Unendlichkeit, aktudlni nekoneéno). Piikladu toho
druhého — tzv. potencidlniho — nekone¢na najdete jisté fadu: nekonecny
pribéh; je vesmir koneény?, mam Ti to opakovat do nekoneé¢na? — a skryto
je i ve vyrazech jako navzdy.

S tvahami o nekoneénu se muzeme setkat uz u pomérné malych déti.
Vyskytuji se v pohdadkach, napt. Jostein Gaarder, Kouzelny kalenddr; téz
Nekonecny pribéh, ...— co jeste?

Otazka k zamysleni: Kdy jste se setkali s nekonetnem? (Napf. sami jako
deéti; pri praxi ve Skole; pri aktivitach s détmi - vylety, tabory; v pohadkéch
a bajich — uved'te nékteré; pri vyuce matematiky na ZS / SS; pii studiu

'Mimochodem, védéli jste, ze déti, které chodi do skoly pésky nebo jezdi MHD, maji
lepsi prostorovou piedstavivost nez déti, které rodice vsude vozi autem? Védéli jste, ze



matematiky na VS: limita, nekonetné mnoziny — které znate?, ...).
Castecné intuitivni ivahy o nekoneéné velkém, eventualné nekonecné
malém

e Uvahy o nekonecné velkych mnozinach: které nekonecno je vétsi?

e Mikulas Kusansky: nekonecny vesmir

e podle Galilea Galileiho nemda porovnavani nekonecné velkych mnozin
smysl

e Uvahy o nekonecné malych velicindch — G. W. Leibniz a [. Newton — 2.
krize matematiky

Konstrukce ¢iselnych obori

e Peanovy axiomy — ,,z niceho* vytvorime prirozena ¢isla; usporadani,
operace; jaka je to struktura?

e konstruujeme dale: kartézsky souc¢in N x N, rozklad na t¥idy, operace
na reprezenantech tiid

e vyslo to, zkusime jesté jednou: kartézsky soucin Z x Z, rozklad na tiidy,
operace na reprezenantech tiid

e ted uz to nevyjde; ale mame Q: béZné usporadani na této mnoziné je
husté
O nekonec¢nu vazné i nevazné
e Hilbertuv hotel

e ckvivalence mnoziny celych ¢isel s mnozinou pfirozenych ¢isel (a jiné)

Podle Bolzana
e - Spinoza tvrdi, Ze nekonecno je to, co nelze zvétsit
e - Hegel definuje pojem kvalitativni nekonecno

e - Cauchy tvrdi, ze nekonecno je proménna, ktera neomezené roste



1.1 Ijkoly k vypracovani: Cviceni 1

Vymyslete vyraz tak, aby jeho limita byla rovna néjakému danému
¢islu (redlnému).

vymyslete pfedpis pro bijektivni zobrazeni mnoziny N na mnozinu Z a
naopak.

Cetba ze skript E. Fuchse Teorie mnozin pro uéitele: Kapitola IV, His-
toricky vyvoj teorie mnozin, oddil 1. Vyvoj pojmu nekonec¢no. Dilo B.
Bolzana. (Hledejte odpovédi na otdzku: Jak definuji pojem nekonecna
B. Spinoza, Hegel, Cauchy?)

Dopliikova cetba: Bedrtich Pospisill, Nekoneéno v matematice.



Kapitola 2

Cviceni 2: Elementarni teorie
mnozin, pouzivana symbolika

Tuto teorii znate jiz z predmétu Zaklady matematiky. Patii sem pojmy jako
prunik mnozin, sjednoceni mnozin, doplnék mnoziny, Vennovy diagramy, de
Morganova pravidla, ...

Usporadané mnoziny znate z predmétu Algebra 1.
Uved'me nékolik samozfejmych tvrzeni:

e Mnozina je libovolny soubor prvku. Prosté naprosto libovolny, nemusi
mit navenek spole¢ného vubec nic, jen to, ze patii do téze mnoziny.

e Usporadand mnozina je libovolna mnozina, na niz je definovano usporadani.

e Usporadani je relace na mnoziné, ktera je reflexivni, antisymetricka a
tranzitivni.

e Usporddanou mnozinu lze vyhodné reprezentovat hasseovskym diagra-
mem.

2.1 Kontrolni otazky
1. Dokazte, ze plati:
(a) AN (BUC) = (A\B)N(A\C)
(b) A+B=0< A=B
(¢) P(ANB) = P(A)N P(B)
)

(d) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C)
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(e) (A\B)xC =(AxC)\ (B xC)
(f) Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC)

2. Rozhodnéte, zda pro mnozinu A a systém konetné mnoha mnozin
B;(i € I) plati pro libovolné i € I nésledujici tvrzeni. Pokud ano,
tvrzeni dokazte, pokud ne, uvedte protipiiklad

(a) A\ Uie[ B; = ﬂiez A\ B,
(b) A\ miel B; = ﬂief A\ B,

2.2 Ijkoly k vypracovani: Cviceni 2

e nebyly zadany; dobrovolné si zkuste odpovédét na kontrolni otazky



Kapitola 3

Cviceni 3: Soucet a soucin
usporadanych mnozin

3.0.1 Kontrolni otazky
1. Dokazte, ze plati:

(a) A\(BUC) = (A\B)N(A\C)

(b)) A+B=0< A=B

(¢c) P(ANB) = P(A)N P(B)

(d) (AUB)xC=(AxC)U(Bx()

(e) (A\B)xC=(AxC)\(BxC(C)

(f) Ax(B\C)=(AxB)\ (Ax ()

2. Rozhodnéte, zda pro mnozinu A a systém koneéné mnoha mnozin
B;i(i € I) plati pro libovolné i € I nésledujici tvrzeni. Pokud ano,
tvrzeni dokazte, pokud ne, uvedte protipiiklad

(a) A \ Uie[ B; = mz‘eIA \ B,
(b> A\ miel B; = ﬂiez A\ B,

3. Soucet usporadanych mnozin

(a) Definujte soucet usporaddanych mnozin.

(b) Zvolte si dvé usporddané mnoziny a urcete jejich soucet.

(c) Popiste usporaddni na této nové vzniklé mnoziné a najdéte k nému
uspoiadani dudlni.

(d) Overte, ze relace, které jste definovali, jsou usporadani
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4. Soucin uspotradanych mnozin

(a) Definujte sou¢in usporaddanych mnozin.
(b) Zvolte si dvé usporadané mnoziny a urcete jejich souéin.
(c) Popiste usporadani na této nové vzniklé mnoziné a najdéte k nému
usporadani dualni.
(d) Oveéite, ze relace, které jste definovali, jsou usporadani
5. Definujte pojem lexikografické uspordddani. Vysvétlete definici vlastnimi

slovy a uved'te alespin 2 pifklady mnoziny a jejiho lexikografického
usporadani.

3.0.2 Ijkoly k vypracovani: Cviceni 3

e Zvolte si dvé usporadané mnoziny o trech az péti prvcich a urcete oba
mozné soucty a oba mozné souciny



Kapitola 4

Cviceni 4: Georg Cantor a jeho
prace

Cetba puvodnich Cantorovych ¢ldnka je pomérné obtizna. Napiiklad pro
sledovani argumentace v ¢lanku ,,O jedné vlastnosti souhrnu vsech redlnych
algebraickych ¢isel* je potfeba si uvédomit, co vime o tom, jak vypadaji
redlné kotfeny polynomickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty.

Opakovani:

e Kolik redlnych kofenu muze mit algebraicka rovnice s celo¢iselnymi
koteny? Jak vypadaji?

e Kvadraticka rovnice: vzorecek; kubicka rovnice: Cardanovy vzorce; rov-
nice 4. stupné: lze je vyjadrit analyticky

e Souvislost existence realnych kofenu s matematickou analyzou a grafem
funkce

e Dalsi specidlni typy rovnic: reciproké, bikvadratické, ... - viz predmét
MAO0011 Algebra 3

e Rovnice pateho a vyssiho stupné obecné neumime tesit analyticky

4.1 Kontrolni otazky

e Rovnice 5. stupné neumime tesit analyticky — a jak to jde dohromady
s postupy jako Hornerovo schéma? Vysvétllete.

e Odvodte vzorec pro vypocet koienti kvadratické rovnice.



4.2 Ijkoly k vypracovani

Zpracujte (velmi struéné) zivotopis nékterého z nize uvedenych matematiku.
Rikejte o nich jen to, cemu sami rozumite. Neopisujte ze skript.

e Janos Bolyai

e L. E. J. Brouwer

e Cesare Burali-Forti
e Richard Dedekind
e P. G. L. Dirichlet
e Gottlob Frege

e Gerhard Gentzen
e Felix Haussdorff

e Hans Hahn

e David Hilbert

e Felix Klein

e Leopold Kronecker
e Nikolaj Lobacevski
e Hermann Minkowski
e Giuseppe Peano

e Henri Poincaré

e Bernhard Riemann
e Bertrand Russell

e Alfred Tarski

e Ernst Zermelo

e Max Zorn



Kapitola 5

Cviceni 5: Zivotopisy
matematiku

Zaznély tyto zivotopisy:
e L. E. J. Brouwer
e Richard Dedekind
e P. G. L. Dirichlet
e Felix Haussdorft
e Hans Hahn
e David Hilbert
e Felix Klein
e Henri Poincaré
e Bernhard Riemann
e Bertrand Russell
o Alfred Tarski
e Ernst Zermelo

e Max Zorn

5.0.1 kaoly k vypracovani: Cviceni 5
e Cetba: Kapitola I, Logickd vystavba matematickych teorif
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Kapitola 6

Cviceni 6:: Axiom vybéru a
dobré usporadani

Dobré uspordddni znate uz z algebry (poset — ¢astetné usporadand mnozina
e poset — Castecné usporadand mnozina (partially ordered set)
® coset —
e woset — dobfe usporddand mnozina (well-ordered set)

Azxiomu vibéru je vénovana celd 4. podkapitola Kapitoly II skript. V nf je
uvedeno i nékolik vét s axiomem vybéru ekvivalentnich: Haussdorffovat véta,
Zermelova véta a Zornovo lemma. Vsechny tii formulace je dobré se naucit.

6.0.1 Kontrolni otazky

1. Definujte pojmy fetézec a maximalni fetézec.
2. Uved'te piiklad fetézce, ktery neni dobie usporadani.
3. Usporadani mnoziny prirozenych cisel

(a) Popiste vlastnimi slovy tzv. bézné usporadané mnoziny prirozenych
¢isel a usporadanych k nému dualni.

(b) Urcete, které z téchto uspordadani je dobré.
4. Usporadani mnoziny celych ¢isel

(a) Definujte dobré usporddani na mnoziné celych éisel.

(b) Kterou mnozinu nelze dobfe usporadat?
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(c¢) Které dobie uspordadané mnoziny jsou také tplné usporadané?
5. Popiste, jak 1ze dobie usporadat mnozinu celych cisel.

6. Kolik existuje izomorfismu mezi dvéma dobie usporadanymi mnozinami?
Své tvrzeni zduvodnéte.

7. Lze kazdou mnozinu dobfe usporadat?
8. Uved'te pitklad tiplné uspofddané mnoziny, kterd neni dobie uspoirddang

a priklad dobte usporddané mnoziny, kterda neni iplné uspotradana.

6.0.2 Ijkoly k vypracovani: Cviceni 5

e Cetba: Kapitola I, Logickd vystavba matematickych teorif (znovu, skoro
nikdo to asi nestihl)

e Najdéte (napft. ve svych poznamkach k predmétum algebra, geometrie,
matematickd analyza) piiklady existencniho a konstruktivniho dukazu.

e Najdéte priklad dobrého usporadani mnoziny prirozenych cisel, které
neni izomorfni s béznym usporaddnim této mnoziny (N, <).



