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PREDMLUVA

Teoretickd mechanika vytvari vstupni branu pro kazdého, kdo chce poro-
zumét moderni teoretické fyzice. V mechanice vznikly jak zdkladni fyzikdlni
pojmy, tak i matematické metody, které umoznuji s témito pojmy praco-
vat. Kazdy, kdo zamysli hloubgji porozumét zédkonitostem pfirody, se proto
musi podrobnéji sezndmit s obsahem teoretické mechaniky i s jejim mate-
matickym apardtem.

Piedklddana kniha vznikla po mnohaletych zkusenostech autori z jejich
prednisek, semindit, besed i diskuzi. Tyto zkuSenosti nas vedly k rozhod-
nuti spojit do jediného textu ruzné oblasti mechaniky. Doufadme, Ze toto
zpracovani pomuze lépe osvétlit obecnost principt mechaniky a vzajemnou
souvislost jejich rznych oblasti. Tak rozsdhlou tematiku nelze ovSem vidy
vylozit do vSech podrobnosti a studium proto pfedpoklddéd aktivni ptistup,
samostatné uvazovani, provéfovani a feseni problémii. Laskavy ¢tendf necht
se proto na nas nezlobi. Jeho pfipadné upozornéni na nedostatky ¢i nejas-
nosti textu uvitdme.

Kniha je rozdélena do t¥i na sebe navazujicich ¢sti. Cast prvni se
zaméiuje na predrelativistickou mechaniku soustavy hmotnych bodi. Na
tuto ¢ast plynule navazuje mechanika spojitych prostiedi a posledni ¢dst je
vénovana zdkladum relativistické mechaniky.

I kdy# rozvoj fyziky podstatné prekrocil hranice teoretické mechaniky,
neni mechanika ani zdaleka uzavienou, jiz provzdy hotovou oblasti védy.
Moderni matematika umoziiuje nové hlubsi pochopent jejich principt, vypo-
¢etni technika podstatné rozsifuje oblast jejich aplikaci. Z4dna kniha pocho-
pitelné nemtize zachytit vSechny sméry, v nichz se dnes mechanika rozviji.
Radu dalsich informaci najde étenadf uvedeny v literatufe. Zejména upo-
zoriiujeme na problematiku deterministického chaosu, kde mizeme zéjem-
ctim doporuéit hlavné dvojdilné skriptum doc. J. Slavika, CSc.

Autori dékuji predsedovi AV CR prof. Ing. R. Zahradnikovi, DrSc.,
a piedsedovi komise AV CR prof. PhDr. P. Spunarovi, CSc., za jejich zcela
fundament4lni pomoc a stilou podporu. Za spoustu cennych rad dékujeme
pani redaktorce Ing. J. Zykanové, pani sekretdfce V. Langhamerové a panu
redaktorovi Mgr. A. Bad'urovi. Jsme presvédceni o tom, Ze naSe podékovani
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patfi i fadé naSich prétel a kolegu, ktefi ndm svymi pozndmkami, technickou
pomoci i podnéty 1¢inné a nezi§tné pomahali.

Recenzent knihy, prof. RNDr. M. Brdiéka, vlozil hodné svého usili do
celkového vylepseni rukopisu. Za jeho rady, za jeho upozornéni na fadu chyb
dékujeme a jsme mu velmi vdééni.

Autors
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SEZNAM SYMBOLU

Neni-li uvedeno jinak (jak je tomu napiiklad v ¢4sti B), indexy fecké abe-
cedy nabyvaji hodnot 1, 2, 3 a indexy latinské abecedy hodnot 0, 1, 2, 3.

a zrychlenf ¢éstice (bodu)

an normalové slozka zrychleni

ay teénd slozka zrychleni

c rychlost svétla ve vakuu

c* rychlost svétla v prostiedi s indexem lomu n
elektricky naboj

ey kovariantni baze

e kontravariantni baze

€; ¢tyfrozmeérné vektory kovariantni baze

f=0 vazba

g determinant metrického tenzoru

g tithové zrychleni

g* kontravariantni komponenty metrického tenzoru

gik kovariantni komponenty metrického tenzoru

hq Laméovy koeficienty

h Planckova konstanta

i, 5, k jednotkové vektory v systému Sy

J hustota toku

g parciélni derivace podle soufadnice s indexem j

g kovariantni derivace podle soufadnice s indexem j

k koeficient tepelné vodivosti; gravitaéni (Newtonova) konstanta

k vlnovy vektor

m hmotnost bodu

mo klidova hmotnost bodu

p tlak

Di hybnost E4stice; zobecnénd hybnost (impulz)

q tepelny tok

q kfivocaré soufadnice Castice; zobecnéné souradnice

r polohovy vektor €astice, pravodi¢

Tg gravitacni polomér

ér vektor virtudlniho posunuti

s draha bodu
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ds?, As? Ctverec prostoroCasového intervalu; étverec vzdalenosti

t ¢as; soufadnicovy ¢as

u, u; Ctyfrozmérna rychlost, slozky &tyfrychlosti
Uy slozky vektoru posunuti

[uv] Poissonova zavorka funkei u a v

v rychlost ¢astice (bodu)

ZTa; T, Y, 2 kartézské soufadnice ¢dstice (bodu)
dz; slozky vektoru virtudlnitho posunuti

A amplituda

A(r,t) vektorovy potenciél

Atk kontravariantni tenzor 2. fadu

A kovariantni tenzor 2. fadu

Al smiSeny tenzor 2. fadu

B indukce magnetického pole

Copony tenzor pruznosti (elastické koeficienty)

disipativni funkce

dhrnny moment sily

mechanicka energie soustavy ¢éstic; Youngiiv modul
intenzita elektrického pole

energie elektromagnetického pole

celkovd energie systému; zobecnén4 energie
vytvotujici funkce kanonické transformace

sila pusobici na ¢4stici

volnd energie

¢tyfvektor Minkowskiho sily

Einsteinuv tenzor

termodynamicky potencial

Hamiltonova funkce (hamiltonidn)

operator energie (hamiltonidn)

entalpie

funkcional

variace funkcionalu

tenzor setrvacnosti

jakobidn

uhrnny moment hybnosti

koeficient viestranného stlaéen{

Lagrangeova funkce

uhrnnd hmotnost; Machovo éislo

pocet €astic soustavy

dhrnnd hybnost

konfiguraéni prostor

Ctyfrozmérnd hybnost, ¢tyfhybnost, ¢tyfimpulz
komponenty vektoru zobecnéné sily, j = 1,...,n
Routhova funkce; skaldrnf kfivost

stfed hmotnosti daného systému; vazebn4 sila
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R Ricciho tenzor kfivosti

Riym Riemanntv tenzor kiivosti
Reynoldsovo &islo
S akce systému
So redukovana akce
Sk, K kartézska soustava soufadnic
) entropie
T kinetickd energie; teplota; cas
T4 tenzor energie a hybnosti
U zobecnéna potencidlova funkce
V,W potencialni energie
|4 rychlost hmotného stiedu
Vo fazovy objem oblasti {2
X, Y, Z kartézské soufadnice ¢dstice (bodu)
X ¢tyfrozmérny polohovy vektor
e strhavaci koeficient
Aap koeficienty tepelné pruznosti (elastické koeficienty)
5 Lorentzuv faktor
8 Kroneckerovo delta
€ thlové zrychleni
€ap tenzor malé deformace
€afy Levi-Civitiv permutaéni symbol
€ijkl Levi-Civitiv permutaéni symbol
Nap tenzor rychlosti deformace
K Einsteinova gravitaéni konstanta
A vinové délka
A4, B Lagrangeuv multiplikator
[ modul pruznosti ve smyku; klidové hustota klidové hmotnosti
Hturb koeficient turbulentni vazkosti
v frekvence
13 dhel rozptylu
p hustota; zdmérna vzdélenost
o Poissonuv koeficient
Gap tenzor absolutnich napéti
do diferencialni G&inny prufez
T vlastni ¢as
Tap tenzor napéti
® faze; Newtonovsky gravitacni potencil
p(r,t) skalarni potencial
o, P, 9 Eulerovy thly
w kruhov4 frekvence
w uhlova rychlost
r cirkulace rychlosti
" Christoffelovy symboly
A4; A Laplacev operétor; zména hodnoty veli¢iny
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v (r,t)

dn

kosmologicka konstanta

reaktivni sila

vinova funkce

oblast fazového prostoru; oblast prostoro¢asu
integraéni element v prostorocase

parcidlni derivace

operator nabla
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Cést A

NERELATIVISTICKA MECHANIKA
SOUSTAVY HMOTNYCH BODU






I ZAKLADY NEWTONOVSKE MECHANIKY

Népadnou vlastnosti fyzikdlntho svéta okolo nds je existence téles, kterd se v prostoru
pohybuji, pfitemz si béhem pohybu zachovéivaji svou identitu. Vzdjemné ovliviiuji svij
pohyb jak pFimymi nérazy, tak i ,pisobenim na délku“. Rozméry téles jsou Casto za-
nedbatelné vici oblastem prostoru, v nichz se pohybuji. Lze proto v abstrakci nahradit
télesa bezrozmérnymi édsticems Cili hmotnymi body. Tato abstrakce mé ovSem Sird{ plat-
nost. I télesa, jejichz rozméry nelze zanedbat a kterd dokonce vyrazné méni svuj tvar
(kontinuum), mohou byt v myslenkdch rozdélena na malé ¢asti, na néz mizeme v limité
nahlizet jako na hmotné body. Ukazuje se, Ze obecné fyzikalni principy je nejlepsi formulo-
vat pro interagujici hmotné body, zatimco eventudlni pfechod od diskrétniho ke spojitému
se stavd zalezitosti matematiky. V této uvodni kapitole se budeme zabyvat soustavami
libovolného koneéného poitu hmotnych bodu, jejichz pohyby jsou v prostoru a v case
pfesné urceny. Ukolem mechaniky je nalézt zdkony pohybu téchto hmotnych bodd.

Reseni této tlohy se pfirozené stépi na dvé &asti. Nejprve si v kinematice vybudu-
jeme prostiedky pro matematicky popis pohybu bez ohledu na to, odpovidé-li fyzikdlnim
zakonum. Stanovenim téchto zdkonu, tj. omezenim t¥dy kinematicky moznych pohybil
na pohyby dynamicky mozné, se zabyva dynamika.

V ramci kinematiky studujeme pohyb hmotného bodu v kartézskych a kfivocarych
soufadnicich a zdvislost popisu pohybu na volbé vztazného systému.

Zabyvéame se otdzkou rovnoprdvnosti vztaznych systému a definujeme t¥idu iner-
cidlnich systémi, v nichz jsou zdkony mechaniky nejprostsi. Matematickym vyjddfenim
téchto zdkontu jsou Newtonovy pohybové rovnice, které urtuji ¢asovy vyvoj mechanickych
systémi. Tyto rovnice formulujeme i pro pohyb v neinercidlnich systémech.

Viimdme si principi symetrie, jimiz se #{d{f silové ptisobeni mezi hmotnymi body.
Nakonec studujeme zakony zachovani a podminky jejich platnosti. Zavadime nejdilezit&jsf
zachovdavajici se veliiny: energii, hybnost a moment hybnosti.

.1 Pohyb hmotného bodu v kartézské soustavé

Pro dcely kinematiky stati umét popsat pohyb kteréhokoliv hmotného bodu.
Tento pohyb je spojitou fadou udélosti (kfivkou) v prostorotasovém kon-
tinuu. Pro jeho kvantitativni popis mizZeme v souladu s béznou zkuSenosti
predpokliadat, Ze mame k dispozici tuhé tyce pro méfeni prostorovych vzda-
lenosti a idedlni hodiny pro méfeni ¢asovych intervali mezi udalostmi. Pro
newtonovskou fyziku je specifickym pfedpokladem, Ze existuje absolutni sou-
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casnost!. Udaje o vzdilenostech se pak odecitaji v této absolutni soucas-
nosti, kterou tvofi trirozmérng prostor v daném okamziku, zatimco cas je
étvrtym rozmérem prostoroCasového kontinua. Déle se pfedpoklada, ze geo-
metrie prostoru je euklidovskd.

Zaplnime-li prostor dostateéné husté hmotnymi body (které se vzdjemné
nesrazeji), vznikd vztaznd soustava, resp. vztazny systém. V matematické ab-
strakci 1ze oddélit pojem vztazné soustavy od redlnych hmotnych bodi a na-
hradit je nekone¢né husté rozlozenymi body myslenymi. Zvlastni vyznam
maji takové soustavy, v nichZ se neméni vzijemné vzdalenosti vztaznych
bodi. Nazyvaji se tuhgmi a mohou byt fyzikalné realizovany pomoci tuhych
téles?.

V dalsim vykladu budeme pfedpoklddat, ze jednotka délky i jednotka
¢asu jsou pevné zaddny. Pfifadime-li bodim tuhého vztazného systému S
trojice redlnych &isel z, (o = 1,2, 3) tak, ze pro vzdilenost mezi nimi plati

23: Azg)? (L.1)

dostavame kartézskou souradnicovou soustavu Sy. Takovito soustava neni
ziejmé urcena jednoznacné. K jeji specifikaci je t¥eba zvolit pocatek O a or-
tonormdlni trojhran vektoru ve smérech soufadnicovych os {e,}. Pak po-
lohu hmotného bodu X urcuje polohovy vektor r majici pocatek v bodu O
a konec v X.

Plati
3

T =1x1€61 + 2263 + T3€3 = Z Ta€q (L.2)
a=1
kde z, jsou souradnice daného hmotného bodu. Poloha hmotného bodu
v Sk je obecné Casové proménnd, tj.

r=r(t). (L.3)

Koncové body »(t) tvofi trajektoric hmotného bodu, kterd je parametri-
zovana Casem t. Délku trajektorie (od jejtho pevné zvoleného bodu) nazy-
vame drdhou.

1V g4sti C ukézeme, Ze tento pozadavek neni dobfe fyzikalné odivodnén. Lze jej oviem
pouzivat, pokud se vSechna uvazovana télesa pohybuji malymi relativnimi rychlostmi ve
srovnani s rychlosti svétla.

? Vztazny systém miize byt eventualné zaddn pouze lokélng. V praxi a historii jsou dilezité
zejména tyto tuhé vztazné systémy: a) soustava spojend se Zemi, jiz se uZivd v bézném
zivoté, b) soustava spojend se stdlicemi (jez lze pfibliZné povaZovat za vzijemné nehybné),
které se uziva v astronomii.

18



Pro formulaci pohybovych zdkonu je potiebné zavést kromé polohového
vektoru jeho prvé a druhé derivace.
Rychlosti hmotného bodu nazyvame (¢asové proménny) vektor

_dr_; (1.4)

’U—-a?—

a zrychlenim vektor
o= d?r
T de?
Kartézské slozky rychlosti a zrychleni jsou zfejmé

=i=0. (L5)

Vo =Zo, Oq =Ty ="7q- (L.6)

Pro fyzikalni studium pohybu je ¢asto vhodné rozlozit zrychleni na te¢nou

a normélovou slozku. Nechf s = s(t) zna¢i drahu hmotného bodu. Plati
ziejmé

=—1 L7

d ' .. .

kde | = S- je jednotkovy teény vektor k dané trajektorii v bodé r. Zderi-

s
vujeme-li (1.7) podle Casu, dostavame

. dl
a=38l+sl=58l+s P (1.8)
a uzitim Frenetovy formule
dl n
=== I
=R’ (1.9)

kde n je jednotkovd normdla k trajektorii v roviné tvofené vektory a,v (R
je polomeér kiivosti trajektorie), obdrzime

22

a=ﬂ+%n. (L.10)
2
Je tedy ay = § = ¥ teénd slozka a a, = = normdlovd slozka zrychleni.
Vektor
b=Ilxn (I.11)

nazyvame binormdlou; ortonormalni trojice I, n, b tvofi tzv. pfirozeny troj-
hran. Slozka zrychleni ve sméru binormaily je zfejmé nulova.
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.2 Pohyb hmotného bodu v kfivo¢arych souradnicich

Konkrétni situace se ¢asto vyznaéuje uréitym typem symetrie, ktery muze
zpusobit, Ze je vyhodné uzit jiné nez kartézské soustavy (napiiklad soustavy
soufadnic sférickych ¢i valcovych). Je proto vhodné mit k dispozici aparat,
ktery dovoluje pracovat s kiivo¢arymi soufadnicovymi soustavami.

Bodum o kartézskych soufadnicich z* (jak dale uvidime, bude z for-
mélnich dvodd vyhodné psit indexy u soufadnic nahofe) pfifadime trojice
¢isel ¢® podle vztahi

@ =% (2% . (L12)

Indexy tecké abecedy «, 3, ... nabyvaji hodnot od 1 do 3. Pfedpokldddme,
Ze existuje i inverzni transformace

% = g (qﬁ) , (I.13)

takze ¢isla ¢® umoziiuji odlisit jednotlivé body a hraji tak dlohu soufadnic?.
V téchto novych soufadnicich v8ak jiZ obecné neplati vztah (I.1), charak-
teristicky pro kartézské souradnice. Misto ného mame diferencidlni vztah

ds?> =" gapdg®dd’, (1.14)
a,p
kde veli¢iny
or or

9oB = 9Ba = 3¢° 948 (I.15)

nazyvame kovariantnimi komponentami pole metrického tenzoru. Tyto kom-
ponenty jsou obecné funkcemi soufadnic ¢®. V tomto pifipadé nazyvime
dané soutadnice krivocarymi.

Rozebereme si nyni podrobnéji geometricky vyznam kfivocarych sou-
fadnic. Kazdym bodem prostoru prochazeji tfi ¢ary, podél nichz se méni
pouze jedna ze soufadnic g%, zatimco zbyvajici maji konstantni hodnotu.
Témto ¢ardm fikdme souradnicové édry. Tetné vektory e, k soufadnicovym
¢ardm (vzhledem k parametrizaci dané soufadnici g®) tvoti kovariantn{ bdzi
pfisluSnou dané soufadnicové soustavé v daném bodé. Je tedy

or

dq>
Obdobné kazdym bodem prostoru prochézi trojice souradnicovych ploch,
na nichZ je konstantni jedna ze soufadnic ¢*. Gradienty soufadnicovych

(1.16)

ea=

% Souradnicovd soustava miize byt eventudlné zaddna pouze lokalng, tj. jen v jisté oblasti
prostoru.
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Obr. 1: Kovariantni a kontravariantn{ bdze. Kovariantni (plné vytazend) a kontravariantni
(€drkované vytazend) baze v kosouhlych soufadnicich v roviné. Vektory kovariantni baze
e1, ez maji smér soufadnicovych car ¢!, ¢*, vektory kontravariantni bize e !, e % jsou
kolmé k soufadnicovym ,plochdm*® q' = konst, ¢* = konst.

ploch tvofi v kazdém bodé kontravariantni bdzi dané souradnicové soustavy,
kterou budeme znacit e @. Je tedy

0q“
et == L17
o (L.17)
Je zfejmé, 7e mezi kovariantni a kontravariantni bazi plati vztahy duality*

e%eg =03, (L.18)

v nichz 6§ je jednotkové matice (Kroneckerova). Obé bdze pro dvojrozmérny
pfipad znazoriiuje obr. 1.

Srovnanim (1.15) a (1.16) vidime, Ze kovariantni komponenty metrického

tenzoru jsou definovdny pomoci skaldrnich sou¢int vektort kovariantni baze

9aB = €a€gs . (1.19)

Je pfirozené zavést také kontravariantni komponenty metrického tenzoru

vztahy
g*P =e%e” . (I.20)

4 Ctenaii lze doporucit, aby si vyznam soufadnicovych &ar a ploch a obou bézi promyslel
na konkrétnim piikladé (napiiklad na sférickych soufadnicich).
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Ze vztaht (1.16) a (1.17) se snadno ukaze, Ze matice gop, g% jsou vzdjemnsd

inverzni, tj. Ze plati
> 9apg™ =% (L.21)
B
Na tomto misté je vhodné zavést Einsteinovo sumacni pravidlo. Nebudeme
napristé vypisovat znameni sumy a budeme automaticky predpokladat, ze
opakovéani indexu znamena soucet pfes viechny jeho hodnoty (zde od 1 do
3). Je zfejmé, Ze scitaci (tzv. némy index) muze byt v prubéhu vypoctu libo-
volné ,, pfejmenovan®, zatimco u volngch indext se musime drzet pivodniho
oznaceni.
Meéjme nyni libovolny vektor A. Mizeme jej vyjadiit pomoci kovariantni
a kontravariantni baze, tj.

A=A,e%= A%, . (I.22)

Komponenty A, nazyvame kovariantnimi a A® kontravariantnimi kompo-
nentami vektoru v dané soufadnicové soustavé v daném bodé. Vynasobenim
vztahu (1.22) vektorem eg, popi. e B, pro tyto komponenty dostivame

Aq = Ae, , A% = Ae® . (I.23)

Vyuzitim (1.19) a (1.20) obdrzime, ze skaldrni souéin dvou vektori A a B
se vyjadii jako

AB = g,3A°BP = ¢*P A,Bg = A°B, = A,B* . (1.24)

Specidlné, klademe-li A = B, ziskdme odsud vyjadieni kvadratu velikosti
vektoru.

Kone¢né vyndsobenim (1.20) komponentou A,, resp. (I.19) komponen-
tou A® a uzitim (1.22) a (1.23) dostdvame pievodni vztahy mezi kova-
riantnimi a kontravariantnimi komponentami vektoru

Ag = gapdP, A% =g*P4,. (1.25)

V kartézskych soufadnicich je zfejmé g,5 = g8 = 63; kovariantni a kon-
travariantni baze a komponenty splyvaji a neni tedy tfeba rozliSovat horni
a dolni polohu indexi.

Obdrzené vysledky nyni aplikujeme na fyzikdlné vyznamné vektory rych-
losti a zrychleni.

Kontravariantni komponenty rychlosti lze vypoéitat podle (1.23) a (1.17)

dr 0¢® d¢® .
a __ a_2TY %9 o
VEY T % er T
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Kovariantni komponenty rychlosti je odtud mozné uréit ,spusténim indexa*“
podle (1.25) a vyuzitim (1.24) pro A = B = v dale pfepsat do tvaru

0 /1 9 [v?
— B — TP ) = — | =
Vo = GapV” = 35 ('ig'yﬁq"fq ) = 5 <2> . (I.27)
Posledni tvar je velmi vyhodny, ponévadz

or Or
2 .2 s 8
vT=v m——aqauaqﬁq q,

a odtud lze snadno vypocitat rychlost jako funkci kiivocarych soufadnic
a jejich derivaci.

Co se tyée zrychleni, je tieba zdiraznit, ze obecné a* # ¢*, ponévadz
zrychleni je ddno nejen zménami kiivotarych komponent rychlosti, ale i zmé-
nou baze pii pohybu. Jednoduchy vyraz dostdvdme pro kovariantni kompo-
nenty zrychleni. Podle (1.23), (I1.16) a uzitim dpravy ,per partes“ je

(1.28)

" — ge _d_zﬁ_9_<ﬁu>_vi(ﬁ> (1.29)
@ T T 4t 9gx  dt \Og° dt \9q®) ° '
Podle (I1.23) a (I.16) obdrzime
or
—aF’U = Vq - (130)
Déle je )
d or o°r 0
= - = 1.31
dt g2 8q°‘8qﬂq 8q°‘v (1.31)
Protoze 9 5 3
_ 2
’U—aq—a’v = a—q‘&’v - ’Ua—q’&’v s (132)
je
0 9 [v?
v&;&v = W (-é—) . (133)
Uzitim (1.30), (1.27) v prvnim a (1.31), (I1.33) v druhém clenu (1.29) mame
d 0 d v?
= |56 ~ 7] (5) - (134

V praxi se asto setkdvame s piipadem ortogondlnich souradnic. Vy-
znaduji se tim, Ze je

gop=0 pro a#p, (1.35)
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Jinymi slovy soutadnicové ¢ary jsou kolmé k soufadnicovym plochdm a vek-
tory kovariantni a kontravariantni bdze maji stejny smér. V tomto pripadé je
vhodné zavést ortonormalni, tzv. fyzikding bdz, ktera vznikne normovanim
vektort kovariantni (eventualné kontravariantn{) baze. Oznacime-li fyzikaln
komponenty libovolného vektoru A vlnovkou, ziskdme®

~ 1

Ay = — Ay = hoA° . (1.36)
hq

Zde podle (1.24) s pfihlédnutim k (1.35) a (I.15) jsme oznaéili

1\ 2 2\ 2 3\ 2
e LR

Veli¢iny hq, které jsou funkcemi soufadnic g2, oznacujeme jako Laméovy
koeficienty.

V pfipadé ortogonalnich soufadnic je uziti fyzikdlnich slozek vhodné
u rychlosti a zrychlent, a to jak z matematickych davoda (uziti ortonormalni
baze zjednodusuje vypocty), tak i z divoda fyzikélnich (k této bdzi se
nejcastéji vztahuji méfené veliciny).

Zavadime proto

. o 1 0 [2?

Vo = haq = —i:-——aqa <—2-) s (138)
. 1[d o 0 v?
b = 5 [gi56 = ags] (7) ' (139

Ilustrujme vylozenou teorii na p¥ipadé vélcovych souradnic, kde transfor-
macni vzorce (I.13) jsou ve tvaru

T =pcosy, Yy = psingp z =z . (1.40)
Vzorec (1.28) ddva prepottem do kiivocarych soutadnic
V=02 4 g2 4+ 52 = 52 + %% + 52 (1.41)
Odtud vidime, ze Laméovy koeficienty jsou
hp=1, he,=p, h,=1 (I.42)
® Zde se pres a nestitd. 1 v dalsich vatazich tohoto textu nebude opakovdn indexu zna.

menat s¢itdn{ v piipadé, kdy ziejmé jde o volny index a pouzit{ sumacniho pravidla by
vedlo ke sporu.
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a podle (I1.38) a (1.39) dostaneme

Vp=p, Vp=pp, V=2,

. . . N 1d . . .
ap=p—pg02, aw:;&i (p2<p) , Gy =7Z2. (1.43)

1.3 Rychlost a zrychleni relativniho pohybu

Méjme kartézské soufadnicové soustavy S(O,{eq}) a S’ (0, {e.}). Mezi
privodici r a 7’ libovolného hmotného bodu plati ziejmé

r=r"+r, (1.44)

kde rg je vektor s pocdtkem v O a koncem v O’.
Transformaéni vztah mezi soufadnicemi obou soustav lze napsat jako

Toq = cmxb + by, (1.45)

kde b S()LlViSi se zmeénou o(:a’tku zatimc() C se zménou SIIléI‘l.lo OsS. JSOU
(] ) Ba
phtom splnény relace ortonormality

CBaChy = Oary (1.46)

znamé z analytické geometrie. Pokud se vztazné systémy S a S’ vici sobé
pohybuji, jsou koeficienty cgq a b, funkcemi Casu.

Méjme nyni libovolny ¢asové proménny vektor A nezdvisly na volbé
pocatku. Mezi jeho komponentami v S a S’ plati vztah

Ay = c5aAb . (1.47)
Derivaci tohoto vztahu podle ¢asu dostaneme
Aa = C'gaA’ﬂ + CﬂaAb = éga657A7 + CgaA% s (1.48)
kdyZz jsme vyuzili inverzniho vztahu k (1.47)
A = cpy Ay . (1.49)

Porovnénim s (1.47) vidime, ze CgaAfE, predstavuje v soustavé S komponentu
tasové derivace vektoru A uréené vzhledem k soustavé S’. Oznaéime-li tuto
derivaci ¢arkou, muzeme psit

, .
<dd;4) = cgaAp - (1.50)
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Obdobné je

dA .
— 1 =A 151
( dt )a * (151)
e y y . d d'A T
a vztah (1.48) tedy vyjadiuje skutecnost, e obecné ry # e Polozime-li
. 1
CBaChy = Wary , Wa = —2€afyWiy ; (1.52)

kde €44, je Levi-Civitiiv permutaéni symbol (viz pozndmka v dalsim textu),
muzeme psit, ze

CBaChy Ay = €apywply = (W x A), . (1.53)
Vztah (1.48) lze tedy zapsat jako

dA dA
T @At

(1.54)

Vektor w zavedeny vztahy (I1.52) nazyvdme vektorem uhlové rychlosti sys-
tému S’ vuéi systému S. Uvazujeme-li vektory A, které jsou pevné v §,
)

tj. pro néz je = 0, vidime z (I.54), Ze w m& smér okamZité osy rotace

a velikost rovnou thlové rychlosti ot4ceni kolem této osy®.
Vzorec (1.54) nyni aplikujeme na rychlost a zrychleni. Pfitom oznatime

d'l‘o d21‘0
=% g = (1.55)

jako translacni rychlost a translaéni zrychleni poéitku soustavy S’ vuéi sou-
stavé S. Plati
dr dr'" dn
V== — F — =
dt dt dt
Irl

== twxr +v=v +wxr + v, (L56)

¢imz je dan vztah mezi rychlostmi hmotného bodu v v S a v’ v S’. Pro
body pevné spojené s S’ je v’ = 0, a tudiz jejich rychlost je

w=wXr +uv,. (L57)

® Pfesné vzato, ponévadz wx A4 jakozto rozdil dvou vektord mus{ byt vektorem a vektorovy
soucin dvou vektort je pseudovektor (jeho smysl zavisi na volbé orientace), musi byt w
pseudovektor. Z (1.54) plyne, Ze v pravoto€ivé soustavé souvisi smysl w se smyslem otdcen{
podle pravidla pravotocivého sroubu.
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Rychlost vy nazyvame rychlosti undsivou. Lze ji rozloZit na rota¢ni rychlost
w X 7' a translaéni rychlost vy;.
Pro zrychleni dostaneme obdobnym postupem

_dv _dv |, dwxr)  deg
o ==t @ ta-

= I’t”+wxv’+exr’+wx(%+wxr’)+atr: (1.58)
=a' +2wx v +texr+wx(wxr)+a,
kde € = w je hlové zrychleni S’ vuci S. Je tedy
a-a =a, (1.59)
kde ag se sklada z Coriolisova zrychlent
2w x v’ (1.60)
a undsivého zrychlent
exr +wx (wxr)+ay. (1.61)

Unésivé zrychleni se déli na tfi cleny, které v uvedeném potadi nazyvame Eu-
lerovym, dostfedivym a translaénim zrychlenim. Je ovSem tfeba pozname-
nat, ze tento rozklad (stejné jako rozklad (I.57)) zavisi nejen na samotném
pohybujicim se systému S’, ale i na tom, jak v ném zvolime pocatek. Vhod-
nou volbou poéatku lze vzdy dosdhnout toho, aby translaéni rychlost méla
v daném okamziku stejny smér jako rychlost ihlova. K tomu sta¢i posunout
pocatek do bodu

p= T Y (1.62)

w

v némz je podle (1.57) undasiva rychlost ddna vztahem

W Vir
YV =

1.63
. (163)
Un4siva rychlost poéatku je vSak rovna rychlosti translaéni, takZe vztah
(1.63) dokazuje uvedené tvrzeni. Pohyb tuhého vztazného systému (resp.
tuhého télesa) je tedy v kazdém okamziku pohybem Sroubovym (systém se
pohybuje ve sméru jisté osy a zdroven se kolem ni otaéi).

Pozndmka: Levi-Civitav permutaéni symbol. Tento symbol ¢,g, pred-
stavuje 33 éisel, definovanych timto zptisobem
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= —1 pro liché permutace indexu 1, 2, 3

= 1 prosudé permutace indexti 1, 2, 3
€afy
= 0 pokud jsou aspoii dva indexy stejné.

Z této definice je zfejmé, Ze Levi-Civitiv symbol méni znaménko pii li-
bovolné vyméné indext, tj. je Uplné antisymetricky. Je snadné ukdzat, ze
soucin dvou Levi-Civitovych symbolii se d4 vyjadfit pomoci determinantu
z Kroneckerovych matic

5(1)\ 5a,u 5(11/
€afyeruy = (55,\ 5[3# 53,, . (1.64)
‘57/\ 57u 571/

Sectenim pfes jeden ¢i vice indexti odtud dostdvame

€apryeruy = Gardpu — daudpn
€aByErgy = 2041, (1.65)
€apyCapy = 6.

Je také snadné se presvédéit, Ze Levi-Civitav symbol umozituje jednoduchy
zapis komponent vektorového souéinu

(A X B)a = €a,6'yAﬂB~/ . (1.66)

Uziti Levi-Civitova symbolu ve spojeni se vzorci (1.65) je velmi vyhodné pii
odvozovéani riznych identit vektorové algebry a analyzy. Jako priklad si zde
ukdzeme pievedeni dvojnésobného vektorového souéinu na skaldrni soudiny,
kterého jsme uzili pii vypoctu (1.63). Je

[A X (B X C)]a = Eaﬂ'yAﬂffyéeBdCe = ea,/)’fye&e'yAﬂBJCe =
= (Jaﬁdﬁe - 6&65/36) AﬂBJCe =
= Ba (ApCpg) — Co (ApBp) ,

takze
Ax[BxC]=(AC)B - (AB) C . (L.67)

.4 Inercialni vztazné systémy. Galileiho transformace

Je ziejmé, ze pro formulaci zdkondi mechaniky budou nejvhodnéjsi tuhé
vztazné systémy a v jejich rdmci zavedené kartézské soufadnice. Vznikd
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ovéem otézka, zda mezi véemi tuhymi systémy neexistuji nékteré (popf.
alespoii jeden), které jsou fyzikalné privilegovany. Tato otdzka se vine celymi
d&jinami fyziky, Newton ji fesil pfedpokladem o existenci absolutniho pro-
storu. Podle toho by mél byt jisty vztazny systém privilegovan tim, Ze
se nepohybuje viiéi absolutnimu prostoru. Fyzikalni charakteristiku tohoto
systému (resp. samotného absolutniho prostoru) podava 1. Newtoniv zdkon.
Podle ného se volng hmotny bod viiéi tomuto systému pohybuje bez zrych-
leni. K jeho praktickému nalezeni je tedy tfeba védét, co je to volny hmotny
bod. Rozumime jim hmotny bod, na néjZ neplisobi pravé (tj. skutecné) sily,
majici pivod ve vzijemné interakci hmotnych bodl. Lze pfedpokladat,
ze pravé sily se s rostouci vzddlenosti interagujicich objektu blizi k nule,
takze volné hmotné body mohou byt v rozumném asovém intervalu s do-
stateénou pfesnosti realizovany, a lze se pak pfesvédiit, Ze systém spliujici
pozadavek 1. Newtonova zdkona vskutku existuje. Podobnym zpisobem
muZeme v astronomii zavést inercidlni systém spojeny se stalicemi a vzta-
hovat k nému pohyby planet ve slune¢ni soustavé, anebo systém spojeny se
stfedy okolnich galaxii a vztahovat k nému pohyby hvézd nasi galaxie. Ta-
kovyto systém se nazjyva inercidlni. (Poznamenejme vSak, Ze toto zavedeni
inercidlniho systému by bylo zcela uspokojivé, jen kdyby kosmické hmoty
tvorily ostrovni systém v prazdném prostoru. Uvazujeme-li v rdmci ne-
wtonovskych piedstav nekoneény vesmir zaplnény hmotou, nelze gravitacni
plisobeni jeho vzdalenych ¢4sti nikdy zanedbat a uvedené inercidlni systémy
musime proto povazovat pouze za ,mistni“ a nerozsifovat je na cely vesmir.)

Nyni ovSem vznika otdzka, je-li inercidlni systém urcen jednoznac¢né. To
jest predpokldddme, Ze jsme nalezli systém, v némz jsou zrychleni vsech
volnych hmotnych bodl rovna nule, a tiZeme se, existuje-li jiny systém
o téze vlastnosti.

Pohlédneme-li na vzorec (1.59), vidime, zZe je k tomu tieba, aby pro
vSechna r' a v’ platilo

a=2wxv +exr+wx (wxr)+a;=0. (1.68)

To je mozné jen tehdy, kdyz w i a; jsou rovny nule, takze vztah (1.56) se
redukuje na

v=v+V, (1.69)

kde V je konstantni vektor. Integraci (1.69) dostdvame (za piedpokladu, Ze
v ¢ase t = 0 potatky obou soustav splyvaji)

=r'+ Vt. (1.70)
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To je Galileiho transformace ve vektorovém tvaru. Dopliiujeme ji jesté vzta-
hem
t=t (L.71)

vyjadiujicim v klasické nerelativistické mechanice predpoklddanou existenci
absolutni soucasnosti. Vzorec (I.70) vyjadfuje, Ze mame-li jeden inercidlni
systém, jsou inercidlnimi téz vSechny systémy, které se vzhledem k nému po-
hybuji rovnomérné a pfimocaie libovolnou rychlosti V. Skladéni Galileiho
transformaci (1.70), (I.71) lze chépat jako operaci, kterd spliuje axiomy
grupy (jednotkovym prvkem je identicka transformace V = 0 a inverzni
prvek dostaneme zdménou V za — V). Lze fici, Ze vztah

a=0 (1.72)

Jje vuéi této grupé invariantni.

Vzhledem k pfedeslému vykladu je vhodné nahradit 1. Newtontv zékon,
vztahujici se ve své plvodni formulaci k fyzikdlné neprokdzanému abso-
lutnimu prostoru, principem setrvaénosti, tj. postuldtem, Ze existuje in-
ercidlni systém. V tomto systému se pak obvykle pracuje pii formulaci me-
chanickych zdkoni.

Dodejme jesteé, Ze volime-li soufadnicové soustavy v systémech spojenych
Galileiho transformaci tak, aby v ¢ase t = 0 splyvaly a aby osa z méla smér
rychlosti V', pak z (1.70) dostaneme

/ /

z=z'+Vt, y=y, z=¢, (L.73)
coz je specidlni Galiletho transformace.

Pozndmka: Galileiho, Newtonovo a Machovo hledisko. Privilegovan4
tfida inercidlnich systémi, odvozovand z dila Galileiho, je jakousi stfedni
cestou mezi dvéma krajnimi stanovisky, ktera se v déjindch fyziky objevuji.

Jednim je jiz zminéné pavodni stanovisko Newtonovo, jehoz vzniku a udr-
Zovani ziejmé napomdhala skuteénost, ze z praktického hlediska vskutku
existuje , privilegovany“ systém (spojeny se stilicemi, event. s galaxiemi).
Bylo vyvijeno znalné, avsak zcela netispésné usili uréit pohyb Zemé vuéi
absolutnimu prostoru pomoci laboratornich experimenti.

Jiné hledisko, zastdvané zejména E. Machem, vychizelo z nizoru, Ze fy-
zikdlni vyznam by mély mit pouze ptimo pozorovatelné relativni vzdalenosti
téles. Proto by mély byt k formulaci zékonti mechaniky stejné vhodné vsech-
ny tuhé vztazné systémy. Nepochybnd vyluénost inercidlnich systémt by se
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méla vysvétlit tim, Ze je vzhledem k nim (zhruba) nulové zrychleni kos-
mickych hmot, jez jsou skuteénym zdrojem setrvanych sil projevujicich se
v ,neinercidlnich“ systémech.

1.5 Sila a hmotnost

Pro formulaci pohybovych zédkoni je tfeba dodat k jiz probranym kinema-
tickym pojmfim dynamické pojmy hmotnosti a sily. Tiebaze jde o pojmy
tak zdkladni a Siroce uzivané, jejich piesny smysl neni snadné vysvétlit. Ne-
Ize je totiz definovat ,,predem*, oddélené od zékont, v nichz vystupujf; jejich
pravy vyznam je ziejmy jediné v ramci téchto zédkoni, které je vlastné defi-
nuji implicitné. PonévadZ teoretickd mechanika je ve své podstaté fyzikalni
(na experimentu zalozenou) teorii, je vhodné se o povaze a zavedeni téchto
zékladnich pojmu alespon struéné zminit.

Méjme soubor N hmotnych bodu (E4stic), které budeme popisovat z hle-
diska inercidlnfho systému. Je prokéazano, ze v Sirokém rozmezi nasi zkuse-
nosti plati se znaénou piesnosti, ze zrychleni kteréhokoliv (napfiklad prvni-
ho) bodu zavisi jednak na poloze a rychlosti tohoto bodu samého, jednak
na polohach a rychlostech bodu ostatnich. Lze tedy psat

a; = (7‘1,’01,0!1; rg,vz,ag;...;rN,vN,aN) y (1.74)

kde o; (pro kazdy index ) znamend soubor parametrii’ charakterizujicich i-
ty hmotny bod. Mezi témito parametry existuje jeden, ktery je univerzalni,
tj. mé pro viechny body nenulovou hodnotu, a tato hodnota je vzdy kladna.
Zrychleni je tomuto parametru nepiimo imérné, takze lze psit

o = Fy (11, v1,015 T2, V2,02; ...} TN, UN, ON) ‘ (1.75)
my

Veli¢ina m; se nazyvé hmotnosti daného bodu a funkce Fy silou plisobici
na tento bod se strany bodii ostatnich. Ve vztahu (1.75) pozndvdme 2. Ne-
wtontiiv zdkon. Aby mél vskutku charakter zdkona, ktery slouzi k urceni
zrychleni z polohy a rychlosti ¢astice, musime byt schopni pfifadit ¢stici
jeji hmotnost a silu na ni pisobici bez ohledu na pozorované zrychleni.

V newtonovské mechanice se predpokldadd platnost principu nezdvislosti
sil, podle néhoz lze psat

mipa =

= Fip (11, 79, v1, 2, 01,02) + ... + Fiy (r1, 7v, v, oy, a1, an) ,  (1.76)

7 O téchto parametrech obvykle predpoklddédme, Ze jsou to redlna &isla (skaldry), kterd se
s Casem neméni.
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tj. sily plsobici mezi dvojici ¢dstic nejsou ovlivnény piitomnosti dalsich
Castic a sCitaji se jako vektory. To znamend, 7e kazdou interakci muzeme
rozlozit na interakce pdrové. Pro tyto interakce pfedpokldddme platnost
3. Newtonova zdkona, nazyvaného tradiéné zdkonem akce a reakce

Fip = —Fy . (1.77)

Tento zékon je pro vystavbu mechaniky velmi dilezity, nebot piepiseme-li
Jjej vyuzitim vztahu (1.75) do tvaru

mia; = —maas , (178)

vidime, Ze ze znalosti zrychleni dvou interagujicich &4stic (na néz jinak z4dn4
sila neptisobi) je mozné ur¢it pomér hmotnosti. Ponévadz jednotka hmot-
nosti mize byt volena libovolné, znamend to, Ze hmotnosti lze uréit z pozo-
rovanych zrychleni.

Pred mechanikou pak stoji dkol urcit jednotlivé typy sil, které mezi
Casticemi plsobi, a stanovit jejich zdkony. Soustava Newtonovych zikont
se tak stala obecnym schématem, do néhoz by mél byt (podle piedstav
pretrvavajicich aZz do pocatku tohoto stoleti) ulozen popis veskerych inter-
akci.

Dalsi omezujici pozadavky na tento popis, a tedy na funkéni tvar sily
pisobici mezi dvojici ¢astic, kladou principy symetrie. Principu homogenity
¢asu jsme jiz uzili v (1.74), kdyz jsme pfedpokladali, ze zrychleni explicitné
nezdvisi na Case. Jinak feCeno, formulace fyzikalnich zdkont nezivisi na
tom, jak zvolime pocitek v case. Obdobné homogenita prostoru znameni,
ze formulace téchto zakonu nezdvisi na volbé potatku v prostoru, a izotropie
prostoru, Ze nezdvisi na volbé sméru soufadnicovych os.

Moderni fyzika jednoznané rozhodla, 7e k témto univerzilnim prin-
ciplim symetrie je tieba pfifadit i princip relativity pozadujici fyzikalni rov-
noprdvnost vSech inercidlnich soustav. Byla s tim ovSem spojena zasadni
prestavba naSich znalosti o prostoru a Case, jiZz se budeme zabyvat az v z4vé-
recné Casti této knihy. Je vSak mozné postulovat princip relativity i v ramci
newtonovské mechaniky a uvazovat o disledcich takového postulatu.

Tyto otdzky mizZeme formulovat jesté ponékud jinak. Lze zapsat vztahy
pro transformace odpovidajici pfislu§nym symetriim, tj. pro posun v ¢ase,
posun v prostoru, otoCeni v prostoru a pfechod k jiné inercidlni soustavé,
tj. v rdmci newtonovské fyziky transformaci Galileiho, a pozadovat, aby
fyzikalni zdkony byly viéi témto transformacim invariantni (tj. formalné
stejné vyjadieny). Je zfejmé, Ze vSechny uvedené transformace tvoii grupu
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— grupu Galileiho®. V rdmci popsaného programu se jiz samotnému New-
tonovi podfilo velmi dokonale vystihnout gravitacni interakci. Newtonuv
gravitaéni zakon
F]g = /ﬁ}T-—n—l—’rn—g T2 (1.79)
(ri2
(kde 2 = r — r1, k je konstanta, jejiz hodnota zavisi na volbé jedno-
tek) zfejmé vyhovuje viem uvedenym pozadavkim. Je velmi pozoruhodné
a zdvaZné, Ze parametr, ktery je mirou gravitace — tihovd hmotnost m —
je identicky s dfive zavedenou hmotnosti, kterd charakterizuje setrva¢nost
¢astice a muze byt proto nazvana hmotnosti setrvacnou. To vede ve spojeni
s (I.75) ke vztahu
ma2

(r12)°
takze zrychleni ¢dstice g pfi gravitacni interakci nezavisi na jeji hmotnosti
a ma vyznam intenzity gravitactniho pole buzeného ostatnimi éasticemi.
Diivod rovnosti hmotnosti tihové a setrvaéné nebyl Newtonovi zndm®.

Dalsi interakci, jejiz zakony se fyzikové snazili v rdmci newtonovského
programu formulovat, byla interakce elektromagnetickd. Parametrem ji pfis-
lusnym je elektricky naboj e. Coulombiv zékon pro pisobeni elektrickych
naboju v klidu je formalné (az na odlisné znaménko) obdobou Newtonova
gravitaéniho zakona. Pohybem niboju vznikd navic magnetické pole, které
pusobi jen na pohybujici se ndboje. Toto pusobeni vyjadfuje Lorentzova
sila. Pro linearni nekoneény vodi¢ protékany elektrickym proudem je magne-
tické pole uréeno Biotovym—Savartovym zdkonem. Spojeni vSech uvedenych
zdkont napovidé, Ze sila vznikajici vzdjemnym pusobenim naboji by mohla

a =K T2=g, (1.80)

mit tvar

€1€2 r

13 o Trov X (e xr)| =el (E+ v x B), (1.81)

v némz r = rp — 11, €0, ho jsou konstanty, E znac¢i intenzitu elektrického
pole a B indukci magnetického pole buzeného ndbojem ey;. Takto kon-
struovany vztah je vSak nevyhovujici, nespliiuje zdkon akce a reakce ani

8 Kromé uvedenych transformac{ patfi k transformacim symetrie prostoroéasového kon-
tinua jesté obrdceni Casu a inverze (zrcadleni) prostoru. V rdmci newtonovské fyziky je
pfirozené piedpoklddat invarianci fyzikdlnich zdkonu i vuéi témto diskrétnim transfor-
macim a zahrnout je do grupy Galileiho. Podgrupu neobsahujici diskrétni transformace
pak nazyvame

vlastni grupou Galileiho.

® Newton uréil ms/mt = 1% 1072, Klasické Eétvésovo méfeni (1889) dalo pro tuto
veli¢inu 1 4 10~°, nejnovéjsi méieni dosshla presnosti 14 10712,
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princip relativity. Snahy o vyjadieni elektromagnetické interakce pomoci sil
okamzité pusobicich na dalku nebyly spésné a ukézalo se, ze jeji zdkony
lze uspokojivé formulovat pomoci Maxwellovy teorie elektromagnetického
pole. Tato teorie ddvd moznost formulovat zdkony elektromagnetické in-
terakce pomoci retardovaného (Casové zpozdéného) vzajemného puisobeni
néboji. Pouze v pfipadé relativnich rychlosti ndboji malych ve srovnani
s rychlosti svétla lze z Maxwellovy teorie obdrzet popis interakce nabitych
Céstic ,na dalku“, ktery je ovSem pouze pfiblizny.

V klasické mechanice se ¢asto setkdvame se silovym plisobenim, jehoz
zdkony nejsme schopni odvodit ze znalosti zdkont zdkladnich interakci.
V téchto piipadech se opirdme o empirické poznatky a o tvahy na nich
zaloZzené. Musime pfirozené poéitat s tim, ze rovnice, k nim# takto dospéje-
me, budou mit jen pfibliznou platnost.

.6 Newtonovy pohybové rovnice

Rovnice (1.76) popisuji, jak se interakce hmotnych bodi projevuji na jejich
pohybu. Casto vsak nastiva situace, kdy se zajimdme o pohyb jediného
hmotného bodu, jehoz vliv na ostatni objekty muZeme povazovat za za-
nedbatelny. To znamend, ze v (1.76) jsou 7,..., Ty, v,..., vy zadanymi
funkcemi ¢asu a pro nds§ hmotny bod mame prosté

ma = F (r,v,t) (1.82)

(index 1 vynechdvame). Mluvime pak o pohybu hmotného bodu vlivem
vnéjsi sily F (7, v,t), popfipadé ve vnéjsim silovém poli. Pfitom Easto neni
tfeba védét, jak F (7, v,t) z4visi na elementdrnich interakcich, a Ize se spo-
kojit s tim, ze tvar této funkce byl uréen experimentalné.

Vektorova rovnice (1.82) pfedstavuje soustavu t¥{ rovnic

msz:Fx(a:,y,z,at,;t),z‘,t) >
mi}sz(z,y,z,a’c,y,z’,t) ’
mz = F, (-’C,yazaiﬁl),i:t) 3 (183)

v nichZ jsme kartézské soufadnice daného bodu oznatili z,y, z. Je to tedy
soustava tfi obyCejnych diferencidlnich rovnic, které jsou linedrni vzhledem
ke druhym derivacim. Tyto rovnice se nazyvaji Newtonovyjmi pohybovymi
rovnicernt pro hmotny bod. Z téchto rovnic je tieba urcit » = r(t), ¢ili
z = z(t), y = y(t), z = 2(t), tj. pohyb daného hmotného bodu. Tento

34



pohyb je dén partikuldrnim feSenim rovnic (1.82), popf. (1.83), spliiujicim
pocdtecni podminky

T lt=to = T0 , V|t=to = Vo . (1.84)

Obvykle je nejvyhodnéjsi brat ty = 0.
Jak vime z teorie soustav oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, obecné fe-
Seni rovnic (1.83) obsahuje 6 libovolnych konstant a lze je psat jako

r=r(tcy,...,C) - (1.85)

Hodnoty téchto konstant v zdvislosti na poéateénich podminkdach lze zjistit
ze Sesti rovnic (1.84) a obdrZet tak z obecného feSeni partikularni feSeni pro
dany konkrétni ptipad. Zderivovanim (1.85) obdrzime

v=uv(tcy,...,cq) . (1.86)
Z rovnic (1.85) a (I.86) lze urcit 6 funkci

c1=c(r,v,t),

Ce = Cp (7’, v, t) 3 (187)

které v dusledku platnosti pohybovych rovnic (I.82) nabyvaji pro skute¢ny
pohyb konstantnich, tj. na ¢ase nezdvislych, hodnot. Funkce o této vlastnosti
se nazyvaji pruni integrdly pohybovijch rovnic.

Prvnich integrala se ¢asto vyuziva pfi feSeni pohybovych rovnic. Podafi-
li se z pohybovych rovnic vyvodit, Ze

d
— i = L
plyne odtud ziejmé, ze
o (@s,ipt) = c, (189)

kde ¢ je konstanta — prvni integrdl pohybovych rovnic. Rovnice (1.89) je
1. fddu, coz usnadniuje jeji feSeni. Nékdy se podaii (zpravidla vyuzitim po-
znatkll o symetriich systému, jak o tom budeme mluvit pozdéji) nahradit
tivodni pohybové rovnice stejnym poétem prvnich integrald, z nichz pak
»druhou integraci“ obdrzime feSeni plivodnich rovnic.
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Vse, co bylo feteno o soustavé tfi Newtonovych rovnic (1.82), se d4
prenést i na obecny piipad rovnic (1.76) pro interagujici soustavu N hmot-
nych bodi (které se eventudlné mohou nachdzet ve vnéjsim silovém poli).
Méme pak N vektorovych rovnic

m;a; =Fl (rjvvj’t) ’ (190)

kdei =1,..., N, coz reprezentuje po rozepsani do slozek 3N diferencialnich
rovnic 2. f4du, jez jsou linedrni vzhledem ke druhym derivacim. Obecné
feSeni takovychto rovnic obsahuje 6N libovolnych konstant, jez opét miizeme
vyjadrit jako funkce pocéteénich podminek.

Existence a jednoznacnost feseni Newtonovych rovnic fyzikdlné zna-
mena, Ze polohy a rychlosti systému v €ase ty determinuji jeho dals casovy
vyvoj. Tato forma determinace, kterd je charakteristickym rysem klasické
mechaniky, se ¢asto nazyva laplaceovskiym determinismem.

.7 Hmotny bod v neinercialnim systému

Vratme se k odstavci 1.4 a povazujme S za inercidlni a S’ za neinercislni
vztazny systém. Nechf hmotny bod m4 v systému S zrychleni a a v systému
S’ zrychleni a’. Vztah mezi obéma zrychlenimi vyjadfuje rovnice (1.59). Zna-
sobime-li ji hmotnosti, dostavame

ma' =ma - may (1.91)

a uzitim (I.82) ziskdme
ma' = F —may . (1.92)

Hmotny bod se tedy v neinercidlni soustavé pohybuje tak, jako by na néj
kromé vyslednice pravych sil zpiisobenych interakcemi s jinymi hmotnymi
body pusobila jesté sila

Fy = —may (1.93)

dand neinercidlnosti systému. Nazyvame ji silou fiktivni, ponévadz ji lze
odstranit prechodem k inercidlnimu systému. Tato sila se sklads ze sily
Coriolisovy (srv.(1.60))

Feor = —2mw x v’ (1.94)

plisobici pouze na hmotné body, které se vzhledem k S pohybuji, a ze sily
setrvacéné
Foetr =—mlex '+ wx (wx ')+ ay] . (1.95)
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Setrvacna sila se (relativné vzhledem k volbé poéatku v S”) rozklada na silu
Eulerovu —m (e x 7'), silu odstfedivou —mw X (w X 7’) a na silu translaéni
—may,. Fiktivni sila Fy je podle (1.93) imérnd hmotnosti, coz ji ¢ini ana-
logickou gravita¢ni sile. Zrychleni volnych hmotnych bodi v neinercidlnim
systému, pravé tak jako v gravitatnim poli, nezavisi na jejich hmotnostech.
Tato podobnost neinercidlniho systému a gravitaéniho pole je dusledkem
rovnosti tihové a setrvac¢né hmotnosti a poslouzila jako vychodisko k obecné
teorii relativity.

jeny se Zemi. Jeho neinercidlnost je v podstaté zpusobena tim, Ze se Zemé
otaci okolo své osy thlovou rychlosti w = 27 /hvézdny den. Polozme

Fgrav + Fsetr
m

=g. (1.96)

Zde g je efektivni gravitacni zrychleni (méfené napiiklad reverznim ky-
vadlem); v dusledku rovnosti tihové a setrva¢né hmotnosti nelze lokdlnimi
experimenty rozeznat, jaka ¢ast tohoto zrychleni je dana gravitaci a jaka ne-
inercidlnosti systému (tzv. princip lokdlni ekvivalence). Rovnice pro pohyb
hmotného bodu v gravitaénim poli Zemsé je tedy'?

F
a=g—2w><'u+;n~, (1.97)

kde F znaci vyslednici pravych sil negravitaéniho pivodu. V malych oblas-
tech prostoru lze ziejmé g povazovat za konstantni.

Pfitomnost Coriolisova ¢lenu v rovnici (1.97) ma fadu zndmych geogra-
fickych a meteorologickych nésledku (vymildni pravych bfeht fek na severni
polokouli a levych na jizni polokouli, stad¢eni vétri a mofskych proudu).

1.8 Zakon zachovani energie

Mezi prvnimi integrily pohybovych rovnic, o kterych jsme se zmifnovali,
maji zvldstni vyznam ty, jejichz existence vyplyva z jistych obecnych prin-
cipu. Jsou to integraly energie, hybnosti (impulzu) a momentu hybnosti
(momentu impulzu, resp. toéivosti).

Mgéjme systém N interagujicich ¢dstic a jejich pohybové rovnice (1.90).
Vynasobme kazdou rovnici skaldrné rychlosti pfislusné castice v; a takto

19U vektorl @ a v vynechdme Carky, kterymi jsme pfedtim vyznaovali neinercidlnost.
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vzniklé rovnice se¢téme. Dostavame tak
N N
Zmia,-vi = ZFiUi . (1.98)
i=1 i=1

Levou stranu (I.98) miZeme napsat ve tvaru éasové derivace

N d N viz
Z:mia,i'vi T Zsz . (1.99)
i=1 1=1 .
Veli¢inu
1 N
T= 5;%%2 (1.100)

nazyvdme kinetickou energii daného systému éastic. Je to ziejmé veli¢ina
aditivni, tj. plati
N 1
T=>T, T, = §m,~vi2 ) (1.101)

Provedeme-li integraci (I1.98) v ¢ase od pocdtecniho okamziku po libo-
volny okamzik t, dostavame v dusledku (1.100)

N t N B
T-T :Z/F,"Uidt: Z/Fid"'i, (1.102)

kde A zna&i pocitetni, B koncovou polohu systému a integral se poéité
podél kiivky spojujici body A a B, jde tedy o kiivkovy integral. Jednot-
livé kiivkové integrily se pocitaji podél skutecnych trajektorii jednotlivych
castic systému. Vztah (1.102) fikd, Ze pFirtstek kinetické energie systému je
roven souctu prac? vSech sil, které v systému pusobi.

Jestlize pro sily F; existuje funkce V (rq,..., ry,t) takova, Ze
ov ov 171%
F;=—grad,V =—(t —+jJ —+k — 1.103
2 gra’ 1 (‘l 8:131 +] ayz + 3zz) ’ ( )
fekneme, Ze tyto sily jsou potencidlové, a funkci V (ry,..., ry,t) nazveme

potencidlni energii. Pokud tato funkce zavisi pouze na pruvodiéich, co# lze
v diisledku homogenity ¢asu a izolovanosti systému otekédvat, nazyvame sily
odvozené z potencidlni energie podle (1.103) konzervativni.
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Jsou-li sily konzervativni, obdrzime pro pravou stranu vztahu (I1.102)
vyraz V(A) — V(B), &ili potencidlni energie v libovolné zvolené poloze B je

N B
—E/Fdr,+v ). (1.104)
=1

Potencidlni energie je tedy urCena az na aditivni konstantu V(A4), coz je
potencidlni energie, kterou muzeme libovolné pfipsat néjaké ,vychozi“ po-
loze systému. Je-li tato vychozi poloha polohou v case ty, je V(A) = Vp
a spojenim s (1.102) dostdvame

d(T+V)

T+V=To+W, T

=0. (1.105)

Mechanickd energie soustavy Castic, tj. veli¢ina E =T 4V, se v tomto
piipadé zachovava.

Na i-ty hmotny bod nechf piisobi konzervativni sily FiI a nekonzerva-
tivni sily F}!, takZe vysledna sila F; je jejich souttem. Protoze nekonzerva-
tivnim sildm nemtZeme pfipsat potencidlni energii, ze vztahu (I1.102) nyni
dostavame

E—E; = / Fllydt, (1.106)
= lto

coz znamens, e zména (mechanické) energie soustavy hmotnych bodi je
rovna praci nekonzervativnich sil. Je patrné, Ze v tomto piipadé zdkon za-
chovani mechanické energie soustavy hmotnych bodd neplati. ZkuSenost
i fyzikdlni teorie na nich zalozené vSak uci, Ze zdkon zachovéni energie je
univerzalné platnym ptirodnim zidkonem. Nezachovani mechanické energie
miZeme piipsat nékolika faktorium. Pfedné nas systém nemusi byt izolovany
a muZe si vyménovat energii se svym okolim. Dale nd$§ makroskopicky popis
nemusi zachycovat mikroskopické formy energie spojené s pohybem a in-
terakcemi pifimo nepozorovatelnych slozek systému. Konecné se nelze vzdy
omezit na mechanickou energii a v bilanci energie je tieba uvazovat téZ ener-
gii poli, jejichz prostfednictvim na sebe hmotné body piisobi. Napitiklad
uzavieny systém elektricky nabitych &dstic mize byt v ramci mechaniky
popsén pouze priblizné. Pfesnéjsi popis musi pocitat se samostatnou exis-
tenci elektromagnetického pole a jeho energie Ep, pficemz plati

Ey + Ep = konst (I.107)
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kde Ey znac¢i mechanickou energii ¢astic, jiz je v tomto pripadé energie
kineticka. Z pfedchoziho vztahu snadno dostaneme, ze

dEy I dEp
—— =) F'vdt=——.
dt 2l dt
Prace nekonzervativnich sil se tedy déje na ti¢et zmény nemechanické energie
a pusobi zménu mechanické energie soustavy.
Podle pfedpokladu o parovém charakteru interakci je potencidlni energie
systému sou¢tem potencidlnich energii jednotlivych dvojic hmotnych bodu

(1.108)

N N
V=> >V, (1.109)

i=1 j=i+1

kde Vj; = Vj; (r;, ;). Stali se proto omezit na uréeni potencilni energie
dvojice hmotnych bodt 1 a 2, kterou budeme znacit prosté V. Podle zékona
akce a reakce je
ov. oV
or ony

Zaved'me nové proménné a = ry—7ry, b = ry+r,. Piepisem (I.110) do téchto
proménych zjistime, Ze V nezdvisi na b a je tedy funkci pouze relativniho
polohového vektoru

(1.110)

V =V(r), r=ry—1r . (L.111)

Specilné dilezity je pfipad, kdy potencidlni energie parové interakce zavist
pouze na velikosti relativniho polohového vektoru, tj. V = V(r). Pak plati
oV ov or ov
Fpb=-Fi=—f—=—-————=—-—v=F(r)v, I.112

2 ! ory Or dry ar (r) ( )
kde v je jednotkovy vektor ve sméru spojnice bodii 1 a 2. To znamens,
ze jde o silu centrdini. Potencilni energii dvojice bodi puisobicich na sebe
silami typu (I.112) snadno vypocitdme jako

B T
V —V(4) = -/(Fldm + Fodry) = —/F(r)dr. (L113)
A o

Konstantu V'(A) €asto volime tak, aby byla nulovs pfi nekoneéné vzdalenosti
interagujicich ¢dstic. Napiiklad pro gravitaéni silu (I.79) potom je

Vo= g2 (L.114)

r
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Sledujme dile pohyb jediného hmotného bodu popsany rovnici (1.82),
piisobeni ostatnich objekt je vyjadfeno pomoci zadané funkéni zdvislosti
sily F = F (r, v, t). V tomto pfipadé (1.98) dava

d

—T =Fv. 1.115
T (1.115)
Veli¢inu na pravé strané nazyvame vykonem sily. Pokud sila F v tomto
vztahu nezavisi na rychlostech, vznikd otdzka, kdy lze tuto silu odvodit
z potencidlni energie, tj. psat

F = —gradV (r,t) . (I.116)

Ze vztahu (I.116) vyplyva (pokud lze druhé derivace V podle prostorovych
soufadnic povazovat za zdménné), Ze

rotF =0. (I.117)

Tento vztah je tedy nutnou podminkou pro existenci potencidlni energie.
Naopak predpoklddejme, Ze plati (I1.117). Spojme dva body 7,7 dvéma
ruznymi kfivkami o, 3. Plati

/Fdr - /Fdr - yfpdr - /rothS _o0, (L118)
a B S

kdyZ jsme uzili Stokesovy véty pievadéjici kiivkovy integral po uzaviené
kiivce na plosny integral pfes plochu, kterou tato kfivka ohrani¢uje!! (aby
bylo mozné tuto plochu kfivkou prolozit, musi byt zkoumand oblast pro-
storu, v niz plati (I1.117), jednodusSe souvisld, coz budeme déle predpokla-
dat). Z rovnice (1.118) plyne, Ze kiivkovy integral sily nezdvisi na integracni
cesté a potencidlni energie muze tedy byt uréena jako

V(r) = V(r) - /Fdr. (L119)

Podminka (I.117) je tedy pro existenci potencidlni energie (v jednoduse sou-
vislé oblasti) téz postacujici. Tuto podminku lze pouzit také na pripad in-
terakce dvou &dstic, je-li sila mezi nimi piisobici zavisld pouze na relativnim
polohovém vektoru r = ro — 7.

11 O diferencidlnich operatorech grad, rot, div a o Stokesové vété pojedndvame podrobnéji
pozdéji.
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Nezavisi-li silové pole F, resp. potenciilni energie V na ¢ase, lze pak
pfepsat (I.115) na zdkon zachovéani energie pro dany bod

d(T+V)

& =0, ¢li T+ V =konst. (1.120)

Casto je vyhodné psat potencidlni energii ve formé V = a¢, kde « je para-
metr odpovidajici dané interakci (hmotnost v gravitaénim poli, ndboj v poli
elektrostatickém). Funkce ¢(r,t) pak nezdvisi na zkoumané ¢4stici, ale jen
na silovém poli, v némz se pohybuje. Této funkci fikdme potencidl daného
pole.

Poznamenejme ovSem, Ze i kdyz formalné mluvime o V' jako o potencialni
energii daného hmotného bodu, jde fakticky o interakéni energii popisujici
jeho interakci s ostatnimi objekty. Platnost zékona zachovéni energie (1.120)
predpokladd, Ze lze zanedbat zmény kinetickych energii téchto objekti.

.9 Zakon zachovani hybnosti. Stted hmotnosti

Sectéme pohybové rovnice (I.76) izolovaného systému N interagujicich ¢as-

tic. Dostaneme
N N N

Y mia; =) Y Fij, i#j. (L121)

=1 i=1j=1
V disledku zdkona akce a reakce je prava strana rovna nule. Plati tedy

N d N
> mia; = Et-;mivFo, (1.122)

i=1
neboli vektor

N
P = Zmiv,- (1123)
=1

zistavd konstantni. Tento vektor se nazyva (dhrnnou) hybnosti systému
a rovnice

dP
= = 124
a =" (1.124)

vyjadfuje zdkon zachovani (ihrnné) hybnosti. Hybnost je zfejmé veli¢inou
aditivni, tj.

N
P=>p;, pi = m;v; . (1.125)
=1
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Vyuzitim pojmu hybnosti miZeme 2. Newtoniv zdkon zapisovat jako

dp;

- = F (1.126)

Ze vztahu (1.126) vidime, Ze hybnost hmotného bodu se zachovdva pouze

tehdy, neni-li podroben pisobeni sily, tj. jde-li o volny hmotny bod.
Obecnéji muzeme predpoklddat, Ze nas systém N Cdstic neni izolovany

a #e na jeho hmotné body pusobi kromé vnitinich sil interakci Fj; jeSté

vnéjsi sily F;. Pak seftenim pohybovych rovnic dostaneme namisto (1.124)

vztah
N

dpP
= = 21 F,=F, (I.127)
1=
kde F je vyslednice vngjsich sil piisobicich na systém. Vztahu (1.127) fikdme

1. impulzovd véta.
Uhrnnou hybnost systému muZzeme pfepsat na tvar

N
P=) mv= Ma—tﬁ me , (1.128)

kde jsme jako M ozna&ili thrnnou hmotnost systému

N
M=) m. (1.129)
Vektor
N
}:min
=1
== L
R i (1.130)

nazyvame polohovym vektorem stfedu hmotnosti daného systému.
Déle ozna¢ime R = V rychlost hmotného stfedu, takze tihrnou hybnost

lze psat jako
P=MV. (1.131)

Pomoci stfedu hmotnosti 1ze 1. impulzovou vétu piepsat do tvaru
P=MR=F, (1.132)

ktery se forméalné shoduje s 2. Newtonovym zdkonem pro hmotny bod. Lze
tedy Fici, ze zakon pro &4stice se reprodukuje na tirovni systému. Tato shoda
ném umoziiuje aproximovat slozité systémy (napiiklad planety) hmotnymi
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body. Ze vzorce (I1.132) plyne i obdoba zdkona setrvacnosti pro hmotny
bod: v nepfitomnosti vnéjsich sil se stfed hmotnosti systému pohybuje rov-
nomeérné a pfimocare.

Povsimnéme si jesté, ze v homogennim tihovém poli o intenzité g je
potencidlni energie systému Edstic rovna

N
V = konst — Z m;gr; = konst — MgR , (I.133)
i=1
tj. je rovna potencidlni energii stiedu hmotnosti. Proto se pro stfed hmot-
nosti uzivd v tomto pfipadé ndzvu téziste.
Zvolime-li pocétek ve stfedu hmotnosti, pak pro polohové vektory vedené
z tohoto pocdtku a oznacené hvézdickou ziejmé plati

N N
domir =0, > miy*=0. (L134)
i=1 i=1

VyuZijeme tohoto vztahu k tpravé vyrazu pro kinetickou energii systému
¢astic. Protoze je
=R+ Ti* , v, = V + 'U.i* , (1.135)

lze psit
T= Z —m;v;? = MV2 + Z —m;u}? (I.136)
kdyZz jsme vyuzili (I1.134). Kinetickd energie systému je tedy rovna souctu

kinetické energie stfedu hmotnosti a kinetické energie systému viiéi stiedu
hmotnosti.

.10 Zakon zachovani momentu hybnosti

Vyndsobme kazdou rovnici (I.76) vektorové zleva vektorem r; a obdrzené
vztahy se¢téme. Na levé strané dostaneme

d & g
> (ri x miay) == (r xmiv) = — , (1.137)
=1 dt i=1 dt
kde
N
J = Z (ri X p;) (1.138)
i=1



je vektor thrnného momentu hybnosti systému. Na pravé strané dostavdme
za predpokladu parovych interakci a platnosti zdkona akce a reakce soucet
¢lenu typu

™ XF12+7'2XF21=(1"1—1‘2)XF12. (1139)

Pokud jsou sily centralni, jsou tyto ¢leny rovny nule a plati tedy zdkon
zachovani momentu hybnosti

ar _

1.14
% (1.140)

Stejné jako kinetickd energie a hybnost je i moment hybnosti veli¢inou adi-
tivni. Na rozdil od nich vSak zavisi na volbé poéatku. Pro jediny hmotny
bod ve vnéjsim silovém poli se moment hybnosti zachovava tehdy, je-li toto
pole vzhledem k danému pocatku centralni.

V piipadé, Ze je nds systém podroben také piisobeni vnéjsich sil Fj,
dostdvdme namisto (1.140) vztah

a7 I
= Y (rixF)=D, (1.141)
i=1

kde D je ihrnny moment sily psobici na systém. Vztah (1.141) je oznatovan
jako 2. impulzovd véta.

Vyjédiime-li moment hybnosti pomoci stfedu hmotnosti, pak uZitim
(I.136), (1.131) a (I.134) dostaneme

N N
J=Y (R+n*) x (miV+mu*)=RxP+) (r*xp), (L142)
i=1 =1

¢ili moment hybnosti je roven souétu momentu hybnosti stfedu hmotnosti
a momentu hybnosti vzhledem k tomuto stfedu. Podobné i moment sily lze

rozepsat jako
N

D=RxF+) (r*xF), (1.143)
i=1
tj. jako soucet momentu vyslednice s pisobistém ve stfedu hmotnosti a thrn-
ného momentu sil vzhledem k tomuto stfedu.
Stejné jako zdkon zachovéni energie maji i zdkony zachovani hybnosti
a momentu hybnosti vyznam a platnost daleko pfesahujici oblast klasické
mechaniky.
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.11  Priklady

1. Empiricky bylo zji§téno, ze pfi pohybu télesa v zemské atmosféte je odpor
vzduchu pfiblizné imérny druhé mocniné rychlosti pohybujiciho se télesa.
Integrujte za tohoto predpokladu pohybové rovnice pro svisly volny pad.
Resend: Orientujeme osu z svisle vzhiiru. Pohybova rovnice je pak ve
tvaru
F=0=—g (1 - ﬁ%ﬁ) , (1.144)

kde f je pro dané téleso konstantni. Prvni integraci provedeme separaci
promeénnych. Ziskame

et = L [Ldv [ dv | _
I ) 1+ Bv 1-Bv|
Vo Vo

1 14+ pv 1+ Buy ]
= — -1 . L.14
25 o | (L.149)
Volime-li po¢dteéni podminky ty = 0, vg = 0, méme
14+ B’U —~28gt . 1
e e 20 (L.146)
a integraci dostaneme
z L In cosh(Bgt) (I.147)
T=20— — . .
Pro malé (gt se muzeme omezit na prvé ¢leny Taylorovych fad a obdrzime
1 o[, 1, .
T =xo— Egt 1- 6 (Bgt)*| , (I.148)
1 2
v=—gt|l— 3 (Bgt)“| . (I.149)

Ze vztahu (1.149) plyne, Ze rychlost je shora omezena a konverguje k limitn{
hodnoté v(c0) = —(B8)~ L.

2. Uvazujme prostor mezi dvéma souosymi vélci o polomérech Ry, R.
Mezi vélci je elektrické pole E kolmé na osu, jehoi velikost je nepfimo
tumérnd vzdélenosti od osy, tj. E = k/r, a magnetické pole B o konstantni
velikosti ve sméru osy. Jakou rychlosti musi vyletét elektron z povrchu
vnitiniho vélce kolmo na osu, aby dosahl plasté vnéjsiho valce?
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Reseni: Pohybové rovnice &astice v elektromagnetickém poli jsou
ma =eE +e(v x B) (I.150)

kde e je naboj éastice. Tyto rovnice by bylo nejvyhodnéjsi rozepsat a resit
ve valcovych soufadnicich. Dand tdloha si v8ak jejich feSeni nevyzaduyje,
ponévadz pro ni staci znalost dvou prvnich integrdlii. ProtoZze Lorentzova
sila (druhy ¢len na pravé strané vztahu (1.150)) nekond préci, plati zdkon
zachovani energie ve tvaru

1 T 1

£ = -mv® —ekln— = Zmug? I.151

2 nRO 2 0 > ( )
kde r je vzdalenost od osy vélce. Vypocitejme nyni €asovou zménu momentu
hybnosti. Plati (jde o rovinny pohyb)

d d r?
&(rxmv)zer=—eBa—%—%. (1.152)
Je proto
2 2
mur sino — eB% = konst = —eBR—(z]—— ) (I.153)

kde a je thel mezi r a v. Hodnota konstanty je urcena z potdtecnich
podminek. Na plasti valce je = R a pro mezni piipad pohybu, kdy se
¢astice pravé dotkne vélce, sina = 1. Takto ze (1.151) a (1.153) dostaneme

e [ eB? R

—JE 122 (p2 — R, 2)? - == I
Vo \/m [4mR2 (R? - Rp?) 2k1nR0 . (I.154)

Hlubsi divod existence integralu (1.153) se vyjasni pozdéji.

3. Reste rovnice pro pohyb hmotného bodu v neinercidlnim systému
spojeném se Zemd.

Resend: PFislusné rovnice jsou podle pfedchoziho vykladu

a=g-—2wXxuv. (I.155)
Prvni integrace dava
v=1+ gt—2wx (r—rmp) . (1.156)

Po zvoleni vhodného vztazného systému by bylo mozné tuto rovnici vyresit.
Toto piesné feSeni by vSak bylo zdlouhavé a jeho formdlni zdpis by neddval

47



Zddnou pifimou informaci. PouZijeme proto iteraéni metodu. Zanedbame-li
vliv zemské rotace, dostavame integraci (I.156) feSeni v ,nultém pfiblizeni“

1
Op = 1y + vot + Egt2 : (1.157)

Dosadime-li toto nulté pfiblizeni do (I.156), dostdvame prvni pfibliZzeni pro
rychlost

1
Yy = vy + gt — 2w X (vot + §gt2) , (1.158)
odtud integraci
1 1 o 1L o
r=r0+v0t+§gt — wt X vgt+§gt . (1159)

Pokracovanim tohoto postupu bychom mohli ziskat libovolné presné iedeni.
Fakticky je ovSem mozné se spokojit s (1.159), ponévadZ dalsi opravy jsou
uz prekryvény faktory, jez rovnice (I.155) nebere v dvahu (nehomogenita
zemského gravitac¢niho pole, vliv Mésice apod.).

4. Posudte spradvnost tohoto vysvétleni jevi piilivu a odlivu, které
se nékdy vyskytuje v uebnicich geografie: ,Mésic a Zemé obihaji kolem
zrychleni mensi o pfitazlivou silu Mé&sice a na protilehlém misté o odstiedi-
vou silu, kterd je tu dvakrat vétsi nez mésitni gravitace.“

Reseni: Dané vysvétleni predpoklddd, ze pro vysvétleni podstaty jevu
staci poklddat gravitacni pole Mésice za homogenni. Slozime-li toto homo-
genni pole s polem odstfedivé sily, zjistime, Ze vysledné pole m4 valcovou
symetrii vzhledem k ose prochézejici stfedem Zemé kolmo na rovinu obéhu
Meésice. Toto pole nemuze zpusobovat piiliv a odliv jiZ proto, Ze je vzhledem
k Zemi ¢asové neproménné. Je fakticky soucdsti odstiedivé sily, kters vznika
rotacnim pohybem Zemé a nem4 k jeviim mofského dmuti zddny vztah. Pro
spravné vysvétleni téchto jevu je tieba se omezit pouze na translaéni éast
pohybu Zemé (tj. na pohyb, pfi némz stfed Zemé obih4 kolem spoleéného
stfedu Zemé se pak pole fiktivni sily vyvolané jejim pohybem rusi s mésiéni
gravitaci a je zfejmé, ze pohyb mofskych vod ovliiuje pouze nehomogenita
gravitacniho pole Mésice, kterd v systému spojeném se Zemi vyvold silu

o intenzité v R
r r
A9=y—go=—nM( )ﬁ

lr+ R 73
o _i—ﬁl (R - 3?;’" r> : (1.160)
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kde M je hmotnost Mésice, r vektor spojujici stfedy Meésice a Zemé, R
polohovy vektor vuci stfedu Zemé. Mluvime o slapové sile. PovSimnéme si,
7e tato sila ubyva jako r—3, &¢imz se vysvétluje, pro¢ mé Mésic na mofsks
dmuti vétsi vliv nez Slunce.

Priklady k samostatnému feSeni

1. Kolo poloméru R se vali bez prokluzovdni po pfimé draze rychlosti v.
S kolem je pevné spojen bod ve vzdalenosti r od stfedu. Urcete jeho pohyb
a rychlost jako funkce ¢asu. Muze byt rychlost v uritém okamziku nulova?
2. Pes bézici rychlosti v honi zajice bézictho rychlosti ¢ po pfimce. Pes
neustdle bézi ve sméru k zajici. Pocatetni polohy jsou zaddny. Urcete pohyb
psa a dobu, po niZ dohoni zajice.
Uzijte vztahu pro délku kiivky y(z) pomoci integralniho
poctu. Hledand doba je (vL +bc)/ (v?—c?), kde L je
vzdélenost psa a zajice, b jeji prumét do sméru pohybu
zajice.
3. Pfi pohybu hmotného bodu plati » x v = 2P, kde P je konstantni
vektor. Ukazte, Ze tento vztah vyjadiuje zachovani plosné rychlosti a najdéte
vyjadreni P pomoci kartézskych soufadnic v roviné pohybu.

1 . .
P =3 (o~ yi) |
" 4. Uréete Lameéovy koeficienty, slozky rychlosti a zrychleni ve sférickych
soutfadnicich.

[ . . . . : . 1 d ) .
ap = p—p(Sln2’l9 g02+192) y Gy = psinﬂ& <p251n219 go) ,
. 1d /4. I . )

i ay = odt (p 19) - §psm(219)(,o .

5. Ukazte, Ze dvé koule o sféricky symetrickych rozlozenich hmotnosti
na sebe gravitaéné pusobi stejnym zpusobem, jako by jejich hmotnosti byly
soustiedény v centrech.

UvaZujte nejprve pusobeni bodu na kouli. ]

6. Kolem kosmického télesa hmotnosti M obihaji po kruznici t¥i satelity
o stejnych hmotnostech tak, ze jsou neustdle ve vrcholech rovnostranného
trojuhelnika. Rychlost pohybu satelitl je v. Urcete jejich hmotnosti.

7. Povsimnéte si ekvivalence mezi rovnomérné zrychlenym systémem
a homogennim gravita¢nim polem

a) Stfelec mifi na teré, ktery v daném okamiiku zaéind volné padat. Pod
jakym dhlem musi vystfelit?

b) Na stropé vytahu, jehoZ kabina méd vysku L a ktery je zvedan kon-
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stantni taznou silou F, visi bfemeno. Za jak dlouho dopadne na podlahu
kabiny, jestlize se zdvés pretrhne?

¢) V rychle jedoucim vozidle se vznasi u stropu balonek naplnény vodi-
kem. Kterym smérem se pohne, jestlize vozidlo prudce zabrzdi?

8. Predstavme si, Ze Zemi je provrtdn tunel od pélu k pdlu. Do tunelu
spadne pfedmét. Za jak dlouho se opét objevi (je-li v tunelu vakuum)?

RozloZzeni hmotnosti Zemé charakterizujte pomoci M(r).
Proved'te dolni a horni odhad.

9. Elektricky dipél vznika v limité, pfiblizujeme-li k sobé dva elektrické
naboje opacné velikosti tak, Ze soucin této velikosti a vzddlenosti zlstava
konstantni eAr = p. Dokazte, Ze silové pusobeni mezi dipélem a nédbojem
(v klidu) spliiuje zdkon akce a reakce, a¢koliv sily nejsou centralni.

Uzijte Taylorova rozvoje a zanedbdni ¢lenu vyssiho fadu.
- 3(pr)r
2t

10. Na hmotny bod pohybujici se rychlosti v pusobi sila odporu prostredi
umérnd rychlosti. Urcete pohyb bodu. Jakou drédhu urazi, nez se zastavi?

11. Elektricky nabitd ¢dstice se pohybuje v homogennim elektrickém
a magnetickém poli, kterd maji stejny smér. Uréete pohyb cdstice.

12. S ohledem na neinercialnost systému spojeného se Zemi urcete pro
zemépisnou §itku ¢

a) Misto dopadu hmotného bodu, ktery je pustén z vysky h.

b) Misto jeho dopadu a rychlost v maximéalni vysce h, je-li vrzen kolmo
vzhuru rychlosti vg.

Uzijte (I1.158). Pii stejném h je zdpadni odchylka v pfipadé
b) &tyfikrat vétsi nez vychodni odchylka v pfipadé a).

Intenzita pole dipdlu je E (r) =

13. Vysvétlete tento ,paradox“: Pohybuje-li se stroj (automobil, raketa)
rychlosti v a jeho motor vyviji taznou silu F, je vykon motoru (prace vyko-
nand za jednotku ¢asu) Fv. Vhodnou volbou inercidlniho vztazného systému
Ize této veli¢iné dat libovolnou hodnotu. Na druhé strané vykon by mél byt
roven energii ziskané z paliva za jednotku Casu, kterd nezavisi na volbé
vztazného systému.

14. Dokaite, Ze pifi pohybu v poli Coulombova potencidlu ¢ = 2 se
r

, .- aer . e s R
zachovdva veli¢ina v X J + —, kde J je moment hybnosti Edstice, e jeji
r

naboj.
15. Vypocitejte potencidlni energii ¢astice
a) v silovém poli F = —Cin ,
b) v poli odstiedivé sily Fr: —mw X (w X 7).
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c) Jaky je vztah mezi Newtonovym gravitaénim potencidlem ¢ = —x—

a ,Skolskym® vzorcem pro potencidlni energii Cdstice v gravitaénim pgli
W = mgh.

16. Hmotny bod se pohybuje po naklonéné roving, kterd prechdzi ve
svisly zdvit o poloméru R. Z jaké vysky musi byt spustén, aby od zavitu
neodpadl?

[ H=25R.
17. Urcete malé kmity dvojitého rovinného kyvadla.
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I LAGRANGEOVSKA FORMULACE MECHANIKY

Newtonovy rovnice, jak byly probrany v minulé kapitole, umoziuji iplny popis pohybu
soustav hmotnych bodd a v tomto smyslu vycerpavaji fyzikalni stranku tematiky. Ukazuje
se vsak, ze je mozné dit mechanice podstatné odlisné a velmi efektivni matematické
zpracovani, které lze navic zobecnit i do oblasti, v nichz Newtonovy rovnice jiz nejsou
pouzitelné. Prvnim takovymto zpracovanim je lagrangeovskd formulace mechaniky, jejiz
zéklady byly vytvofeny J. L. Lagrangem na konci 18. stoleti.

Jak jiz bylo feceno, fyzikéln{ systémy se specidlnimi symetriemi je vyhodné popisovat
v kiivoarych soufadnicich. Casto se také setkdvame se situaci, kdy kartézské soufadnice
soustav hmotnych bodu jsou vézdny pfedem zadanymi podminkami (tzv. vazbami) a ne-
jsou vzajemné nezavislé. Chceme-li isporné popsat pohyb systému nezavislymi parametry,
jsme nuceni zavést kfivotaré soufadnice. Z pfedchozi kapitoly vyplyva, ze pfepis Newto-
novych rovnic do kfivoCarych soufadnic je obecné velmi komplikovand zdlezitost. Navic
v piipadé vazeb je tieba ucinit jisté hypotézy o sildch, jimiz tyto vazby na systém pusobi.
Vsechny tyto komplikace ndm uSeti{ lagrangeovska formulace, kterd umoziiuje najit po-
hybové rovnice v kfivocarych soufadnicich formalné jednotnym a prostym zpusobem.
Kromé toho se ukazuje, Ze tato formulace mechaniky tésné souvisi s variaénim poétem,
coz zafazuje klasickou mechaniku do §ir& t#{dy fyzikédlnich teorii vyvoditelnych z va-
riaénich principi. Konetné ndm lagrangeovskd formulace mechaniky poskytuje ucinné
metody integrace pohybovych rovnic.

N4&s vyklad vede od nejprostsich typu vazeb k obecnému diferencidlnimu principu
mechaniky, k d’Alembertovu principu, z néhoz odvodime Lagrangeovy rovnice 1. a 2.
drubu. Rovnicemi 2. druhu, platnymi v libovolnych kfivo€arych soufadnicich, se budeme
zabyvat podrobnéji. Ukazujeme, Ze vyplyvaji z integralniho principu: Hamiltonova prin-
cipu minimdlni akce. Tato souvislost je aplikaci varia¢niho poétu, v jehoZ rdmci dospivame
k 1. teorému E. Noetherové, vyjadfujicimu souvislost mezi Hamiltonovym principem, sy-
metriemi zkoumaného mechanického systému a platnost{ zékoni zachovani.

I.1 Hmotny bod vazany na plochu a kfrivku

Nejprostsi typy vazeb, vazbu hmotného bodu na plochu a kfivku, je vhodné
probrat zv14st, ponévadZz nam daji voditko pro obecnéjsi postup.
Vazba hmotného bodu na plochu je vyjidiena rovnici této plochy!?

f (:Dayv Z,t) =0, (II].)

' Pro obecnost zahrnujeme v (I1.1) i piipadnou zévislost vazby na ase, tj. pohyb vazebné
plochy.
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kterou museji byt soufadnice bodu z, y, z vdzany. Nepfihlizime-li k t¥eni (jez
miZe byt eventualné zapoéitino zvlast), pusobi vazebna plocha na hmotny
bod silou R, ktera je k této ploSe kolma, tj.

R = X\ gradf . (I1.2)
Pohybové rovnice bodu na plose jsou tedy
F + ) gradf = ma , (I1.3)

v nichz F je vyslednice viech dalsich sil na hmotny bod pisobicich. V rov-
nicich (I1.3) vystupuje kromé nezndmych z,y, z je§té dalsi neurCend funkce
Casu X\. Mame vSak navic k dispozici rovnici (II.1), takZe pocet nezndmych
je stejny jako pocet rovnic a lze najit feSeni.

Upozornéme, ze by nebylo spravné pfedstavovat si bod vazany na plo-
chu jako kulicku, kterd se po této plose kutali. Takova kulicka by sii v li-
mitnim pfipadé podrzela nenulovou kinetickou energii své rotace, kterou
u hmotného bodu nepfedpokladame. Hmotny bod pfiblizné odpovida télisku,
které po plose klouze.

Déle je tfeba poznamenat, Ze nékdy ma podminka vazby tvar nerovnosti

f(z,y,2,t) <0. (IL.4)

Jde o vazbu jednostrannou na rozdil od oboustranné vazby (II.1). Pokud
se jednostrannd vazba projevuje na pohybu, jeji efekt se nelisi od piisobeni
vazby oboustranné, a mizeme se proto v dal§$im vykladu omezit na obou-
stranné vazby vyjadfované rovnostmi.

Pfejdeme nyni k hmotnému bodu vdzanému na kfivku. Tuto vazbu lze
vyjadrit rovnicemi

fi(z,y,2,t) =0, fa(z,y,2,t) =0 (I1.5)

pro dvé plochy fi, fo, jejichz pruseénici je dana kfivka. Nepfihlizime-li k tfe-
ni, pusobi vazba na hmotny bod silou (vazebnd sila), kterd je kolmd na
kiivku, a je tudiz linedrni kombinaci vektorii kolmych k protinajicim se
plocham

R = \gradf; + Aqgradfs . (11.6)

Pohybové rovnice
F = \igradf; + Aqggradfs = ma (I1.7)

spolu se dvéma rovnicemi vazby (I1.5) ddvaji Uplny systém .ovnic pro uréeni
pohybu hmotného bodu vazaného na kfivku.
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I.2 Klasifikace vazeb. Virtualni posunuti

Zabyvejme se nyni otdzkou vazeb obecnéji. Méjme soustavu N hmotnych
bodi; oznatme jejich kartézské souradnice

T; = (21, Y1, 215 %2, Y2, 22; - - - TN, YN, 2N ) -

Protoze kazdy hmotny bod m4 tfi soufadnice, bude index ¢ probihat hod-
noty od 1 do 3N. Prostor popsany soufadnicemi z; se nazyva konfiguraénim
prostorem dané soustavy (za predpokladu, Ze neni podrobena vazbam). Bu-
deme jej oznagovat P3V. V konfiguraénim prostoru je poloha systému déna
jedinym bodem z;. Obdobné muzeme v konfiguraénim prostoru zavést rych-
lost o slozkach i1, ..., Z3n, zrychleni o slozkdch Z1, ..., Z3n a silu o slozkdch
F,... FsN.

V nejprostsim ptipadé jediného hmotného bodu je konfiguraénim prosto-
rem obycejny tiirozmérny prostor. Vazba v tomto prostoru omezuje pohyb
systému (a tedy i konfiguragni prostor) na plochu ¢&i kiivku. Podobné mohou
vazby omezovat i vicerozmérny konfigura¢ni prostor. Fyzikalné jsou vazby
v ném realizovany ruznymi zpusoby napiiklad spojovacimi tyéemi, lany,
kloubovymi mechanismy. Pro ,¢inku“, dva hmotné body o soufadnicich
T1,ZT2,T3 & T4,Z5,Ze, spojené tyéi délky L o zanedbatelné hmotnosti, je
vazba vyjadfena rovnici

(.1:1 — 51:4)2 + (.’L‘z - .”L‘5)2 + (1173 - 185)2 —-L%?=0. (11.8)
Obecné se vazba vyjadfend vazebnou podminkou
f(zi,t) =0 (11.9)

nazyva vazbou holonomni. Pokud neobsahuje explicitné ¢as (podobné jako
je tomu v (II.8)), mluvime o vazbé skleronomni, v opainém ptipadé jde
o vazbu rheonomni.

Vazebnym podminkdm mohou byt podrobeny také rychlosti hmotnych
bodii. Takovéto vazby se nazyvaji anholonomni®®. Prakticky vyznam maji
pouze vazby linedrni v rychlostech. Jsou vyjadfeny vztahy typu

3N

> Ai(zj,t) &+ K () =0. (I1.10)
i=1
Pokud lze levou stranu rovnice (II.10) pfepsat jako totalni derivaci podle
d it
¢asu, tedy %, muzeme (I1.10) nahradit vztahem

f(zj,t) = ¢(zt) - C =0, (IL11)
'* Anholonomni vazby se vyskytuj{ hlavné v mechanice tuhych téles (valeni).
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kde C je konstanta zavisld na pocateénich podminkdch. To znamend, ze
vazba byla integraci pfevedena na vazbu holonomni. V tomto pripadé na-
zyvame (I1.10) semiholonomni vazbou. Plati ziejmé

_af __3f
.—8.’131" ’C~8t'

A; (I1.12)

V dalsim textu budeme pfedpoklddat, Ze eventudlni semiholonomni vazby

jsou jiz zintegrovany, a nebudeme je odliSovat od vazeb holonomnich.
Méjme nyni r holonomnich vazebnich podminek

fA(.'L‘i,t)=0, A =1,...,7‘. (1113)

Kazda takovd podminka totiz pfedstavuje rovnici (3N — 1)-rozmérné nad-
plochy v prostoru P3N, r podminek vymezuje v tomto prostoru nadplochu
(varietu) dimenze (3N — r), kterd je konfiguraénim prostorem systému po-
drobeného vazbim!¢. Budeme jej znagit Q3N~". Prostor Q*V~7" je tudiz
vnofen do prostoru P3N,

V kazdém bodé nadplochy Q3" mlzeme zavést r-tici 3N-rozmérnych
vektoru, z nichz kazdy je kolmy k jedné z vazebnich nadploch. Jsou to

vektory of of

S (IL.14)

gradfa = <
Ozna¢me dz; slozky vektoru, ktery je tecny ke konfiguraéni nadplose Q3V—"
(v daném Casovém okamziku). To znamend, Ze je kolmy na vSechny gradienty
vazebnich ploch a spliuje proto r podminek

3N afA

dz; =0 .
2 o, z; (IL.15)

vyjadfujicich nulovost skaldrniho sou¢inu v prostoru P3V. Vektor o této
vlastnosti se nazyva vektorem wvirtudiniho posunuti. V ptipadé skleronom-
nich vazeb se virtuilni posunuti pro malé hodnoty dz; blizi posunuti sku-
te¢nému.

Pojem virtudlniho posunuti muze byt rozsifen i na anholonomni vazby
typu (I1.10). Mé&jme s anholonomnich vazebnich podminek typu (II.10)

3N
> Apiti+Kp =0, B=1,...,s. (I1.16)

i=1

14 Za pfedpokladu, Ze podminky jsou vzajemné nezdvislé a nejsou v rozporu.
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Prvni vztah (II.12) napovidé, ze podminky (I1.15) definujici virtulni posu-
nuti v pfipadé holonomnich vazeb mohou byt zobecnény doplnénim o

3N
> Apidz; =0. (IL.17)

=1

U nejjednodussich typt vazeb jsme predpokladali, Ze sily ptisobené vaz-
bami jsou kolmé k vazebnim plochdm, a tudiz i k virtudlnim posunutim.
Oznacime-li virtudlni posunuti v 3-rozmérném prostoru jako dr, mtiZzeme to
zapsat jako

Rér =0, (I1.18)

neboli virtuding prdce vazebnich sil je zde nulova. (Poznamenejme, Ze skuted-
nd préace vazebnich sil je obecné nulova pouze v pfipadé skleronomnich va-
zeb, ponévadz u rheonomnich vazeb nemuseji byt nekoneéné mal4 skuteénd
posunuti teénd k vazebné plose.) V souladu se zkusenosti a vysledky experi-
mentu budeme predpoklddat, Ze omezeni na vazebni sily kladené vztahy
(I1.18) m& univerzalni platnost pro virtualni posunuti odpovidajici libo-
volnym vazbam typu (I1.13) a (I1.16). Je tudiz

3N
> Ridz;=0. (I1.19)
i=1

1.3 D’Alembertiv princip

Newtonovy pohybové rovnice pro pohyb systému v P> mizeme psét jako
mia; = F; + R; 1=1,2,...,3N , (11.20)

kde vzdy msp = mgp_1 = m3gp_g pro P = 1,..., N zna& hmotnost
ptislusného hmotného bodu. Sily na pravé strané délime na vtisténé sily F;
a vazebné sily R;. Vyndsobme (I1.20) virtudlnim posunutim dz; a se¢téme
pro vSechna i. S uvaZenim predpokladu (I1.19) dostdvdme

3N
Z (F; — mya;)dz; = 0. (I1.21)

=1

Pozadavek, aby (II.21) platilo pro véechna virtudlni posunuti, vyjadiuje
d’Alembertiv princip. Pokud by systém nebyl podroben vazbim, byla by
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virtudlni posunuti dz; vzdjemné nezdvisld a d’Alembertiv princip by byl
tudiz ekvivalentni Newtonovym pohybovym rovnicim pro vtisténé sily

F,—mya; =0. (I1.22)

Za pFitomnosti vazeb nejsou ovSem posunuti dz; nezavisld a koeficienty
(I1.22) v nich tudiz nejsou rovny nule, coz je pfirozenym diisledkem existen-
ce vazebnich sil. D’Alembertiiv princip ndm umoziiuje hledat reSeni pohy-
bovych rovnic systému, aniz se musime zabyvat vazebnimi silami R;, které
v tomto principu viibec nevystupuji.

Ptedpokliddédme-li existenci r vazeb (I1.13) a s vazeb (II.16), mame cel-
kem k = s +r podminek (I1.15) a (I1.17) na virtudlni posunuti. Vybereme-li
libovolné 3N — k nezavislych slozek virtudlniho posunuti éz;, umoziuji ndm
rovnice (I1.15) a (IL.17) vyjadfit zbyvajicich k slozek jakozto funkce téchto
3N —k slozek jiz nezavislych. Dosadime-li tato vyjadfeni do (I1.21), mizeme
anulovat 3N — k koeficient u nezdvislych slozek a obdrzime tak 3N — k di-
ferencidlnich rovnic 2. fddu pro 3N nezndmych z1(t),...,z3n(t). Abychom
dostali soubor 3N rovnic pro 3N neznamych, doplnime je k rovnicemi vazeb
(IL.13) a (I1.16)%3.

Casto nés specialné zajimé rovnovadznd poloha systému podrobeného
skleronomnim vazbam. V tom ptipadé polozime v (I1.21) a; = 0 a dostdvame

3N
> Fiéz; =0, (11.23)
i=1

¢ili virtudlni prace vtisténych sil je v rovnovazné poloze nulova. Toto tvrzeni
vyjadiuje princip virtudini prdce. Nalezeni rovnovazné polohy lze provést
stejnym postupem, jaky byl jiz popsan pro uréeni pohybu systému z d’Alem-
bertova principu. Namisto diferencidlnich rovnic dostdvdme ovSem rovnice
algebraické.

Na z4vér poznamenejme, ze d’ Alembertiv princip lze chdpat jako princip
virtudlni prace pro efektivnd sily F; — m;a; zahrnujici i sily setrvacéné.

.4 Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Pohybové rovnice lze odvodit z d’Alembertova principu ve fyzikalné néazor-
ném a symetrickém tvaru, ktery je vyhodny zejména tehdy, kdyZz chceme
znit nejen pohyb systému, ale i velikosti vazebnich sil.

15 Je vhodné konkretizovat si tento postup na piikladech.
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Piedpokldddme opét r holonomnich vazeb (II.13) a s anholonomnich
vazeb (II.16). V dusledku definice virtudlniho posunuti (II.15) a (IL.17)
mizeme d’Alembertiv princip (II.21) pfepsat do tvaru

3N T afA S
F; — m;a; + A + Ap; bx; =0, 11.24

i=1 !

kde jsme zavedli ¥ = s + r tzv. Lagrangeovgjch multiplikdtori A4, ppg, jez
jsou zatim neuréenymi funkcemi ¢asu.

Za predpokladu nezavislosti vazeb lze vybrat 3N — k nezdvislych kom-
ponent virtudlnich posunuti dz;. Koeficienty u zbyvajicich ¥ komponent
v souctu (II.24) anulujeme volbou multiplikdtortu. Pozadavek nulovosti téch-
to koeficientu déva k rovnic, z nichZ lze vypocitat k nezndmych A4, up jako
funkce poloh, rychlosti, zrychleni, popf. i ¢asu. Ze souctu (I1.24) pak zbude
linedrni kombinace nezdvislych slozek, jejiz koeficienty museji byt rovny
nule v disledku této nezivislosti. Po dosazeni multiplikdtoru je to 3N — &
rovnic, z nichz lze vypocitat 3N — k nezavislych slozek zrychleni soustavy
jako funkce poloh i rychlosti a popf. i ¢asu tak, ze je splnén d’Alembertiv
princip. Rovnice

T 6 s
mia; = F; + Z Aq afA + Z uBApi , (11.25)
A=1 z B=1

3

kde a; = #;, jsou tedy pohybovymi rovnicemi daného systému. Tyto rov-
nice nazyvame Lagrangeovymi rovnicemi 1. druhu. Jako nezndmé v nich
vystupuji soufadnice z; a Lagrangeovy multiplikdtory A4, upg, tedy celkem
3N +k neznamych funkci. Pro jejich uréeni je tfeba dodat k rovnicim (11.25)
rovnice s + r vazeb

3N
fa=0, ZABifbi‘*"CB =0. (I1.26)
=1

V piipadé, Ze existuji pouze holonomni vazby, se Lagrangeovy rovnice 1. dru-
hu ¢asto pisi ve vektorovém tvaru

T
m;7; = F; + Z Aagrad;fa, (I1.27)
A=1

0
kde index j = 1,..., N se vztahuje k hmotnému bodu a grad; = e
J
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Porovname-li (I1.25) nebo (I1.27) s (I1.20), vidime, Ze

T a S
Ri=)Y >\A‘af—f_1 + > ppAsi, (I1.28)
A=1 i po1
resp.
T
R;j = Xagrad;fa (11.29)
A=1

u holonomnich vazeb. Cleny s Lagrangeovymi multiplikdtory v rovnicich
(11.25) a (I1.27) tedy udévaji vazebné sily.

Lagrangeovych rovnic 1. druhu je mozné uzit i k uréeni rovnovaznych
poloh systémi, klademe-li v nich Z; = 0.

II.5 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Pro systémy podrobené pouze holonomnim vazbdm maji dosud probrané
metody Feseni pohybovych rovnic zfejmou nevyhodu. Popisujeme v nich po-
hyb systému pomoci 3N soufadnic konfiguracniho prostoru P3N 3 zavidime
navic jesté r multiplikdtord, ackoliv poget nezdvisle proménnych urcujicich
jednoznaéné polohu systému je pouze ’

n=3N-r. (I1.30)

Cislo n nazyvdme pottem stuprié volnosti daného systému. Za n nezavisle
proménnych ¢/ mizeme zvolit libovolné kiivocaré soufadnice na konfigurac-
ni varieté Q™, na niz je pohyb systému omezen vazbami. V soufadnicich z*
na P3V je tato varieta zapsina parametricky jako'®

b =z (qj,t) . (I1.31)

Chceme nalézt formalni aparat, ktery by umoziioval zapsat pohybové
rovnice pouze pomoci zobecnénych soufadnic ¢’. Vyfeseni této tlohy bude
mit zfejmé vyznam i pro systémy bez vazeb, pro néz je z néjakych duavodu
vyhodné zavést kiivocaré soufadnice.

Snazme se proto vyjadfit pomoci soufadnic ¢* d’Alembertv princip.
7 hlediska geometrie prostoru P3N tento princip fikd, ze skaldrni soucin
vektoru efektivni sily a vektoru virtudlniho posunuti vazaného vztahy (II.15)
je nulovy.

16 Tento zapis je obecné pouze lokdlni, ponévadz nemusi byt mozné pokryt Q™ jedinou
soufadnicovou soustavou.
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K matematickému vyjadieni tohoto faktu muzeme uzit nékterych vys-
ledkt 1.3, uvédomime-li si, Ze jejich prevdznd vétSina nezavisi na dimenzi
uvazovaného prostoru. Varieta Q™ je obecné zakfivena, takie v ni neexis-
tuji kartézské souradnice. Nic ndm vsak nebrani zavést na Q" vektory ko-
variantni bize tetné k soufadnicovym cardm. Oznalime tyto vektory e;,
kde j = 1,...,n. Ponévadz vztahy (II.15) pozaduji pouze te¢nost vektoru
virtudlniho posunuti ke @, jsou tyto slozky vzdjemné nezdvislé.

Kartézské slozky téchto vektort jsou na zdkladé (1.16)

(&) = 5 (I1.32)

Kontravariantni slozky vektoru virtudlniho posunuti v této bdzi oznatime
d¢’. D’Alembertuv princip (II.21) miZeme nyni zapsat jako!”

7

[F; — (ma)) &

B 6’ =0, (11.33)

kde vyraz na levé strané muzeme bud chdpat jako skaldrni souéin vektoru
efektivni sily s vektorem virtudlniho posunuti v P3V (sumace pies i), nebo
jako skaldrni sou¢in jeho primétu do QV s vektorem virtudlniho posunuti
v QY (sumace pfes 7). Tento primét je oviem v diisledku libovolnosti slozek
virtudlniho posunuti nulovy, a tedy

ozt ozt

Fiog )i 5y

=0. (I1.34)
Mame tak jiz pouze 3N — r rovnic, musime z nich vSak jesté odstranit
kartézské souradnice. Zavedeme vektor

oz’

= Fiw, (I1.35)

Qj
ktery je primétem vektoru sily z P3N do QV, a nazveme jej vektorem
zobecnéné sily. Déle se budeme vénovat dpravé druhého €lenu na levé strané
(IL.34). K tomu si nejprve odvodime nékolik pomocnych vztahia. Derivova-
nim (II.31) podle ¢asu dostdvame

_8_$i‘j+a_$i
Togd Tt

-1

i (I1.36)

" Zde i v dalsim vykladu opét uzivime Einsteinova sumacniho pravidla. PFitom pes
indexy vztahujici se k P3" se s¢ita od 1 do 3N, zatimco pfes indexy vztahujici se ke Q™ od
1 do n. Abychom mohli bez komplikaci uzivat sumacni symboliky, polozime (ma); = m;a;.
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Odtud plyne

ot Oxt
— = . II.
d¢?  0¢’ (11.37)
Déle z (I1.31) vyplyva
d oz ozt ., 9% o [0z, O
— = — = j I1.38
dt dqi quaqkq + dgiot  Og’ 8q’°q + ot |’ ( )
coi s uvazenim (I11.36) dava
d 9z  0i'
90 = o0 (I1.39)
Dile lze na zakladé definice kinetické energie psat
d /0T
(ma); = T ('@) : (I1.40)
Vyuzitim vztaha (I1.40), (I1.37) a (I1.39) miiZeme napsat
i, 22 8 (2T 250
MYiGg T At \9t) 0g5
_dor _ordos _dor _or _
T dtdg  9itdtdgd  dtogd  Ogi '
Vztahy (I1.35) a (I1.41) po dosazeni do (I1.34) davaji
dor or
Qj—aia—q]f-Faqu—O, (I1.42)

coz je nejobecnéjsi tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu pro mechanické
systémy podrobené holonomnim vazbdm. Jde o n obyéejnych diferencidlnich
rovnic 2. fadu, které jsou linedrni v nejvyssich derivacich a z nichz je tfeba
uréit nezndmé funkce casu ¢’ ().

Velkou vyhodou Lagrangeovych rovnic 2. druhu je, Ze namisto pracného
piepisu 3N komponent zrychleni a; do kfivocarych soufadnic staci provést
tento piepis pro jedinou funkci T, coZ se provede dosazenim (I1.36) pro it
do vyrazu pro kinetickou energii (1.100). Za jistych specidlnich pfedpokladii
o sile F; se mtizeme vyhnout rovnéz prepoctu (I1.35). Je tomu tak pfedevsim
tehdy, pokud lze k sile najit potencidlni energii, tj. plati-li

ov (mk , t)
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Pak je rovnéz

833i ov (qka t)
Qj = qu—]- = g (I1.44)
z nichZ potencidlni energii v kfivocarych soufadnicich urc¢ime dosazenim
(IL.31). Pak lze namisto vztahu (I1.42) psat

d oL 9L
T i 0, (I1.45)
kde
L=T-V (I1.46)

je Lagrangeova funkce daného mechanického systému.
Z Lagrangeovy funkce muzeme odvodit rovnice (II.45) i v obecnéjsim

piipadé, kdyz
oU d oUu

A T
pricemz U = U (a'ck,xk,t) je zobecnénd potencidlovd funkce. Potencidlni
energii miZeme chépat jako jeji specidlni pfipad, kdy U nezavisi na rych-
lostech.

Opét se snadno dokaze uzitim (I1.37) a (I1.39), Ze
ou daou
d¢7  dtdgi’
v nichZ zobecnénou potencidlovou funkci pfepiSeme do kfivoéarych soufad-
nic pomoci (I1.31) a (I1.36). Lagrangeova funkce je pak

L=T-U . (I1.49)

(11.47)

Q; = (I1.48)

S timto pfipadem se setkdvdme napfiklad pfi studiu pohybu nabitych &astic
v elektromagnetickém poli.
Koneéné se vyskytuje pripad, kdy

R (d:k, zk, t)

Funkce R se nazyva disipativni funkce. Setkdvame se s ni zejména u sil tieni.
V tomto pripadé lze d4t Lagrangeovym rovnicim 2. druhu tvar!8

dor _or _OR
dto¢ g7 — Ay

F,=-— (I1.50)

(IL51)

% MiZe oviem nastat i pfipad, kdy &ast sily je odvoditelnd z Lagrangeovy funkce a ¢ast
z disipativni funkce.
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Na zavér poznamenejme, Ze pro uréenf rovnovéznych poloh v poli potencid-
lovych sil se rovnice (I1.45) redukuji na

v _,

i (11.52)

a fkaji tedy, Ze rovnovadzna poloha odpovidd extrému potencidlni energie.
Pied principem virtualni prace (I1I.23) méa (IL.52) tu vyhodu, Zze umoznuje
lehce rozhodnout i o stabilité rovnovazné polohy, kterd odpovidd pouze mi-
nimu funkce V.

.6 Prvni integraly Lagrangeovych rovnic.
Cyklické souradnice

V dalsim vykladu se soustiedime téméf vyhradné na Lagrangeovy rovnice ve
tvaru (I1.45). ReSeni téchto rovnic je Gasto usnadiiovino nalezenim prvnich
integralt, tj. funkci zobecnénych soufadnic ¢/, zobecnénych rychlosti ¢’
a (popiipadé) casu t, které zistdvaji béhem pohybu konstantni. Znalost
Lagrangeovy funkce

L=1L(dd¢) (1L.53)

¢asto umoznuje tyto integraly urcit pfimo bez vypisovani rovnic. Tak je
tomu zejména v piipadé, kdy funkce L nezdvisi na nékteré ze soufadnic ¢
(ale zavisi ovSem na piislusné rychlosti ¢’). Takovéato soufadnice se nazyva
cyklickd. Podle (I1.45) je pak

d /0L
L (=) 2 54
3 (55) =0 (IL54)
a tedy
o _ ¢, I1.55
o5 =Y (I1.55)

je konstantni v Case.
V kartézskych soufadnicich v inercidlnim systému v piipadé, Ze po-
tencidlovd funkce nezéavisi na rychlostech, je

N
1
L= ; §mivi2 —V (ri,t) (I1.56)
a tudiz oL
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coz je hybnost i-tého hmotného bodu. Tato hybnost se zachovava, je-li V
nezavislé na soufadnicich tohoto bodu. Obecné proto nazyvame veliciny

oL

pj:?

7 (I1.58)

zachovavajici se v pfipadé cykliénosti ¢/, zobecnéngmi hybnostmi &i impulzy.
Poznamenejme ovsem, Ze obecné mohou mit p; velmi rozmanity fyzikalni
vyznam, jak se lze pfesvéd¢it propo¢tenim konkrétnich piikladi. V piipadé
existence zobecnéné potencidlové funkce z4vislé na rychlostech se ziejmé ani
v kartézskych soufadnicich neshoduji zobecnéné hybnosti s béznymi hyb-
nostmi poéitanymi podle vztahu (I1.128).

.7 Zobecnéna energie

Pokud Lagrangeova funkce nezdvisi explicitné na case, tj. plati-li

oL
2 =0, (11.59)

existuje mimoradné dilezity integral pohybovych rovnic

oL
E=—=¢—-1L 11.60
5 (11.60)
Toto tvrzeni lze snadno dokédzat pfimym vypoctem. Plati
de _ .doL 9L OL. OL. OL_
& ~ Tdatog " a¢? T og? "og? " a T
. (d oL OL oL

|- —-=—]—=—=0 I1.61
q (dt EXG aqz> at (IL.61)

v disledku platnosti Lagrangeovych rovnic 2. druhu a predpokladu (I1.59).
Existence prvniho integralu (II.60) neznamend tedy z4dné omezeni zavislosti
Lagrangeovy funkce na soufadnicich a rychlostech. Abychom poznali fy-
zikalni vyznam tohoto integrilu, uvazujme bézny piipad, kdy Lagrangeova
funkce je rozdilem kinetické a potencidlni energie. Pokud vztahy (I1.31) ne-
obsahuji ¢as, stava se kinetickd energie prepisem do kiivoéarych soufadnic
¢’ homogenni kvadratickou formou zobecnénych rychlosti, tj.

T = axd'd", (I1.62)
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kde koeficienty a;; = ax; jsou funkcemi zobecnénych soufadnic. Je tedy
L=aw(¢)d¢* -V (¢) . (I163)
Dosazenim (I1.63) do (I1.60) dostdvame po kratkém vypoctu
E=T+V , (I1.64)

¢ili prvni integral (I1.60) reprezentuje v tomto pfipadé mechanickou energii
systému. V pripadé Lagrangeovy funkce obecnéjsiho typu nez (I1.63) lze
veli¢inu £ povazovat za zobecnénou energii a uzaviit, ze zobecnénd energie
se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitné na case.

.8 Zaklady variacniho poctu. HamiltonGv princip

Lagrangeovy rovnice 2. druhu (I1.45) jsme obdrzeli z Newtonovych rovnic
(I.90) ptepisem do kiivocarych soufadnic a pouzitim pfedpokladu (I1.19)
o vazebnych sildch. Pivodni Newtonovy rovnice jsou v (I1.45) zahrnuty
jako specidlni pfipad. Tvar rovnic (I11.45) umoziiuje odhalit hluboky princip,
ktery 1ze matematicky formulovat v ramci varia¢niho poétu. Tento princip
jednak otvird cestu k zobecnénim mimo oblast klasické mechaniky, jednak
umoziiuje hlubsi pochopeni struktury samotné mechaniky.

Uvedeme proto elementarni vyklad o zakladech varia¢niho poétu. Pro
konkrétnost pfipomenme jednu z prvnich varia¢nich iloh, jak byla formu-
lovana J. Bernoullim na konci 17. stoleti. V homogennim gravitaénim poli
jsou zaddny body A, B; chceme uréit kiivku, tyto body spojujici, kterd ma
tu vlastnost, ze hmotny bod, ktery se podle ni pohybuje z pocatec¢ni klidové
polohy A do polohy B, probéhne svou drdhu za nejkrat§i moznou dobu.

Je zfejmé, ze hledana kiivka lezi ve svislé roviné prochazejici obéma
body. Orientujeme-li osu z vodorovné a osu y svisle doli a pripiseme-li
bodu A soufadnice (0,0) a bodu B soufadnice (X,Y), bude hledand kfivka
vyjddiena jako y = y(z) s podminkami y(0) = 0, y(X) = Y. Ze zdkona
zachovani energie obdrzime, Zze hmotny bod probéhne z A do B za Cas

z
1 1+y'2
I = / dz , 1165
%/ (1L65)

d . . o (ep s
kde ¢’ = (—i—:y; Z matematického hlediska je tedy popsand tloha zvlastnim
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pfipadem nésledujici tfidy tloh: Je ddn vyraz
3
I = /F (y,v',z)dz, (I1.66)

kde na funkci y(z) pohliZzime jako na nezdvisle proménnou. I je tedy ,,funkce
funkce“ neboli funkciondl. Hleddme funkci y(z), pevné zadanou v hraniénich
bodech z; a z3 tak, aby pro ni funkciondl nabyval extrémni (maximalni
¢i minimalni) hodnoty. To je zdkladni tloha variaéniho poétu, kterou lze
Jjesté snadno rozsifit na pfipad, kdy funkcf y;(z) je libovolny pocet, tj. na
funkciondly typu

T2
I = [ F(yyo)ds, (IL67)
z
kde opét funkce y;(z) jsou zaddny v hrani¢nich bodech.
Reseni této dlohy stru¢né nastinime!®. Mgjme jistou t¥idu srovnivanych
funkei y(z) a vybereme v ni jistou funkci yo(z). Pak funkci

oy = y(z) — yo(z) (11.68)

nazyvame variaci nezdvisle proménné vzhledem k ,bodu® yo(z) v daném
prostoru funkci. Plati

(6y)' =y —yy=0() , (11.69)

tj. pofadi derivace a variace lze zaménit.

Uloha na hleddni extrému funkciondlu I(y;) je analogick4 tiloze na hle-
déni extrému funkce f(z;). V tomto pfipadé muZeme vytvorit diferencil
df = a——dmz, ktery je linedrni ¢asti pfirustku funkce. Nutnou, nikoliv ovem

pOStaCUJlCl podminkou extrému v bodé z; je nulovost diferencidlu, tj. plat-

nost rovnic 6—f = 0.

T
Veli¢inou analogickou diferencidlu funkce je variace funkciondlu I defi-
novana takto
F F
51 —/(g Syi + g,(s )d:c (IL70)

1

'® V tomto néstinu nejsou podrobné provedeny ditkazy nékterych tvrzeni a nejsou expli-
citné formulovédny podminky, které musf spliiovat funkcional I a funkce y; a dy;, aby bylo
mozné popsané kroky provést.
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coz je linedrni ¢ast piirastku funkciondlu. Nutnou podminkou extrému na
yi(z) je nulovost této variace. Vyuzitim (I1.69) lze psat

OF o JOF o 4 (0F, N\ d (oF

Avsak variace funkei y; je podle predpokladu v hrani¢nich bodech intervalu
(z1,x2) nulovd, takze

JEN LT
z1 z1
Uzitim (I1.71) a (I1.72) pfevedeme vyraz (I1.70) na tvar
s _ [(9F _d0F\ .
— / (ay, gy ) yide . (11.73)
T

M34-1i platit 61 = 0 pro vSechny variace dy;, snadno se ukdze, ze funkce y;(z)
museji spliiovat Eulerovy rovnice

— - —Z-=0. (11.74)

Eulerovy rovnice (I1.74) jsou tedy nutnou podminkou pro extrém funk-
ciondlu (I1.67). Pfedstavuji soustavu diferencidlnich rovnic 2. fddu pro funk-
ce yi(z) realizujici extrém. Protoze ovSem nejde i o podminky postacujici,
nemusi feSeni téchto rovnic odpovidat extrému. Obecné uréit postacujici
podminky extrému a zjistit zda jde o minimum ¢i maximum, je uloha pod-

Fakticky je platnost Eulerovych rovnic ekvivalentni pozadavku stacio-
ndrnosti funkciondlu I, tj. nulovosti jeho variace. Nazorné fefeno to zna-
mend, ze zmény funkciondlu jsou pfi malych zméndch funkei y;(z) ,malé
druhého fadu®, tj. asi jako v okoli vrcholu, sedla i dna prolakliny jsou zmény
nadmoiské vysky pii malych tkrocich vlastné nulové. Rada dilezitych vys-
ledkt variaéniho poctu si vyZzaduje pouze stacionarnost a nikoliv extremal-
nost funkciondlu I.

Srovndme-li nyni Eulerovy rovnice (II1.74) s Lagrangeovymi rovnicemi
2. druhu (I1.45), vidime ihned, ze (aZ na ruznost oznaleni) jde o tytéz rov-
nice. Lagrangeovy rovnice 2. druhu (a specidlné i Newtonovy rovnice pro
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sily splitujici (I1.43) ¢i (I1.47)) jsou tedy ekvivalentni Hamiltonovu principu
stacionarni akce

[2)
5/L (qi,qi,t) dt=0, 3¢ (t1) =6¢'(ta) =0, (IL.75)
31

kde akci mechanického systému v ¢asovém intervalu (¢1,t2) nazyvame funk-
cional
2]
S = / Ldt. (IL76)
t1

V ramci klasické mechaniky se d4 ukdzat, Ze hodnota (I1.76) je pro skuteény
fyzikalni déj popsany funkcemi ¢(t) alespoii lokdlnim minimem, a proto také
mluvime o principu nejmensi akce.

Na rozdil od d’Alembertova principu (II.21), ktery je principem dife-
rencidinim, je Hamiltontv princip (II.75) principem integrdinim. Pozna-
menejme, Ze v rdmci klasické mechaniky lze formulovat jesté fadu dalsich
diferencidlnich a integrélnich principil, s nimiZ se &étendi muze sezndmit
v podrobnéjsich monografiich ¢i uéebnicich.

Cesta od pohybovych rovnic k variaénim principtim m4 dlouhou a boha-
tou historii, ktera se neomezuje jen na mechaniku. Postupné se ukazalo, ze
vSechny zakladni rovnice moderni fyziky lze vyvodit z principu staciondrni
akce. Proto se tento princip stavé voditkem i pti hleddni novych teorii v ob-
lasti dosud ne zcela prozkoumanych fyzikdlnich jevii.

1.9 Teorém E. Noetherové

Dilezitym obecnym vysledkem spjatym s platnosti Hamiltonova principu
je 1. teorém E. Noetherové?, ktery udava souvislost mezi symetriemi fy-
zikdlnich systému a zdkony zachovdni. Omezime se na stru¢ny naért jeho
odvozen{ v ramci klasické mechaniky.

V predeslém odstavci jsme se zabyvali pouze variacemi funkcionali, je-
jichz hrani¢ni body a hodnoty srovndvacich funkci v téchto bodech byly
pevné zaddny (iloha s pevnymi konci). Tento predpoklad nyni opustime.
Budeme uvazovat libovolné variace ¢asu dt(t), které posunuji bod ¢ do bodu
t + 6t. Za variaci zobecnéné soufadnice ¢ budeme nyni povazovat namisto
(I1.68) vyraz

dg=q(t+dt) —qo(t) . (IL.77)

** Existuje také 2. teorém E. Noetherové, kterj m4 vyznam zejména pro teorii pole.
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Obr. 2: Izochronni a neizochronn{ variace. Variace funkce dg (rozdil hodnot variované
funkce ve variovaném ¢ase a puvodni funkce v piivodnim Case) se obecné lis{ od rozdilu
hodnot variované a pavodni funkce 8¢ = dg — ¢t v témze Case. Rozliujeme proto nei-
zochronn{ variaci dq a izochronni variaci 8q. Pokud ¢as nepodléhd variovéni, obé variace
splyvaji.

Rozdil na pravé strané (I1.77) se nepocitd v témz Casovém okamziku, a proto
se mluvi o neizochronnd variaci. V prvnim ptibliZzeni Taylorova rozvoje plati
q (t + dt) = q(t) + qdt, (I1.78)

a proto izochronni variace dq je v témze pfibliZzeni rovna

q=q(t)—qo(t) =g —qdt. (IL.79)

|

Pro 0t = 0 (pfipad diskutovany v I1.8) zfejmé plati dq = d&q. Proto zde
nebylo tieba izochronni a neizochronni variace rozliSovat, viz obr. 2.

Srovnejme nyni hodnoty funkciondlu akce pro piipad, kdy se lisi nejen
funkce g;, ale i hraniéni body oboru, v kterém se funkciondl po¢ita. V tomto
pfipadé je zména funkciondlu akce pfi pfechodu od funkei g; k funkcim
q; + Sqi rovna

ta+dto t2
AS = / L (qi +3¢ ¢ + S‘qi,t) dt — /L (qi,q",t) dt,  (IL80)
t1+6t; t1

neboli AS = AS; + ASs, kde

t :
AS; = /2 [L (qi+5‘qi,qi +Sqi,t) L (qqt)] dt, (11.81)
t1
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t2+dt2
ASy = / L(q"+3q",q'i+54",t) dt —
to
t1-+0t1
- / L(q' +3¢',¢" +34',t) dt . (11.82)
31

Chceme urcit linedrni ¢ast (11.80), tj. neizochronni variaci akce, kterou oz-
nacime 6S. Pro jeji vypocet muzeme uzit (I1.70) a (II.71), pficemZ mame na
paméti, Ze v téchto vztazich jde o izochronni variace. Vyraz na levé strané
(IL.72) jiz nemuZeme povaZovat za nulovy, nebot se nadéle nepiedpoklida,
7e 0¢'(t2) a dq*(t1) jsou rovny nule. Mame tedy

t2

OL d oL\ - oL - ;1"
1

Pro vypocet linedrni ¢4sti AS; muzeme povazovat L na intervalu §t;, popr.
dt9, za konstantni a psat

Sy = [Lét]? . (IL.84)

Uzijeme-li jesté vztahu (II.79) a definic zobecnénych hybnosti p; (I1.58)
a zobecnéné energie £ (11.60), zapiSeme variaci akce jako

t2

oL d oL\ - i 2
5§ = / ( 5 —3255;) Sqidt + [pidg’ - €6t ", (IL.85)

t1

coz pro 6t = 0 a §q*(t1) = dg*(t2) = O prechdzi v jiz uvedeny vaztah (IL.73).
Pro tento pfipad jsme z Hamiltonova principu vyvodili Lagrangeovy rovnice
2. druhu.

Nyni budeme povazovat Lagrangeovy rovnice 2. druhu za splnény, takze
prvni ¢len na pravé strané (I1.85) je nulovy. Budeme vsak predpokladat, Ze
8S = 01iv pfipadé, Ze hodnoty ¢* nejsou v hrani¢nich bodech pevné zadany,
a to proto, ze variace 6t, 6q* vznikly tzv. transformacemi invariance.

Transformace zadana vztahy

t=t(t), ¢ =q" (qf,t) (I1.86)
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je transformaci invariance, jestlize pro vSechny Casové intervaly a vSechny
funkce ¢* plati

ts ,
[ Bt e = [ L at, (1L87)
& h

tj. neméni-li akci systému. V dusledku Hamiltonova principu pozadavek
(I1.87) zaruéuje, ze transformace (I1.86) zachovdvd mnozinu feSeni pohy-
bovych rovnic, tj. je-li ¢*(t) fesenim téchto rovnic, je feSenim i ¢**(t*) a plati
to i naopak.

Podminku (I1.87) lze vzhledem k libovolnosti integra¢niho oboru nahra-
dit podminkou na Lagrangeovu funkci

*

L{g"(g,1),8° () G = Lia:) (11.85)

kde pro struénost piseme L(g,t) namisto podrobnéjsiho L(qt, 4%, t). Faktor

d_ti znamend, Ze pii obecné transformaci ¢asu veli¢ina L méni svou hodnotu,
neni tedy pfesné fe¢eno funkci, ale hustotou. Podle pfedchoziho vztahu ma
tato hustota v pfipadé transformace invariance v soufadnicich ¢*,t a ¢**, t*
stejny funkéni tvar. Omezime-li zmény ¢asové souradnice na posun pocatku,
neni rozdil mezi funkei a hustotou podstatny.

Transformace invariance tvoifi grupu. Teorém E. Noetherové se tyka
ptipadu, kdy existuje jednoparametrickd grupa transformaci invariance, tj.
kazdou transformaci této grupy lze obdrzet spojitou zménou parametru 7
z identity. V prvnim pfiblizeni Taylorova rozvoje lze psat (I11.86) jako

tr=t+nX(t), . ¢ = q + nYi (qj,t) , (I1.89)

kde X (t) a Y*(¢’,t) jsou generujici funkce (generdtory) dané transformace.
Je tedy _ '
it =nX, i¢' =nY* (I1.90)

a po dosazeni do (I1.85) obdrzime v disledku vztahu 6S = 0 zdkon za-
chovani

a(it(piYi —£X)=0 (I1.91)

pro kazdou jednoparametrickou grupu transformaci invariance (I11.89). Jiny-
mi slovy veli¢ina .
Z =pY'—-€EX (I1.92)
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Je prvnim integralem pohybovych rovnic. Toto tvrzeni tvofi obsah 1. teoré-
mu E. Noetherové umozinujiciho systematické vyvozeni zékont zachovani.
V disledku homogenity ¢asu je transformaci invariance transformace

t=t+n (11.93)

s generujicimi funkcemi X = 1, Y* = 0. Pak veli¢ina (I1.92) je (az na
znaménko) zobecnénou energii.
Obdobné homogenité prostoru odpovida transformace invariance

ri*:ri-{-ny, X =0, Y, =v (1194)

pro vSechny polohové vektory r;, ¢ = 1,..., N, pfiéemz v je jednotkovy
vektor uddvajici smér prostorové translace. Zachovavajici se veli¢ina je

Z = Z 81}1 (11.95)

vzhledem k libovolnosti v to znaéi, Ze se zachovavs vektor hybnosti

P= Z avz (11.96)

coz pro Lagrangeovu funkci typu (IL56) vede k béznému vyrazu pro hybnost.
Obdobné izotropii prostoru odpovid4 transformace invariance

' =r+nvxmn), X=0, Yi=vxmr, (I1.97)

kde v je jednotkovy vektor ve sméru osy otdéeni. Odtud snadno dostivame
zékon zachovéni pro vektor momentu hybnosti

N
J=> rxp;. (11.98)

Konetné zachovani zobecnéné hybnosti p; je spojeno s transformaci inva-
riance

=4 +7 (I1.99)
pro cyklickou soutadnici ¢*.

Je tfeba je$té upozornit, Ze transformace invariance zachovavé mnozinu
feseni pohybovych rovnic, opatné tvrzeni véak neplati (transformace zacho-
vdvajici mnozinu fe§eni pohybovych rovnic nemusi byt transformaci inva-
riance). Napfiklad pro jednorozmérny pohyb volné astice pfi transformaci
Galileiho plati

1 s 1

L) = smv** = 5m (v = V)2 # L(v) . (I1.100)
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V tomto piipadé se ,,transformovand“ a ,,pivodni“ Lagrangeova funkce (levd
a pravé strana (I11.88)) lisi o totalni derivaci podle ¢asu. Snadno se provéii,
7e to nem4 vliv na pohybové rovnice, nebot po dosazeni

L= (% ('.t) (I.101)
do levé strany (I1.45) vychdzi identicky nula. Lagrangeovy funkce liSici se
o totalni casovou derivaci, resp. vyrazy Ldt lisici se o totdlni diferencial
vedou tedy ke stejnym pohybovym rovnicim. Transformace zachovavajici
tvar pohybovych rovnic nazyvame zobecnénymi transformacemi invariance.
1. teorém E. Noetherové se dd snadno zobecnit i na tuto situaci.

Podrobnéjsi rozbor v piipadé Galileiho transformace vede k zdkonu za-
chovani, ktery vyjadfuje rovnomérnost a pfimo¢arost pohybu stfedu hmot-
nosti izolované soustavy.

1110 PFiklady

1. Uréete zrychleni télesa z obr. 3. Hmotnosti lan, rozméry kladek a tfeni
zanedbame.

Reseni: Na tomto piikladé ukdZeme vsechny tfi popsané metody FeSeni
pohybovych rovnic.

T2
m2
T1

my X

M

Obr. 3: Soustava kladek. Téleso o hmotnosti M je zavéSeno na dvou lanech. Levé lano
mé délku L;, pravé Lo, odpovidajici hmotnosti volnych kladek jsou m1 a mao.

Oznaé&ime 1, 2 soufadnice volnych kladek, X soufadnici bfemene. Va-
zebné podminky jsou vyjddfeny rovnicemi

fi=25+X-L; =0, (11102)
fo=2x0+ X — Ly=0. (11.103)
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Systém m4 tedy jeden stupeii volnosti. Jako nezdvislou soufadnici zvo-
lime X. Virtudlni posunuti volnych kladek jsou podle podminek (I1.15)

0X 0X

o) = — 5 0x9 = -5 (I1.104)
a pro jejich zrychleni dostaneme derivovanim vazebnjch podminek
"Alembertiv princip
3
> (Fi —mia;) dr; =0 (I1.106)
=1
po rozepsani dava
mi (g — &) 6z + M (g - X)6X +my(g—&2)6z2=0,  (IL107)

coz po dosazeni (I1.104) a anulovéni koeficientu u 6.X vede k feseni

_AM — 2 (my + my)

I1.108
4M + mi + mg ( 0 )
Lagrangeovy rovnice 1. druhu
2
Fi+ Y A grad fa = mia; (11.109)

A=1
déavaji
miZy =mig+2X;,
MX =Mg+X + X, (I1.110)
MoZy = Maog + 2Ag .

Rovnice (I1.110) spolu s rovnicemi (I1.105) vzniklymi derivovanim vazeb-
nych podminek tvofi dplnou soustavu pro neznimé Z1, :zrg,X AL, A2. Jejim
feSenim dostdvame opét vysledek (I1.108) a navic pro napéti lan

_ 3M N 3M
1g4M+m1+m2’ 2= 2g4M+m1+m2°

AL =— (IL.111)

Lagrangeovy rovnice 2. druhu se pro nas pripad redukuji na jedinou
rovnici tvaru

ov._dor
0X = dtox
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Vyuzitim vazebnych podminek (I1.102) a (I1.103) dostdvame pro kinetickou
energii
ST P S e -2
T = 3mMT1 + 'é'mgl'z + EMX =3 (A4M +my +mo) X (I1.113)
a pro potencialni energii

gr

2

coz po dosazeni do (I1.112) vede ihned k vysledku (I1.108).

2. Kloubovy mechanismus (odstfedivy regulitor) zndzornény na obr. 4
se to¢i kolem svislé osy thlovou rychlosti w. Hmotnosti spojovacich tyci
a kloubii 1ze zanedbat. Urcete tihel o, ktery budou svirat ramena s osou.

a

m M m

V =g (mizy + mozs + MX) = %= (2M — m; — my) + konst ,  (I1.114)

Obr. 4: Odstfedivy reguldtor. Veliciny L,a udavaji geometrické rozméry reguldtoru, ra-
mena jsou zatiZena hmotnostmi m, osa hmotnosti M.

Reseni: Je nejvhodnéj§i uzit neinercidlniho systému otacejictho se dh-
lovou rychlosti w a hledat v ném rovnovaznou polohu pomoci minima po-
tencislni energie. Na mechanismus pusobi gravitace a odstiedivd sila, takze
vyslednd potencidlni energie je

V = —2g (ML + ma) cos ¢ + mw?a®sin® ¢ . (I1.115)
Plati
oV . 2 2 .
%=2g (ML + ma)sing — 2mw“a” cos psinp =0 . (IL.116)
Tato rovnice ma tfi feSeni
cosp=-—1, (I1.117)
cosp=1, (I1.118)
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ML+ ma

=(=—5=9g. I1.119
COSp=(=——53—g ( )
Tteti feSeni existuje pouze pro ¢ < 1.
Druhou derivaci V je
2 1

g_‘;;‘g = —4mw?a’? (cosch - %g’ Ccos p — 5) . (I1.120)

Aby 3lo o stabilni rovnovahu, musi byt (I1.120) kladné, tzn.

, 1 1

cos” ¢ — 5( cosy — 5 <0. (I1.121)

Odtud plyne, ze feseni (I1.117) je vzdy nestabilni; pokud je ¢ > 1, je stabiln{
feseni (IL.118), a pokud je { < 1, je stabilni feseni (I1.119).
3. Dokazte, ze pohybové rovnice pro ¢éstici v elektromagnetickém poli

ma =e(E + v x B) (II.122)

plynou z Lagrangeovy funkce

1
L= Emv2 —ep+eAv (IL.123)
kde ¢ (r,t) a A (r,t) jsou tzv. skaldrni a vektorouvy potencidl pole. Uzijte
tohoto vysledku k feseni piikladu 2, ktery jsme v piedeslé kapitole Fesili
pomoci Newtonovych rovnic.
Resend: Vypocet pohybovych rovnic z Lagrangeovy funkce (11.123) d4vs

. 0¢p 0A; 0A; 0A;
,=e{ —— — -~ i 1.124
i e( bz 8t)+e(3xi az; ) ¥ (IL.124)
Uzitim prvniho ze vzorcu (1.65) dostdvame
0A; 04 0An,
— = = €k -—, I1.125
(9.’E,; B:r;j CikjCkmn 6-'1371 ( )
takze uzitim (I1.66) a definice operace rotace
[I‘OtA]i = [v X A]z = EijkiAk (11.126)
8mj
pfepiSeme (I11.124) do vektorového tvaru
0A
ma = e (——gradq‘) iy +e(v xrotd) . (II.127)
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Je tedy
0A

E = —grad¢ — e B =rotA (I1.128)
pro vztah intenzit a potencidli. Snadno se dokaze, ze v dusledku (I1.128)
museji intenzity spliiovat 1. pir Maxwellovych rovnic

divB =0, rotE = —aa—f . (I1.129)

Nyni se zabyvejme ptikladem 2. Omezme se na pohyb v roviné kolmé k ose
vélce. Vzhledem k symetrii tlohy lze pfedpokladat, Ze vektorovy potencial
je tetny ke kruznicim se stfedem v ose a jeho velikost zdvisi pouze na
vzdalenosti od osy. Vzhledem k druhé rovnici (II.128) muZeme uzit Sto-
kesovy véty

f Ads = / BdS, (T1.130)
s S
kde s je hranice kruhu S se stfedem v ose. Velikost vektoru A pak je
A= ?. (I1.131)
Skalarni potencial ¢ se urci snadno jako
T
b= / Edr = —ek In— . (I1.132)
Ro Bo

Dosazenim (I1.131) a (I1.132) do (II.123) a prepisem do polarnich soufadnic
r,1) dostavame

1 .2 . 99 r r’B .
L=zm (72 + r?4?) + ek g+ et (IL.133)
Prvni integraly této Lagrangeovy funkce jsou
. 1
£ = %m (r'2 + r2¢2) — ek 1nRi0 = ~2-m'v02 , (I1.134)
. 2B R 2
py = mre + erT = eB--, (I.135)

kde konstantim ddvame hodnotu odpovidajici zadanym pocateénim pod-
minkdm. Dosazenim z (II.135) do (II.134) dostaneme

1 2,272 2\ 2
L ve? = sm {fz e (1 _ R ) — ek ln— (11.136)

Ry’

2 4m? R?
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coz pro pohyb s nulovou radialni slozkou rychlosti na plasti vélce, tj. 7 = 0,
r = R, d4dva vysledek (1.154).

Dalsi ptiklady k feSeni Lagrangeovych rovnic nalezne étendf ve , Vybra-
nych aplikacich“ té&chto uéebnich texta.

Priklady k samostatnému feSeni
1. Zebiik vahy G je opfen o svislou hladkou sténu, se kterou svira thel .
Jakéd vodorovnd sila musi pusobit na dolnim konci Zebiiku, aby jej udrzela
v rovnovaze?

Podle pfedchozi tlohy lze Zebfik nahradit nehmotnou tyéi, jejiz

konce jsou zatizeny vahami —q Potiebna sila je F' = — tg ¢ .

2. Hmotny bod klouze bez tfeni z nejvyssiho bodu koule o poloméru R.
M4 pocétecni rychlost vy. Uréete, v kterém misté se odpoutd od povrchu

koule.
Lze uzit Lagrangeovych rovnic 1. druhu a hledat podmmku nulo-
2 2R
vosti multiplikdtoru. K odtrzeni dojde ve vysce z = %—— + 3 nad
g
| stfedem koule.
3. Najdéte Lagrangeovu funkci volné ¢éstice v ne1nerc1aln1m systému.

[ Uzijeme vztahu (1.56) a piepisu

dl

vy = @ (r'vt,) —7 (atr —w X ) -

Vysledek

L= %mv’2 + % (@ x )2 = mr'ay +mv' (wx 1) .
(Cérky znamenaji, Ze piislusné veli¢iny a operace se vztahuji
| k neinercidlnimu systému.)

4. Homogenni provaz délky L a hmotnosti u leZi napjat na stole. Na
jeho koncich jsou upevnény hmotnosti m a M tak, ze m je pravé na okraji
stolu a za¢ina padat. Uréete drdhu h jako funkci éasu.

_mL _ Kg
h = p — (coshAt — 1) kde A= \/L(m Y S }
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Il HAMILTONOVSKA FORMULACE MECHANIKY

V prvni poloviné minulého stoleti nalezl W. Hamilton novou formulaci klasické mechaniky,
v niz pohybové rovnice nabyvaji mimoféddné prostého tvaru. Hamiltonovskd formulace se
stala pro dalf rozvoj teoretické fyziky stejné vyznamnou jako formulace lagrangeovska.
Ctensi se s ni bude setkdvat pfi dalsim studiu zejména v oblasti kvantové mechaniky
a statistické fyziky.

V Hamiltonové formulaci vystupuji soufadnice a jim pfislusné zobecnéné hybnosti
jako rovnopravné dvojice proménnych ve fdzovém prostoru. Zatimco v Lagrangeové for-
mulaci bylo mozné libovolné zaméfiovat kfivotaré soufadnice, v Hamiltonové formulaci
lze transformacemi ,misit“ soufadnice a hybnosti za podminky, Ze Hamiltonovy rovnice
si zachovaji svij obecny tvar. Pi{slusnym transformacim se itkd kanonické. Charakteri-
zujeme kanonické transformace a zavaddime jejich dilezity invariant, Poissonovy zavorky.
Ukazujeme, 7e i pohyb tfidy mechanickych systémi mize byt chdpan jako kanonicka
transformace, a dospivdme k Liouvilleové vé&té, o niz se opird statisticka fyzika.

.1 Hamiltonova funkce. Hamiltonovy rovnice

Hamiltontv formalismus se vztahuje na tytéz piiklady, v nichZz je mozné
odvodit pohybové rovnice z Lagrangeovy funkce podle (I1.45). Namisto La-
grangeovy funkce se viak stavé zakladem nové formulace zobecnéna energie
€ z (I1.60), v niz ovSem z rovnic

=L
pz—-a.-

7 i=1,2,...,n, (IIL.1)

vyjaddiime zobecnéné rychlosti ¢* jako funkce zobecnénych soufadnic q*, zo-
becnénych hybnosti p; a (popfipadé) €asu t, tj. 21
ql = q-l (q]apj’t) . (III2)
2 , - . . g o’L
Podminka fesitelnosti rovnic (II1.1) vzhledem ke ¢* je Det (3(1—16&7 # 0. Z Lagran-
geovych rovnic vidime, ze je to zdroveii podminka pro to, aby zrychleni ¢' byla uréena

polohami ¢* a rychlostmi g*. V piipadech, kterymi se zabyva klasickd mechanika, je tato
podminka regularity obvykle splnéna.
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Zobecnéna energie v novych zdkladnich proménnych ¢/, pj,t se znaéi H
a nazyva se Hamiltonovou funkci mechanického systému. Je tedy

H (qj 1 P> t) =pid' — L. (IIL.3)
Vypoctéme diferencial funkce H z levé i pravé strany rovnice (II1.3). Jednak

je
oOH oH oH

i+ = 1.4
dH = 3 ldq + ; ~—dp; + 5 dt (I11.4)
a jednak plati
oL oL oL
dH = ¢'dp; + pidg* — 57dq T ——d¢* — Edt , (I11.5)

kde druhy a étvrty ¢len na pravé strané by bylo mozné vyjadiit pomoci di-
ferencisli ¢/, pj a t na zakladé (II1.2). Vzhledem k platnosti Lagrangeovych
rovnic (I1.45) se vSak tyto Gleny rusi a vzhledem k (III.1) lze tedy psét

. . L
dH = ¢'dp; — pidq’ — %dt : (I1L.6)

Porovnanim (II1.4) a (II1.6) zjistujeme, Ze plati

(5’5) . (-‘25) (IIL7)
ot psq ot a9
a déle 5H oH

qg = op; Di = _8qi . (IT1.8)

Pro mechanicky systém s n stupni volnosti pfedstavuji rovnice (II1.8) 2n
diferencidlnich rovnic 1. fddu pro 2n nezndmych funkei casu ¢(t) a p;(t).
Jsou to tedy rovnice nizsiho fddu nez rovnice Lagrangeovy, navic jde o rov-
nice mimofddné jednoduché, ponévadz pravé strany (II1.8) nezavisi na deri-
vacich hledanych funkci. Rovnice (II1.8) se nazyvaji Hamiltonovimi kano-
nickymi rovnicemi daného systému. 2n-rozmérny prostor proménnych g¢¢, p;
se nazyva fdzovym prostorem a o dvojici ¢*, p; se stejnym indexem i se mluvi
jako o kanonicky sdruzenygch veli€inach.

Pro ilustraci uvedeme nejjednodussi pfipad jednorozmérného pohybu
volného hmotného bodu. Zde

p2
H=pj—L[=<— L.
pq -y (I1L.9)

80



a Hamiltonovy rovnice maji tvar
¢g=—, p=0. (I11.10)

Dalsi priklady nalezne ¢tenar na konci kapitoly.
Opaéné z Hamiltonovy funkce H (¢/,p;,t) mbzeme vypoéitat Lagran-
geovu funkei L (¢7, %, )
L=p¢—-H, (IT1.11)

kde za p; dosadime funkci zobecnénych soufadnic, rychlosti a ¢asu uréenou
z prvnitho paru rovnic (II1.8)%2. Vypotteme diferencidl L a uzitim Hamil-
tonovych rovnic lze pak odvodit Lagrangeovy rovnice 2. druhu; tim je do-
kdzana ekvivalence obou druhu pohybovych rovnic. Popsany pfechod od
Lagrangeovy k Hamiltonové funkci a od proménnych ¢*,¢* k proménnjm
¢*,p; se nazyva Legendreovou dudini transformact a setkdvéme se s ni i mi-
mo klasickou mechaniku.

Snadno se presvédéime, ze Hamiltonovy rovnice (II1.8) mohou byt od-
vozeny z varia¢niho principu

2
5/th =0, (111.12)
31

kde
F(¢,d,pjt) =pid' — H(¢,pst) - (IIL.13)
Zde & znaéi izochronni variaci a v okamzicich t;, ¢, se pozaduje 6¢* = 0. Na
rozdil od Hamiltonova principu (I1.75) se tento princip vztahuje k fizovému
a nikoliv ke konfiguraénimu prostoru.
V piipadé, ze Hamiltonova funkce nezavisi explicitné na case a plati tedy
zdkon zachovani energie, je pro pohyby se stejnou energii £
to to
S = /th - /p,-q"dt —E(ta—t))=So—E(ta—t1) . (IIL14)
t1 t1
Veli¢inu Sy nazyvame redukovanou akci.
UvaZujme nyni o pohybech spliiujicich zdkon zachovani energie pfi pevné
pocétetni a koncové poloze v libovolnych Casech. Variace (II11.14) je

08 =465y — €& (51:2 - 5151) s (11115)

2

H
api[‘)pj> # 0. Tato

podminka nemusi byt splnéna ani ve fyzikdlné zajimavych p¥ipadech, viz IV .4.

2 Piislusnd podminka fesitelnosti rovnic vzhledem k p; je nyni Det (
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zatimco podle (I1.85) je (protoze jsou splnény Lagrangeovy rovnice a éq* = 0
na okrajich)
0S8 = =& (0ty — bt1) . (II1.16)

Srovnanim obou pfedchozich vztaht dostavame

§So =6 / pidg =0, (IIL17)

kde C je kiivka v konfiguracnim prostoru spojujici po¢ateéni a koncovou po-
lohu systému. Zapiseme ji jako ¢* = ¢* (0), kde o je parametr. Pak vyjadiime

z (IIL.2)
' dg’ j dqjda 7
pz(dt ,q) =p; (d o (I11.18)
z (IIL3)
d¢? do |
i ¢ = 2L d)l=f. )
H (¢, ¢) H(da dt,q) £ (I11.19)

Ze vztahu (II1.19) vypocteme do/dt jako funkci ¢/, dg/ /do a € a tu dosadime
do (III.18) a poté do (I11.17). Tak dostaneme variaéni princip ve tvaru

5 / f( dg’ 5) do =0 (I11.20)

pro uréenf trajektorie systému ¢* (o) mezi po¢ateéni a koncovou polohou pfi
dané energii £. Ctenaf si muze ovéfit, Ze pro Lagrangeovu funkei (I1.63) je

dg* dg*
f= \/ 2(6-V) aj— 9o Ao’ (I11.21)

kde V i a;;, jsou funkcemi ¢'.
Vaztah (II1.17), resp. (II1.20) je historicky nejstarsi podobou variaéniho
principu mechaniky a nazyva se Maupertuisiuv princip.

ll.2 Cyklické souradnice. Routhova funkce

Integrace Hamiltonovych rovnic je usnadnéna v ptipadé, Ze se mezi soufad-
nicemi ¢* vyskytuji soufadnice cyklické, tj. takové, Ze na nich Hamiltonova
funkce nezavisi. Ze vztahu (II1.3) mezi Hamiltonovou a Lagrangeovou funkci
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vyplyva, ze soufadnice je cyklicka vzhledem k Hamiltonové funkci praveé
tehdy, kdyz je cyklick;i vzhledem k funkci Lagrangeové. Podle (IIL.8) pro
cyklickou soufadnici ¢7 plati

O0H

a kanonicky sdruzenou zobecnénou hybnosti je
b =qj5, (11123)

kde o; je konstanta uréenéd poc¢dtecnimi podminkami. V pfipadé, Ze vSechny

souradnice jsou cyklické a Hamiltonova funkce nezavisi na case, plati

_ 0H _ BH(al,...,an)
api - Bai

-1

q =w;(a1,...,q) , (I11.24)

¢ =uw't+ g, (II1.25)

kde w' a [ jsou konstanty. Rovnice (II1.23) a (II1.25) piedstavuji feseni
Hamiltonovych rovnic.

V piipadé, Ze jsou cyklické pouze soufadnice ¢,...,q°, kde s < n, uka-
zuje se vyhodnym zavést Routhovu funkci

8§
R (q5+1’ o 7qn7p17 s 7p57qs+17 T ’q'"’t) = szql -L. (11126)
=1

Vypoctem diferencidlu obou stran (II1.26) a porovnanim koeficienttt mame

. _OR . OR

22 — ;] = —— III2
7= Bp P oq' (HL27)
prot=1,...,5a
OR oL OR oL
= = - I11.28
¢t gt "’ gt ¢ ( )

pro ¢ = s+ 1,...,n. Uzitim Lagrangeovych rovnic 2. druhu lze (III.28)
prepsat na tvar

d /OR OR
— (=)= =9 IT1.29
dt (3@') 0q* ( )
pro necyklické soufadnice.

Uplny systém pohybovych rovnic je tak pfedstavovan rovnicemi (I111.27),
které maji formu Hamiltonovych rovnic, a rovnicemi (II1.29), které maji

formu rovnic Lagrangeovych. Ponévadz ¢',...,q° jsou podle piedpokladu
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cyklické soutfadnice, jsou s nimi sdruZzené hybnosti py, .. ., ps konstantni a lze
proto v (II1.29) brat Routhovu funkci jako

R=R (q3+1, gL an, ,as,t) , (I11.30)

kde se (na rozdil od Lagrangeovy funkce) nevyskytuje zdvislost ani na
derivacich cyklickych soufadnic. Tento fakt zfejmé usnadiiuje feSeni rovnic
(I11.29).

1.3 Kanonické transformace

Lagrangetuv formalismus ndm dovoloval provadét libovolné zamény kfivoca-
rych soufadnic typu

Qf = Q' (qj,t) . (IIL.31)
Transformaci (II1.31) se sice obecné (pokud neslo o transformaci invariance)
méni funkéni tvar Lagrangeovy funkce na

L(Q7,Q't) =L (¢ (@,t),¢ (@1, @,1).1) , (I11.32)
av8ak Lagrangeovy rovnice 2. druhu si zachovaji svlij tvar
d 6L oL
—— — - =0, I11.33
dtoQi 0@ ( )

coZ je patrné z toho, Ze tvrzeni Hamiltonova principu, z néhoZ rovnice
(I11.33) vyplyvaji, nezavisi na pouzitych soufadnicich?®.

Hamiltontiv formalismus, v ném? soufadnice ¢* a hybnosti p; vystupuji
rovnopravnym zpusobem, nds vede k dvaham o §irsi t¥idé transformaci

P=P(dppt) . Q' =Q (d.p1) - (I11.34)

Je rozumné pozadovat, aby transformace (II1.34) neménily tvar Hamil-
tonovych rovnic, tj. aby pro novou Hamiltonovu funkci H (Q*, P}, t) platilo
., OH . 0H

e —— P=—-——. I11.35
Pozadavek (II1.35) tfidu transformaci (II1.34) podstatné zuzuje. Transfor-
mace spliiujici pozadavek (I11.35) se nazyvaji kanonické transformace. Jiny-
mi slovy ve fazovém prostoru existuje jistd specidlni tfida soufadnicovych
systémil spojenych kanonickymi transformacemi.

3 Konkrétni podoba rovnic po rozepséani parcialnich derivaci je ovem riizna.
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Abychom charakterizovali kanonické transformace, vyjdeme proto z va-
riaénfho principu (II1.12). Musi platit

i t
5 /2 (pig' - H)dt =36 /2 (PQ ~H)dt=0. (I11.36)
11 t1

Vime jiz (viz vzorec (I1.101) a komentaf k nému), zZe funkce za integrdlem
ve variaénim principu se mohou lisit o totdlni derivaci podle ¢asu. Protoze
¢ =dq*/dt, Q' = dQ'/dt, mizeme namisto (II1.36) psat

pidg’ — PdQ' + (H — H) dt = dp(P, Q) . (I11.37)

Funkci (P, Q,t) nazyvame vytvorujici funkci kanonické transformace.
Piedpokladejme, Ze je mo#né z inverzni transformace k (II1.34)

pi=pi(PQ@t), d¢=d(Pa¢) (1L.38)
vyjadfit nové hybnosti P jako funkce g, Q,t. Pak lze psat
¥ (P(g,Q,t),Q,t) = F(Q,q,1) , (1IL.39)

¢imz zavadime vytvorujici funkci F (Q, g,t). Nahradime-li funkci ) na pravé
strané (IT1.37) funkci F, miizeme porovnat koeficienty u diferencidli na obou
strandch a dostavame

pizg—g{, Piz_'g—g—i’ HzH-l—aa—I;. (IT1.40)
Prvni dvé sady rovnic (I11.40) uddvaji kanonickou transformaci pfislusnou
vytvofujici funkci F, posledni vztah umoziiuje uréit novou Hamiltonovu
funkci. ‘ _

oq¢"

OP;
vzdy splnéno. Existence inverzni transformace (II1.38) si Z4d4 pouze splnéni
podminky

Popsany postup vyzadoval, aby byl Det # 0, coz nemusi byt

¢  Og'

0Q7 9P;
Det J 0. 111.41
on om |7 (ITL-41)

57 9P,
Pokud Det Oq' = 0, ale je nenulovy subdeterminant Det O 1ze
z (IT11.38) vypotitat @ jako funkce g, P,t. Vztah (I11.37) pfepiSeme na tvar
pidg' + Q'dP,+ (A - H)dt =d (PQ +v) (I11.42)
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a polozime
P,Q' (¢, Pt) +¢(P,Q(q, P,t),t) =F (g, B1) , (II1.43)
kde F (g, P,t) je dalsi typ vytvoFujici funkce. V tomto pfipadé bude

oF i OF OF
Pi=gn. Q=g H=H+o . (I11.44)

Bylo by mozné zavést jesté vytvorujici funkce F (P,p,t) a F (p,Q,t), coz
ponechdvame na ¢tenafi.

Uved'me nyni piiklady kanonickych transformaci:

a) Z vytvorujici funkce

F=f'(q,%) (II1.45)
dostavame podle (III.44)
X ; afj _ 3fi
Q=r, m=5?ﬁ H=H+Z-P, (I11.46)

coz jsou jiz uvedené transformace (II1.31) v konfiguraénim prostoru, do-

plnéné odpovidajicimi transformacemi hybnosti a Hamiltonovy funkce. Po-

vS§imnéme si, Ze zatimco pro Lagrangeovu funkci platilo L = L, viz (II1.32),

hodnoty Hamiltonovy funkce H a H se pro transformace z4vislé na ¢ase ligi.
b) Z vytvorujici funkce

F = ¢'Qt (I11.47)

dostavame podle (111.40)
pi=Q, P=-¢, H=H. (IT1.48)

Transformace tedy vede (az na znaménko) k vzdjemné vyméné soufadnic
a hybnosti. Vidime tedy, ze rozdéleni na soufadnice a hybnosti nem4 v Ha-
miltonové teorii absolutni vyznam.
¢) Z vytvorujici funkce
m
F=5wfm@Q (I11.49)

ziskdme podle (II1.47) po malé tpravé

P
q= \/ ——~—72n sin @, p=V2mwP cosQ . (I11.50)
W
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Pro Hamiltonovu funkci harmonického oscilatoru
2 2

P mw- o
H=-"—+— I11.
5t 54 (I11.51)
dostavame
H=uwP. (I11.52)

Nova soufadnice @Q je vzhledem k nové Hamiltonové funkci H cyklick4 a fe-
Senim Hamiltonovych rovnic je tedy

P=qa, Q=wt+0, (I11.53)

kde a, jsou konstanty. Pro puvodni soufadnici ziskdme dosazenim do

(I11.50)
g= */nfiz sin (wt + B) (I11.54)

kde £ = wa je konstantni energie oscildtoru.

Z posledniho piikladu vidime, Ze kanonickou transformaci je mozné dét
Hamiltonové funkei a tim i Hamiltonovym rovnicim mimofddné jednoduchy
tvar, ktery usnadni jejich feSeni. Aby bylo mozné této vyhody vyuzivat, je
tieba umét vhodnou kanonickou transformaci nalézt.

Na zavér si ukazme, Ze kanonické transformace tvoii grupu. Pfedevsim
je ziejmé, ze identicka transformace je kanonickd. Slozime-li dvé kanonické
transformace (p,q) = (P*,Q*) — (P, Q), mdme

pidq’ — PrdQ™ + (‘}7* - H) dt = do* | (I11.55)

PrdQ* — PdAQ + ("H‘ - H*) dt = dy** (111.56)
a sectenim obou vztaht dostaneme
pidg' — PAQ" + (F - H) dt = d (¢* +¥*) . (IIL.57)

Odtud vidime, Ze i vyslednd transformace je kanonickd s vytvoiujici funkci
¥ = 9* + **. Konetné inverzni transformace ke kanonické transformaci
(I11.34) spliiuje vztah

PdQ —pidg' + (H —H) dt = d (—¢) (I1L.58)

a je tedy rovnéz kanonickou transformaci s vytvotujici funkci —1.
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lll.4 Poissonovy zavorky

Méjme dvé funkce ve fizovém prostoru, které se eventudlné méni s ¢asem,
oznacme je u(p,q,t) a v(p,q,t). Poissonovou zavorkou téchto funkci nazy-
vame funkci??

[w], = Ou v du ov
P9 Op; Og  Oqi Op;

Pozdéji ukdzeme, Ze hodnota funkce [uv] je invariantni vuci kanonickym
transformacim, tj.

(I11.59)

[w], , = [w]p g (IT1.60)

pro libovolné soufadnice a hybnosti spojené kanonickou transformaci. V n4-
sledujicich obecnych tivahich neni proto tfeba specifikovat, pro jaké kano-
nické proménné se Poissonova z4vorka potitd. Poissonovy zdvorky umoziiuji
Jednoduché formalni vyjadreni zékladnich tvrzeni Hamiltonovy mechaniky
a sehraly velmi dillezitou roli pfi budovani kvantové mechaniky.

Na zdkladé definice (II1.59) je snadné dokizat algebraické vlastnosti
zavorek

[w] = ~[vu] , specidlng pak [uu] =0, (IIL61)
[(u1 + ug) ] = [ugv] + [uz] | (IIL62)
[(u12) v] = ug [ugv] + us [urv] (IIL63)
[u[vw] + [vfwu]] + [wluww]] =0 . (IIL.64)

Antikomutativnost (II1.61) a tzv. Jacobiho identita (ITI1.64) znamenaji, ze
Poissonovy zévorky tvoif na daném prostoru funkei Lieovu algebru. Déle se
snadno dokéze, ze plati

0 ou v
— = {— — . IT1.
5 [uv] [E)t ’UJ + [u 3t] (IIL.65)
Totdlni derivaci libovolné funkce podle ¢asu mazeme s ohledem na Hamil-

tonovy rovnice (II1.8) zapsat jako

du  Ou Ou. Ou ou

=gy M T . I
at = Tagd gyt = 5 Y (I11.66)

** V literatufe byvé nékdy zavddéna s opaénym znaménkem.
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Vidime tedy, ze funkce u je integrilem pohybovych rovnic, pravé kdyz

ou

E +[Hu] =0, (IIL.67)
a nezdvisi-li u explicitné na Case, pak
[Hu] =0. (I11.68)
Zvolime-li za v Hamiltonovu funkci H, dostaneme vzhledem k (II1.61)
dH OH
= (I11.69)

¢ili Hamiltonova funkce se zachovavé, pravé kdyz nezavisi explicitné na Case.
Plati véta: Jsou-li u a v integraly pohybovych rovnic, je integralem po-
hybovych rovnic i jejich Poissonova zavorka [uv].
Dukaz provedeme vyuzitim vztahu (II1.61)-(111.66)
d [0 0
St = |G ] + [ua—"t’] ~ fufv H]] - [o[Hu]] =

[/ Ou dv
= — +[H — +[H
_(81: * “]) v] " [u(at + ”])]
[du dv
= |= —| =0. II1.
_dtv]+[udt (I11.70)
Je tfeba upozornit na to, ze takto ziskany integril miZze byt funkci jiz
znamych integrald u, v, anebo konstantou, takze aplikace dokdzané véty
nevede vzdy k nalezeni nového nezivislého integralu pohybovych rovnic.
Poviimnéme si nyni tzv. ,fundamentdlnich zavorek"“, kde tdlohu funkci
u, v hraji soufadnice a hybnosti. Vezméme napiiklad

i1 0Qiop;  0Q oP;
[@'p] = e (I1L.71)
Avsak podle (I11.40) plati
ob ___OF __ Ops (II1.72)

dg° ~  9¢°0Qi AQI
a obdobné (vyuzitim dalsich vytvofujicich funkci)® by se dokézaly vztahy

o o,  oF _ 0@ op_ Q)
9Qi  Op;’ oP;  op;’ op; Og

(I11.73)

5 V piipadé, ze nékterd z vytvorujicich funkci neexistuje, plat{ vztahy rovnéz, ale jejich
dukaz je ponékud slozitéjsi.
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Vyuzitim (II1.71) a (II1.72) lze psat napiiklad

inp]_ 0Q'8¢"  8Q"dp,  0Q
[@'p] = 55305 T 505 = 307 = (I11.74)

Analogicky lze dokézat
[QiQk] =0, [PP]=0. (I1L.75)

Vztahy (I11.74) a (II1.75) jsou pfedobrazem komutaénich relaci a principu
neurcitosti v kvantové mechanice.
Nyni dokédzeme tvrzeni (I11.60). Postupné dostivame

wo] = Ou OP; + Ou 0Q7 Ov 0P, N ov 0Q* B
P4 \OP; Op; = 0QI dp; 0P, 8¢  0Qk dqt

_ [ OudP;  Ou oQJ Ov 0P + ov 0Q7 _
OP; 0¢ ~ 9@ gt OP, 0p;  0Q7 Op; |

ou Ov

Ou O
_ 5} 8113) [Qﬂpk] 3P, 30F [P Qk]
8u ou Ov

J Nk
T oqi 8Qk (@] + ap, ap, 1Tk = wlpg
coz jsme chtéli dokézat.

Pro Poissonovy zavorky soufadnic a hybnosti s Hamiltonovou funkef lze
pfimo z definice (II11.59) obdrzet

7 0H :):
[Hq] =5, Hpl= 5 (I11.76)

Tyto vztahy plati nezdvisle na tom, jsou-li splnény Hamiltonovy rovnice.
Pokud vsak plati, jsou levé strany (II1.76) na zékladé (IIL.66) rovny g,
popr. p;, takie (II1.76) lze povazovat za zdpis Hamiltonovych rovnic.

.5 Pohyb jako kanonicka transformace

Bod ve fézovém prostoru odpovid4 stavu?® systému o danych pocatecnich
podminkdch pro Hamiltonovy rovnice (IIL.8). To znamen4, e je-li zaddna

?® Stav v tomto smyslu odpovid4 zadani poloh i hybnosti.
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Hamiltonova funkce, pak Hamiltonovy rovnice uréuji éasovy vyvoj systému
jako pohyb bodu fazového prostoru, tj.

pi = pi (popq{iat) ,  d=q (po]',qré,t) : (IL.77)

Vzhledem k jednoznacnosti feSeni pohybovych rovnic existuje i inverzni
transformace

poi =poi (pss¢t) s dh=4db(pind,t) , (IIL.78)

kde po;, g4 jsou prvnimi integraly pohybovych rovnic. Ukézeme, Ze predch4-
zejici vztahy (IIL.77), popi. (II1.78), piedstavuji kanonickou transformaci od
proménnych ¢’, p; k proménnym g}, po;. Ditkaz provedeme tak, Ze konstruu-
jeme vytvorujici funkci.

Méjme zadédnu poéiteéni polohu systému, tj. soufadnice gf v &ase to.
Hamiltontv princip umoziiuje uréit pohyb, kterym systém dosdhne v Case ¢
polohy o soufadnicich ¢*. Pro tento pohyb vypoéteme akci systému

t
S = / Ldt | (TIL.79)
to

kterd tudiz bude funkci poCateéni a koncové polohy a pocate¢niho a kon-
cového ¢asu?’, tj.
=8 (qé,to,qz,t) . (I11.80)

Napiiklad pro jednorozmérny pohyb volného hmotného bodu je akce jako
funkce soufadnice a ¢asu ddna vztahu

t
1, 1 1
=/ = == t—ty) ==m- ——. IT1.81
S /2mvdt Fmo? (¢ = to) = 5 m 20 (IT1.81)
to
Omezime-li se na skutecné pohyby, pfechdzi tedy funkcional akce ve funkci
(II1.80), a tudiz neizochronni variace akce urend vztahem (I1.85) pfechdzi

v diferencial

dS = pidq’ — Hdt — poidql + Hodty . (I11.82)
Je proto 5
as S
pi = Er Poi = -5% (II1.83)

*" Pro g5, to dostatetné blizké ¢*,t je pohyb a tudiz i akce jako funkce soufadnic a Casu
urena jednoznatné. Obecné muze oviem existovat vice extremdlnich drah mezi gg,t0 a
q',t, takze funkce akce (III.80) muze byt viceznacna.
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oS 28
H= —‘E y 0= 6—t0 .
Porovname-li (II1.83) s (II1.40), vidime, Ze vztah (II1.77) pfedstavuje ka-
nonickou transformaci s vytvorujici funkci (—S), zatimco inverzni transfor-
mace (II1.78) mé podle (II1.58) vytvoiujici funkci S.
Podle posledniho vztahu (II1.40) a prvniho vztahu (II1.84) je novd Ha-

miltonova funkce pro transformaci (II1.78) ve tvaru

F:H+8—S=0, (I11.85)

ot
coz je v souladu s tim, Ze ,nové soufadnice“ g§ a ,nové hybnosti“ py; jsou
konstanty (srovnej s Hamiltonovymi rovnicemi (II1.8)). Pokud by akce ve
tvaru (II1.80) byla zndma, dostali bychom z druhé sady vztahu (IIL.83)
ihned obecné feseni pohybovych rovnic, obsahujici 2n integraénich konstant

Poi, g5- Miizeme si to ovéfit na piikladu (I11.81), kde

(I11.84)

m(z — .
po = —(ti_TZi"l . el z=ap+ En% (t —to) . (I11.86)
Namisto pfimého feseni pohybovych rovnic je proto mozné postavit si ilohu
nalezeni akce ve tvaru (IIL.80).

lll.6 Liouvilleova véta

Méjme ve fizovém prostoru oblast 2. Pak integrl

Vo = / dg'...dg"dp, ... dp, (IIL87)
i

Je nezdvisly na volbé kanonickych proménnych, tj. plati (pfi uziti strucnéj-
$iho zapisu)
/ dgdp = / dQdP . (IIL.88)
ip} 2

Miizeme proto hovofit o Vy; jako o fdzovém objemu oblasti 2. Fazovy objem
je dilezitym pfikladem éntegrdlniho invariantu kanonickych transformaci.

Tvrzeni vyjadiené vztahem (II1.88) se nazyva Liouvilleovou vétou. Pro
jeji dikaz postali ukdzat, ze jakobidn libovolné kanonické transformace,
ktery stru¢né zapiSeme jako

(I11.89)



je roven jedné. S uvazenim, Ze

0 _, oA
or; 7’

=4, (I11.90)

lze psat (doporu¢ujeme Ctendfi, aby se o tom pfesvédéil podrobnym ro-
zepsdnim determinanti)

YQ) _HQ.P)Ne) _ (99) (9F) Lo
d(q,p)  9(q,P) 9(q,p) dq)p\0dp/,
Podle (III.44) je vsak
BQZ _ 327 _ 8])1;
90 ~ 9giop P, (111.92)
pro vSechny prvky determinantu J, a tudiz z (II1.91) plyne
J=1 (I11.93)

(obdobny dtikaz by bylo mozné provést i v piipadé, Ze musime pouzit
jiného typu vytvofujici funkce). Tvrzeni Liouvilleovy véty je fyzikdlné zvlast
zajimavé v souvislosti s tim, co bylo uvedeno v pfedchozim odstavci. Zde
jsme dokézali, Ze feSeni pohybovych rovnic zapsané ve tvaru (IIL.77) pfed-
stavuje kanonickou transformaci. Dosud jsme interpretovali kanonické trans-
formace jako zdmény soufadnic ve fizovém prostoru, tj. P,Q byly nové
soufadnice bodu, ktery mél pfedtim soufadnice p,q. U vztahu (IIL.77) je
viak nazorn&jsi tzv. aktivni interpretace. Pfedstavujeme si mnozinu systémi
(mnozinu mechanickych soustav) o véech moznych pocétecnich podminkach
z jisté oblasti 2y fazového prostoru v Case tg. Pak Casovy vyvoj téchto
systému popsany rovnicemi (II1.77) pfedstavuje pro kazdy Cas ¢ zobrazeni
oblasti {29 na jinou oblast £2(¢). Podle Liouvilleovy véty vSak toto zobrazeni
zachovava fizovy objem, tj. plati

Vaw = Vao (I11.94)

pro vechna t.

Toto tvrzeni muzeme vyjadfit také v diferencidlnim tvaru. Zavedeme-
li rozdélovaci funkci p(p,q,t) uddvajici pocet (mechanickych) systéml na
jednotkovy objem fazového prostoru, plati pro ni obecny vztah (II1.66), tj.

dp _ Op
4 = 3 THAL
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Zachovéni fizového objemu béhem pohybu znamens, ze p se neméni podél
trajektorii systémi ve fdzovém prostoru, jinymi slovy rozdélovaci funkce je
integralem pohybovych rovnic

dp
=0 (I11.96)

Je-li uvazovany soubor systémil v rovnovézném stavu, nemeéni se rozdélovaci
funkce s asem ani v daném bodé fazového prostoru, proto je i

dp
F II1.
5 0 (IT1.97)
a tedy
[Hp]=0. (I11.98)

Nejprostsi zptsob, jak splnit vztah (II1.98), je volba p = p(H), tj. rozdé-
lovaci funkce zavisi pouze na energii. Tohoto pfedpokladu se vyuziva ve
statistické fyzice. Platnost Liouvilleovy véty pro pohyb souboru systémt je
ovSem omezena na piipad, ze pohybové rovnice lze vyvodit z Hamiltonovy
funkce. Pro disipativni systémy se silami tfeni véta neplati. Tak napiiklad
pohybova rovnice pro tlumeny pohyb

mz + vyt =0 (I11.99)
ma obecné reSeni

z=g0+ 2 (1~ ), p=poe ¥, (I11.100)
m
m P . ‘s (o
kde 7 = 7 a vypocet jakobidnu dava

J=et"T (I11.101)

tj. fAzovy objem exponencidlné klesa s ¢asem.

.7 Priklady

1. Urcete Hamiltonovu funkci a Hamiltonovy rovnice pro matematické ky-
vadlo délky I.
Reseni: Mame

L= %lesz +mglcosp , (I11.102)
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kde [ je délka kyvadla. Z (III.1) dostaneme
Py =mlp . (I11.103)
Hamiltonova funkce podle (II1.3) anebo (I1.64) je

2
H = % —mglcosy . (II1.104)
Hamiltonovy rovnice (II1.8) davaji

Py

L= (I11.105)

mglsinp = —p, ,

Refeni je v tomto piipadé nejsnazsi pfevedenim soustavy (II1.105) na jedi-
nou rovnici 2. fa4du, kterou bychom pfimo dostali z Lagrangeovy metody.

2. Uvazujme prostor mezi dvéma souosymi valci o polomérech Ry, R.
Mezi valci je elektrické pole E kolmé na osu, jehoz velikost je nepfimo
imeérnd vzdilenosti od osy, tj. E = k/r, a magnetické pole B o kon-
stantni velikosti ve sméru osy. Jakou rychlosti musi vyletét elektron z povr-
chu vnitiniho valce kolmo na osu, aby dosihl plasté vnéjsiho vélce? Reste
Routhovou metodou.

Reseni: Lagrangeova funkce byla uréena vztahem (I1.133). Routhova
funkce je podle (II1.26)

2 2
24T (@ _ EE) } — ek In— (I11.106)

1
R=gm m2\r2 " 2 Ry

Zde py je konstanta, kterou na zdkladé pocdtecnich podminek dané tlohy
eBRy?

klademe rovnu vyrazu . Za tohoto pfedpokladu ma Routhova rovnice

(II1.29) prvni integral

2.2 12 2\ 2
SZ%miﬂQ—iﬁT;mB (1—}2)2> —ek lnL, (I11.107)

odkud s uvazenim podminek tlohy plyne snadno vysledek (1.154).

3. Uréete Hamiltonovu funkci pro pfipad ¢éstice v elektromagnetickém
poli.

Reseni: Lagrangeova funkce je ddna vztahem (I1.123). Odtud dostédvame

p=mv+ed. (II1.108)
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Povsimnéte si, Ze zobecnénd hybnost se nerovna ,obyéejné“. Hamiltonova
funkce je

1
Hzpv~L:§;n~(p—eA)2+egb. (I11.109)

Priklady k samostatnému feSeni

1. Najdéte Hamiltonovu funkei pro pohyb ¢éstice v neinercidlnim systému.

2
H’zg—m—p’(wxr’)+mr’atr, kde p’=m(v'+wxr').}

2. Ve specidlni teorii relativity je Lagrangeova funkce pro volnou &4stici

/ 2
L = —mc?/1 - U—z, kde c je rychlost svétla. Najdéte Hamiltonovu funkci.
c

H =cy/p?> +m2c?, kde p=———7~n—v—.

2

1 - —
c2

3. Dokazte vztahy pro Poissonovy zavorky kartézskych komponent hyb-
nosti p; a momentu hybnosti j;

[jbpc] = —€gbcPa []b]c] = —€gbcJa -

Ctensr se dile mize pokusit feSit metodami vylozenymi v této kapitole
fadu jinych ptikladi.
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IV HAMILTONOVA-JACOBIHO TEORIE

Nalezli jsme jiz nejprost3i diferencidlni rovnice vyjadfujici zadkony klasické mechaniky —
Hamiltonovy rovnice — a tfidu transformaci, které zachovavaji tvar téchto rovnic. Zbyva
Jjesté nalézt obecnou a i¢innou metodu integrace pohybovych rovnic. Tato dloha je feSena
Hamiltonovou-Jacobiho teorii.

Teorie vede k parcidlni diferencialni rovnici — Hamiltonové-Jacobiho rovnici, jejimz
feSenim dospéjeme k akci jako funkci soufadnic a ¢asu a odtud vyuzZitim poznatki o ka-
nonickych transformacich k obecnému feSeni pohybovych rovnic. Explicitni vyfeseni Ha-
miltonovy-Jacobiho rovnice je mozné v piipadé, Ze promeénné lze separovat. Pokud je
separovatelnou proménnou ¢as, dospivime k specidlnimu tvaru Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice. Na zdvér struéné diskutujeme vztah Hamiltonovy-Jacobiho teorie k zdkladni
rovnici kvantové mechaniky — Schrddingerové rovnici.

IV.1 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Hlavni myslenka byla jiz nastinéna v zavéru II1.5. Jde v ni o nalezeni akce
mechanického systému jakozto funkce soufadnic a ¢asu, z niz se pak ziskad
feSeni pohybovych rovnic. Akce spliiuje rovnici (I11.85), do niz muzeme do-
sadit z prvni série vztahu (I11.83), takze dostavdme

oS . oS
—. q", t —_—= .
1 (G dt) + 5 =0, (Iv.1)

kdyz jsme v Hamiltonové funkci zaménili hybnosti parcidlnimi derivacemi
akce podle soufadnic. Rovnice (IV.1) se nazyva Hamiltonovou-Jacobiho rov-
nici. Na rozdil od obyéejnych diferencidlnich rovnic, s nimiz jsme se dosud
setkdvali, je to parcialni diferencidlni rovnice 1. fddu pro nezndmou funkci
S (¢, t). Jak zndmo, obecné feseni parcidlni diferencidlni rovnice obsahuje
libovolné funkce, které se pak uréuji z poc¢atecnich a okrajovych podminek.
Zde ndm vSak stali nalézt dplné reseni, obsahujici tolik libovolnych kon-
stant, kolik je nezavisle proménnych, tj. v tomto pfipadé n + 1. Hleddme
tedy feSeni ve tvaru

S =5 (qi,t,aj) +A (IV.2)
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(jedna z konstant muze byt vzdy volena jako aditivni). Zvolime-li S za
vytvofujici funkci kanonické transformace a o; budeme povazovat za nové
hybnosti, bude podle (I11.44)

oS . 0S8 —
=92 )= H=0. V.3
pZ 8qz b ﬁ aaj ( )
Protoze nova Hamiltonova funkce je rovna nule, jsou podle Hamiltonovych
rovnic 3/ konstantami. Vztahy

.08
S e V4
5= (1v.4)
pfedstavuji n algebraickych rovnic, které implicitné udavaji
qi = ql (ta a]?ﬁ]) ; (IV5)

tj. obecné feSeni daného mechanického problému obsahujici 2n libovolnych
konstant.

Na zavér se presvédéme, ze S vskutku pfedstavuje akci systému. Vyuzi-
tim (IV.1), prvni série (IV.3) a (II1.11) vypoéteme

dSs _as  as ,

ot Wy, LG ¢ =1L Iv.

a tudiz S = [ Ldt.

IV.2 Separace Casu

Hamiltonova funkce ¢asto neobsahuje explicitné ¢as. V tomto pfipadé lze
Hamiltonovu—Jacobiho rovnici zjednodusit. Hledejme akci v separovaném
tvaru

$ =5 (q') +Su(t) - (IV.7)
Dosazenim do (IV.1) dostdvdme
oSy dS;
H{—,¢)=—-—. V.8

Pravd strana je pouze funkci ¢asu, zatimco leva je funkci pouze soufadnic.
To znamend, ze (IV.8) muze platit pro vSechna ¢*, ¢ pouze v pfipadé, ze obé
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strany se rovnaji téze konstanté, kterou oznatime £. Namisto (IV.8) tak
dostavame

ds,
g =£ (IV.9)
H <as‘.’,qi,t> =¢. (1V.10)
Oq

Vztah (IV.10) pfedstavuje Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro funkci sou-
fadnic Sp, pfitemz pro uplnou akci podle (IV.7) a (IV.9) plati

S=-Et+5(q) . (IV.11)

Z rovnice (IV.10) je navic vidét, ze £ mé vyznam zachovavajici se energie
daného systému.

Ukazme si nyni jako nejjednodussi ilustraci feSeni Hamiltonovy-Jacobi-
ho rovnice pro jednorozmérny volny pohyb. Zde je rovnice (IV.10) tvaru

1 (dSp\?
Jejim feSenim je
So=V2m€ x . (IV.13)

(Vynechali jsme aditivni konstantu A, kterd nemd zfejmé vliv na vysledek.)
Celkova akce je tedy

S=—Et+VomEx. (IV.14)

Reseni pohybové rovnice v implicitnim tvaru je ddno vztahem

oS

ﬂzé?’

odkud jednoduchou tdpravou dostaneme

o= % (t+8) (IV.15)

coz je zfejmé obecné FeSeni tlohy.
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IV.3 Separace proménnych

V piedeslém odstavci popsana separace Casu je specidlnim pfipadem obec-
néjsiho postupu. Pro funkci S (&1, ..., &, n) nechf ma parcidlni diferencidlni

rovnice tvar
¢ © % = V.1
(517 agt b (n’ 97])) 0 b ( 6)

kde nezdvisle proménnd 1 a derivace podle ni se vyskytuje pouze ve funkci
. Pak hledame feSeni v separovaném tvaru

S =80 (&)+ Sy (m) , (Iv.17)

coz po dosazeni do (IV.16) davé

¢ (&, %‘3 (n ddi”)) =0. (IV.18)

Aby vztah (IV.18) platil pro viechna &;,7n, musi byt funkce ¢ konstantni,
tj.

ds;,
¥ (77, dn ) =0y, (IV.19)
kde a;, je konstanta a
qﬁ({-%a)-—O (IV.20)
) 861' y =N - . .

Rovnice (IV.16) se tak rozpadla na obyCejnou diferencidlni rovnici (IV.19)
pro Sy, jejiz feSeni obsahuje konstantu ay, a na parcidlni diferencidlni rovnici
(IV.20) pro Sy, ktera jiz nezavisi na proménné 7.

Ve specidlnim piipadé, kdy n v (IV.16) explicitné nevystupuje (jde tedy
o cyklickou soufadnici), lze klast

p=— Sy =oaym . (Iv.21)

V radé dilezitych problému klasické mechaniky muzeme vhodnou volbou
kiivocarych soufadnic dosdhnout toho, Ze po separaci ¢asu je popsanym
zpusobem postupné proveditelnd i separace vsech zbyvajicich proménnych,
takZze akce je ve tvaru

S =—Et+ ansi (¢) (1v.22)

1=1
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v némz kazda funkce S; zdvisi pouze na jedné proménné ¢'. V piipadgé, ze
jde o cyklickou soufadnici, je podle (IV.21)

Si (¢') =pid, (IV.23)

kde p; je zachovéavajici se zobecnénd hybnost.

IV.4 Od klasické ke kvantové mechanice

Vyznam Hamiltonovy—Jacobiho teorie neni jen v tom, Ze poskytuje efektivni
metodu integrace pohybovych rovnic. Sehrila také historicky vyznamnou
roli, kdyz poslouzila E. Schrédingerovi jako odrazovy mustek k formulaci
rovnice, kterd je zdkladem nerelativistické kvantové (vinové) mechaniky. Po-
kusime se jednu z moznych cest od klasické ke kvantové mechanice alespon
nastinit.

UvaZujme nejprve o asticich stejného druhu, které ,startuji“ z daného
mista v daném Case s riznymi rychlostmi. Na svém pohybu pfifazuji bodum
T v Case t akci, kterd jim v té chvili pfislusi. Tak je definovdna akce jako
funkce soufadnic a €asu, splitujici Hamiltonovu—Jacobiho rovnici

a8 a8
a3+ (gmot) =0, (V249

. - . , oS , .
v nizZ jsme v Hamiltonové funkci nahradili hybnosti p; vyrazy —. Uréime-li

oz;
z (IV.24) akci S(r,t), jsou hybnosti a energie ¢stic uréeny vztahy?®

oS

(IV.25)
Plochy konstantni akce S se pohybuji v ¢ase a hybnosti jsou gradienty téchto
ploch. (Napiiklad v nejprost§im pfipadé prostoru bez silového pole jsou
plochy S = konst soustfednymi rozpinajicimi se kulovymi plochami, jejichz
polomér roste imérné odmocniné z asu.)

S pohybem ¢astic v daném silovém poli tak miazeme spojit obraz vin
§iticich se prostorem. Neni ovSem ziejmé, jaky fyzikdlni vyznam by mohly
tyto viny mit, zvlasté uvazime-li, Ze predesly vyklad lze snadno rozsifit na

0
% Pro zkraceni zde budeme uzivat operitoru nabla V = 3 a Laplaceova operdtoru
Zi
2
A=V = 3 66 . O téchto operatorech podrobnéji pojedndvidme v dalsim vykladu.
r;0r;
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systémy s vétsim poctem stupnu volnosti, kde se pfislusné viny pohybuji
nikoliv ve fyzikdlnim tfirozmérném prostoru, ale v konfiguraénim prostoru
daného systému.

V minulém stoleti se vSak rozvinulo odvétvi fyziky, v némz vlnovy a &és-
ticovy obraz plodné koexistuji. Byla to optika & obecné&ji teorie elektro-
magnetického pole. Pro §ifeni elektromagnetického vlnéni v izotropnim, ale
obecné nehomogennim prostiedi plati vlnova rovnice

n? 0% f

kde f ptedstavuje kteroukoli z komponent pole & jeho potencidlu, ¢ je rych-
lost svétla ve vakuu a n index lomu daného prostiedi, jehoz zmény v pro-
storu a Case jsou pomalé ve srovnani se zménami elektromagnetického pole.
V pfipadé, Ze je tento index konstantni, je nejprostsim fesenim vlnové rov-
nice rovinnd monochromaticks vina2?

Af —

f = Aekr=vt) = gelv (IV.27)

2
Zde k = —rﬂu je vlnovy vektor, A vlnovd délka, v jednotkovy vektor ve

sméru Sifeni viny, w kruhové frekvence. Vlnovy vektor je spojen s frekvenci
disperzni relaci

k
w=—c (IV.28)
a plati
k=Vyp, w= o (IV.29)

ot
UvaZzujme nyni o vlné, ktera je jen pfiblizné rovinna a monochromaticka.
Tato vlna muZe existovat i v prostfedi s proménnym indexem lomu, pokud
Jsou jeho zmény zanedbatelné v intervalu vinové délky a periody kmiti. Pro
vinu f lze pak psit
f = Ae¥, (IV.30)

kde A i ¢ jsou redlné funkce soufadnic, amplituda A se véak méni v prostoru
1 v Case mnohem pomaleji nez fdze ¢. Dosadime-li (IV.30) do vlnové rovnice
(IV.26), clenem podélime ji e!¥ a omezime se na redlnou &4st vyrazu na levé
strané, dostdvidme rovnici

2 92 2 2
s N°0°A n Oy

* Fyzikdln{ vyznam m4 jen redlnd ¢ast vyrazu (IV.27).
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Vzhledem k uvedenym vlastnostem A, lze zanedbat prvni a tfeti Clen,
takze 2 /a2

2_ 7N ¥
Tato rovnice pro fazi ¢&ili eikonal ¢, nazyvand rovnici eikonalu, je zédkladni
rovnici geometrické optiky. Zndme-li eikonal ¢(r,t), miZeme z ného urcit
vlnovy vektor a frekvenci podle vztahti (IV.29). Porovnejme (IV.29) se
vztahy (IV.25) a zjistime tak pozoruhodnou analogii mezi mechanikou a geo-
metrickou optikou. Féze ¢ je ziejmé analogii akce S, vlnovy vektor k ana-
logii hybnosti p, frekvence w analogii energie H. ZapiSeme-li disperzni relaci
obecné jako

w=uw(k,rt), (IV.33)

stidva se w analogii Hamiltonovy funkce H, coz znamend platnost Hamilto-
novych rovnic

Ow o ow
or’ Ok
pro pohyby ,éastic* svétla €ili svételné paprsky. PovSimnéme si, Ze pro ho-

k= (IV.34)

mogenni prostiedi odtud dostdvdme piimocaré Sifeni svétla rychlosti <
Koneéné rovnice (IV.32) je Hamiltonova—Jacobiho rovnice (popf. vzniﬁé
z ni jednoduchou dpravou).

Ctenafe muze napadnout myslenka pfenést do geometrické optiky Ha-
miltonv princip nejmensi akce. To vSak nelze pifimo provést, protoze dis-
perzni relace (IV.28) nedovoluje vyjadiit z druhého vztahu (IV.34) k jako
funkci r, 7, t a uskuteénit tak pfechod k Lagrangeové formulaci. MiZeme se
vsak odvolat na variaéni princip mechaniky v podobé (III1.13), specidlné pak
na jeho podobu pro piipad konstantni energie, tj. na Maupertuistiv princip
(IT1.17)

5/p dr=0. (IV.35)

V prostiedi s ¢asové neproménnym indexem lomu a tedy s konstantni frek-
venci w daného paprsku, tedy v geometrické optice, je jeho obdobou Fer-
matuy princip

5 / kdr=0 (IV..36)

nejkratsi optické drdhy. Pro piipad disperzni relace (IV.28) vede druhy
vztah (IV.34) k zévéru, ze k ma smér tecny k paprsku a Fermativ princip
lze piepsat do tvaru
dl
6/———:0, - (IV.37)

c*
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kde c* je rychlost svétla v daném prosttedi. Paprsek si tedy , voli“ mezi poé4-
tecnim a koncovym bodem drahu odpovidajici nejkratsimu asu — v homo-
gennim prostiedi je to zfejmé piimka. V této podobé formuloval svij prin-
cip P. Fermat v 17. stoleti. Jeho praci za¢ina bohat4 historie vyuzivani va-
riatniho poctu ve fyzice, s niz se miize ctendf seznamit ve sborniku » Variaéni
principy mechaniky“, citovaném v seznamu literatury. Do této historie pati{
1 Schrédingerovy stati, v nichz dospél k zdkladni rovnici vlnové mechaniky,
nazvané dnes jeho jménem. Opiral se pfitom o Hamiltonovu-Jacobiho teo-
rii. Tuto souvislost v dalsim vykladu struéné naznaéime3°. Rozvoj experi-
mentdlni fyziky mikrosvéta v prvnich desetiletich naseho stoleti napovidal,
ze by méla existovat teorie chovani objektii mikrosvéta, ktera by byla ke kla-
sické mechanice v podobném vztahu jako teorie elektromagnetického pole
ke geometrické optice. Prislusnou rovnici analogickou rovnici (IV.26) lze
»uhodnout“ touto tvahou:

Z disperzni relace (IV.28) lze dospét k vInové rovnici (IV.26), umocnime-
2

li vztah (IV.28) na druhou a nahradime veli¢iny w?, k% operétory rr -A

pusobicimi na proménnou pole f. (Zaporn4 znaménka souviseji s tim, Ze pro

2
rovinnou monochromatickou vlnu (IV.27) je Af = —k2f, %té = —w?f.)
Analogii disperzni relace (IV.28) je v klasické mechanice vztah
2
H=L2_ 4 v(ry (IV.38)
2m

spojujici energii a hybnost. Budeme pfedpoklddat imérnost3! mezi »VvIno-
vymi“ a mechanickymi veli¢inami

H=h, p=hk, (IV.39)
takze (IV.38) piejde v
2
hw= 2RV () (IV 40
2m

0 .
Nahradime k? operdtorem —A a w operatorem i—a_f’ ktery je ,,odmoc-
2

ninou“ z operatoru BrR Funkci, na niz operdtory ptisobi, oznaéime W.

% Schrédinger publikoval fadu riiznych zdtvodnénf své rovnice, zaloZenych na analogiich
s klasickou mechanikou. Nejlepsi pouceni o tom poskytuji samotné Schrédingerovy préce,
shrnuté v jeho spisech.

*1 Veli¢ina h se nazyva Planckova konstanta. Jeji hodnota je 1,054.1073% J.s. M4 rozmér
akce, popf. momentu hybnosti, a je tedy vyznamnd pii déjich, pfi nichz akce ¢i moment
hybnosti nejsou podstatné vétsi nez k.
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Méame

o K2
h—5t~ [-5—4\ +V (r, t)] v, (IV.41)

coZ je hledand Schrodingerova rovnice pro vinovou funkci ¥ (r,t). Obecnéji
muzeme tuto rovnici pséat jako
o .
ih— = HY | (IvV.42)
ot
kde H je operdtor energie (hamiltonidn). V jednoduchych pfipadech vznika
tento operdtor z klasické Hamiltonovy funkce zdménou komponent hybnosti

0
p; operatory —ih— 3 , v hamiltonidnu mohou oviem existovat i ¢isté kvantové
q'

Cleny.

Predchozi vyklad nelze pochopitelné povazovat za odvozeni & dikaz
platnosti Schrodingerovy rovnice. Stejné jako jiné zdkladni rovnice fyziky,
nemuze byt tato rovnice odvozena z predpokladi, které jsou podstatné
zfejméjsi ¢i jednodussi nez ona sama. Opraviiuje se predeviim souhlasem
svych dusledkl s vysledky experimentu a korespondenci se zavéry klasické
mechaniky v situacich, kdy se tato mechanika osvédcila.

Vsimneme si této korespondence, coz ndm naznadi i cestu k fyzikalni in-
terpretaci vlnové funkce ¥. S piihlédnutim k analogii mezi (IV.25) a (IV.29)
a s pfihlédnutim k dmérnosti s (IV.39) muzZeme najit analogii k (IV.30)

¥ =a(rt)ers. (IV .43)

Budeme predpokladdat, Ze tento vztah plati v situacich blizkych klasickym,
pfitom S je klasickd akce.

Dosadime-li (IV.43) do Schrédingerovy rovnice (IV.41) a rozdélime-li
vzniklé vyrazy na redlnou a imagindrni ¢dst, dospivdme k rovnicim

as 1 h?

at (VS) +V - %Aa =0 s (IV44)
da
Et‘ + —-——AS + — VSVCL =0. (IV.45)

Prvni z nich prechdzi v Hamlltonovu-Jacoblho rovnici po zanedbdni po-
sledniho, kvantového ¢lenu, tj. v limité 7z — 0. Druhou rovnici mizeme po
vynasobeni vyrazem 2a pfepsat na tvar

da? o VS
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coZ je rovnice kontinuity32. Tato rovnice znamens, ze integral [ a®dV pres
- v
dany objem se miize ménit jen tokem

j:aQYiS’—:azE—
m m

(IV.47)

pfes hranice objemu, a vyjadfuje tak zdkon zachovdni. To naznatuje fy-
zikalni interpretaci veli¢iny

a® =| ¥ |*= ou* (IV.48)

(povsimnéme si, Ze na rozdil od optiky je v kvantové mechanice i imagindrni
¢ast vlnové funkce fyzikdlné podstatnd). Je to hustota pravdépodobnosti
nalezeni ¢astice v daném misté a Case, pficemi v piipadé systému o vice
stupnich volnosti se ,misto“ vztahuje ke konfiguraénimu prostoru daného
systému.

Podle této Bornovy interpretace, kterd byla nalezena az po zformulovan{
Schrodingerovy rovnice, popisuje vinové funkee ,vinu pravdépodobnosti“
v konfiguraénim prostoru. Vlnova funkce udév4 stav kvantového systému
a nahrazuje tak klasicky popis stavu zaddnim veli¢in ¢*, p;. Obdobné Schré-
dingerova rovnice pro ¢asovy vyvoj vlnové funkce nahrazuje pohybové rov-
nice klasické mechaniky.

IV.5 PFiklady

1. Reste problém volného pddu v homogennim gravitaénim poli pomoci
Hamiltonovy-Jacobiho rovnice.

Resend: Orientujeme osy x,y vodorovné a osu z svisle vzhiru. Pak Ha-
miltonova-Jacobiho rovnice (IV.10) je

1 050\ ? 0S50\ ? 950\ 2 _
5 [(_a_x_) + (5;) + (E) +mgz =€&. (IV.49)
Napiseme akci v separovaném tvaru S = —&t + pz + pyy + S;(z) a FeSenim

rovnice pro S,(z), kterou ziskdme dosazenim do (IV.49), obdrzime
(2m& — p,? — p,? — 2m?g2) 3/2

IV.
Tois (IV.50)

S = —Et+pex +pyy +

%2 O rovnici kontinuity a jejim vyznamu pojednava VIL7.
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Konstanty &, p;, py povazujeme za nové hybnosti; s nimi spojené nové sou-
fadnice oznacme f3, B, By. Podle (IV.4) plati

1
f=—t+—N, Bi=z-LLN, f=y-LN, (V51
mg meg m=g
kde
N = \/Qmé‘ — pi?2 — py? — 2m?gz . (IV.52)
Odtud vypocteme
x—,@m+&”—ﬁ—+&t y=p,+ 22 + By,
m
2 M2 _ 2
_ 2mE = p® —py + (Bgm)” _ 9Bt — —gt2 (IV.53)

2m?g
2. Nabitd ¢astice se pohybuje v elektromagnetickém poli, které je su-
perpozici centrélniho elektrického pole a homogenniho magnetického pole.
Ukazte, ze Hamiltonovu—Jacobiho rovnici je mozné separovat ve sférickych
soufadnicich za piedpokladu, Ze magnetické pole je slabé (1ze zanedbat Eleny
obsahujici mocniny velikosti pole).
Resent: Homogenni magnetické pole mé vektorovy potencidl

1
A= 5 (B X ’I") y
elektrické pole skalarni potencidl
a
p=12.
r

Nyni mizeme vyuzit Lagrangeovy funkce (II1.123) a provést jeji pfepocet
do sférickych soufadnic, nagez podle (II1.3) pfejdeme k Hamiltonové funkci.
Anebo vyjdeme z Hamiltonovy funkce (II1.109), kterou piepiSeme do sféric-
kych soufadnic uZitim transformagnich vztaht (II1.46). V obou piipadech

mame 1 ) )
H=— 2 s h 2 - 2) _
2m ( et r2 sin? 19p(p + r2p19

ea eB e? e N2
T %pw + 3 (Brsind)” . (IV.54)
Posledni ¢len podle predpokladu zanedbivame, takie Hamiltonova—-Jacobi-

ho rovnice je

1 855\ ? 1 8So\2 1 [/85p\?
o[ s (32) 2 (3)]-
2m or rZsin®9 \ Op r2 \ 09
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= _ = _ e IVv.
" om 9 & (IV.55)
ReSenim této rovnice dostivame
S =—Et+pyp+ / 09 + / O,dr | (IV.56)

Oy = [ K — P&°_
v sin? 9’

2
O, = \/2m <5+ ——~eBp¢,) + ame _ ﬁ .
2m

r r2

Akce (IV.56) obsahuje konstanty &,p,, K. Podle (IV.4) bychom odtud do-
stali (v implicitnim tvaru) FeSeni pohybovych rovnic, obsahujici sest kon-
stant.

Priklady k samostatnému feSeni

1. Nabita ¢éstice se pohybuje v elektrickém poli, které je superpozici cent-
ralniho a homogenniho pole. Ukazte, Ze Hamiltonovu-Jacobiho rovnici lze
separovat v parabolickych soufadnicich.

[x=\/fﬁcow, y=+Vnsing, =z =%(§—n)-

2. Reste pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice pfiklad 1 z kapitoly I.11.
a podle vlastniho uvazeni dalsi pfiklady z prvnich dvou kapitol. _

3. Reste pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice Kepleriv problém (po-
hyb ¢éstice v poli Newtonova gravita¢niho potencialu).
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V TUHE TELESO

Mechanika tuhého télesa pati{ k nejstarsim, ale pfitom stale ve skute€nosti nejvyuzivanéj-
&m ¢astem mechaniky. I nejmoderngjs{ experimenty v oblasti kvantové mechaniky a teorie
relativity vyuzivaji piistroji, jejichz soutésti lze v uspokojivém piiblizeni povaZovat za
tuh4 télesa, a dobra znalost klasické teorie je proto nezbytnd pro interpretaci vysledki
experimentii. Nékteré efekty mechaniky tuhych téles jsou diilezité i pro astronomii.
Zagindme kinematikou tuhého télesa a popisujeme jeho rotacni stupné volnosti pomoci
Eulerovjjch thli. Vyjédieni kinetické energie a momentu hybnosti tuhého télesa vede
k pojmu tenzoru setrvacnosti, ktery charakterizuje zékladni mechanické vlastnosti téles.
Diskutujeme vlastnosti tenzoru setrvaénosti, jeho pomoci formulujeme pohybové rovnice
tuhého télesa a Fedime v geometrické podobé dlohu o pohybu volného setrva¢niku.

V.1 Kinematika tuhého télesa

Tuhé t&leso definujeme jako soustavu nejméné tfi hmotnych bodi, jejichz
vzéjemné vzdalenosti se v Case neméni. Jde tedy o jisty specidlni typ va-
zebnych podminek, které viak (pokud je bodu vice nez tii) nejsou vzdjemné
nezivislé. Nejvhodnéjsim zpusobem popisu pohybu tuhého télesa je jeho
ztotoznéni s tuhym vztainym systémem (srovnej 1.3), v némZ je zavedena
kartézskd soufadnd soustava S'. Sledujeme pak pohyb S’ vuéi soustavé S,
kter4 je zpravidla inercilni. V daném okamZiku je poloha potatku O’ uréena
vaci S tfemi ¢isly a dalsf t¥i éisla uréuji sméry os 2,9/, 2/, takze tuhé téleso
m4 6 stupiitl volnosti (devét komponent matice a;; ve vztahu (1.45) je vdzdno
Sesti relacemi ortonormality (I1.46)).

Vétsinou si pfedstavujeme, Ze tuhé téleso spojité vypliuje jistou cast
prostoru s hustotou hmotnosti p (z’,y/, 2’). Z kinematického hlediska to nic
neméni na tom, Ze poloha tuhého télesa je urcena Sesti parametry. Pozdéji
uvidime, ze i pro uréeni dynamickych vlastnosti tuhého télesa casto vy-
sta¢ime s malym poctem parametri.

Jak plyne z pfedchoziho vykladu, je vhodné popisovat pohyb tuhého
télesa jako superpozici translaénfho pohybu potatku O’ a rotace télesa vuci
tomuto pocdtku. Translaéni pohyb je zaddn Casovou zdvislosti soufadnic
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pocétku. Vétsinou je nejvhodnéjsi volit pocatek ve stfedu hmotnosti. V pii-
padé, Ze tuhé téleso je v n&jakém bodé upevnéno, je vhodné volit pocatek
v tomto bodé.

vvvvvv

hybem. Tento ikol feSime zavedenim tzv. Eulerovych hld, viz obr. 5.
Zpravidla volime osu z tak, aby méla jisty vyznaény smér v systému
S (napiifklad smér vn&jsiho homogenniho silového pole), zatimco osa 2’
mé vyznatny smér vzhledem k télesu (je napiiklad jeho osou symetrie).
Priise¢nici rovin zy a z'y’, kolmou na osu z i 2/, oznaéime u a nazveme uz-
lovou primkou. Orientujeme ji tak, aby z, z',u tvofily pravotocivy systém.

Obr. 5: Eulerovy dhly. Eulerovy 1dhly ,1,9 reprezentuji idedlni zpisob, jak prifadit
rota¢nimu pohybu télesa tfi stupné volnosti.

Uhel osy z a uzlové pfimky méfeny v kladném smyslu ot4geni okolo osy
z oznacime . Uhel od uzlové piimky k ose z’ mereny v kladném smyslu
otaceni okolo osy z’, oznatime 1. Konetné uhel os z a 2’ ozna¢ime 9. Inter-
valy takto deﬁnovan)'rch thli jsou ziejmé ¢ € (0,27), € (0,27),9 € (0, ).
Parametrim ¢, 1,9 jednoznaéné uréujicim polohu télesa p¥i zadané poloze
bodu O’ fikdme FEulerovy thly. Pfitom zména thlu ¢ se nazyva precesi
a zména uhlu 9 nutaci. Okamiity pohyb tuhého télesa je podle 1.3 cha-
rakterizovan vektory v, a w, kde v je rychlost pocdtku O' a w thlové
rychlost t&lesa. Jak pozdéji uvidime, je vyhodné vyjadgit slozky vektoru w
v soustavé S’ pomoci Eulerovych hli a jejich derivaci. K tomuto vyjadieni
nam pomize obr. 5. Oznagime i, 3, k; ', j', k' jednotkové vektory ve sméru
os soustav S a §’. Pomoci obrazk zjistime, ze

ki' =sindsiny, kj' =sindcosy, kk' =cosd. (V.1)
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Oznagime-li jesté u jednotkovy vektor ve sméru uzlové piimky, zjistime, Ze
ui' =cosy, wuj'=-—siny, uk'=0. (V.2)
Zména thlu ¢ je otofenim kolem osy z, pfislusné thlovd rychlost je tedy

@ = ok=¢[(ki")i'+ (k') 5"+ (KK') k'] =
= ¢sindsinyi’ + psindcospj’ + pcosI k' . (V.3)

Zména thlu v je otoenim kolem osy 2’, tedy
Y=yk, (V.4)
a zména, thlu 9 je ototenim okolo uzlové piimky, tedy
B =du=19[(ui')i' + (u') j' + (uk') k') = Fcospi’ — Isinepj’ . (V.5)

Sec¢tenim obdrzime

w=p+Pp+9 (V.6)
a tedy
Wl = singsing ¢+ cosyh I,
w, = cosypsind ¢ —sint J, (V.7)
w, = cosdp+.

Tyto vztahy se nazyvaji Fulerovy kinematické rovnice.

V.2 Moment hybnosti a kineticka energie

DuleZitou charakteristikou rotatniho pohybu tuhého télesa je jeho moment
hybnosti vzhledem k vybranému pevnému bodu, uréeny jako

J=[(rxpv)dV, (V.8)
f

kdyz uvedeny vyraz integrujeme pfes cely objem tuhého télesa. UZijeme
nyni vzorce (1.44) a vztahu (1.56), v némz polozime v’ = 0. Po jednoduchych
upravach dostaneme

J=RxMuv,+rgxM(wxR)+J(w), (V.9)
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kde
M= / pdV (V.10)
1%

Jje dhrnnd hmotnost télesa,

/
R:/fvf—"dv, R':/ﬂdv (V.11)
1% 1%

jsou polohové vektory stfedu hmotnosti vzhledem k O a k O', ry znaéi
polohovy vektor O' vzhledem k O a J™!(w) je vektor o slozkéch

I =I5 wg (V.12)
kde
I = / (xfyxiyéaﬁ - x;xb) pdV . (V.13)

\4

Velic¢iny I,g se nazyvaji komponentami tenzoru setrvaénosti tuhého télesa
vzhledem k bodu O'. Vzhledem k symetrii vyraza I,p jde celkem o Sest
veli¢in. Volime-li pocatek O’ ve stfedu hmotnosti, prostfedni ¢len v (V.9)
vypadne a vzorec piedstavuje rozklad momentu hybnosti na translaéni a ro-
tacni Cast. V pifpadg, ze je v télese nehybny bod, v némz zvolime spolecny
pocétek S i S', redukuje se moment hybnosti na rota¢ni ¢ast.
S veli¢inami I, se setkdme také pfi vypoctu kinetické energie tuhého
télesa 1
T= /ipUZdV, (V.14)
v

kde opét uzijeme vzorce (I1.56) s v’ = 0. Po jednoduchych tpravich dosta-
neme

Mv? 1
21)" + Muvy (wx R') + §Iaﬁ WaWwg - (V.15)

Volime-li O’ ve stfedu hmotnosti, prostiedni élen opét vypadne a dostavame,
ze kineticka energie je soutem translaéni a rotacni ¢ésti, pficems

T =

1
Tt = 5o wawg - (V.16)
Pri volbé pocatku v nehybném bodsé se kinetick4 energie redukuje na 77, Je

ziejmé, Ze veli¢iny I, 3 jsou dulezitymi charakteristikami rozlozeni hmotnosti
v tuhém télese. Proto se jim budeme vénovat podrobngji.
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V.3 Tenzor setrvacnosti

Komponenty I,3 reprezentuji matematicky objekt, ktery se nazyva ten-
zorem druhého Fddu. Podrobnéj§i sezndmeni s tenzory libovolného fadu
odlozime do éasti B. Tenzor 2. fddu definujeme jako bilinedrni formu T na
vektorovém prostoru, kterd pfifazuje libovolné dvojici vektori A, B reilné
¢islo T (A, B). Piitom plati, ze

T = (mP +nQ, B) = mT (P, B) +nT (Q, B) , (V.17)

kde m,n jsou redlna ¢isla, P, Q, B jsou libovolné vektory, totéz plati i pro
druhy argument. Specidlné dulezité jsou symetrické tenzory, pro néz

T(A,B)=T(B,A) . (V.18)

S jednim pfikladem symetrického tenzoru jsme se jiz seznamili. Byl to met-
ricky tenzor, jehoz pusobeni na dvojici vektori udavalo speciilni bilinedrni
symetrickou formu, skaldrni souéin

9g(A,B)=AB |, (V.19)

srovnej se vztahem (1.24). Forma g je pozitivné definitni, tj. plati
g(A,A)>0, pokud A#O. (V.20)

Diky tomu je moZné zvolit ortonormalni bazi vektori ey, pro néz
9 (€a, eg) = bagp - (V.21)

Nadéle budeme pracovat pouze s ortonormalnimi bazemi. Vzhledem k li-
nearité (V.17) je tenzor uren svym pusobenim na vektory baze. Ozna¢ime

T (€a, €5) = Tag (V.22)

a nazveme soubor veli¢in T, komponentami tenzoru 2. f4du v dané bdzi®3.
Pak pusobeni tenzoru na libovolnou dvojici vektora lze vyjadrit jako

T (A, B) = T (Aaea, Bses) = TapAaBs . (V.23)

33 Upozoriiujeme &tendfe, Ze existujf rizné definice tenzoru, které jsou sice vzdjemné ekvi-

vvvvvv

literatufe se tenzory definuji pomoc{ transformaénich vztahu (V.25), které u nas vyplyvaji
z definice.
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Pii zdméné baze
€, = Cap€s (V.24)

se komponenty tenzoru méni podle vztahu
Toltﬂ =T (e(/l? Bé) = ca,ucﬁVT;w . (V25)

PovSimnéme si, Ze komponenty metrického tenzoru jsou podle (V.20) v or-
tonormaélni bazi rovny d,p a vzhledem k relacim ortonormality (1.46) se pri
zadméné bdze neméni (izotropni tenzory).

Symetricky tenzor se vyznacuje tim, ze

Top = Tha - (V.26)
Kazdy tenzor 2. fadu lze rozlozit na symetrickou a antisymetrickou é4st
Tay = T+ T3 = 5 (Tag +Tpe) + § (Tag ~Toa) . (V.20
S bilinedrni formou spojen4 kvadratickd forma
T(A A) =T,A,Ap (v.28)

zévisi ziejmé pouze na symetrické ¢4sti bilinedrni formy. Existuje proto vzi-
jemné jednoznacnd korespondence mezi symetrickymi bilinedrnimi formami
a kvadratickymi formami. Mtzeme tedy ztotoznit symetricky tenzor 2. fddu
s kvadratickou formou.

Tato skutetnost umoziiuje podat ndzornou geometrickou interpretaci sy-
metrického tenzoru 2. ¥4du. Rovnice

Toprazg = £1 (V.29)

pfedstavuje rovnici kvadriky (plochy druhého stupné) se stfedem v podatku.
Podle véty o pfevedeni dvojice kvadratickych forem na diagondlni tvar (uve-
dené v dalsim vykladu) lze vzdy k danému symetrickému tenzoru T,p najit
takovou ortonormalni bazi, ze v ni budou vsechny nediagonélni komponenty
nulové. Sméry vektori baze se v tomto piipadé nazyvaji hlavnimsi osami sy-
metrického tenzoru.

Nynf se vratme ke konkrétnimu pripadu tenzoru setrvacnosti I o8- Tenzo-
rovy charakter veli¢in I, je patrny napiiklad ze vztahu (V.16), kde tenzor
vystupuje jako kvadratickd forma pfifazujici vektoru ihlové rychlosti &islo,
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jimZ je dvojndsobek kinetické energie. Jak jiz bylo feceno, je I,g tenzor
symetricky. Jeho komponenty3* se rovnaji

[ +22)pdV - [zypdV — [zzpdV
1% v v
Ios = ~[zypdV  [(a®+2%)pdV  ~ [yzpdV . (V.30)
v v 1%
— [ z2zpdV —~ [yzpdV [ (v? + 22) pdV
v v 1%

Veli€¢iny v diagondle jsou momenty setrvacnosti vzhledem k osdm z,y, z,
veli¢iny mimo diagonélu se nazyvaji deviaénimi momenty. Podle jiz vylozené
obecné teorie miize byt tenzor setrvacnosti preveden k hlavnim osim, kde

L 0
Ing = I, : (V.31)
0 I,

ProtoZze momenty setrvacnosti jsou zfejmé vzdy kladné, je kvadraticka forma,
piisluSnd tenzoru setrvacnosti pozitivné definitivni, pfedstavuje tedy elip-
soid

LX*+LY?*+1,2°=1. (v.32)
Tento elipsoid se nazyvd elipsoidem setrvacnosti. Veli¢iny I, I, I, jsou
zfejmé prevracené hodnoty kvadratd velikosti hlavnich poloos. Nazyvaji
se hlavnimi momenty setrvaénosti. Jak se snadno ukdze, je soucet dvou
hlavnich momentt setrvanosti vzdy vétsi nez tfet{ hlavni moment. (Rov-
nost muZe nastat jen v degenerovaném piipadé rotdtoru, tvoreného ¢asticemi
rozloZzenymi na pfimce, takZe jeden z hlavnich momentu setrvagnosti je nu-
lovy.)

Ukazme na zaveér, Ze je-li zndm tenzor setrva¢nosti vzhledem ke stiedu
hmotnosti, lze jiZ snadno uréit tento tenzor vzhledem ke kazdému jinému
bodu, aniz bychom museli znovu potitat integraly (V.30). Ozna¢me R po-
lohovy vektor stifedu hmotnosti O* vzhledem ke zvolenému pocitku O. Pak
mezi polohovymi vektory » vzhledem k O a r * vzhledem k O* plati vztah

r=R+r*. (V.33)

Po dosazeni do (V.13) bez obtizi dostaneme
Iop = Ing + M (X, Xy00p — XaXp) , (v.34)
% Gérky ve vyrazech (V.13) vyznacovaly, ze veliciny se vztahuji k pocatku O’ pevné

danému v télese. Ve zbyvajici ¢asti tohoto odstavce uzivdme vzdy jen soustavy spojené
s télesem a proto Carky vynechdvame.
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kde X, jsou slozky vektoru R. Znamend to, Ze tenzor setrvanosti vici
bodu O je souétem tenzoru setrvacnosti vuéi sttedu hmotnosti a tenzoru
setrva¢nosti hmotnosti M soustfedéné ve stfedu hmotnosti vici bodu O.
Toto Casto uzivané tvrzeni se nazyva Steinerova véta.

Pozndmka: Pifevedeni dvojice kvadratickych forem na diagondlni
tvar. V teoretické fyzice se asto vyuziva obsahu této véty: Necht T', V jsou
dvé kvadratické formy na redlném vektorovém prostoru libovolné dimenze
n, pfitemz forma T je pozitivné definitni. Pak lze najit bazi, vniz T i V
maji soucasné diagondlni tvar. Podame dikaz této véty, ktery je zdroven
ndvodem, jak najit transformaci k dané béaazi.

Pfipomeiime nejprve, ze

T(A,B)=TyA'B*, i,k=1,...,n, (V.35)

kde
Tt =Thi =T (ei, €) (V.36)

pfitemz e;, e jsou vektory kovariantni baze. Obdobné vztahy plati pro
formu V. Pro T mame navic pozadavek pozitivni definitnosti, tj.

T(A,A) >0, pokud A#0. (V.37)

Poznamenejme, ze T;; muzeme chipat jako kovariantni komponenty metri-
ckého tenzoru, jehoZ kontravariantni komponenty jsou dany inverzni matici
T vzorec (V.35) je pak vyjadfenim skaldrniho souéinu.

Budeme hledat vektory A* spliiujici podminku

(Vik — ATy) A* =0, (V.38)

kde A je zatim neuréeno. Aby rovnice (V.38) mély netrividlni feSeni, musi
platit
Det (Vig — AT%) =0. (V.39)

Rovnice (V.39) se nazyva sekuldrni rovnici. Je to algebraicka rovnice n-tého
stupné a ma tedy obecné n kofenu Ajp,...,A\,. Ukazme, Ze vSechny tyto
kofeny jsou redlné.

Vynasobme proto (V.38) komplexné sdruzenymi veliéinami A**. Pak lze
psat
_ Vik Ak At
- Tix Ak A+
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za predpokladu, Ze jmenovatel ve vztahu (V.40) neni nulovy, coz v8ak snad-
no dokazeme. Napi§me

AR = oF 44k | (V.41)
kde o, 5% jsou redlna éisla. Vyuzitim pozitivni definitnosti (V.37) zjistuje-
me, ze vskutku plati

TikAkAi* = 1 (aia‘“ + ,Bzﬂk) >0. (V42)

Protoze Tjk, Vix jsou symetrické a redlné matice, dostavame, aplikaci komp-

lexniho sdruzeni na (V.40), zZe
. V;kAk*Ai _
At = T AP AT A, (V.43)

coZ jsme chtéli dokazat. ProtoZze kofeny sekularni rovnice jsou realné, je
mozné hledat v oboru redlnych éisel i komponenty vektort AF.

Predpoklddejme nejprve, Ze viechny kofeny sekuldrni rovnice jsou rizné.
Pak ke kazdému kofenu uréime jeden vektor A (ktery muze byt vyndsoben
libovolnou konstantou). Vektory pfislusné riznym kofentim sekuldrni rov-
nice nemohou byt stejné. Kdyby totiz bylo napiiklad

(Vik = MTik) A* =0 & (Vig — AaTi) A* =0,

platilo by i
(A1 — Ao) Ty AF =0

a vynasobenim A* bychom se dostali do sporu s pozadavkem pozitivni de-
finitnosti. Mizeme proto zvolit vektory A, za vektory nové baze; slozky
vektori a tenzord v této bazi budeme oznacovat vodorovnou éarou nad
pfislusnym symbolem. V této nové bazi bude

A=k, a=1,...,n. (V.44)
Podle vzorce (V.38) musi v této bdzi platit
Vii—MTu =0, Vig— 2T =0,
Vol — MTo1 =0, Vog—ATar =0, ... (V.45)
cOZ znamena, ze
Vi =MT1, Vian = MTnn , (V.46)
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Vie =Ty =0 prokazdé i # k. (V.47)

Po vhodném normovéni vektortt A, maji tedy matice forem 7' a V tvar

1 A1
_ 10 _ A0
Ty = . y o Vie= . . (V.48)
0 1 0 An
Veli¢iny A1, ..., A, se nazyvaji vlastnimi hodnotams formy V vzhledem k for-

mé T, vektory A, jsou vlastni vektory. Sméry vlastnich vektorti uréuji hlavni
osy. Komponentdm vektorti v bazi uréené vlastnimi vektory se fikd normdin{
komponenty. Je zfejmé, ze vlastni vektory jsou vzdjemné ortogonalni vzhle-
dem k formé T, tj. plati

{‘ TinALAS =0 pro a#p. (V.49)

Mize se ovSem stat, ze sekuldrni rovnice m4 jeden & vice ndsobnych kofen.
Pak lze uvajovat takto: Podle zdkladni véty algebry mé sekuldrni rovnice
vidy alesponi jeden kofen. Najdeme vlastni vektor A odpovidajici tomuto
kofenu \; a budeme se zabyvat podprostorem vektort k nému ortogonalnich,
tj. takovych vektord B, pro néz plati T3 A'B* = 0. V tomto podpros-
toru reSime rovnici (V.38), tj. (Vix — AT;x)B* = 0. Ukazme, 7e vektory
Vix B*, T;1, B* lezi v tomto podprostoru, tj. ze jejich skaldrni souéin s vekto-
rem A je nulovy. Vskutku uzitim vztaht (V.35), (1.25) a (1.21) ziskdme

T ATV, B™ = Vi A'B™ = \\ T} A'B™ = 0,

T AT T, B™ = T}, A'B™ = 0 .

T iV tedy piisobi v rdmci uvazovaného podprostoru. Muzeme proto opét
najit alespoii jeden kofen piislusné sekuldrni rovnice, jemu p¥islusny vlastni
vektor a ortogonalni podprostor k obéma zatim nalezenym vlastnim vek-
torim. Tak lze postupovat, dokud nevyéerpame vsechny kofeny, takze bez
ohledu na ndsobnost kofenti dospivame opét k n-tici vlastnich vektord, které
Jsou vzijemné ortogondlni vzhledem k formé 7. Jinymi slovy matice T} je
v dané bézi diagondlni a podle (V.46) musi totéz platit i pro matici V.
Kofenu sekuldrni rovnice s ndsobnosti k¥ odpovid4 k linedrné nezavislych
vektord, jejichz linedrni kombinace je opét vlastnim vektorem, takze vlastni
vektory k-nasobného kofene tvofi podprostor dimenze k.
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Véta vyslovend v ivodu je nyni iplné dokazdna. Ukazme jesté, jak jsou
spojeny komponenty libovolného vektoru X* s jeho normalnimi komponen-
tami ©%. Je X = ©@*A, = X'e; a podle pfedchoziho vykladu A, = Ale;.
Proto

0% = B2X*, (V.50)

kde matice B je inverzni k matici A}; uddvajici i-tou komponentu 3-tého
vektoru ve vychozi bazi, tj.

BrAY =65 . (V.51)

Casty je piipad, kdy jednou z uvazovanych kvadratickych forem je met-
ricky tenzor 3-rozmérného euklidovského prostoru. V kartézskych souradni-
cich mé tento tenzor automaticky diagondlni tvar a nase véta tedy rikd, ze
libovolné kvadratické formé v euklidovském prostoru lze dat diagonalni tvar
ortogondlni transformaci. Pfevddén{ symetrickych tenzora (anebo z geomet-
rického hlediska kvadrik) k hlavnim osdm je tedy aplikaci diskutované véty.
Jejim dalsim dilezitym pouzitim je teorie kmita.

V.4 Pohybové rovnice

Jako pro kazdou soustavu hmotnych bodl plati i pro tuhé téleso prvni
a druhd impulzova véta (1.127) a (1.141), tj.

dp
—=F, (V.52)
dJ

=D, (V.53)

kde F je dhrnn4 sila a D dhrnny moment sily plsobici na téleso. Protoze
m3 tuhé téleso 6 stupii volnosti, staci Sest rovnic (V.52) a (V.53) k uréeni
jeho pohybu. Je-li tuhé téleso podrobeno vazbam, jsou v pravych strandch
rovnic zahrnuty i vazebné sily a momenty vazebnych sil a rovnice musime
doplnit vazebnymi podminkami, aby mohly byt urceny i tyto sily a mo-
menty. ObtiZnost feSeni rovnic (V.52) a (V.53) zavisi na slozitosti vyrazl
pro sily a momenty na pravych strandch. Mohou nastat pfipady velmi kom-
plikované, napfiklad nehomogenni silové pole plsobici na kazdy element
télesa ¢i odpor prostiedi pusobici na kazdy element povrchu, kdy sily a mo-
menty jsou zaddny objemovymi a ploSnymi integraly. V fadé piipadua je
véak mozZné zapsat pravé strany rovnic relativné jednoduchym zptsobem.
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mogennim gravitaénim poli. Pak je

F=/}mv=Mg, (V.54)
14

D=/UXMNV=RxMy:RxF, (V.55)
1%
kde R pfedstavuje polohovy vektor stfedu hmotnosti.
Protoze Ghrnnd hybnost je
P=MR, (V.56)
miuzZeme rovnice (V.52) zapsat jako
MR=F. (V.57)

Volime-li pocatek S’ ve stiedu hmotnosti, lze podle (V.9) a (V.56) zapsat
levou stranu rovnic (V.53) jako

dJ dP dJrot

. - V.
B tTa (V.58)
Vyndsobime-li (V.52) vektorové zleva R a odecteme od (V.53), dostaneme
dJrot
= D™t V.5
" ) (V.59)
kde
D"=D_-RxF (V.60)

predstavuje moment sily vzhledem ke stfedu hmotnosti. V piipads, e rov-
nice (V.53) vztahujeme k nehybnému bodu, je podle (V.9) J = J™t a oz-
nacime-li v tomto pfipadé D™* moment sily vzhledem k nehybnému bodu,
plati opét (V.59).

Nahradime proto rovnice (V.53) rovnicemi (V.59) vztahujicimi se pouze
k rota¢ni slozce pohybu. Pro rota¢ni ¢4st momentu hybnosti uZijeme vzorce
(V.12). Je patrné, Ze derivaci podle ¢asu je vyhodné pocitat v systému
S’ spjatém s télesem, kde komponenty tenzoru setrvacnosti ztistavaji kon-
stantni. Musime si ovéem pfipomenout vzorec (I1.54) pro rozdil casovych
derivaci vektoru v systémech S a S'. S jeho uvazenim zapiSeme (V.59) ve
slozkach systému S’ (nadéle vynechdvame &irky a index »rot“) jako

dw
Iaﬂ—d—i@* + €ayplge wywe = Dy, . (V.61)
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Osy spjaté s télesem je vhodné zvolit tak, aby byly hlavnimi osami tenzoru
setrvaCnosti. Pak je tenzor setrvatnosti vyjadien trojici hlavnich momentu
(V.31) a rovnice (V.61) tedy davaji

Lewe + (I, — Iy) wyw, = Dy,
Ly + (I; — L) wgw, = Dy,
Lo, + Iy —I;)wgwy = D,. (V.62)

Tyto rovnice se nazyvaji Eulerovgmi dynamickymi rovnicemi pro pohyb
tuhého télesa. Pfedstavuji soustavu diferencidlnich rovnic 1. fddu pro uréeni
Casové zavislosti slozek vektoru w v systému spojeném s tuhym télesem.
Chceme-li popsat pohyb tuhého télesa pomoci Casové zdvislosti Eulerovych
uhlid, uzijeme vztahy (V.7), ¢imz prevedeme Eulerovy rovnice na diferen-
cidlni rovnice 2. fddu pro Eulerovy hly.

Casto je vyhodné konstruovat pohybové rovnice tuhého télesa nikoliv
zpusobem zde popsanym, ale pomoci Lagrangeovy funkce. Klicovym kro-
kem je pfitom napsani rota¢ni ¢asti kinetické energie (V.16) a vyjadfeni
komponent dhlové rychlosti w pomoci Eulerovych dGhla a jejich derivaci
z Eulerovych kinematickych rovnic (V.7). Je zfejmé, Ze toto vyjadreni se
velmi zjednodusi, v piipadé, ze jde o osové symetrické téleso a pouzije-li se
soustavu soufadnic spojenou s télesem. V této soustavé soufadnic je jedna
z os (obvykle osa z) osou symetrie a pak

Tt = % [Iz (sin”9 ¢ +9%) + I, (cos 0  + ¢)2] . (V.63)

Potencidlni energie tuhého télesa je obvykle potencidlni energii v homo-
gennim gravitaénim poli, kterd je urCena polohou jeho hmotného stredu.
V piipadé télesa upevnéného mimo hmotny stfed ji pak lze vyjadfit pomoci
Eulerovych ahla, zatimco v pfipadé, Ze téleso neni upevnéno, potencidlni
energie na jeho rotagnich stupnich volnosti nezavisi.

Lagrangeovu funkci lze popfipadé vyjadfit i pomoci jinych parametru.
Od Lagrangeovy funkce je mozné pfejit také k Hamiltonové funkci a Ha-
miltonovym rovnicim ¢i k Hamiltonové-Jacobiho rovnici cestou jiz dfive
popsanou. Nékteré aplikace Lagrangeovy metody jsou uvedeny v piikladech
za touto kapitolou. Jeji vyuziti pfedstavuje také ptipad tézkého setrva¢niku.

V.5 Volny setrvacnik

Nejprostsi ulohou mechaniky tuhého télesa je uréeni pohybu télesa, na néz
nepusobi Zadné vnéjsi sily (a tedy ani momenty). Takovémuto télesu se Fik4
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volny setrvacnik. Z rovnic (V.57) je zfejmé, Ze jeho stfed hmotnosti se pohy-
buje rovnomérné a piimocaie. Zbyva proto uréit jeho rotaéni pohyb, co? je
mozné aplikovat i na pfipad, kdy se téleso ot4céi okolo pevného bodu a kro-
mé piisluSné vazby na né nepusobi zadné dalsi sily. Pokud se ovSem téleso
nachdzi v zemském gravitaénim poli, je obecné podrobeno jejich momentu
a mluvime pak o tézkém setrvaéniku, jimz se budeme zabyvat pozdéji. Mo-
ment gravitacni sily vymizi pouze v pfipadé, Ze nehybnym bodem télesa je
Jeho stfed hmotnosti, coz lze uskutetnit pomoci Cardanova zdvésu. Volny
setrvacnik lze tak realizovat i v pozemskych podminkach.

UkézZeme si, Ze kvalitativni pfedstavu o pohybu volného setrvaéniku lze
ziskat i bez feSeni Eulerovych rovnic na zdkladé zdkonl zachovani a rozboru
jejich geometrického vyznamu. Je zfejmé, Ze pfi rotaénim pohybu volného
setrvacniku se zachovava jeho moment hybnosti dany vztahy (V.12) a kine-
ticka energie dand vztahem (V.16). Vztahy (V.12) miZeme piepsat jako

0
2J, = o (Igy wpwy) , (V.64)
coz z geometrického hlediska znamena, ze vektor momentu hybnosti je kolmy
k elipsoidu setrvacnosti v koncovém bodé vektoru w. Pro primét vektoru
thlové rychlosti do sméru momentu hybnosti plati

wJ Iy wawg g_fl_’
J J g

coz je konstanta. Zachovani veli¢in (V.64) a (V.65) znamen4, Ze s télesem
spojeny elipsoid setrva¢nosti prolozeny koncovym bodem vektoru w v po-
Catetnim okamziku a upevnény ve stfedu otdfeni se vali po roving, jejiz
normala je ddna konstantnim vektorem momentu hybnosti J. Dotykovy
bod elipsoidu a roviny stéle uddvé koncovy bod vektoru w, viz obr. 6.

Odtud vidime, Ze zména vektoru w vuéi télesu je periodickym déjem.
Vektor w si zachovava sviij smeér (v prostoru i v télese) pouze tehdy, jde-li
o smér nékteré z hlavnich os. Pak plati

(V.65)

J=Tw, (V.66)

kde I je pfisludny hlavni moment setrva¢nosti. D4 se rovnéz ukazat, Ze sta-
bilni je rotace pouze okolo osy s nejvétsim & nejmensim hlavnim momentem
setrvacnosti.

V piipadé, Ze je setrvatnik symetricky (dva hlavni momenty setrvaénosti
jsou si rovny), velikost vektoru 1ihlové rychlosti a jeho thel s vektorem J se
neméni. Dochdzi k jevu tzv. reguldrni precese osy setrvaéniku.
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Obr. 6: Rotaéni pohyb volného setrvaéniku. J je zachovévajici se moment hybnosti, w je
dhlovd rychlost télesa, jejiz primét do sméru J se zachovava.

Analytické feSeni pohybu volného setrva¢niku pomoci Eulerovych rov-
nic (V.61) je v obecném pfipadé dosti komplikované a vyjadiuje se pomoci
eliptickych funkci. Zde si uvedeme pouze feeni jednoduchého pfipadu sy-
metrického setrvacniku. PoloZime-li I, = I, dostavame z Eulerovych rovnic
pro slozky thlové rychlosti v systému spojeném s télesem

we = —Nwy , wy = —Nwg , w, = konst , (V.67)
kde
-1,
.Im '

Vyraz (V.68) udava zfejmé kruhovou frekvenci jiz zminéné reguldrni precese
osy otdceni v télese. Je zajimavé, Ze k popsanému jevu dochézi i u nasi Zemé,
avSak jeji rotaéni osa se jen velmi malo odchyluje od osy hlavni, proto je
jeji precese zjistitelnd jen pfesnymi astronomickymi méfenimi. Perioda jevu
(asi 14 mésict) se ponékud lisi od periody vypoltené ze vztahu (V.68),
v némZ se hlavni momenty setrvaénosti uréuji z geofyzikdlnich dat a jez
¢ini asi 10 mésici. Tato diference a znainé nepravidelnosti, jimiz je jev
doprovazen, svédéi o tom, Ze se Zemé svymi vlastnostmi znatelné odlisuje
od tuhého télesa. Pohyb setrvainiku viéi inercidlnimu systému, vyjadieny
pomoci zmény Eulerovych dhli, bychom mohli zjistit na zékladé (V.7).

Zajem o setrvaénikové jevy v posledni dobé vzristd v souvislosti s pla-
novanymi experimenty na druzicich a s objevem velmi rychle rotujicich as-
tronomickych objekti — pulsaru.

2 =w,

(V.68)
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V.6 Piiklady

1. Urcete frekvenci malych kmitti homogenniho polovalce leziciho na vodo-
rovné roviné, viz obr. 7.

é

OI

Obr. 7: Kmity polovalce na roviné. Polomér polovélce je r, M jeho hmotnost. Obrazek
zachycuje svisly fez polovélcem ve vychylené poloze, ¢ je tihel vychyleni, body 0,0, T
odpovidaji geometrické ose, okamzité ose otdceni a ose prochdzejici stfedem hmotnosti.

Resend: Standardnimi vypocty obdrzime (popi. nalezneme v piiruéce)

oT = %, h-—:r(l—:—s;cosw),
. 1 2 2
2 = TO’ = 9(1:2 +r2~%cosgo, (V.69)

kde h je vyska stfedu hmotnosti nad vodorovnou rovinou. Moment se-
trvacnosti vuéi ose O je

M ,
= 7'r ,
odkud podle Steinerovy véty vychdzi pro moment setrvacnosti viiéi ose
jdouci stfedem hmotnosti

Jo (V.70)

Jr = Mr? (— - ——) : (v.1)

Uvedenych vztaht uzijeme pro vyjddieni kinetické a potencidlni energie.
Je

_ _ 4 _ 2Mgr ,
V = Mgh = mgr (1 3 08 <p) = konst + 3 (V.72)

(v pfiblizeni malych kmitii se omezujeme na ¢leny druhého fadu). Déle
plati (protoze téleso se v kazdém okamziku ot4ci kolem bodu O’ , V. némz
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mé nulovou rychlost)

Mrt?
T = 1J0,¢2=_JT_+__T__¢2=
2 2
1, ,/3 8COS(,0) .2 1 9 .9
= = - - =—M -1 . .
2Mr (2 5 )¢ = oA MT (97 —16) ¢ (V.73)

Je tedy v pfiblizeni teorie malych kmita

Mr?9r - 16 ., 2Mgr ,
L=— R AR e (V.74)
takZe kruhovd frekvence malych kmitt vychazi jako
2
w=2— (V.75)

r (97 — 16)

2. Vysvétlete funkci setrvaénikového kompasu (gyroskopu), viz obr. 8.

sever

jih
Obr. 8: Setrvaénikovy kompas. Setrvaénikovy kompas je symetricky setrvaénik upevnény
ve stfedu hmotnosti, pohyb jeho osy je omezen na rovinu. Necht je tato rovina vodorovna.

Pak situaci znazorfiuje obrazek. £2 je vektor thlové rychlosti Zemé, ktery nelezi v roviné
obrazku, ¢ uddva zemépisnou §ifku, okamzity stav setrvainiku popisuji dhly 9 a 3.

Reseni: Pro tihlovou rychlost setrvaéniku vaéi inercidlnimu systému plati

w=R+w, (V.76)

kde ) '
w =95 + Yk (V.77)
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je thlova rychlost setrvaéniku vzhledem k Zemi. Uhlova rychlost Zemé je
v soustavé dané obrizkem rovna

2 =—cospsind i+ Nsinp j + Ncospcos? k . (V.78)

Oznatime-li jesté A moment setrvacnosti setrvaéniku viéi ose symetrie a d4-
le B moment setrva¢nosti setrvaéniku viéi ose z, dostavame pro kinetickou
energii setrva¢niku

.\ 2
T = %Iaﬁ Wawg = g [(.Qcoszpsim?)2+ (Qsincp+19) ] +

N\ 2
+ g(!)cosgocosﬂ—H/)) . (V.79)

Protoze je setrva¢nik upevnén ve stfedu hmotnosti, je to zdroven Lagran-
geova funkce. Lagrangeovy rovnice 2. druhu jsou

d .
A 3 (Qcosgocosﬁ + 1,1)) =0, (V.80)
BY — B? cos? psind cos 9 +

+ A(.Qcos<pcos19+1/3)Qcoscpsinﬁ:O. (v.81)

Vzhledem k pomalosti zemské rotace mizeme zanedbat ¢len s 22, Z prvni
rovnice plyne, ze )
u = f2cos pcos ¥ + 1 = konst (v.82)

a druhd rovnice po dosazeni ddva rovnici kmiti

d+asind =0, (V.83)
kde A0
= —“}_;’OS—‘P . (V.84)

Odtud je patrné, ze osa gyroskopu kmit4 kolem severojizniho sméru. Kterd
z obou poloh je stabilni, zavisi na znaménku veli¢iny w.

Priklady k samostatnému FeSeni

1. Urcete frekvenci malych kmiti homogenni polokoule lezici na vodorovné
roviné.

_ [15g
W= 261"}
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2. Ukazte, Ze gyroskop vazany na svislou rovinu umozni uréit zemépisnou
§itku.
3. Po naklonéné roviné o sklonu o se pohybuje a) homogenni vélec, b)
hgmogenni koule. Urcete zrychleni téchto téles.
g

—sina; —sina
3 T
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VI VYBRANE APLIKACE

Klasickd mechanika ma fadu aplikaci, které mély velky vyznam jak pro prohloubeni naseho
poznéni fyzikdlnfho svéta, tak i z praktického hlediska. Dale uvedeme oblasti aplikace,
které byly zvlasté vyznamné historicky a neztriceji sviij vyznam ani dnes, kdy vypocetnf
technika umoziiuje fesit i velmi slozité piipady.

Pohyb téles s proménnou hmotnosti je dilezity zejména pro raketovou techniku. Teorie
maljch kmiti se zabyvé pohyby mechanickych soustav v blizkosti rovnovazné polohy.
Pripad tézkého symetrického setrvaéniku je ukdzkou klasické tlohy, ktersd je ve vsech
detailech analyticky fesitelnd. Problém dvou téles, kterd na sebe piisobi centralni silou,
zahrnuje Keplertv problém, jehoZ feSeni umoznilo pochopit zakladni vlastnosti sluneéni
soustavy. Problém srdzek ukazuje dilezitost zdkont zachovani a pojmy a metody uzivané
pfi jeho fedeni maji velky vyznam i v kvantové teorii mikrosvéta.

VI.1 Pohyb hmotného bodu s proménnou hmotnosti

V pfirodé i v technice se Casto setkdvdme s télesy, jejich hmotnost se
spojité meéni. V praxi nejdulezitéjsim pfipadem je nepochybné let rakety,
lze vSak najit fadu piikladd dalsich (hofici meteor v zemské atmosfére,
padajici kapka, na niz kondenzuje para aj.). Pfi studiu problému tohoto
druhu budeme pfedpoklddat, Ze rozméry a rotaci télesa lze zanedbat, takze
je miZeme povazovat za hmotny bod, jehoz hmotnost m(t) je proménnou
veli¢cinou. Predpoklddejme, Ze je zndma asovd zména hmotnosti dm/dt a
relativnf rychlost v, kterou md odluéovans & pfipojovand hmotnost viaéi
studovanému objektu®. Pro pfimé vyuziti Newtonovych pohybovych rov-
nic, budeme poklddat uvazovany proces za limitni piipad déje, pii némz se
od zkoumaného bodu odlué¢uji v intervalech At ¢4stice o hmotnostech Am.
V case t md tedy nds hmotny bod hmotnost m + Am a hybnost

pr=(m+Am)v, (VL1)
zatimco v Case ¢+ At je celkovd hybnost hmotného bodu a odloucené ¢éstice
Pryat =m (v + Av) + Am (v + ve) (V1.2)

% V nejobecnsjsim piipadé jsou tyto veli¢iny funkcemi polohy, rychlosti a ¢asu.
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kde v, je relativni rychlost odloucené ¢astice viicéi danému bodu. Pro rozdil
hybnosti plati

Pi+At — Pt = MAV + Amuge (VL3)
a tedy
dp . par—pt __dv dm
it AT AL T ™a T a v (V14)

(znaménko minus pfed druhym ¢lenem je ddno tim, Ze jde o ibytek hmot-
nosti). Zcela analogickou avahou lze ukdzat, ze vztah (VI.4) je spravny i pro
pfipojovanou hmotnost.

Podle 2. Newtonova zdkona tedy plati

dv dm
F = m—d—t— - -a—t—vrel s (VI5)

coz je zékladni rovnice pro pohyb s proménnou hmotnosti za ptsobeni vnéjsi
sily F. Tuto rovnici lze také pfepsat jako

—=F 4+ & 1.
mdt + &, (VI1.6)
kde vektor d
m
P = E'Urel (VI?)

interpretujeme jako reaktivni silu.
Fyzikalné vyznainymi pfipady aplikace rovnice (VI.5) jsou:

a) vl = 0, tj. hmotnost se odluéuje &i pfipojuje beze zmény rychlosti,

b) v = —v , tj. odluCovansd € pfipojovand hmotnost je v klidu vuéi
prostiedi, v némz se studovany objekt pohybuje.

V piipadé a) je

dv
a v piipadé b) je
d (mwv)
F = .

coz jsou tvary formalné analogické 2. Newtonovu zdkonu. Rozdil je oviem
v tom, Ze ve vztazich (VI.8) a (VL.9) je hmotnost proménnou veli¢inou.
Casto se uvazuje piipad, kdy soucasné dochdzi k odlu¢ovdni hmotnosti
(relativni rychlosti vire1) 1 k pfipojovani hmotnosti (relativni rychlosti voe).
Odlucovanou hmotnost za ¢as dt pfitom oznatime dm; (dm; = —|dm,]),
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dmg budiZ za tento asovy interval pfipojend hmotnost (dmy > 0). Pohy-
bova rovnice zfejmé nabude tvaru

md—v F+ov ! + v dm,
dr irel 7, dr 2rel — 5, dr

a nazyva se rovnici Meséerského. Proménnd hmotnost ,zakladni ¢4stice“
v Case t je rovna

(VL10)

m(t) = mg +/(dm2 'dml

)dt. (VL11)

V.2 Malé kmity

Uvazujme o konzervativni soustavé o n stupnich volnosti a takové, e pro ni
existuje stabilni rovnovazna konfigurace. Zobecnéné souiadnice ¢* zaved'me
tak, Ze jsou rovny nule pravé v rovnovazné konfiguraci. Potencidlni energii
soustavy, kterd m4 v rovnovazném stavu minimum, rozlozime v fadu podle
mocnin ¢' a omezime se pouze na prvni tii ¢leny, tj. budeme psét

ouN , 1/( d*U ;
U =U o === ¢, ik=1,... VI.12
0+(aq) Q+2(8q’8qk>0qq’ 123 H 3 T, ( )

kde se index ,,0“ vztahuje k rovnovézné poloze, v niZ m4 potencialni energie
minimum. Druhy ¢len na pravé strané (VI.12) je proto roven nule a zvoli-
me-li minimalni hodnotu U za jeji nulovou hladinu, bude

U = %qiqk , (VL.13)
kde )
Kik = Kgj = (a—;—a—%)o . (VI.14)
V piipadé, ze vazby nejsou zdvislé na Ease, m4 kineticks energie tvar
T = %qiqk , (VL15)

kde 7 jsou funkce proménnych ¢*. V ndmi uvazovaném pfiblizeni budeme
vyraz (VI.15) psét ve tvaru

T = szk ¢, ’ (VI.16)
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kde
pik = Yik(0) (VL17)

jsou konstanty ziskané jakozto hodnoty funkci -y;; v rovnovézné poloze. La-
grangeova funkce ma tedy tvar

L=Er¢d - Shegt, (VL.18)
odtud zjistime, Ze
dL = d¢' (pird®) — da’ (sixd") , (VL.19)
neboli oL N oL )
ag — Ml o gE = rkd (VIL.20)

Lagrangeovy rovnice jsou tedy
pikd® + ki =0, i=12,...,n. (VL21)

ObdrZens soustava rovnic je systémem linedrnich a homogennich dife-
rencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Z tvaru téchto rovnic je vidét,
ze hledané funkce ¢*(t) lze psat ve tvaru

¢ (t) = Akelt | (V1.22)

kde A* jsou (komplexni) konstanty, které je tfeba urcit. Dosazenim (VI.22)
do (VI.21) dostaneme soustavu n linedrnich homogennich algebraickych rov-
nic pro funkce A* ‘

(nik - wmk) Ak =0, (VL.23)

coz je rovnice (V.38), o niz jsme mluvili v souvislosti se souasnym pfe-
vedenim dvou kvadratickych forem na diagondlni tvar. Ptislusné sekuldrni
rovnice (V.39), jejiz splnéni je nutnou a postacujici podminkou pro existenci
nenulového feseni soustavy (VI.23), je

ki1 —wlpnn K2 —wlpie ... Kin — wipig
=0. (V1.24)

2 2 2
Kpl — W lpl Kp2 —W7'lUn2 ... Kpp — Wilinn

V teorii kmitt se tato rovnice nazyva charakteristickou. Jak jiz vime, jeji
kofeny jsou redlné a vzhledem k pozitivni definitnosti formy U kladné.
Obecné m4 rovnice n kofenll w;?,...,wn?, nékteré z nich se oviem mohou
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vzdjemné rovnat. Veli¢iny w, (o = 1,...,n) se nazyvaji vlastnimi frekven-
cemt soustavy.

Jakmile jsou hodnoty w, nalezeny, dosazujeme je postupné do (VI.23)
a ziskdme postupné koeficienty A* (vlastni vektory). Jsou-li viechny kofeny
vzdjemné rizné, jsou (jak zndmo z algebry) koeficienty A* imérné minoriim
Ak které odpovidaji prvkim (kg — wa?pik) v determinantu soustavy (pfi-
tom ¢ musi byt voleno tak, aby vsechny minory nebyly rovny nule, coz je
v piipad€ riznych kofent splnitelné). Protoze fyzikdlni vyznam mé pouze
redlnd Cast vyrazil, lze psit obecné feSeni soustavy (VI.21) jako

¢* =Re { > A’;caei“’at} =Y ake>. (VL.25)

Tento tvar ziistdvd v platnosti i v pFipadé ndsobnych kofenti, kdy ovsem
Jiz koeficienty A’; nemaji vyznam minord (tyto minory jsou rovny nule).
Veli¢iny C* znaéi libovolné komplexni konstanty, velidéiny ©% jsme zavedli
vztahem

©% = Re {C"‘ei“"’t} : (VL.26)

Z (VI.25) tedy plyne, Ze Casovd zména kazdé ze zobecnénych souradnic
predstavuje superpozici n harmonickych kmitd ©%,...,60" s libovolnymi
amplitudami a fizemi, avsak s ur¢itymi frekvencemi. Hodnoty amplitud
a fazi se ur¢i z poc¢ateénich podminek.

Vratme se zpét k vyrazu

=3 akee (V1.27)
o]

a veli¢iny ©% povazujme za nové zobecnéné soufadnice. Jsou to normalni
soufadnice, jak jsme o nich mluvili v poznidmce o pievedeni kvadratickych
forem na diagonalni tvar. V téchto novych soufadnicich maji pohybové rov-
nice (VI.21) tvar

0% + w,20% =0 (VI.28)

a odpovidajici Lagrangeova funkce je
_ Mo na\? _ . 2002
L—Za: : [(@ )" —wa2(e )} , (VI.29)

kde m, jsou kladné konstanty. V normélnich soufadnicich ©% se tedy pu-
vodni dloha pfevedla na feSeni soustavy n nezavislych diferencidlnich rovnic
pro n harmonickych oscildtori.
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U#ziti norméalnich soufadnic rovnéz dovoluje pfevést ilohu o vynucenych
malych kmitech soustavy s vice stupni volnosti k ilohdm o jednorozmérnych
vynucenych kmitech. Lagrangeovu funkci nasi soustavy, na kterou piisobi
vnéjsi sily, muzeme totiz najit a zapsat ve tvaru

L=1Lo- Y Fi(t)d*, (VI1.30)
k

kde Ly je Lagrangeova funkce ,volnych“ kmitt a Fj(t) jsou pusobici vnéjsi
sily. Po zavedeni normdlnich soufadnic Q4 pro ni obdrzime

1 -
L=353 (da" ~a*Qu?) + X fal)Qa (VL31)
a o
kde jsme zavedli oznaceni

k
Qo= V0%, fult) = 3 Ful(t) 22 (VL32)

k Vi
Odpovidajici pohybové rovnice jsou opét jednoduché

Qa + wazQa = fa(t) . (VL33)

Pifipomenime, Ze vzhledem ke kinetické energii, ktera zde hraje roli met-
rického tenzoru, jsou soufadnice ©% soufadnicemi ortogondlnimi a jejich
zvldstni piipad Q. je obdobou soufadnic kartézskych, coz naznacujeme dolni
polohou indexu.

VI.3 Tézky symetricky setrvaénik

Tézky setrvaénik je tuhé téleso v homogennim gravitaénim poli upevnéné
mimo stied hmotnosti. Studium pohybu tohoto setrvaéniku si zjednodu$ime
predpokladem, Ze ma osu symetrie a Ze je upevnén v bodé lezicim na této
ose. Zvolime pocitek v pevném bodé, osu z orientujeme kolmo vzhiiru
a osu 2’ polozime do osy symetrie télesa, R piedstavuje vzdalenost stfedu
hmotnosti od po¢atku, moment setrvaénosti vzhledem k ose symetrie télesa
oznatime A a vzhledem k ose z’ (resp. y') B.

Uzijeme Lagrangeovy funkce. Vyuzitim vztahu (V.16) a (V.9) dostdva-
me pro kinetickou energii

T = % [B (sin2 9 2+ 192) +A (cos 9 o+ ¢)2J , (V1.34)
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zatimco potencidlni energie je

v = / pgz AV = MgR cos?® . (VL35)

K Lagrangeové funkci L = T — V lze najit prvni tfi integrdly. Prvnim je
integral energie

- % [B (Sinzﬂ 5 +192) LA (cosz? ¢+¢')2} + MgRcosd, (VL36)

dalsimi jsou zobecnéné hybnosti pfislusné cyklickym soufadnicim 3 a ¢,
které oznacime jako p a v. Plati

v=A(cos9 p+) (VL.37)

= DBsin’0 ¢+ 4 (cos9 ¢ +) cos® . (VL.38)

Poznamenejme, 7Ze v resp. p maji vyznam priiméti momentu hybnosti do
os z' resp. z. Tyto priiméty se zachovavaji, ponévadZ moment sily je na obé
osy kolmy. Vztahy (VI.36) az (VI.38) predstavuji soustavu diferencidlnich
rovnic 1. fddu, které mame fedit. Z poslednich dvou rovnic lze vypotitat
¢, 1) a dosadit do prvni rovnice, ¢imz dostaneme rovnici obsahujici pouze ¥

B [(p—vcosﬁ) gy

5 Bomg + + MgRcosY =FE. (VL.39)

2A

Zbyvajici dvé rovnice pfepiSeme na tvar

1

= —s—(u— 9 1.4

s (= veosd) (VL40)

. v .
Y= i pcos? . (V141)

Vénujme se rovnici (VI.39). Substituci
E=cos9, €2= (1 - 52) §? (V1.42)

ji pfevedeme na tvar
£2=3 E_f_z__M R¢ (1_52)__(5‘_:_'/_5)2 (VL43)
B 24~ 9 B ) - '
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Polynom tfetiho stupné na pravé strané lze ziejmé zapsat jako

2M gR

f(&)= (€—-&)(E-&)(E-&), (VL.44)

kde &1, &2, &3 jsou kofeny polynomu. Vzhledem k (VI.42) musi ziejmé byt
l<t,  f(§=0. (VL.45)

Podle (VI1.43) v bodech —1,1 je vSak f(£) < 0. Aby bylo mozné splnit

(V1.45), museji v uzavieném intervalu mezi —1 a +1 leZet dva kofeny rovnice

f (&) =0, je# oznaéime 1, &. Prislusné thly 91 a 92 uddvaji hranice, mezi
nimiz se pohybuje osa télesa z'. ReSeni rovnice (V1.39) lze zapsat jako

¥ = arccos § . (V1.46)

Po uplynuti doby

3
t-—t0=€/f
&
._2/

(V1.47)

se vraci thel 9 ke své dfivéjéi hodnoté Ze vztahi (VI 40) a (VI 41) je vidét

vvvvvv

déje s thlem ¢ posunutym o vehcmu

1P
L F a-ve
Ap = 2/ B TFE (V1.48)

V z4vislosti na tom, zda vyraz u — v€ v intervalu mezi §; a §{ neméni
¢i méni znaménko, je piiristek 1thlu monoténni anebo dochézi k obdobim
wretrogradniho“ pohybu.

Vcelku lze ¥ici, Ze pohyb osy tézkého setrva¢niku je sloZen z precese
(zmény 1hlu ¢) a nutace (zmény uhlu ). Je-li nutace mald (dhly J; a 9,
jsou si blizké), mluvime o pseudoreguldrni preces.

K obdobnému jevu dochdzi u nasi Zemé. Rotace Zemé vyvoldva jeji
zplosténi. Sklon zemské osy (dhel ¥ = 23,5°) vzhledem k ekliptice (roviné
jejiho obshu kolem Slunce) pak pusobi, ze Slunce v dlouhodobém praméru
pusobi na Zemi momentem sily, ktery je kolmy jak na normélu k ekliptice,
tak i na zemskou osu, a ktery je Gmérny sin, viz obr. 9.
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Obr. 9: Piisobeni Mésice a Slunce na rotujicf Zemi. Moment sily vznik4 pisobenim Mésice

a Slunce v tézistich , pfebyteénych® hmot, jez Jjsou dény zplosténim rotujici Zemé. Masic
i Slunce si vzhledem k dlouhé ¢asové periods precesntho jevu muZeme pfedstavit roz-
mazany do ,pneumatik“ obklopujicich Zemi zhruba v horizontslni roviné.

Z formalniho hlediska je to stejné situace jako v piipadé tézkého se-
trvaéniku, moment se sna#{ ,vzpiimit“ zemskou osu a ta »uhyba“. Ob-
dobné jako Slunce pusobi na Zemi i Mésic. Protoze rovina obéhu Mésice
kolem Slunce neni shodn4 s ekliptikou (odchylka asi 5°), neni vysledny jev
totozny s pseudoreguldrni precesi, jak4 nastdva u tézkého setrvacniku, jde
v8ak rovnéz o precesi zemské osy doprovizenou malou nutaci. Mluvime o
astronomické precesi, kterd se projevuje zménou polohy pélu otééeni na
obloze a pohybem jarntho bodu (bodu, v ném# se Slunce v dobé jarni rov-
nodennosti nachizi mezi souhvézdimi). Perioda tohoto jevu je asi 26 000 let
(platénsky rok).

Pohybové rovnice nesymetrického tézkého setrvaéniku se zdafilo efek-
tivné integrovat jen za jistych specidlnich predpokladi. Pripady integrace
pohybovych rovnic tuhého télesa ziskané Lagrangem a Eulerem byly dlouho
Jedinymi zndmymi. Jiny a novy zplisob integrace pochazi od S. Kovalevské
z 80. let minulého stoleti. Vysledky Kovalevské tuto kapitolu mechaniky
uzaviely.

V1.4 Srazky ¢astic

Pozorujeme-li srézku dvou &4stic v laboratofi, Jje tomu obvykle tak, Ze jedna
z Castic je do srazky v klidu v soustavé soufadnic pevné spojené s laboratofi.
Tato soustava se nazjva laboratorni, hovoii se o ni jako o L-soustavé. Vedle
L-soustavy se pii studiu srdzek uzivd jesté tzv. tézistové soustavy, T-sou-
stavy, kterd je pevné spojena se stfedem hmotnosti srazejicich se Gastic.
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V T-soustavé je thrnna hybnost srazejicich se €astic rovna nule. Céstice
pied srazkou a veli¢iny k nim se vztahujici oznacime indexy 1,2, Cdstice po
srazce indexy 3,4. Necht je pred srdzkou v L-soustavé druha éastice v klidu
a prvni mé rychlost vy (je to tedy relativni rychlost ¢astic pfed srdzkou).
Rychlost T-soustavy vaci L-soustavé je rovna

v=—-"1 4. (VI.49)
my + mg

Vsimneme si nejprve nepruznych srazek. Nepruznou srdzkou se rozumi
takova srazka, pii které ¢ast kinetické energie srazejicich se ¢astic pfechdzi
na vniténi stupné volnosti. Budeme uvazovat obecny pfipad, kdy srdzkou
dojde k pfestavbé vnitini struktury (probéhnou napfiklad jaderné reakce),
takze &astice po srdzce mohou mit jiné hmotnosti, nez mély pred srdzkou.

Rychlost prvni é4stice vzhledem k T-soustavé pied srazkou je

m2vYp

vr=v— V=—"—— VIL.50
1T 0 m1 + mg ( )
a pro rychlost druhé ¢astice v této soustavé dostdvame
M1
vr=—-V=-———, VI.51
2T ———— (VL51)
takze plati
mivir + movor =0, (VL.52)
jak musi byt.
Kinetick4 energie ¢astic v T-soustavé je rovna
2
m1ma 2 _ Ho%
Ey = vp© = , VI.53
0 2(m1 + mg) 0 2 ( )

kde jsme redukovanou hmotnost p oznacili indexem proto, Ze se podle
piedchozi tivahy muze v disledku srazky zménit. V disledku napiiklad
probihajici reakce se uvolni & pohlti jistd energie Q, tato energie ,pfejde”
z vnitini energie (odpovidajici vnitfnim stupfum volnosti) v kinetickou
energii ¢astic (Q > 0) nebo naopak z kinetické energie Castic v energii
vnitfniho stavu (@ < 0).

S ohledem na energii @ mé zdkon zachovani energie tvar

2 2
Hovo L o=£", (VL54)
2 2
kde A
L (V1.55)
ms + my
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Je redukovand hmotnost ¢astic po srdzce, v znati jejich novou relativni rych-
lost. Vektory wst a vst jsou rychlosti obou &dstic po srdzce a mame pro né

m3v msv

VT = ———— WY = ———, VI1.56
8T = g 4T —— ( )
takze opét plati
mivzr? | mavgr?  po?
m3v3rT + mavT =0, + =—. (VL57)

2 2 2

oznatimo Z piedchoziho textu je zfejmé, ze k uréeni vektorii w3t a vyt je
tieba znat vektor v a hmotnosti mgs, my.

Vratit se zpét k laboratorni soustavé je jednoduché. Rychlosti obou
éastic po srazce zde budou

mqv mi1 v
4 + 1Y0

vs=wvT+V =

m3+m my + mg °
3m3v4 1m1002 (VL58)
vyyu=wur+V = ~ms Lz T my L

2w

Podle klasické fyziky by se mél souGet hmotnost{ ¢dstic pred srazkou rovnat
souctu hmotnosti po srazce. V disledku relativistickych jevii miize byt éast
hmotnosti pfi jadernych reakcich pfeddna zéfeni, vétdinou véak rozdil &ini
ne vice neZ desetiny procenta puvodni hodnoty a lze proto i v takovychto
pfipadech zaménit m3 + my4 za m; + mo.

Vypotty se zjednodusi, budou-li srazky pruznymi, bude Q = 0 a hmot-
nosti ¢dstic se nezméni. Ze vztahu (VI.54) potom plyne, Ze vy = v, takze se
velikost relativni rychlosti ¢dstic nezméni. Vektor v necht je natoéen vzhle-
dem k vektoru vy o thel £&. Osu z polozime do sméru vektoru vy a osa y
budizZ v roviné uréené vektory vy a v. Ziejmé plati

vy =vgcosé, vy = vgsiné (VL.59)
a pro slozky rychlosti v3 a v4 dostdvame
_ (m1 + ™Mo Ccos f) Vo _ MoV sin
o A , T mﬁf , (VI1.60)
_ mi(1—cosé)ug _ __myugsin .
Viz = mi+my Yy = —m‘gﬁ .

Pomoci té&chto vzorcu lze spojit thel odchyleni prvé éastice pfi srazce v la-
boratorn{ soustavé, ktery oznacime 6, s ihlem £ (tj. s iihlem jejiho odklonu
v tézi§tové soustavé) vztahem

U3y mgsiné

tgf= 2 = ——— > |
& v3z my + macosé
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Druh4 &astice, kterd se v laboratorni soustavé nachazela pfed srdzkou v kli-
du, bude mit po srazce rychlost, jejiz smér je uren vztahem

V4 siné ¢ m—§

tgf = ——L =" >_ =ctg > 6 = . VI.62

& vgy; 1—cosé 83 2 ( )
Znaménko ,minus® uzité pfi zavedeni funkce tg @’ bylo vybrdano proto, zZe
projekce v3y a v4y maji opacné znaménko.

Vzorec (V1.61) bude jesté jednodussi v pfipadé srazky dvou stejné hmot-

nych Eastic. V tomto pfipadé dostaneme, Ze
t
tgo =88 g% gyg=T (VL63)
2 2
Céstice se rozleti pod pravym thlem a tihel odchyleni v laboratorni soustavé

je roven poloviné 1ihlu odchyleni v tézisfové soustave.
Energie, kterou ziskd druhd ¢astice pii srazce, se rovna

mo _ Mmamy 2 (1 - COSs f) Vo 2

_ m2 2 2) _
Ey == (v4z 2+ vsy ) — (VL.64)
Jeji pomér k energii prvé castice je
Ey _ 2mimg (1 —cost) (VL65)
Eo (m1 +me)® .
Bude-li m; = my, obdrzime odtud
% = sin? -g- = sin? 6 (VL.66)
a tedy E
3 2
— = 0. .
B, cos (VL67)

Pro &elni srazku, kdy ¢ = 180°, je E3 = 0 a E4 = Ey, jak je mozné oéekivat.

Vsimneme si ponékud podrobnéji pruznych srazek v T-soustavé. Na
centralni pole nechf z nekonecna nalét éastice s hmotnosti u, viz obr. 10.
Jeji trajektorii charakterizujeme zdmérnou vzdalenosti p a polarnim dhlem
. Déle se zavadi tihel rozptylu (odklonu, odchyleni) ¢ vztahem

E=|r—¢|. (VI.68)

Uhel ¢ uréime ze vztahu (V1.94). Energii a moment hybnosti nalétévajici
tastice vyjaddiime pomoci rychlosti ¢astice v nekoneénu a pomoci zamérné
vzdalenosti

2
E= ‘“’Tw . J = pveop . (VL.69)
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Obr. 10: Rozptyl &4stic silovym centrem. Céstice o hmotnosti p nalétd na silové centrum
C se zdmérnou vzddlenosti p.

Obdrzime tak

. dr
0=2 / Fy2 . (VL70)
Tmin \/1 —_ p_2 —_ 2U(,r)
r2 ok,

V praxi se setkavame s rozptylem ne jedné astice, ale celého souboru
¢astic dopadajicich na ter¢ se stejnymi rychlostmi vo,. Pozoruje se (méfi
se) rozlozeni téchto ¢astic v zdvislosti na hlu rozptylu £. Pro popis tohoto
procesu se zavadi diferencidlni G¢inny prifez do.

Nechf dN je pocet ¢astic rozptylenych za jednotku ¢asu do 1ihlu leziciho
mezi £ a £ + d€. Necht n znaéi pocet ¢astic prochézejicich za jednotku ¢asu
jednotkovou plochou kolmou ke svazku éastic. Diferencidlni dcinny prifez

se definuje vztahem
_

n
a je zfejmé urcen charakterem rozptylujiciho centra C.
Predpoklddejme, Ze se do dhlu lezictho mezi £ a & + d€ rozptyli jen
ty castice, které maji zdmérnou vzddlenost mezi p(¢) a p(¢ + d€). Pocet
takovych céastic za jednotku Casu je

dN =27mpdpn, (VL.72)

do (VL71)

takze
do =27mpdp. (VL.73)
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K uréeni zavislosti do na tdhlu rozptylu budeme misto (VI.73) psét

ﬂg’ de (VL74)

d§

kde jsme absolutni hodnoty uzili proto, Ze p obvykle klesa s ristem £.
Vztah pro do se v praxi ¢asto vyjadfuje pomoci objemového whlu.

Protoze je

do = 2mp(§)

df2 = 27sinéd¢ , (VL.75)
plati ©
_ Ao |de
= sing |a¢ dao . (VL.76)

Veli¢ina do ma rozmér plochy. Je to plocha prstence se stfedem v roz-
ptylujicim centru a postaveného kolmo na pociteéni rychlost Edstic, kterym
musi &astice proletét, aby se rozptylila do elementu dhlu df2. K vypoctu di-
ferencidlniho ¢inného priifezu je tfeba znat funkci U(r). Z experimentélni
znalosti do se ziskdvaji informace o charakteru interakce.

Pokud by bylo tfeba nalézt zavislost u¢inného prifezu na rozptylovém
dhlu v L-soustavé, musime zfejmé ve vzorci (VI.74) provést odpovidajici
dpravu, tj. uzit vzorch (VI.61) a (VI.62) pro pfechod od thlu ¢ k dhlim
0,6.

V1.5 Problém dvou téles

Hledejme pohyb dvou hmotnych bodu tvoricich uzavienou soustavu. Reseni
ulohy rozdélime do nékolika ¢asti.
a) Lagrangeova funkce této soustavy md tvar
ot mary?

L= 4 T2 U (|~ ) - (VL77)

Zavedeme relativni polohovy vektor prvni ¢astice vaci druhé

T=7r —nr (VI78)

a radius-vektor stfedu hmotnosti
_ mir+mary

(VI.79)
my + ma
Z pfedchozich rovnic dostaneme, Ze
ma mi
rm=R+——mr, =R+ ———1r VI.80
! my + Moy "2 my + my ( )
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a pro Lagrangeovu funkci plyne

_MR?*  [(uir?
L=— +( 5 ——U(T)), (VL81)

kde M znaéi celkovou hmotnost soustavy M = mj + mg a p je tzv. reduko-

vand hmotnost
mima

= — VI.82
b= (V1.82)
Vidime, Ze se Lagrangeova funkce rozpadla na dva ¢leny, obsahujici rozdilné
proménné, tj. doslo k separaci proménnych. Prvni ¢len

M .

- R 2 (VL.83)
odpovid4 rovnomérnému a pfimocarému pohybu hmotného stiedu a druhy
Clen

52‘-1% 24 U(r) (VL.84)

ud4va pohyb jednoho hmotného bodu o hmotnosti x4 ve vnéjsim centrdlnim
poli U(r). Najdeme-li feSeni této tlohy, tj. najdeme-li funkci r = r(t), pak
se feseni 7 (t) a ro(t) ziskaji z (VI.80).
b) Lagrangeova funkce (VI.84) nezdvisi na Case, zachovava se tedy ener-
gie
pi
E = -t U(r) = konst, (V1.85)

a protoze jde o centralni silova pole, zachovava se i moment hybnosti €astice
J vzhledem k centru. Tato ¢astice se tedy musi stile pohybovat v roviné
kolmé k vektoru J.

Zavedeme-li v této roviné z,y polarni soufadnice r, ¢, pro Lagrangeovu
funkei (VI.84) dostaneme

L= g (72 +r%0%) - U(r) (VL86)

a pro energii analogicky
E= g (72 +r?¢?) + U(r) = konst . (VL87)
Pro moment hybnosti ¢astice obdrzime
J = J, = pr’p = konst , (V1.88)
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takze . 72
_ K
= + our? +U(r) . (VI1.89)

Z ptedchoziho vztahu plyne, Ze

Vidr
dt = +—F———, VI.90
VIE-T) (VE90)
kde jsme oznatili jako
J2

(VI.91)

tzv. efektivni potencidlni energii. Druhy len lze interpretovat jako poten-
cidlni energii odstfedivé sily v neinercidlnim systému, ktery se ota¢i okolo
centra spolu s danou &4stici. Rovnice (VI.90) urcuje zavislost t(r).

Ze vztaht (V1.88) a (VI.90) obdrzime

Jdr

dyp =+ .
Y R (E - U

Rovnice popisuje trajektorii é4stice. Integrace rovnic (VI1.90) a (V1.92) ddva

(V1.92)

voedr
t—ty==% | ———re, VI.93
’ / 2(E"Uef) ( )

Jdr
— o == . VI.94
@ — ¥o /ﬂ T =T ( )

¢) Z rovnice (V1.89) plyne, ze radilni ¢ast pohybu se d4 vySetfovat jako
jednorozmérny pohyb bodu v poli s potencidlem Ue. Pfi tomto pohybu
muze radidlni soufadnice r nabyvat pouze hodnot, pro néz plati

JZ
T 2ur?

E -U(r)>0. (V1.95)
Rovnost pfitom nastiva ziejmé v bodech obratu.

V piipadé finitniho pohybu existuji dva takové body obratu, ro = Tmin
a7y = Tmax, Tmin < T < Tmax- Finitni pohyb se tedy déje v mezikruzi
omezeném hodnotami Tmin & Tmax. Za ¢as, ktery odpovidd zméné r praveé
od Tmin dO Tmax, se radius-vektor otoci o uhel

Tmax

Jdr
b= 2r / o (VI.96)
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Odpovidajici trajektorie viak obecné nemusi byt uzavienou kfivkou. Pro
uzavienou kfivku musi byt thel ¢ raciondlnim nasobkem éisla 27. Tato

situace nastava v pfipadé, kdy U(r) je imérno —av piipadé, kdy U(r) je

imérno r2.

Je-li oblast moZnych hodnot proménné r omezena pouze podminkou
T > Tmin, hovofi se o infinitnim pohybu &éstice, ¢dstice se pohybuje z ne-
konecna a do nekonecna se vraci.

Vratme se nyni ke vztahu (VI.95), ktery pfepiSeme na tvar

2
r2U(r) + é‘% < Er?. (V1.97)

Znaménko rovnosti neuvazujeme, nebotf nas zajima situace, kdy bod miize
spadnout do stiedu. Je patrné, Ze proménna r mize nabyvat hodnoty r =0
pouze pfi splnéni podminky

J2
r2U(r)|r=0 < ~on (V1.98)
g A ... - a J?
Odtud plyne, ze U(r) se musi pfi 7 — 0 blizit k —oo bud’ jako —gsa > W’

nebo mérné ——;1;{ sn> 2. ‘

d) Zvlasté dilezitym prikladem je Kepleruv problém, kdy potencidlni

energie ma tvar

U(r) = —5:1 , (VI.99)
pficemZz a > 0 odpovidd vzijemnému pfitahovani a a < 0 vzijemnému
odpuzovéni.

V prvém piipadé (o > 0) m4 efektivni potencidlni energie Uet(r) tvar
kiivky z obr. 11. V pf#ipadé, kdy bude E > 0, jde zfejmé o pohyb infinitni,
bude-li £ < 0, ptjde o pohyb finitni.

Konkrétni tvar trajektorie se ziejmé ziskd dosazenim

a

U(r) = -

do (VI.94) a provedenim naznacené integrace. Vysledkem je vzorec

g =1+ecosyp, (V1.100)
polozime-li ¢y = 0. Pfitom bylo zavedeno oznaceni
J? 2EJ?
p=—, e=14/1+ 5 - (VI].O].)
po po
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Obr. 11: Zavislost efektivni potencidlni energie na vzdalenosti téles. Slozenim potencialn{
energie gravitatni sily a odstiedivé sily v neinercidlnim systému dostdvame efektivni po-
tencidlni energii, jejiz graf ma minimum odpovidajici stabilnimu kruhovému pohybu.

Je to rovnice kuzelosetky s ohniskem v pocéatku soufadnic. Veli¢ina p je
parametrem a e excentricitou této kuzelosetky. Bod s ¢ = 0 je bod nejblizsi
k centru, nazyva se periheliem této trajektorie.

Bude-li (pfi @ > 0) platit, ze
E<0, 0<e<l1, (VL.102)

pujde o elipsu, bude-li viak e = 0, pujde o kruZnici.
Bude-li (pfi a > 0)
E>0, (VI1.103)

e

bude e > 1 a trajektorii bude vétev hyperboly blizsi k ohnisku.
Bude-li (pfi a > 0)
E=0, (VI.104)

bude e =1 a trajektorii je parabola. V tomto pfipadé infinitniho pohybu se
rychlost unikajici édstice bude asymptoticky blizit k nule.

Bude-li a < 0, bude energie ¢istice pouze kladnd a pohyb vizdy bude
infinitni, trajektorii bude (protoze se jednd o odpudivou silu) vzdalenéjsi
vétev hyperboly.

Konkrétnéjsi rozbor véetné vyvozeni Keplerovych zdkoni lze jiz pfene-
chat kazdému ¢tenafi.
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VL6 Pfiklady

1. Odvod'te rovnici uréujici ¢asovou zavislost rychlosti rakety pfi ptisobeni
vyluéné reaktivni sily za stalé relativni rychlosti vyhofelého paliva.

Reseni: Raketa se potom bude pohybovat pfimoéafe a pohybovou rovnici
(VL6) je -

dv dm
ma? = —'Ure]"('i—t— . (VI].OS)
Po integraci odtud dostaneme
¢
Ure
— / 2l 4m (VL.106)
0
Bude-li reaktivni rychlost vp konstantni, bude
m
vV = vy + Vrel lna—(% , (VL.107)
coz je hledana Ciolkovského rovnice.
2. Zkoumejte charakter pohybu v centrilnim poli
Uy =-%-5 (VI.108)

Resend: Energii ¢astice o hmotnosti m a momentu hybnosti J je

1 .5 J? a pf
E = §m1" + 2 - '7-: — ,73' (VIlOg)
a pro efektivni potencialni energii tedy plati
J? a pf
Uef('f') = CY— - ; - ’,‘—3 s (VIllO)
pfitemz
}i_r)% Uet(r) = —0 rll)r& Us=0. (VL.111)
Rovnice Ug(r) = 0 m4 kofeny
2 4
éz—— + ZJ—E —4ap
7‘1’2 - m m (VIll2)
2a
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a rovnice e 0 ma kofeny
g% + 7‘77—; ~ 1208
T2 = 20 . (VI.113)
Sledujeme-li polohu nulovych bodu a extrému funkce U (r), zjistujeme, ze
v zavislosti na hodnotéch parametru m_z nastava pét kvalitativné odlisnych

piipadu.

Muzeme je konkrétné popsat, ziskdme-li tvar kiivek U (r), coz lze pro
konkrétni hodnoty parametrd u¢init pomoci pocitate. Na zdkladé postupu
uvedeného v textu lze urdit i pfislusné trajektorie.

3. Dokaite platnost viridlové véty3®

— l=—
T= —Eza: F,r, (V1.114)

pro stfedni hodnotu kinetické energie T' systému &dstic, jehoz pohyby se daji
v omezené oblasti prostoru s omezenymi rychlostmi. Dale dokazte, Ze je-li
potencidlni energie U systému homogenni funkc{ soufadnic k-tého stupné®’,
je

T = gff . (VL115)

K jakému vysledku vede viridlovy teorém pro newtonovskou gravitaéni in-
terakci? Pfi dikazu uzijte Eulerovy véty o homogennich funkcich

o i —kf. (VL.116)

T; =
i 82:,-

Reseni: Protoze kineticks energie T je homogenni, kvadratickou funkeci
rychlosti, plati podle Eulerovy véty (VI.116)

oT
Y —wv,=2T (VL.117)
— 0v,
% Viridlem se nazyva veli¢éina na pravé strané (V1.114)

%" Pfipometime definici homogenn{ funkce k-tého stupné

flazy,...,az,) = o* flz,...,za).
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cili
2T = Zpa'va = %Zpaf‘a *‘Z"ai’a =

- % S para =3 ruF, . (VL118)

Aby platila viridlovd véta, musi byt stfedni hodnota prvniho élenu na

pravé strané (VI.118) rovna nule. To vsak skuteéné plati, je-li f = e lze
pro casovou stfedni hodnotu funkce f psdt
1 [ 1 [dF
7= Jim - / fd = Jim = [ Sat=
0
-F

= im ZOFO (i)

T—00 T

Pokud se pohyb déje v omezené oblasti prostoru omezenymi rychlostmi,
je F(7) konetnd velicina a pfislusna limita je rovna nule. Jestli mdme pro
silu vyraz F, = e plyne uzitim Eulerovy véty v pfipadé gravitaéni

T
energie, kdy k = —1, ¢
2T = -U . (VI.120)

4. Vysetfujte malé kmity dvou matematickych kyvadel vazanych pruzi-
nou o zanedbatelné hmotnosti, viz obr. 12.

Resend: Nejdiive je tieba najit vyraz pro potencidlni energii U; v rov-
novéazné poloze ji budeme kldst rovnu nule. Obdrzime, ze

U =mgl(1—-cosy;) + mgl(l—cosys)+
+ %k (bsingy — bsing;)? . (VL.121)
V piipadé malych kmiti lze polozit
sing=¢, cosp=1-— %q;? (VI.122)
a bude tedy
U= % [(mgl + 2Kb) o1 2 — kb2 paepy + (mgl + & %) 02 2] . (VL123)
Pro kinetickou energii ve stejném piiblizeni dostdvame
T = % [mz2¢>1 2 4 mi%p, 2] (VI.124)
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Obr. 12: Sprazens matematickd kyvadla. Kyvadla kyvaji ve svislé roviné. Vyznam para-
metrl je zfejmy z obrazku.

a pohybové rovnice (Lagrangeovy rovnice) maji tvar

mi2@, + (mgl + kb?) 1 — kb?pa = 0,

(V1.125)
mi2pg — kb%p) + (mgl + kb?) p; = 0.
Reseni téchto rovnic hledejme ve tvaru
1= Cye'*t po = Coelt . (V1.126)
Sekuldrni rovnice je
mgl + kb? — mi?w? —kb?
= 0, (VL.127)
—kb? mgl + kb? — mi?w?
musi tedy byt splnéna podminka
2 2
(mgl + kt* - ml2w2) — (-kv?)" =0. (V1.128)
Vlastni frekvence tedy jsou
_.[e _ |9 k"
w] = I Wy = ] + e (VIl29)
Do rovnice odpovidajici (VI.23) dosadime za w? Etverec prvni frekvence w; 2,
Rovnice nabude tvaru
kb’Cy — kb*C, = 0,
(V1.130)

—kb2Cy + kb?Cy = 0.
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Jeji feseni je jednoduché
Cl = Cz =C = (1,1(3i61 y (VII31)

kde c; je libovolni komplexni konstanta, a; je jeji modul, &; Jje jeji argument.
Redlné ¢asti feSeni odpovidajici w; tedy jsou

<pg1) = aj cos (w1t + &7) <p§l) = a; cos (w1t + 6y) . (VI.132)
Stejné musime nyni postupovat pro frekvenci ws. Pro redlné &4sti obdrzime
1) = az cos (wat + d2) , 5 = —ay cos (wat + d2) (V1.133)

takZze obecné reSeni méa tvar

v1 = ajcos(wit+ 61) + azcos (wat + &) ,
(V1.134)
w2 = ajcos(wit+ 61) — azcos (wat + 83) .

Dile je mozné si véimat specidlnich p¥ipadi, zv14sté piipadu slabé vazby,
kdy & je velmi malé,

(£> <K (2) ) w2 — w1 < wi . (VII35)
m 2
Muzeme nyni ukézat, vychylime-li napiiklad prvni kyvadlo o néjaky maly
thel a drubé podrzime v nulové poloze, ze pfi néasledujicich kyvech si-
tuace vypada tak, Ze kazdé z kyvadel kond harmonické kmity s frekvenci
pfiblizné rovnou wy, ale s pomalu se ménici amplitudou. Amplitudy se méni
s fdzovym posunem rovnym /2, coz m4 za nasledek existenci zajimavého
efektu tykajiciho se rozlozeni energie na podsystémy. Uziti pocitaée umosz-
fiuje sledovat i jiné velmi zajimavé situace.

5. Odvod'te vztah pro do pii rozptylu édstic v coulombovském poli (Ru-
therforduv vzorec).

Reseni: Po dosazeni vyrazu

U = % (VI1.136)
do (VIL.70) a po integraci obdrzime
a
2
¢ = 2arccos HU%P (VL.137)

[0 2’
,/1+( . )
pvk,p
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odkud

2
o 2€
= ——ctg“> . VI.138
P e 2 ( )

Derivaci tohoto vyrazu podle ¢ a po dosazeni do (VI.76) obdrzime

a \? dn

.4 &7
sin” 2
coz je slavny Rutherfordiiv vzorec, ktery poslouzil k diikazu existence ato-
movych jader na zikladé jejich rozptylového pusobeni na céstice a.
6. Naleznéte uinny prifez do pro rozptyl ¢dstic neproniknutelnou kouli
poloméru rg.
Resent: V piipadé neproniknutelné koule je

U(r)=0 pro r> 7 vné koule ,
(VI.140)
U(r) = o0 pro r<rp uvnitf koule .

At je kinetické energie rozptylujici se astice jakdkoliv, nemiize proniknout
do oblasti r < ryp.

Zachovani kinetické energie a momentu hybnosti pfi odrazu od povrchu
koule vede ke vztahu

p = T COS g (VI.141)

pro p < rg. Z obecného vzorce (VI.76) dostdvdme vysledek

2
do = %d{) . (V1.142)
Uvazovany rozptyl je izotropni, do nezdvisi na Ghlu. Celkovy (integralni)
uéinny prufez
o= /da , (V1.143)

v ném7 se integrace provadi pies viechny mozné uhly, vede v naSem piipadé
k vysledku, Ze

o =1ry?, (V1.144)
jak se dalo ocekavat.
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Priklady k samostatnému feseni

1. Proved'te detailni klasifikaci pohybu &astice v poli s Newtonovym po-
tencidlem.

2. Odvod'te Keplerovy zakony a naopak odvod'te z Keplerovych zdkont
zdkon Newtontv.

3. Jak se bude pohybovat raketa ve sméru homogenniho gravita¢niho
pole o intenzité g, jestlize

a) V okamziku spustén{ motort Je jeji rychlost nulov4, hmotnost rakety
linedrné klesa podle vztahu m = mg — kt, vytokova rychlost plynii z rakety
md konstantni velikost w a motory pracuji aZ do okamziku, kdy hmotnost
rakety klesne na polovinu po¢ateéni hmotnosti myg. Pti jaké podmince bude
pocatecni zrychleni rakety kladné?

b) V okamziku spusténi motora je rychlost rakety vg, hmotnost rakety

klesa podle vztahu m = Zli-?l-l%ct_)’ vytokova rychlost m4 konstantni velikost

w a motory pracuji az do okamziku, kdy m = gmy, kde 0 < g < 1. Za jaké
podminky bude v okamziku zastaveni motort rychlost rakety nulova?
4. Najdéte feseni a proved'te jeho tplnou diskuzi pro diferencidlni rovnici
tvaru
mi = —kz — at

odpovidajici tlumenym kmitéim (o = konst).

5. Najdéte vlastni frekvence a normélni soufadnice pro linedrni kmity
tfiatomové symetrické molekuly, viz obr. 13.

m M m
- —@— -

Obr. 13: Linedrni tiatomova symetricks molekula. Obrazek zachycuje rovnovéiny stav
molekuly. Molekula mize kmitat podélns, ale i pricné.

6. Naleznéte efektivni priifez pro pad éastic o hmotnostech ™) na povrch
sférického télesa o hmotnosti my a poloméru R, ke kterému jsou pfitahovany
podle Newtonova gravitaéntho zdkona.

2’)’7712
o= (e 7))
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Cést B

NERELATIVISTICKA MECHANIKA
KONTINUA






VIl POHYBOVE ROVNICE KONTINUA

Kontinuum, spojité latkové prostiedi, je matematicky zobrazeno jako soustava hmotnych
bod, které husté vypliiuji prostor a pohybuji se v ném, takze libovolné vybrana oblast
kontinua obecné méni sviij tvar i objem. Na rozdil od mechanickych systému studovanych
v prvni &asti knihy mé tedy kontinuum nekoneZny poéet stupiiii volnosti a zdkony jeho
pohybu jsou vyjddfeny parcidinimi diferencidlnimi rovnicemi obsahujicimi derivace jak
podle &asu, tak i podle prostorovych proménnych. V této kapitole ukazujeme, jak je mozné
popsat pohyb kontinua, a poté vyvozujeme systematickym zpisobem obecné rovnice,
jimiZz se jeho pohyb fidi. Tyto rovnice vyjadfuji zdkony zachovdni hmotnosti, hybnosti,
momentu hybnosti a energie. Dile se ukazuje, Ze pro iplny popis pohybu kontinua je nutné
uzit termodynamickych vztahd. Soubé&zné rozvijime matematicky apardt potiebny pro
mechaniku kontinua, zejména tenzorovy poéet. S jeho pomoci zavidime tenzor deformace
a tenzor napéti, které vystupuji v pohybovych rovnicich kontinua.

Vil.1 Kinematika kontinua

7 bézné zkusenosti vime, Ze pusobeni sil na télesa vede obvykle ke zméné
jejich tvaru i objemu. Pro toto chovani realnych téles neni v modelu tuhého
télesa misto, je s timto modelem nesluéitelné. Abychom vystihli elastické
vlastnosti téles, je tfeba vypracovat jiny model. Pifedeviim je patrné, zZe
vlastné neni mozné sledovat pohyb vSech atomu ¢i molekul daného télesa,
ani kdybychom pfedpoklddali, Ze jej vubec lze popsat pomoci klasické me-
chaniky. Nebudeme proto uvazovat o skute¢ném mikroskopickém slozeni
télesa, nybrz o tzv. fyzikdiné nekoneéné malgjch édsticich. Témi budeme ro-
zumét soubor mikrocastic, jejichz poéet AN je na jedné strané dostatetné
velky (AN > 1) a na druhé strané velmi maly ve srovnani s po¢tem N
molekul makroskopické &asti daného télesa (AN < N).

Fyzikdlné nekonecéné mald Castice musi zaujimat fyzikalné nekonecné
maly objem AV, tj. objem, ktery je dostatecné velky k tomu, aby obsahoval
vétsi pocet molekul, ale pfitom dostatetné maly, aby se v jeho dimenzich
jiZz neprojevovala zivislost makroskopickych parametri télesa na poloze.

Poloha konkrétni fyzikdlné nekonetné malé ¢istice v Case ¢ se zada pru-
vodi¢em jejiho hmotného stiedu ve fyzikdiné nekonecné malém casovém in-
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tervalu At, v némi okamzik ¢ lezi. Timto ¢asovym intervalem se zfejmé
rozumi interval, ktery je dostatecné velky ve srovndni s charakteristickymi
dobami zhruba periodickych pohybii molekuly, zptisobenych vlivem jejiho
bezprostfedniho okoli, a zdroveii dostateéné maly ve srovnani s dobou, v niz
se jiz projevi zmény v makroskopickych parametrech soustavy.

Dospivdme tak k modelu kontinua (spojitého prostiedi) jako soustavy
slozené z fyzikdIné nekone¢né malych 4stic, které husté zapliuji urcity ob-
jem V tfirozmérného euklidovského prostoru, takze v kazdém bodé o polo-
hovém vektoru r (vzhledem k libovolné zvolenému poéstku) se nachazi jistd
¢astice. Necht za Cas At se &astice premisti z bodu 7 do bodu r + Ar. Pak
lze zavést jeji rychlost a zrychleni jako

. Ar dr . Av  dv
EAS A TR CTAME @ (VILD
kde limitni pfechod je abstrakci, ktera je fyzikilné uskute¢nitelns, jen v jis-
tém pfibliZeni a znamend vlastné nahrazeni fyzikilné nekone&né malych
veli¢in veli€inami nekonetné malymi ve smyslu matematické analyzy. Tato
abstrakce je zdkladnim krokem k vytvoieni matematického modelu konti-
nua, v némz nadéle pracujeme s fyzikalné nekoneéné malymi &sticemi, jako
by to byly hmotné body o presné uréené poloze v pfesné uréeném okamsziku.

V analogii s mechanikou soustavy hmotnych bodi, kde pohyb soustavy
byl uréen zadanim Casové zdvislosti priivodict, mizeme proto v mechanice
kontinua popsat pohyb pomoci zavislosti

r=r(ry,t) (VIL.2)
¢ili v soufadnicich
z =$‘(Io,'y0,2’0,t) ) y=y($o,yo,2o,t) ) Z=Z($o,yo,20,t) ’ (VH3)

anebo struéné;ji’®
z; = z; (2o, t) (VIL4)

kde ro = (z0,90,20) uddvd postetni polohy &astic kontinua spojité vy-
pliiujicich jistou oblast prostoru. Veli¢iny zg; se neméni s éasem a hraji roli

% Latinskych indext uZiviame v kazdé &4sti knihy pro soufadnice 3-rozmérného prostoru,
ktery md pro danou partii zdkladni vyznam. V mechanice systému o konetném poctu
stupiill volnosti to byl konfiguraéni prostor daného systému, na odligen{ jsme proto uzivali
pro 3-rozmérny euklidovsky prostor feckych indexd. Pfi vykladu nerelativistické mecha-
niky kontinua vystaéime s 3-rozmérnym euklidovskym prostorem a budeme proto jeho
soufadnice znacit latinskymi indexy.
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,Spojitého indexu® oznatujiciho jednotlivé Castice kontinua. Nahrazuji tak
diskrétni index, kterym jsme odli§ovali hmotné body v prvni ¢asti knihy.
Kontinuum je tedy soustavou o nekoneéném poctu stuprit volnosti, coz vede
ne7 matematicky aparat mechaniky soustavy hmotnych bodd ¢&i tuhych
téles.

Rychlostmi a zrychlenimi &astic kontinua jsou podle (VIL.1) vztahy

dz; (8@- ) dv; (321171‘ )
v = — = ) ;= — = | =5 . (VIL5)
tTodt 0t / xy; dt o ) .

7
Tyto veli¢iny zavisi na potitecnich polohéach a na Case. Uvedenému popisu
pohybu kontinua se fikd Lagrangetv.

Informace o pohybu jednotlivych &astic, obsazend v Lagrangeové popisu,
neni mnohdy pro feeni konkrétnich problémi potfebnd. Budeme proto
tasto uzivat Eulerova popisu, ktery udavd, jak se méni rychlost kontinua
v prostoru a Case.

Je tedy dano rychlostni pole

v=uv(r,t) gili - v = (zj,t) - (VIL.6)
Protoze polohy &astic kontinua r se obecné méni s Casem, je pole zrychleni
kontinua (VII.1)
d’l)i (')’Ui B'Ui d.’L‘j 3’01‘ 3’0,'
— =t =+t 5V I
it =t Tog, @ ot om0 (VILT)
9 90 96
81‘1 ’ 3:1:2 ’ 6x3

a; =

coz muzZeme po zavedeni oznaceni V = ( ) zapsat ve vekto-

rovém tvaru jako
a=%¥—=%t]—+(vV)v. (VILS)
Zrychleni Eastice kontinua dané totdlni derivaci rychlosti podle ¢asu se tedy
obecné 1igi od zmény rychlosti v daném misté vyjadiené parcidlni derivaci.
Euleriiv popis je mozné ziskat z popisu Lagrangeova, zderivujeme-li
vztahy (VIL3) podle asu a poté v nich vyjaddiime zo; pomoci z;,1 uzitim
inverznich vztaht k (VIL3). Naopak z Eulerova popisu ziskdme Lagrangeav
popis integraci rovnic v; = —acftl za pocatetnich podminek x; = ;.
Kiivky, jejichz teéné vektory maji smér rychlostniho pole, nazyvame
proudnicems. Proudnice jsou totozné s trajektoriemi ¢astic pouze pro pfipad

staciondrniho proudéni, kdy
ov

-E—t- =
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VIl.2 Deformace kontinua

Jak jiz vime, tuhé téleso kond obecné translaéni a rotaéni pohyb. Konti-
nuum se mize navic deformovat, tj. ménit svij tvar a objem. Pro posouzeni
elastickych vlastnosti kontinua je potfebné oddglit tuto &ast Jjeho pohybu
od pohybu celkového.

r

Obr. 14: Rychlostni pole v v kontinuu. Rychlosti v bodech r,r’ se obecné lisi. Obdobné
bychom mohli zndzornit i pole posunutf u.

Porovnejme proto rychlosti v a v’ kontinua ve dvou blizkych bodech
rar’ =r+ Ar, viz obr. 14. Omezime-li se na linedrni ¢leny Taylorova
rozvoje, plati
Bvi

!
vy = v+

. Oy . . . o
Rozkladem matice Fr * na &ast symetrickou a antisymetrickou dostdvime
.
J

v = v; + ‘T]ijA:L‘j -+ wijAzj , (VIL.11)

kde )
T =g (vij +vj4) (VIL12)

1
wij =3 (vij — vjs) - (VIL.13)

Pro stru¢nost zde oznatujeme parcidlni derivaci podle soufadnice ¢arkou
a indexem této soufadnice, tj. klademe3®
0

1= 3
’ B:L'z

% Tohoto vyhodného oznaceni budeme v dalsim vykladu ¢asto vyuzivat.

(VIL14)
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Vsimnéme si nejprve posledniho ¢lenu na pravé strané (VIL.11). Lze jej
zapsat ve vektorovém tvaru jako

%rot v X Ar =w x Ar (VIIL.15)

a odpovid4 tedy otdceni kontinua s thlovou rychlosti w = % rot v. Pohyb,
pii némz je rot v # 0, se nazyva virivym.

Protoze prvni élen v (VII.10) predstavuje zfejmé translaéni pohyb (stej-
né rychlost ve vech mistech), dospivame k rozkladu rychlostniho pole na
¢4st translaéni, rotaéni a deformacni. Pfi Cisté deformaci je

'Uz'l = ’r)ikA:L‘k 3 (VIIIG)
veli¢iny 5 5
o= (B )
ik = 3 ( 9. T e, (VIL17)

nazyvame slozkami tenzoru rychlosti deformace. Tento tenzor je zfejmé sy-
metricky a vytvaii v prostoru tenzorové pole, které se obecné méni v Case.
Pro soucet jeho diagondlnich ¢lent plati

i = div v . (VIL18)

Uvazujme nyni o kontinuu, které se piisobenim vnéjsich sil vychylilo ze
své puvodni rovnovadzné polohy, takZe kazdy jeho bod se posunul o vek-
tor u. Pole vektoru u, které se obecné méni v Case, nazyvame polem po-
sunuti. Abychom z né&j oddélili st zpusobenou deformaci, budeme opét
uvaZzovat situaci z obr. 14, v némz vsak nahradime rychlostni pole v polem
posunuti u (7,t). Deformalni ¢ast posunuti se vyznacuje tim, Ze se pfi ni
méni vzdalenosti mezi jednotlivymi body kontinua (zatimco pii translaénim
a rotaénim pohybu se zachovavaji). Porovnejme kvadrat vzdélenosti dvou
blizkych bodii kontinua po deformaci a pfed deformaci. Protoze v prvnim
priblizeni Taylorova rozvoje plati

Ou;
u;' = u; + 51—:;—.Aa:j , (VIL.19)
je
(A'P +u' - u)2 - (A’I‘)2 = 261‘]'A33,;A(Ej ) (VH.ZO)
kde )
eij = 5 (uij + i + ukiuk,j) (VIL.21)
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Jsou slozky symetrického tenzoru deformace tvoticiho v prostoru pole, které
se obecné méni v Case. Analogicky k (VII.11) lze proto psit

u' = u; + e; Az + i Az (VIL.22)
kde )
i = 5 (Uij = Uj — Uk sUkg) - (VIL23)

Pov§imnéme si, Ze na rozdil od matice wj; neni jiZ matice ;; antisymetricka.

Casto se oviem setkdvame s pfipadem, kdy se pole posunuti méni v pros-
toru jen pomalu, takze hodnoty derivaci v (VII.21) jsou malé ve srovnani
s jedni¢kou a jejich kvadrit lze zanedbat. Pak mluvime o tenzoru malé

deformace
_ 1 8u, 6uj
EU = 5 (BCIIJ + 5.’3—,) . (VIIZ4)

Nadéle se budeme zabyvat jen timto pf¥ipadem a slovo ,malé“ budeme ob-
vykle vynechavat.

Poznamenejme, Ze rychlost a zrychleni ¢istic deformovaného kontinua
pocitame jako

. . . 2,,.
— (3“’) oa= (a “‘) , (VIL25)
z; T;

dt ot dt ot?

protoZe nyni se soufadnice z; vztahuji k rovnovéiné poloze, kters se s éasem
neméni. Pro malé deformace je tedy tenzor rychlosti deformace dan éasovou
derivaci tenzoru deformace

o d&‘ij _ 85,-,-)
Mij = da: ( 5t 2 . (VII.26)

Vysvétleme geometricky vyznam tenzoru deformace. Méjme v daném
bodé kontinua ortonormélni trojhran e;, ey, e;. Deformaci se kazdy bod
kontinua o poloze Az; posune do bodu

Az; + g5 Az (VIIL.27)
a vektory e d°f, edef, e vytvoi trojhran o komponentach
I+en e €13
€12 14+ €99 €923 . (VH.28)
€13 €23 l+eg;
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Jde-li 0 malou deformaci, jsou vSechny komponenty ;; malé oproti jednicce.
Vidime, 7Ze diagondlni komponenty tenzoru deformace maji vyznam rela-
tivnich prodlouzeni ve sméru soufadnicovych os a nediagonalni komponenty
ur¢uji odchyleni téchto os od pavodniho sméru. Trojhran v ptivodné jednot-
kovém objemu m4 po deformaci objem rovny determinantu matice (VII.28),
tedy (po zanedbani ¢lent vyssiho Fadu) je relativni pririistek objemu

AV

Duilezity je rozklad tenzoru deformace

1 1
&ij = (Eij - gaijeaa) + §6ij5aa . (VIL.30)

Prvni élen ma nulovou stopu (souc¢et diagonalnich prvku) a odpovida proto
deformaci beze zmény objemu — ¢istému smyku. Tento ¢len se nazyva de-
vidtorem prislusného tenzoru. Druhy élen ma nulové nediagonalni prvky
a odpovida proto ¢isté objemové deformaci.

Pfi feSeni praktickych problému teorie pruznosti se Casto setkdvame
s tlohou rozfesit rovnici (VII.24) vzhledem k nezndmym slozkdm posunuti
u;. Tato uloha neni feSitelnd pro libovolny tvar €;;, ale vyZzaduje splnéni
rovnic kompatibility

Fer_ _ VII
Gilmﬁjrsm =0. (VIL.31)

Piimym vypottem lze ovéfit, ze tyto rovnice plynou z definice (VII.24).
Dukaz, Ze rovnice kompatibility jsou také postatujicimi podminkami pro
feSitelnost dané tlohy, najde &tenaf v rozsdhlej§ich uéebnicich mechaniky
kontinua.

VI.3 Tenzory a tenzorova pole

Jak jsme vidéli v pfedchozich odstavcich, hraji v mechanice kontinua vy-
znamnou tlohu ¢asové proménnd vektorové a tenzorovd pole, z nichz muzeme
pomoci algebraickych a diferencidlnich operaci vytvaret pole dalsi. Nez
pfejdeme k dynamice kontinua, bude proto vhodné sezndmit se s tenzorovym
pottem ponékud podrobnéji. Neklademe si ovSem za cil nahradit specialni
literaturu tomuto pfedmétu vénovanou. Ctenaf s hlubsim zdjmem o teoretic-
kou fyziku nepochybné dfive ¢i pozdéji dospéje k nutnosti si své znalosti do-
plnit a prohloubit. Je vhodné upozornit, Ze existuje fada rozdilnych pfistupa

161



k tomuto tématu, které jsou sice matematicky ekvivalentni, ale zna¢né se
lis{ stylem, postupem i pouzitou symbolikou. Kazdy z téchto pfistupt m4
své specifické pfednosti i nevyhody a je proto vhodné, kdyz se fyzik nevize
na pristup jediny, ale osvoji si postupné schopnost vidét jejich spoleénou
podstatu a dovede si volit nejvhodnéjsi formulaci podle vlastnich potieb.

Tenzor 2. fddu jsme definovali v V.3. Rozsifeni definice na libovolny
rad je zfejmé: Tenzorem p-tého fddu a dimenze n nazveme multilinedrni
zobrazeni z kartézského soudinu p n-rozmérnych vektorovych prostorit? do
prostoru redlnych ¢isel. Tedy tenzor p-tého fadu pfifazuje usporadané p-tici
vektorii Ry, ..., Ry &islo T (Ry, ..., R,), pficemz

T(..,aA+bB,..) =aT(...,A,..)+bT(...,B,..) (VIL32)

pro libovolny argument. Tenzor lze tedy chdpat jako ,&ernou skifiiku“ s p
vstupnimi kandly, které zaplnime vektory a na vystupu dostavame &islo,
pficemz plati uvedeny vztah multilinearity. Proto je tenzor plné uréen svym
pusobenim na vektory béaze, tj. svymi komponentami v dané bazi. Abychom
se vyhnuli komplikovanému znaceni tenzoru libovolného iddu, vezméme
konkrétni piipad tenzoru 4. fddu. Jeho komponenty jsou

T (e €;, ex, €) = Tyjpr (VIL.33)
kde e; je n-tice ortonormalnich vektorda. Zméni-li se bize podle vztahu
el = Cri& , (VIL.34)
transformuji se komponenty tenzoru podle vztahu

TI

spgr = csicpjchcrlTijkl . (VII35)

Zobecnéni na tenzory libovolného fadu je zfejmé, stejné jako fakt, ze vektory
jsou tenzory 1. fddu. Za tenzory 0. f4du mlzeme povazovat &isla — v této
souvislosti se nazyvaji skaldry.

Tenzory stejného fédu lze s¢itat tak, ze se¢teme jejich komponenty, &imz
obdrzime novy tenzor. Napfiklad sou¢tem tenzori 3. fddu U a V je tenzor
téhoz fadu Z, pficemz o komponentéch plati

Zijk = Ugjg + Viji, . (VIL.36)

*® Vétsina déle uvedenych vysledki plati pro tenzory libovolné dimenze, v této Césti je
oviem potfebujeme pro 3-rozmérny prostor.

162



Tenzory libovolnych fa4du p a ¢ lze ndsobit tak, Ze znasobime jejich kompo-
nenty a dostaneme tak tenzor ¥ddu p+q. Napiiklad souc¢inem tenzoru 2. fddu
M a tenzoru 3. Fddu N je tenzor 5. fadu O, pfiemz o komponentach plati

Oijkim = Mij Nkim - (VIL.37)

Tenzory fddu p > 2 je mozné ziZit, ¢imZz dostaneme tenzor fadu p — 2.
Uzen se provede sectenim pfes vybranou dvojici indexd. Napiiklad ztizenim
tenzoru 4. fddu R v prvnim a ¢tvrtém indexu dostdvame tenzor 2. fadu S,
pficemz o komponentach plati

Sij = Raija - (VIL.38)

Z relaci ortonormality
CikCjk = CkiCkj = 0ij (VIL39)

a z transformaéniho vztahu typu (VIL.35) vyplyva, ze vysledek dzeni nezi-
visi na pouzité bézi, takze definice GZeni je korektni.

Specidlné dilezitym tenzorem 2. fddu je tenzor o komponentich d;;,
ktery hraje ilohu metrického tenzoru. Jeho komponenty jsou ve viech orto-
norméalnich béazich stejné, jde tedy o tzv. izotropni tenzor. Vzhledem k or-
tonormalnim transformacim s determinantem rovnym jedné je izotropnim
tenzorem také Levi-Civitiv tenzor €;%. Je-li determinant roven minus jedné,
nasobi se prava strana transformaéniho vztahu typu (VII.35) navic timto
determinantem, tj. dojde ke zméné znaménka. Takové veliiny se nazyvaji
pseudotenzorem, popit. pseudovektorem, pseudoskalirem. Rozdil mezi ten-
zory a pseudotenzory je dulezity pfi studiu chovani fyzikalnich veli¢in vzhle-
dem k operaci zrcadleni.

Casto se setkdvame s kombinaci operace tenzorového souéinu a operace
uzeni. Pfikladem oe pusobeni tenzoru na vektory, jimiz jsme tenzor defino-
vali. Napiiklad tenzor 2. fddu o komponentach T;; definuje bilinearn{ formu
T;; A; B;, ale také kvadratickou formu T;; R; R; a dvojici linedrnich zobrazeni
mezi vektorovymi prostory zadanymi v komponentédch jako T;;R; a T;;R;,
jakoz i linearni zobrazeni prostoru tenzoru 2. fadu do prostoru redlnych &isel
T;;S;i;. Fyzikalné a geometricky vyznamné tenzory nebyvaji vidy zavidény .
podle obecné definice pomoci multilinedrni formy, ale pomoci nékterého
z takovychto pfidruZenych zobrazeni. Napiiklad tenzor setrvanosti vystu-
puje jako kvadratickd forma pfifazujici vektoru thlové rychlosti kinetickou
energii rotace, popi. jako linedrni zobrazeni pfifazujici této hlové rychlosti
vektor momentu hybnosti, jak uvddime v V.2. V mechanice kontinua se
setkdvdme s dalsimi pfiklady tohoto druhu.
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Je-li tenzor (vektor, skaldr) ddn v kazdém bodé euklidovského prostoru,
pfiéem?Z jeho komponenty jsou spojitymi funkcemi soufadnic, mluvime o ten-
zorovém poli. Secitani, ndsobeni a izeni tenzorovych poli proviadime tak, zZe
setitdme, ndsobime ¢i Wzime piisludné tenzory v kazdém bodé prostoru.

Stejné jako v mechanice hmotného bodu byva i v mechanice kontinua
nékdy vyhodné pouzit kfivocarych soufadnic. Pak lze uzit apardtu, ktery
jsme jiz uvedli v 1.3. Baze e; spojend s kiivoCarymi soufadnicemi neni orto-
normdlni, skalarni souciny

eie; =g;; =g (e, e;) (VIIL.40)

definuji kovariantni komponenty metrického tenzoru, duilni kontravariantni
baze e’ je definovana vztahy

eiel =4 . (VIL41)
P¥i transformaci vektoru kovariantni baze
el =c;*ex,  Det(c;¥)#0, (VIL42)
se kontravariantni baze transformuje vztahem

ei=dlek, (VIL43)

d;ke,! =6t (VIL44)

Vzhledem k tomu lze definovat kovariantni, kontravariantni i smiSené
komponenty tenzoru. Napiiklad

R =R (e i el ek e,) (VIL45)
a transformaénim zdkonem je
R'P7, =d;d%d"c,'R7*, . (VIL46)
Uzeni lze provadét pfes horni a dolni index
Sk = Rkt (VIL47)
v dusledku relaci (VII1.44).
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Snadno lze ukézat, Ze kovariantni a kontravariantni komponenty tenzort
se vzijemné prevadéji pomoci metrického tenzoru stejné jako komponenty
vektoru v 1.3. Je tedy napfiiklad

g*T=TY,  guT9 =T, g¢g*Sy =S¥ (VIL48)

apod., pfitom
g* =ele (VII.49)

je matice inverzni k matici gg;. Mluvime o zvedéni ¢i spousténi indexti, popf.
o0 ,tenzorové gymnastice®.

Ukazme jesté, jak souvisi transformaéni matice uzité v (VIL.46) se za-
ménami kiivotarych soufadnic z" = 2/ (z7). Podle 1.3 mlZeme psit pro
vektory kovariantni baze e; a e’ ve dvou systémech soufadnic z° a z"

or 0zl ;
eé = -a—:a- w = CiJej ’ (VII.50)
¢ili )
. 95I
o) =50 - (VIL51)

Podobné pro vektory kontravariantni bize mame

a:L'n 61:] i

i T8 T el 52
e 227 Br d;‘'e’, (VIL.52)
cili .
, 02"
;= pr (VIL.53)
Matice cji, dji jsou obecné funkcemi soufadnic.
Vi.4 Derivovani tenzorovych poli
Pii zdméndch kartézskych soufadnic je
T = Cri%i + Ok (VIL54)

kde pfipadné posunuti po¢itku nemd vliv na hodnoty komponent tenzord

a matice
Oz), _ Oz;

Clq = =
M= Oz O

(VIL55)
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Jjsou konstantni. Pro operaci parcidlniho derivovani podle soutfadnic lze psit

o 0z 8 _ 9
bx_;c = a_mgc 5;: = Ck; . (VII‘56)

oz;
Porovndnim s transformaénim vztahem typu (VIL.35), kde transforma&ni
matice jsou konstantni, zjistujeme, Ze index spojeny s derivovanim se v kar-
tézskych soufadnicich chova jako index tenzorovy. MiZeme proto v téchto
soufadnicich derivovat libovolné tenzorové pole a obdriet tak pole fadu
o jednotku vyssi. Mé&jme napiiklad vektorové pole A;, jeho derivovdnim
obdrzime tenzorové pole 2. fadu T;; = A, j a dalsim derivovdnim tenzorové
pole 3. fadu Sijx = Tijk = Aijk. Casto se operace derivovani kombinuje
s operaci uZeni, napiiklad z tenzorového pole T;; 1ze vytvorit vektorové pole
P,; = Tij,j ¢i skalarni pole f = Tij,ji-

Pripomeiime jesté, Ze pii derivovani skaldrnich & vektorovych poli uzi-
véme Casto operator?!

V=er, (VIL57)

pomoci néhoz zavadime

grad F = VF = F;e; ,
divA=VA=A4;;, (VIIL.58)
rot A=V x A= eijkAk’jei

(posledni operace je na rozdil od piedchozich mo7ns jen v 3-rozmérném
prostoru).

Piipomefime na tomto misté Helmholtzovu vétu dokazovanou v uleb-
nicich vektorové analyzy: Kazdé spojité a diferencovatelné vektorové pole
muZeme jednozna¢né (az na pole konstantni v prostoru) rozlozit na soudet
¢asti, z nichZ jedna m4 nulovou rotaci a druhd nulovou divergenci, tj. lze
psat

A=A,+A4,, divA; =0, rotd,=0. (VIIL.59)
Dvoji aplikaci operatoru V a zdiZenim dostaneme Laplacetiv operator
A= A (VIL.60)
0z;0z; ’

ktery lze aplikovat na libovolné tenzorové (vektorové, skaldrni) pole. Apli-
kaci tohoto operdtoru se fad pole neméni.

! Operétor se nazyvéa ,nabla“ Je to nizev hebrejského hudebniho nastroje, ktery svym
tvarem pfipomina.
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Pouziti kiivocarych soufadnic si vyzaduje pfepsani pohybovych rovnic
kontinua, které jsou parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi pro vektorové
a tenzorova pole. PotiZ, na niz pfitom nardzime, spociva v tom, Ze derivace
poli podle kiivotarych soufadnic jiz tenzorové pole netvori, protoze nekon-
stantnost transformacnich matic narusuje tenzorové transformacni vztahy.

Oznaéme kartézské soufadnice X;, kiivocaré soufadnice z7, kartézské
komponenty poli znaéme hvézdi¢kou. Vezméme pro konkrétnost vektorové
pole A}. Jeho derivovanim v kartézskych souradnicich ziskdme tenzorové
pole A ;. VeliCiny A; ; vypoétené v kiivotarych soufadnicich vsak jiz tenzo-
rové pole netvori. Oznagime proto komponenty derivovaného pole pfepsané
do ktivotarych soufadnic jako A;;. Podle transformagnich vztahd typu
(VIL.46) je

AL = %Al , A= %Xf AL, A= %‘%%ﬁ; L. (VIL61)
Protoze je zfejmé
2
e () S = 2 s e
porovnanim s predchozimi vztahy vidime, Ze
Aij = Aij — T4A, (VIL63)
kde jsme oznagili
L 9K oo (VIL64)

U7 9zidz 0Xy
Pro tenzorové pole s libovolnym poétem indext bychom obdobné dostali

T4 =T% i +..+ TFI% + . =T IR — ... (VIL65)

Funkce soufadnic I'™ ik = =Tt j nazyvdme Christoffeloviymi symboly a ope-
raci zna¢enou stredmkem kovariantni derivaci. Jeji zavedeni umoziiuje rozsi-
fit operaci derivovéni i na kfivocaré soufadnice. Poznamenejme, ze samotné
Christoffelovy symboly netvofi tenzorové pole, coz je zfejmé uz z toho, ze
v kartézské soustavé jsou rovny nule.

Je vhodné vyjadiit Christoffelovy symboly zpusobem, ktery by nds nevi-
zal na pavodni kartézské soufadnice. Za tim icelem aplikujeme (VIL.65) na
komponenty metrického pole a vyuzijeme toho, Ze jeho kovariantni derivace
musi byt rovna nule, protoze metrické pole je v kartézskych soufadnicich
konstantni. Dostavame tak

Giky = gmk L5 + 9mil i (VIL66)
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a dalsi dvé rovnice téhoz typu pro g a gr,; cyklickou zdménou indexd.
Jestlize prvni z téchto rovnic pificteme a druhou odeiteme od (VIL.66),
dospé€jeme k vyjadieni Christoffelovych symbolii pomoci metrického pole
ve tvaru

) 1 .
I = 59" (gmkp + Gmik = Gkim) - (VIL67)

Ukazme jesté, ze zizené Christoffelovy symboly lze vyjadiit pomoci deter-
minantu metrického tenzoru g = Det(g;;). Z definice determinantu vyplyvé,
ze

99 _ gt | (VIL68)
09ix

tudiz gk = 99" Gim x &
. 1 dg

Nyni je jiz snadné zapsat tenzorové diferencidlni rovnice, zndmé v kar-
tézskych soufadnicich, takovym zplsobem, aby platily v soufadnicich libo-
volnych. K tomu sta¢i nahradit parcidlni derivace derivacemi kovariantnimi
a déle, pokud se v téchto rovnicich vyskytuje tizeni ptes dvojici indexa,
umistit jeden index nahote a druhy dole.

Abychom mohli vyjadfit v kiivocarych soufadnicich i vektorovy souéin
¢i operaci rotace, uvazme, jak se v nich vyjadfuje Levi-Civittv tenzor. Tento
tenzor miZe byt pouze nasobkem Levi-Civitova permuta¢niho symbolu. Je-li
v soutadnicich z* roven K €;jk a v soufadnicich z'* roven K' €ijk, je trans-
formaéni vztah dén relaci

K'e;ji = Kepqrcipchckr . (VIL70)

Vyndsobenim e¢;;;, dostavdme
K' =cK, (VIL71)

kde ¢ = Det (cij ) Z transformaéniho vztahu pro komponenty metrického
tenzoru plyne pro jeho determinant

!

=clg, (VIL72)

pritom v kartézskych soufadnicich g = 1. Odtud je zfejmé, Ze je tieba polozit
K = /g a pro Levi-Civitav (pseudo)tenzor v kiivoéarych soufadnicich plati

€ijk = \/§e,-jk . (VII73)
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Vyuzitim pfedchozich vztah muZeme piepsat do kfivocarych soufadnic
operace grad, div, rot. Je tedy

[grad F]i = F;z' = F,i ,

div A=A = % (vad) .,

[rot A); = eijrAr; = V9 €ijkAr,j - (VIL74)

Povsimnéme si, ze pro vypocet téchto operaci neni tieba znat Christoffe-
lovy symboly. Poznamenejme jesté, Ze v piipadé ortogonalnich soufadnic
se slozky gradientu, rotace i jinych vektorovych a tenzorovych poli nékdy
uvadeji v tzv. fyzikalni bazi, jez vznikd normovainim vektorit kovariantni
(popt. kontravariantni) béze. O tom jsme jiz hovofili v zdvéru 1.3.

VI.5 Integrovani poli

Jak uvidime v dalsim textu, zékladni rovnice mechaniky kontinua jsou tésné
spojeny se zékony zachovani jistych thrnnych veli¢in, které dostdvame z ve-
li¢in lokalnich (hodnot poli v daném misté prostoru) integraci pfes objem.
Budeme se proto zabyvat integrovanim poli v euklidovském prostoru, kde
ndm usnadiiuje situaci fakt, Ze lze definovat rovnost vektord &i tenzorl
v riznych bodech. Dva vektory (tenzory) v riznych bodech jsou si rovny,
jsou-li si rovny jejich komponenty v kartézskych soufadnicich. S€itani ten-
zort definovanych v riznych bodech, které v limité pfechdzi v integraci, lze
proto provadét tak, jako by §lo o prvky jediného vektorového prostoru. Je-li
napiiklad ddno vektorové pole A = A; (z;) e; v jisté oblasti euklidovského
prostoru, pak jeho integral pres tuto oblast je

B= /Ad(l - ei/Ai a0, (VIL75)
(9] k]

kde piseme df2 = dz; dz, dzs. Je zfejmé, Ze komponenty B; se pii zdméné
kartézskych soufadnic transformuji jako komponenty vektoru (transforma-
¢ni matici lze vytknout pfed integrdl). Vektor B nezavisi na soufadnicich
a muZe byt umistén v kterémkoliv bodé prostoru. Je to tedy volny vektor
na rozdil od vdzaného vektoru A jakozto hodnoty pole v jistém bodé.

Zcela analogicky muZeme pfes oblast {2 integrovat tenzorové pole libo-
volného fadu tak, Ze integrujeme jeho kartézské komponenty. Vysledkem je
opét ,volny“ tenzor, ktery muze byt umistén v kterémkoliv bodé.
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I v rdmci euklidovského prostoru se vSak setkdvdme s integrily pies
vnofené plochy, které jsou zakfiveny a nejsou jiz tedy euklidovskymi pro-
story. S ohledem na pozdgjsi vyuziti v étyfrozmérném prostorocase teorie
relativity se budeme nejprve zabyvat problémem integrace na vnofenych
plochach v plochém prostoru obecnéji.

Tyto plochy jsou (lokalng) zaddny parametricky jako

z; = z; (¢%) , i=1,.,n, a=1,..m, m<n. (VIL76)

Zde ¢® maji vyznam soufadnic na vnofené m-rozmérné nadplose. Vzd4lenost
mezi blizkymi body nadplochy lze vyjadfit v kartézskych soufadnicich z;
i v kfivocarych soufadnicich ¢%, je tedy

Oz; Ox;
2 _ 3.4, . U v da®daB
ds* = dz;dz; = 3 34 dg®dg” . (VILTT)
Odtud vidime, ze metrické pole nadplochy je
Oz; Ox;
5\ _ 1 i
90p (¢°) = 5a* 508 (VIL78)

PovSimnéme si, ze pro pfipad m = n by $lo prosté o pfepis metrického pole
do kiivoéarych soufadnic.

Pfi zdméné soufadnic ¢'* = ¢'* (qﬂ ) spliiuje odmocnina z determinantu
metrického tenzoru transformaéni vztah

V' =lc| /g (VIL79)

plynouci z (VIL.72), kde ¢ je jakobidn transformace od ¢ ke ¢'. Naopak
pro integragni element dX = dq'...dg™ plati

a2’ = |7 tdx, (VIL.80)

takZe hodnota integrdlu

S=/\/§d2=/d5, dS = /7 dZ (VIL81)
x x

pfes oblast X' nadplochy nezdvisi na volbé soufadnic. Veli¢ina S (VIL.81) je
pfirozenym zobecnénim objemu oblasti v euklidovském prostoru. Mizeme
proto zavést integrél skaldrni funkce F (z; (¢*)) pfes nadplochu s metrickym
polem jako

/ Fygds = / Fds . (VIL82)
X X
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Tyto integraly nazyvame integrdly 1. druhu. Ve fyzikdlnich aplikacich
jsou diilezité i integrdly 2. druhu, které zavedeme zatim jen pro plochy a kiiv-
ky v 3-rozmérném euklidovském prostoru.

Vezméme nejprve kiivku o parametrickém vyjadfeni z; (¢). Zaved'me
pole jednotkového teéného vektoru ! ke kfivce (zfejmé je moznd dvoji volba
odpovidajici dvoji mozné orientaci kfivky). Pak lze definovat krfivkovy in-
tegrdl vektorového pole A pres oblast (interval parametru) na kfivce

c=/Alds=/Ads, ds =1 ds, (VIL83)
S L}

tj. Al hraje dlohu integrované funkce ve vztahu (VIL.82). Metrické pole mé
na kiivce jedinou komponentu g a podle (VIIL.78) plati

_ dzi dzi

9= 4% do (VI1.84)
Je tedy
1 dz;
ds =/gdo, i = ﬁ a—;’- , ds; = dz; . (VIL.85)
Lze tedy psit
¢= / Adr= / Adz; . (VIL86)
s S

V ptipadé, Ze integracni oblasti je uzavfend kfivka (hranice jisté 2-rozmérné
omezené oblasti), piSeme ¢asto

c= f Adr (VILS8Y)
S

a &islo ¢ nazyvame cirkulaci pole A podél uzaviené kfivky s. Znaménko
cirkulace zdlezi na volbé orientace kiivky.

Vezméme nyni plochu, kterou lze lok4lné zapsat jako z; (u,v). Zaved me
pole jednotkové normaély k plose n (u orientovatelnych ploch je dveji volba,
odpovidajici tomu, Ze plocha ma dvé strany; u neorientovatelné plochy se
omezime na jeji orientovatelnou oblast). Pak lze definovat plosny integrdl
vektorového pole A pfes oblast X' na plose

d=/AndS=/AdS, d§ =n ds . (VIL88)
x P
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Podle vztahta (VII.78) a (VIL.81) plati

dS =VEF -G?dudv, (VIL.89)
kde PYP
— g = 271 Omi
E - guu - 6u a’U, ’
ox; Ox; _ _ Oz; Oz
F - g'U'U _ av av 3 - gu'u - au a’u . (VII'QO)

Vektor jednotkové normaly vypotteme jako normovany vektorovy souéin
vektorl kovariantni bdze na plose, tj.

0z; oz
n; = ik B Ty (VIL91)
VEF -G? ’ '
takze lze psat
oz, amk
Integral (VII.88) se nazyva tokem vektorového pole A plochou X. Jeho
znaménko zavisi na volbé orientace plochy*?. Casto se setkdvdme s ptipa-
dem, Ze X je uzaviend plocha (hranice jisté 3-rozmérné omezené oblasti).
V tomto piipadé obvykle piSeme

d= }{ AdS (VIL93)
P

a neni-li fe¢eno jinak, pocitdme integral pomoci vnéjsi normaly.

VII.6 Gaussova a Stokesova véta

Gaussova a Stokesova véta maji zdsadni vyznam jako most mezi diferen-
cidlnimi a integralnimi zédkony ve fyzice. Jsou zvlastnimi piipady zobecnéné
Stokesovy véty spojujici jisty integral pfes oblast libovolné dimenze s in-
tegrdlem pfes jeji hranici, kterd se podrobné probird v kurzu matematické
analyzy. Jde o zobecnéni zékladni véty integralniho poétu

b
——dz = F (b) — F (a) , (VIL.94)

a

** Ve vzorci (VIL.91) byl smér normély uréen soufadnicovym systémem na ploe.
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kdy integra’d z derivace funkce pies interval je roven rozdilu funkénich hodnot
na hranicich intervalu. Vztah (VII.94) lze snadno zobecnit na ptipad kfivky
v 3-rozmérném prostoru

b
/ grad F dr = F (b) — F (a) . (VIL95)

Méjme nyni namisto kiivky 2-rozmérnou omezenou oblast X' ¢i 3-roz-
mérnou omezenou oblast §2.43 Pak lze dokazat, Ze pro spojité vektorové pole
A se spojitymi prvnimi derivacemi plati '

/ div A dV = f AdS, (VIL96)
(7] an
/ rot A dS = f Adr. (VIL97)
X ox

Vztah (VIL96) je véta Gaussova (nékdy téz Gaussova-Ostrogradského),
vztah (VIL97) véta Stokesova. Jako 082, popi. 0X, jsme oznalili hranice
piislusnych oblasti, které tfeba mohou sestavat i z vice uzavienych kfivek
& ploch (napiiklad v pfipadé mezikruzi ¢i mezikouli). V integrdlu na pravé
strané (VIL.96) miii norméla n ven z oblasti £2, v integrdlech (VIL.97) jsou
orientace plochy X a jeji hranice X sladény tak, Ze te¢ny vektor k hranici
Il = n x m, kde m je vektor te¢ny k X, kolmy k 0X a mifici ven ze X.
Uzivame-li pravotoéivého systému kartézskych soufadnic, znamena to, zZe
hranice obihs normélu k plose proti sméru hodinovych rucicek.

Gaussovy a Stokesovy véty lze uzit k tzv. integrdlni definici divergence

a rotace. Je AdS
div A = ‘l/im $ v (VIL.98)

—0

kde V je objem oblasti obklopujici dany bod, a plosny integral se potita
pfes uzavienou plochu tento objem obklopujici. Podobné je

im§Adr

nrotA=g'_+0 5

, (VIL.99)

kde S je velikost plochy o jednotkové normale n obklopujici dany bod,
a kfivkovy integral se po¢it4 pfes uzavienou kiivku obchdzejici tuto plochu.

43 Pozaduje se, aby X byla orientovatelnd a po ¢astech hladkd, pficemz jeji hranice je

tvofena po tistech hladkymi kfivkami; hranice f2 je tvofena po &astech hladkymi plo-
chami.
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Integralni definice zfetelné ukazuji geometricky a fyzikdlni vyznam di-
vergence jako zridla a rotace jako viru. Helmholtzovu vétu zminénou v VII.4
lze tedy slovné formulovat tak, Ze kazdé vektorové pole lze rozlozit na ¢dst
nezfidlovou a nevirovou.

Poznamenejme jesté, Ze Gaussovy véty se Casto uzivd v obecnéjsi po-
dobg, kterou vsak lze z (VII.96) snadno odvodit. Vezméme specidlni vekto-
rové pole o komponentich A = (A(z;),0,0). Pak Gaussova véta diava

/ -a%A av = f AdS, (VIL100)
KP4 an

a protoze podobnou tivahu miZeme provést i pro pole s nenulovou kom-
ponentou y &i z, vyjadfuje Gaussova véta v nejobecnéj§i podobé moznost
zamény

/ 9 (.yav= }{(...)dsi (VIL101)
Ba:i

0] an

pro kazdé ¢, pficemz v zdvorkich stoji funkce soufadnic, jejichz transfor-
macéni zdkon neni pro platnost vztahu podstatny.

VI.7 Rovnice kontinuity

Nyni se midZeme obratit k zdkonum pohybu kontinua. Chovani hmotnych
bodi podrobenych sildm ziviselo na jejich hmotnosti, o niz jsme pfedpokla-
dali, Ze se béhem pohybu neméni. V mechanice kontinua je rozlozeni hmot-
nosti popsdno jeji hustotou. Dojdeme k ni tak, ze vystfedujeme v Case At
hmotnosti vSech molekul nachézejicich se v objemu AV (At i AV jsou
fyzikalné nekoneéné malé). Stfedni hodnota celkové hmotnosti délend obje-

mem
Am

zdvisi na misté a Case, v némz bylo stfedovini provddéno, a vytvaii tak
Casové proménné skaldarni pole hustoty hmotnosti p (7, ).
Zékon zachovani hmotnosti vyZzaduje, aby se veli¢ina

M= / pdV (VIL103)
Vi)
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Obr. 15: Objem unéseny kontinuem. Soubor &4stic proudiciho kontinua zaujim4 v ¢ase
to objem V(to) a v Case £ objem V(t). Oblasti V(¢0) a V(¢) se obecné lisi jak velikosti,
tak 1 varem.

neménila v ¢ase pro libovolny objem, ktery se pohybuje spolu s kontinuem
(je jim ,unasen“, viz obr. 15). Jinak feeno musi platit

M d
= / pdV =0. (VIL104)

V(t)

Tento integralni zdkon chceme nahradit parcidlni diferencialni rovnici. Nej-
prve je tfeba pfesunout derivaci za integral. To nemlZeme pfimo uéinit
vzhledem k Casové proménnosti objemu. Lze viak psat s vyuzitim transfor-
mace proménnych podle vztahu (VIL.3)

/ pdV = / pJdV | (VIL105)
V(t) V(to)
kde
6:171' .
J = Det — 1+ (t—to)divo+... . (VIL106)
amgj

Pfitom jsme uZili prvniho pfiblizeni Taylorova rozvoje pro pohyb kontinua
(VIL.3), tj.

z; = x; (Zoi, t) = To; +voi (E—1t0) + ... . (VIL.107)

Nyni jiz lze uvést derivaci za integral a psét

d _ d _ dp . _
a/pdV_ / = (pT)dV = / (dt+pdlvv) dv =0.

V(t) V(to) V(to)
(VIL.108)
Pomoci vztahu

dp dp
il +vgradp, (VII.109)
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ktery se dokdze analogicky jako (VIL.7), a identity

p div v + v grad p = div pv (VIL.110)
lze také psat
d Op .
= / pdV = / (§+dw p'v) AV =0. (VIL111)
V() V(to)

Poznamenejme, Ze tento vztah pro derivaci integralu pfes ¢asové pro-
ménnou oblast plati nejen pro integral z hustoty p, ale i pro integral libo-
volné funkce f (r,t). Protoze rovnice (VIL.108), (VII.111) plati pro libovolny
objem a pro libovolny pocdteéni ¢as tg, dostdvame

d . 0 .

Ly pdive =0, resp. 28 + div pv =0, (VIL.112)
dt ot

coz jsou dva ekvivalentni zapisy hledané rovnice kontinuity vyjadiujici zdkon
zachovani hmotnosti v diferencidlnim tvaru.

Zavedeme-li hustotu toku hmotnosti j = pv, miZeme ji také zapsat jako

%—’t’ +divj=0. (VIL113)

Integrujme tuto rovnici pfes objem V' pevné vytyéeny v prostoru, kterym
kontinuum protéka. Vyuzitim Gaussovy véty (VII.96) dostdvame

0

a/pdv - -—/j ds, (VIL114)
14 b

kde X' je hranice objemu V. Uzitim parcilni derivace podle ¢asu vyznalu-
jeme, Ze mame na mysli derivaci pfi nehybné oblasti integrace V.

Vztah (VII.114) vyjadfuje rovnici kontinuity v integrdlnim tvaru, asovs
zména hmotnosti v objemu, kterym kontinuum protéks, je dani tokem
hmotnosti pfes hranici tohoto objemu.

Diferencidlni (VII.113) i integrdlni (VII.114) tvar rovnice kontinuity vy-
jadfuje nejen zdkon zachovani hmotnosti, ale i dalsich spojité rozlozenych
fyzikalnich veli¢in o hustoté p a hustoté toku j. Napiiklad p mize byt hu-
stota elektrického naboje a j hustota elektrického proudu. '
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VI.8 Plosné a objemové sily. Tenzor napéti

Pohyb soustav hmotnych bodi se podle vztahu (1.10) fidi 1. impulzovou
vétou, podle niZ je Casovd zména thrnné hybnosti soustavy rovna souétu
vnéjSich sil na ni plsobicich. To musi zlstat v platnosti i v rdmci newto-
novské mechaniky kontinua. Je tedy

% / pvdV =F, (VIL115)
vy

kde F je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na objem V undSeny kontinuem.
Uzijme vztahu typu (VIL.111), kde dlohu integrované funkce hraji na-
misto p jednotlivé komponenty pv;. Dostdvame tak

d e Opv;  Opv;v;
7 / pv;dV = / ( 5 + oz, dv . (VIL.116)
V(t) V(to)

Vyraz za integralem lze s pfihlédnutim k rovnici kontinuity (VI[.112) a vy-
razu pro zrychleni (VIL.7) pfepsat jako

Opv; | Opv;v; dp  Opv; v; O
_— = —_— — i —_ — . — . 11

Plati tedy*

%/pv dv = / pa dV (VIL118)
V(t) V(to)

kde a je pole zrychleni v kontinuu.

Vénujme se nyni pravé strané rovnice (VII.115). Sily pusobici na konti-
nuum lze obvykle rozdélit na dva zdkladni typy. Prvni typ tvoii sily dalekého
dosahu, jak je jiz zndme z mechaniky soustav hmotnych bodu. V béinych
aplikacich jsou tyto sily buzeny vzddlenymi hmotami mimo sledované kon-
tinuum, jindy (napiiklad v astrofyzice a v kosmologii) v§ak mohou byt
zpisobeny i samotnym kontinuem. Zustdvéd viak vidy v platnosti, ze podil
bezprostfedniho okoli dané ¢asti kontinua je na téchto sildch zanedbatelny,
takZe jeji izolaci by se nezménily, pusobi v celém objemu kontinua, a proto
se jim iika sily objemové.

# Stru¢néji, i kdyz méné korektng, lze zptisob uvedeni derivace za integril odivodnit tim,
Ze element hmotnosti dm = pdV na ¢ase nezavisi.
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Typickym piikladem tohoto druhu je gravitace, lze sem vSak zafadit
i makroskopické elektromagnetické pole pusobici na elektricky nabité kon-
tinuum ¢&i setrvaéné sily v neinercidlnich systémech. Vyslednici objemovych
sil 1ze vyjadfit jako integral jeji hustoty pfes objem, pfi¢emZ hustota se
obvykle vztahuje k jednotce hmotnosti, takze

F = / of AV, (VIL119)
\4

kde f je obecné casové proménné vektorové pole. Napiiklad u gravitace
f = g je to intenzita gravitac¢niho pole.

Druhy typ sil je zpusoben vzdjemnou interakci mikroskopickych ele-
menti (molekul) kontinua. Dosah téchto interakci je fddové roven mezi-
molekuldrnim vzdalenostem, které lze v mechanice kontinua jiz povazovat
za fyzikdlné nekone¢né malé. Na vétsich vzdalenostech je pisobeni téchto
sil zanedbatelné a lze je proto povazovat za sily krdtkého dosahu. Phsobi
proto na danou &4st kontinua pouze pfes plochu, kterd tuto ¢dst obklopuje
a jejich vyslednici lze proto vyjadrit jako

Frr = f(p ds s (VH.IQO)
x

kde ¢ je sila pfipadajici na jednotku plochy a integral se po€itd pies hranici
uvaZovaného objemu. Mluvime proto o sildch plosniych.

Na druhé strané musi byt vyslednice plosnych sil vyjadfitelnd i jako
integral pies objem, tj.

Frr= / @ dV, (VIL.121)
v

kde & je objemovd hustota plosnych sil. Aby byla obé vyjadfeni shodni,
musi byt mozné pfevést jedno na druhé podle Gaussovy véty (VIL.101). To
znamend, Ze musi platit
o ank
1 a.’L'k )

kde 7;; je tenzorové pole, které nazyviame polem tenzoru napéti. Zarovei
vidime, Ze mlZeme pomoci tenzoru napéti vyjadrit silu ¢, kterou pisobi
kontinuum na své bezprostfedni okoli pfes jednotkovou plosku o norméle n
orientované dovnitf kontinua. Je totiz

(VIL122)

Yi = TigNk - (V11123)
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Prumét sily ¢ do sméru normély se nazyva napéti, v piipadé, Ze je napéti
zaporné, nazyvame jeho absolutni hodnotu tlakem. Pro tlak p v daném

sméru n tedy plati
P = —TikNiNk - (VII.124)

Nyni mizeme piepsat vztah (VII.115) vyuzitim (VII.118) na levé strané,
(VIL.119) a (VIL.120) na pravé strané. Dostdvame tak*>

/ pa;dV = / pfidV + / riexdV (VIL125)
14 14 14

pro libovolny objem V, a tedy
pai = pfi + Tikk (VIL.126)

jsou pohybové rovnice kontinua. V Eulerové popisu muzeme a; vyjadrit
pomoci rychlostniho pole podle (VIL.8), takZe nezndmymi veli¢inami jsou
slozky rychlosti a hustota hmotnosti. Sily f; jsou zaddny, komponenty ten-
zoru napéti je tfeba uréit podle druhu uvazovaného kontinua, ¢imz se bu-
deme zabyvat pozdéji. Na rozhrani dvou kontinui podle zakona akce a reakce
plati

Ti}tnk = TNk , (VIL.127)

kde Ti",; a T;; jsou tenzory napéti v obou kontinuich. Je-li zaddna plosna hu-
stota sily R na hranicich kontinua, lze obdobné ziskat okrajovou podminku

R,i = TikNk , (VIIl28)

kde n je vnéjsi normadla na hranici.
Rovnice (VIL.126) lze uzitim (VII.117) psit jesté v jiném zajimavém

tvaru
dpv;

ot

= (Tik — pUivk) j + fi - (VIL.129)

Oznaéme
P;i = pv; (VII.130)

tyto veliCiny maji zfejmé vyznam komponent vektoru hustoty hybmnosti.
Veli¢iny
Oik = Tik — PVVk (VIIL.131)

4 Podle rovnice (VII.118) bychom méli brat objem V v pociteénim Gase to. Protoze viak
tento Cas miZze byt volen libovolné, index ,,0¢ v dalsim vykladu vynechdvéme.
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nazveme tenzorem absolutnich napéti. Pomoci téchto znac¢eni mizeme psat

% = ok + fi (VIL.132)

¢i v integrdlnim tvaru pro objem V, kterym kontinuum protéka,
% / PV = / ok dSk + / £dV . (VIL.133)
v z v

Pokud neptsobi objemové sily, vyjadfuji rovnice (VII.132) a (VII.133)
jakozto rovnice kontinuity v diferencidlnim a v integralnim tvaru zdkon za-
chovani hybnosti. Z tvaru tenzoru absolutnich napéti vidime, Ze na pfenosu
hybnosti v kontinuu se podili jak unaseni hybnosti tekutinou, tak i piisobeni
sil kratkého dosahu. Tenzor relativnich napéti 7;; vyjadfuje tento prenos
vzhledem k pozorovateli, ktery se pohybuje spolu s kontinuem, tenzor abso-
lutnich napéti o;; jej vyjadiuje vzhledem k pozorovateli ve zvoleném pevném
systému, vicéi némuz je kontinuum v pohybu.

Teorie pole umoziiuje pfipsat i poli objemovych sil veliiny, s jejichZ
pomoci lze doplnit pfedchozi vztahy na iplné rovnice kontinuity pro kom-
ponenty thrnné hybnosti latky a pole.

VIL.9 Symetrie tenzoru napéti

Podle 2. impulzové véty je casova zména momentu hybnosti soustavy rovna
dhrnnému momentu vnéjsich sil. Pro pohybujici se oblast kontinua tedy
plati

%/w,de: / rx pf AV + }{ rxedS,  (VIL134)

v (t) V(to) Z(to)
kdyz na pravé strané vystupuje moment objemovych sil a plosnych sil
pusobicich na hranici oblasti.
Vyuzitim rovnice kontinuity (dm = p dV = konst) miZeme vyraz na
levé strané piepsat na tvari®

/ rxpadV . (VIL.135)
|4

46 Opét uzivame toho, ze potateéni ¢as mize byt zvolen libovolng, a vynechdvame proto
index ,,0¢.
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Druhy vyraz na pravé strané rovnice (VI1.134) pfeved'me pomoci Gaussovy
véty na integral pfes objem. Uzijme k tomu slozkové symboliky. Je

% €ijkTjpedS = f‘fij’cxﬂkl”lds :/ (6ije;Tit) 4V
B> 2 v

= /(Eijkijkt,z-i—Eiszkz)dV, (VIL.136)
A

kdyz jsme uzili vztaht (VIL.122) a (VIL.123). Dosadime-li vyrazy (VII.135)
a (VIL.136) do (VIL.134) a uvazime platnost pohybovych rovnic (VII.126),
zjistujeme, Ze musi byt [e€;7dV = 0 pro libovolny objem; vzhledem
k antisymetriénosti Levi-Civitova symbolu to znamend, ze tenzor napéti
je symetricky

Tik = Tki - (VIII37)

Jak vime z mechaniky soustav hmotnych bodu, pfedpoklddd 2. impulzovéd
véta centralnost sil. V rovnici (VIL.134) jsme dale uzili pfedpokladu, Ze
veSkery moment hybnosti je ddn makroskopickym pohybem rychlosti v,
a zanedbali jsme tak mozZny nenulovy soucet vlastnich momenti hybnosti ro-
tujicich ¢éastic kontinua. Pouze za téchto predpokladii plati symetrie tenzoru
napéti. Je mozné studovat i kontinua, v nichZ zminéné pozadavky nejsou
splnény a tenzor napéti je tedy nesymetricky (kontinua bratii Cosseratii).

Omezime-li se na symetricky tenzor napéti, miizeme na néj aplikovat
nékteré obdobné zavéry, jako jsme uéinili o tenzoru setrvacnosti. Lze jej
opét geometricky zobrazit jako kvadriku o rovnici

TikTiTk = £1. (VIL.138)

V piipadé, ze v daném misté je ve viech smérech tlak (popf. napéti), je touto
kvadrikou elipsoid, pokud je v nékterych smérech tlak a v jinych napéti, dos-
tavame z (VIL.138) dva hyperboloidy. Tenzor lze pfevést k hlavnim osdm,
které jsou osami piislusné kvadriky. Ve sméru téchto os piisobi plosné sily
gistym tlakem ¢i napétim, smykovi slozka je nulova. Mizeme rovnéz provést
obdobny rozklad jako u tenzoru deformace (VIIL.29)

1 1
Tik = (Tik - §Taa6ik) + §Taa6ik ) (VIL.139)

prvni ¢4st (devidtor) odpovidd smykovym sildm, druhéd ¢4st sildm konti-
nuum stla¢ujicim ¢&i roztahujicim.
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VI.10 Zakon zachovani energie v kontinuu

Kromeé kinetické energie svého makroskopického pohybu a potencislni ener-
gie v poli objemovych sil ma kontinuum jesté vnitini energii, kterou tvofi
kinetickd energie jeho mikroskopického pohybu a potencidlni energie sil
kratkého dosahu. Kinetickd a vnitini energie pohybujiciho se objemu kon-
tinua se méni praci objemovych sil uvnitf tohoto objemu, praci, kterou
konaji plosné sily na jeho hranici, a dédle proudénim energie pies hranici,
coZ nazyvame tepelnou vymeénou. MuZeme proto psat

i/(lpv +pe>dV— /pvde+ % pvdS — f qds,
V(t) V(to) Z(to) Z(to)
(VIIL.140)

kde jsme oznacili jako e vnitini energii pfipadajici na jednotku hmotnosti
a g vektor hustoty tepelného toku®’.

Provedeme-li derivovani na levé strané (jako dfive vyuZzitim rovnice kon-
tinuity) a uzijeme-li Gaussovy véty, vztahu (VII.123) a libovolnosti poca-
teéniho €asu, ziskdme

/ (pva + p%) dVv = / [pv_f + (Tikvi) j — div q] dv (VII.141)
\4 v

¢ili vzhledem k libovolnosti objemu

d
pva + pd—: = puf + (rixv;) , — div g . (VIL142)
Lze pséat
va = pv; %—{-aviv- —1 avz+d1vv 2o —vidive | =
PRA=PY\ 5t T Bz, ot -
1 [ 0pv? 2 1 op
5 ( Y —5v (é)t + div pv) (VIL.143)
a podobné
de  (de __ Ope . Op .
P =P (6t + vgrade) == + divpev — e (Bt +d1vpv> , (VIL.144)

47 Znaménko minus u pifsludného Elenu odpovidd tomu, Ze normaéla k hranici mifi ven
z daného objemu. Velikost vektoru ¢ uddvd mnozstvi energie, prochazejici za jednotku
¢asu jednotkovou plochou kolmou na smér sifeni energie.
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takZe uzitim rovnice kontinuity dostavame

—g—t (%pvz + pe) = —div [(%p?ﬂ + pe) 'v] + pvf + (Tik’()i),k —div q .
(VIIL.145)
Podobné jako v piipadé hybnosti (VII.129), narusuje tvar rovnice kontinuity
(VIL.145) pouze pfitomnost objemovych sil f . I v tomto pfipadé je vsak
mozné v ramci teorie pole vyjadfit objemové sily takovym zpisobem, aby
byla splnéna rovnice kontinuity pro celkovou hustotu a tok energie.
Vratme se k rovnici (VII.142) a rozepiSme druhy ¢len na pravé strané

(TikVi) § = Tik,kVi + Tikik » (VIL.146)

kde 7 je tenzor rychlosti deformace zavedeny vztahem (VII.17). UZitim po-
hybovych rovnic (VIL.126) pak mizeme ve vztahu (VII.142) oddélit rovnici
pro zménu vnitini energie

p% = TNk — div @ , (VIIL.147)

kterou lze uzitim (VII.144) pséat také ve tvaru
0 . ‘ .
5 (pe) = —div pev + Tk — div q . (VII1.148)

Muzeme se snadno vratit i k pfislusnym integralnim zdkonim pro vnitini
energii. V pripadé zintegrovéni (VII.147) dostaneme

% / pedV = / TamaedV — f gds, (VIL149)
Vi) Vito) (i)

coz po zndsobeni infinitesimdlnim Casovym intervalem dt dava 1. termody-
namickou vétu

dE = 64 +6Q, (VIL.150)

kde d€ je piirtistek vnitini energie dané ¢ésti kontinua, kterého bylo do-
saZeno vykondnim prace dA a dodanim tepla §Q (obé veli¢iny mohou mit
pochopitelné i zdporné znaménko). Uzitim symbolu § vyznagujeme, Ze nejde
o piiriistky néjakych veliéin A, popi. Q, které existuji samy o sobé. Nemd
samoziejmé smysl mluvit o tom, kolik je v daném objemu obsazZeno tepla
¢i prace. Na rozdil od vnitin{ energie £ nejsou teplo ani prace stavovymi
veli¢inami. § A a dQ se vztahuji k danému konkrétnimu procesu, jimz doslo
ke zméné vnitini energie.
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Vyuzitim vztahu (VII.26) muZeme pro préci obdrzet

GA = / riebedV (VIL151)
1%

kde de;i je zména tenzoru deformace béhem infinitesimalniho ¢asového in-
tervalu.

ViIl.11 Termodynamické vztahy a velic¢iny

Vidéli jsme jiz, Ze pfi podrobném studiu mechaniky kontinua se neobejdeme
bez termodynamiky. K jejim zdkladnim zdkoniim patii jesté 2. termodyna-
mickd véta, kterd iikd, ze v pfipadé vratného déje (tj. déje, ktery by mohl
probihat i v obricené asové posloupnosti), béhem ného# systém prochazi
stavy termodynamické rovnovahy, je

%6(2 ~dS, (VIL152)

kde T je absolutni teplota a S entropie systému. Podle 2. termodynamické
véty tedy existuje takova veliCina T', urlend stavem systému, Ze vynasobime-
li ¢4st energie dodanou systému ve formé tepla vyrazem —, dostiviame
ptiristek stavové veli¢iny S. Pro nevratné déje k4 2. termodynamicka véta,
Ze

ds > %@ : (VIL153)

entropie izolovaného systému tedy pfi nevratnych dé&jich roste a dosahuje
maxima ve vysledném stavu termodynamické rovnovahy. Statisticks fyzika
vysvétluje rist entropie jako tendenci fyzikdlnich systémiti pfechédzet do
pravdépodobnéjsiho stavu. Pro podrobnéjsi informaci o vlastnostech a vyz-
namu entropie a teploty musime odkédzat étendfe na ucebnice termodyna-
miky a statistické fyziky.
Polozme
TdS —40Q = 6Q* (VIL.154)

kde 6Q* > 0 je ta st energie, kterd se nevratné méni z makroskopicky
pozorovatelné kinetické a potencidlni energie ve vnitini energii mikrosko-
pickych pohybt a interakci. Tyto nevratné déje, projevujici se pFitomnosti
nekonzervativnich sil, nazyvdme disipativnimi procesy.
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Zatimco tepelnd vyména probiha pfes hranici systému, disipace probih4a
v celém jeho objemu. Piedpoklddejme, Ze objem je dostateéné maly. Aby-
chom teplotu v ném mohli povazovat za konstantni, podélme (VII.154) in-
finitesimalnim ¢asovym intervalem dt a vyjaddfeme veli¢iny v ni vystupujici
jako objemové &i plosné integrily. Dostdvame tak

d
T / ps dV = — 74 qdS + / pav, (VIL155)
V(t) 2(to) V(to)
kde s je entropie pfipadajici na jednotku hmotnosti, ¢ je hustota tepelného
toku a D je disipativni funkce urcujici energii disipovanou v objemové jed-
notce za jednotku Casu.
Z integrilniho vztahu (VII.155) dospéjeme k diferencidlni rovnici ob-
dobné jako v dfive diskutovanych pfipadech, kdyz uzijeme rovnice konti-
nuity a Gaussovy véty. Dochdzime tak k rovnici pro zménu entropie

ds divg D

P = T (VIL156)
Piipomeifime jesté, ze plati
ds Os
priain +vgrads. (VIL.157)
Potom vyuzitim rovnice kontinuity lze (VII.156) také psit jako
Ops .. divg D
5 = —div psv — T + T (VIL.158)

Zduraznéme, ze v rovnicich (VIL.158) a (VII.156) jiz nepovazujeme te-
plotu T za jedinou veli¢inu charakterizujici rovnovazny stav celého systému,
ale za funkci soufadnic vztahujici se k lokdlnim rovnovdznym stavum. I v pfi-
padé, ze D = 0 (tj. nenastdvaji-li disipativni procesy), jde tedy v ptipadé
prostorové promeénnosti teploty a nenulovosti tepelného toku g, ktery je
touto proménnosti zptusoben, o nevratny proces. Pouze v dostateéné malém
elementu daného systému lze pak mluvit o posloupnosti rovnovaznych stava
a vratnosti procesu.

I v dalsim vykladu se budeme nékdy odvoldvat na zdkladni poznatky
a vztahy z termodynamiky. Pro pohodli ¢tenafe uvedeme proto na zaveér to-
hoto odstavce definice zdkladnich termodynamickych veli¢in, které budeme
nadile vztahovat k objemové jednotce.

Spojenim obou termodynamickych vét (VIL.150) a (VII.152) a vyuZitim
vztahu (VIL.151) plyne pro pfirstek energie pfi vratnych procesech

d€ =TdS + i deg, © (VH.159)
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V nejcastéji diskutovaném piipadé ve vSech smérech stejného tlaku je
Tik = —Plik , Tigdeix = —pdeg; . (VIL.160)

Podle vztahu (VII.29) je €;; zména jednotkového objemu a pro dany piipad
nastiva

d€ =TdS —pdV . (VIL161)
Veli¢ina
F=E-TS,
dF = =8dT + 1y dejy = —SdT — pdV (VIL.162)

se nazyva volnd energie. Veli¢ina
G=F—rikeix = F +pV,
dG = -8SdT —gjp dryy = ~SdT + Vdp (VIL.163)

se nazyva termodynamicky potencidl‘®. Veli¢ina
H=E—Tiesp = E +pV ,
dH=TdS — e driyy =TdS +Vdp (VIL.164)

se nazyva entalpie.

Kazda z uvedenych termodynamickych veli¢in &, F,G,H se tedy spo-
Jjuje s dvojici proménnych vystupujicich v diferencidlech na pravé strané
piislusnych vztahl, napiiklad volnd energie F je takto spojena s teplotou
T a objemem V.

Pfi nevratnych procesech se diferencily velicin £, F, G, H# doplni podle
vztaht (VIL.150) a (VII.154) o —6Q* < 0. To znamend, Ze napfiklad pro
piiristek volné energie pfi konstantnim objemu a teploté plati

dF = -dQ* <0. (VIL165)

Volna energie tedy pfi takovychto disipativnich procesech klesi a v rov-
novazném stavu dosahuje své nejmensi hodnoty. Podobné zévéry lze uéinit
i o dalsich uvedenych termodynamickych veli¢inidch. Minimalizaci termody-
namickych veli¢in se vysvétluji napfiklad fazové pfechody. V tomto smyslu
termodynamika rozhoduje o tom, jaké mechanické vlastnosti bude zkou-
mand latka pfi danych vnéjsich podminkach mit.

“ Pro F a G byva také uzivén ndzev Helmholtzova a Gibbsova volns energie.
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VI.12 Systém rovnic pro pohyb kontinua

Nyni miizeme shrnout viechny zékladni rovnice pro pohyb kontinua, které
vlastné postupné vyjadfuji bilanci hmotnosti, hybnosti, energie a entropie.
Jsou to tyto rovnice:

rovnice kontinuity

-((1—5 =—pdivv, (VII1.166)
pohybové rovnice
dv; 0Tij
— = pfi VIL.167
ey pfﬂraxj, (VIL.167)
rovnice vnitini energie
p%—; = TikTik — div q, (VII.].GS)
rovnice entropie
ds _ 1 _divg+D) (VIL.169)
P&~T ? ' '

Objemové sily na jednotku hmotnosti f; jsou v téchto rovnicich zpravidla
zaddny vnéjsim pisobenim na systém. Pokud jsou plisobeny samotnym sys-
témem (jako napiiklad gravitatni sily v astrofyzice), musime k jejich uréeni
dodat dalsi rovnice, napfiklad Poissonovu rovnici Ap = 47kp spojujici hus-
totu hmotnosti p s potencidlem gravitatniho pole ¢. Zrychleni a; a tenzor
rychlosti deformace 7; jsou dény asovymi a prostorovymi derivacemi ry-
chlostniho pole podle diive uvedenych vztahu (VIL7) a (VIL.17), tj.

a’l),; Bvi 1 <8’U¢ 8U]c>
At I o= (= . I1.17
%=3 Y or; 7 "7 2\bg, " omi (VIL170)
Pfipomenme jesté, ze ve viech uvedenych rovnicich
d 0 7]
— == — . VIL.171
& o Vs ( )

Vsechny tyto rovnice miizeme snadno pfepsat do kiivotarych soufadnic nd-
hradou obyéejnych derivaci derivacemi kovariantnimi.

Nezndmymi jsou tedy: hustota hmotnosti p , rychlostni pole v , symet-
ricky tenzor napéti 7;; , energie hmotnostni jednotky e , entropie hmotnostni
jednotky s, teplota T, tepelny tok gq , disipativn{ funkce D .
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Celkové tedy mame 17 nezndmych, které jsou vazany pouze Sesti parci-
dlnimi diferencidlnimi rovnicemi 1. fddu. Je zfejmé, 7e jen v krajné ideali-
zovanych piipadech se ndm podafi snizit pocet proménnych tak, abychom
se obesli bez termodynamickych veli¢in e, s, T, q, D a mohli roziesit dany
problém v rdmci €isté mechaniky (rovnice (VIL.166) a (VIL.167)) s pro-
ménnymi p, v, 7;;. Ve slozitéj$ich pfipadech musime zavadét fadu dalsich
predpokladii o vzdjemnych vztazich veli€in vystupujicich v rovnicich, v sou-
vislosti s tim se ale mohou objevit dalsi nezndmé, vyzadujici nové piredpo-
klady. Dospivdme tak k velmi slozitym systémim rovnic, které zpravidla jiz
nejsou vyvozeny ,z prvnich principi“, ale opiraji se o empirické poznatky,
a stupen jejich pouZitelnosti muze byt opét provéien jen empiricky.

Vzhledem k tomu, Ze kontinua jsou prostorové omezené soustavy, je
pro dosaZeni jednoznalné Fesitelnosti rovnic tfeba zadat nejen poédtecns
podminky, ale i okrajové podminky platné na hranicich kontinua. S riiznymi
konkrétnimi piiklady pocétecnich a okrajovych podminek se setkdme v dal-
$im vykladu.

Na zdveér této kapitoly mizeme konstatovat, Ze jsme se seznamili s fy-
zikdlnimi principy mechaniky kontinua asi ve stejném rozsahu, jako jsme
to ucinili pro mechaniku hmotnych bodi. Ctensf by proto mohl ocekavat,
ze v dalsim textu pfikroé¢ime k pokrocilejsim formulacim zdkond mecha-
niky kontinua zaloZenym na varianich principech a Lagrangeové a Hamil-
tonové formalismu. Takové formulace skuteéné existuji, jsou véak mnohem
s kone¢nym poctem stupiii volnosti. Proto se jimi v tomto textu nebudeme
zabyvat a pfikro¢ime nyni k detailn&jsimu studiu konkrétnich typt kontinui.

VIL.13 Priklady

1. Ve vélcové niddobé se kapalina ota¢i kolem osy tak, Ze thlové rychlost
otdCeni w je funkci vzdélenosti r od osy. Uréete rychlostni pole v. Muze pfi
vhodné zévislosti w(r) platit rotv =07

Resent: Zvolme za osu otaceni osu z. Pak

v = (~wy, wz, 0) (VIL.172)

a tedy

rotv = (0, 0, 2w+r%§) . (VIL.173)
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K nulovosti rotace rychlostniho pole dojde pfi zdvislosti
, (VIL.174)

kde C' je konstanta.

2. Necht tenzor rychlosti deformace 7;; ma v kartézské soustavé sourad-
nic nenulové pouze komponenty 711, 722, 712 Najdéte hlavni osy a diagonalni
komponenty tenzoru v téchto osich 71, 72, 13.

Resent: Jedna hlavni osa je zfejmé osa z3, dvé dalsi lezi v roving (z1, z2).
Resenim sekuldrni rovnice dostdvame

1 1
= = - 4+ — — 4 2, 1I.
ns=0,  mp2=g (M +2) 2\/G11 n22) + 4m2 (VII.175)
Smér hlavnich os v roviné (z1,z2) je uréen rovnici

2m12

tg 20 = —M ,
& 11 — 122

(VIL.176)
kde a je tihel mezi hlavni osou a osou z;.

Piiklady k samostatnému feSeni

1. Vypottéte gradient, divergenci, rotaci a Laplacelv operator ve valcovych

a sférickych soufadnicich.
2. Urcete slozky tenzoru deformace ve sférickych soufadnicich.
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Vil TEORIE PRUZNOSTI

Télesa tvofend pevnymi litkami nejsou sice dokonale tuhd, ale bézn4 silovd pusobeni
a bézné zmény teploty zpravidla jen malo méni relativni polohy jejich elementu. Tyto
elementy se vlivem sil a teplotnich zmén vychylujf ze svych pivodnich poloh. Télesa se
tak deformujf a zaroven v nich vznikajf sily kratkého dosahu branici zvétSovani deformace
a po zaniku vnéjSich vlivi obnovujici piivodni stav. Mluvime proto o pruingch télesech.

Formulujeme pohybové rovnice pro tato télesa za pfedpokladu malosti deformaci a za-
nedbdni nevratnych procesii. V dalsim vykladu se omezujeme na linedrni zavislost mezi
tenzorem napéti a tenzorem deformace, vyjadienou Hookovym zdkonem. Tento zakon for-
mulujeme pro krystalické télesa vyznagujici se jistymi symetriemi, poté se viak omezujeme
na télesa izotropni. Nalézdme rovnice jejich rovnovéhy v deformovaném stavu a rovnice
pro podélné a piiéné vinéni, které v nich mize probihat. V zdvéru se zabyvdme kmity
struny jakozto pfikladem chovani jednorozmérného kontinua.

VIl.1 Zakladni rovnice

Pro fadu v praxi dilezitych problémi se ukazuje jako dostateéné piiblizent,
povazujeme-li kontinuum za idedlné pruzné. Znamens to, Ze tenzor napéti
(v libovolném misté a libovolném &ase) zavisi pouze na tenzoru deformace
a na teploté (v témze misté a Case), nezdvisi viak na rychlosti deformace.
Zanedbdvdme tim vazké vlastnosti pruznych téles souvisejici s nevratnymi
procesy (sily tfeni a jimi zptisobenou disipaci energie) a rovnéz trvalé zmény
vlastnosti télesa vyvolané jeho deformaci.

Necht se kontinuum nejprve nachézi v rovnovdzném stavu s nulovym
tenzorem napéti 7;; pfi hustoté hmotnosti py a teploté Ty (tyto veli¢iny mo-
hou byt funkcemi soufadnic). Vznik objemovych sil v kontinuu & plosnych
sil a teplotnich zmén na jeho hranicich zpiisobuje deformaci kontinua po-
psanou tenzorem ;.

Zabyvejme se nyni rovnicemi pro pohyb pruzného kontinua (VII.166)
az (VIL.169). Pfipomefime nejprve, ze hodnoty tenzoru deformace a viech
dalsich uzivanych poli vztahujeme k rovnovdznym polohdm z; nedeformo-
vaného kontinua a nikoliv k okamzitym polohdm jeho elementi, které maji
soufadnice z; + u;. To znamend, Ze totdlni derivace podle ¢asu jsou rovny
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parcidlnim derivacim p¥i pevnych hodnotéch z;, napiiklad
dv (gg ) 3 (8211,)
dt ot ) z; o2 ) ;.

__511‘__(5_“)
R TR TY P

i _ ()
L - ( %), (VIIL1)

V &4sti vénované teorii pruznosti budeme mit vzdy na mysli tyto parcidlni
derivace a nebudeme jiZ na to zpusobem zapisu upozoriovat.

Budeme pfedpokladat, ze deformace jsou malé a vedou tedy jen k malym
zméndm hustoty, tj. plati

p=po+Ap, Ap<Lpp. (VIIL.2)
Zatnéme rovnici kontinuity (VII.166). Tu muzeme po zanedbani Ap

oproti pg zapsat jako

%? +podive =0 (VIIL3)

a s prihlédnutim k prostfedni rovnici (VIIL.1) upravit na tvar
0 .
En (p+ podivu) =0. (VIIL.4)

To znamens, ze veli¢ina v zdvorce se v daném misté kontinua neméni s Ca-
sem, takZe
p+ podivu = pg , (VIILS5)

popftipadé

PR — divu, (VIIL6)
Po

coz umoziiuje uréit hustotu hmotnosti ze zndmého pole posunuti.
Piejdéme k rovnicim kontinua v uzsim smyslu slova (VIL.167). Po za-
nedbani Ap oproti pg dostavime
0%u; Oty
—_— = i VIIL.7
PO 6t2 axk +P0f1. ( )
Zbyvaji jesté rovnice (VII.168) a (VIL.169). ProtoZe uvazujeme pouze
vratné procesy bez disipace, polozime D = 0. Obé rovnice je pak moZné
spojit tim, Ze z nich vylou¢ime tepelny tok g. Po zanedbédni Ap oproti po
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a vyuziti vztahu (VII.26) spojujiciho tenzor rychlosti deformace s tenzorem
malé deformace dostavame

Oe Oy 0s
pog; = Tk + Pl (VIILS)

Rovnice (VIIL6), (VIIL.7) a (VIIL8) tvoi{ systém rovnic pro uréeni po-
hybu idedlntho pruzného kontinua. Aby mohly byt (za danych pocatecnich
a okrajovych podminek) feSeny, je oviem tieba je doplnit materidlovymi
vztahy vyjadiujicimi souvislosti mezi tenzorem napét{ a posunutim (popf.
tenzorem deformace).

VIll.2 Hookuv zakon

Budeme uvazovat o situaci, kdy deformace télesa i zmény jeho teploty jsou
dostatetné malé a lze tedy predpoklidat, Ze tenzor napéti zavisi jak na
deformacich, tak i na rozdilu teplot linedrné, takze

Tik = Cikim€im — aix (T — T) (VIILY)

kde Cikim a oup jsou tzv. elastické koeficienty, jejichz hodnoty se vztahuiji
k teploté Ty; v prvnim piipadé se mluvi o modulech pruznosti, ve druhém
piipadé jde o koeficienty tepelné pruinosti. Vztah (VIIL.9) je obecnym tva-
rem Hookova zikona. Omezenim se na (VIIL.9) zanedbavdme nelinedrni
pruzné efekty.

ProtoZe T, e jsou tenzory a teplota je skaldr, tvoii koeficienty Cixim
tenzor 4. fddu, nazyvany tenzorem pruznosti. Tento tenzor charakterizuje
pruzné vlastnosti téles pii konstantni teploté. V homogennim télese v kar-
tézskych soufadnicich jsou komponenty Cixin, konstantni, jejich hodnoty
ovSem zdvisi na zvolené soufadnicové soustavé. Rovnéz velidiny ay; tvoii
tenzor.

Zabyvejme se nejprve tenzorem pruznosti. V obecném piipadé ma tenzor
4. ¥a4du 3* = 81 nezavislych komponent. V piipadé tenzoru pruznosti je
ovSem maximalni pocet nezavislych komponent roven 21. Ze symetrie i
totiz pfimo plyne

Cikim = Chitm - (VIIL.10)

Ze symetrie g;; vyplyva, Ze i kdyby Cixiy, mélo antisymetrickou ¢ast v po-
slednf dvojici indexii, nepfispivala by tato ¢dst k tenzoru napéti a byla by
proto fyzikdlné bezvyznamni. Muzeme proto pfedpoklddat, ze plati i

Cikim = Cikmi - (VIIL.11)
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Tim se sniZil poet nezdvislych komponent na 36. Dalsi informaci o kom-
ponentdch tenzoru pruznosti muZeme ziskat z termodynamiky. ProtoZze nas
zajimd zdvislost tenzoru napéti na deformaci a na teploté, pouzijeme z ter-
modynamickych funkci uvedenych na konci VII. 11 volnou energii, jejiz di-
ferencial je

dF = Tik df-:,;k - 8dT. (VIH.IZ)
Odtud plynou vztahy
Tik = ( 0F ) (VIII.13)
OF
= | — I11.14
s ( w)m (VIIL14)

uréujici napéti a entropii jako funkce deformace a teploty. Samotnd volna
energie objemové jednotky pruzného télesa je tedy

1
F = 5Ciumeireim — cineik (T — To) + Fo (T) (VIIL.15)
neuréend funkce Fy (T) je volné energie objemové jednotky pii nulové de-
formaci, g, nezavisi na €.
Odtud plyne, Ze muzeme bez jmy na obecnosti klast

Cikim = Cimik (VIII.16)

nebot &4st antisymetrickd vzhledem k vyméné prvni a druhé dvojice indext
ziejmé nepfispiva k volné energii a podle (VIIL.9) tedy ani k tenzoru ;. To
je dalsich 15 vztahi, coz zmensuje pocet nezdvislych komponent pro obecné
pruzné téleso na 21.

Téleso, jehoz koeficienty pruznosti jsou vazdny podminkami uvedenymi
ve vyrazech (VIII.10), (VIIL.11) a (VIII.16), je obecné anizotropni, tj. jeho
mechanické vlastnosti jsou v raznych smérech razné. Pokud md pruzné
téleso uréitou symetrii, dojde k dalsimu sniZeni poctu nezavislych kompo-
nent tenzoru pruznosti. Napftiklad pro krystal kubické struktury bude roven
trem.

Je-li uvazované pruzné téleso zcela izotropni, znamend to, Ze kompo-
nenty tenzoru Cjg, maji stejné hodnoty ve vSech kartézskych soustavich
soufadnic. Takovou vlastnost ma Kroneckeriiv tenzor ;; a tenzor 4. fddu
o této vlastnosti ziskdme proto nejjednoduseji vyndsobenim dvou Kronec-
kerovych tenzora. S ohledem na pofadi indext dostdvame tii tenzory

Pkt = 0ijbki »  Qijkt = 0ikbji ,  Rijri = dudj - (VIIL17)
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Prvni z nich ma vlastnosti symetrie (VIII.10) a (VIII.11). Druhy a tfeti tyto
vlastnosti nemaji samy o sobé, ma je vsak jejich soucet. Tyto vlastnosti ma
i linearni kombinace

Cijkt = Adijlxi + p (8ikdj1 + 6iudjk) - (VIIL18)

Podrobnéjsi matematicky rozbor by potvrdil, ze (VII1.18) je jedinou moz-
nosti, jak vyhovét podmince izotropie i podminkdm symetrie v prvni i ve
druhé dvojici indexu. Veli¢iny A, u, které v homogennim télese nezdvisi
na soufadnicich, se nazyvaji Laméovy koeficienty. Izotropni téleso ma tedy
pouze dva nezavislé koeficienty pruznosti, naptiklad

Coogy =2,  Cuyay =t (VIIL19)

Pro pfipad konstantni teploty T' = Ty muZeme tedy (VIII.13) psit ve
tvaru

Tij = Aekk0ij + 2ucij (VIII.20)
anebo téz )
Tij = 24 (Ez’j - §5kk5ij) + Kekidij (VIII.21)
kde )
K=X+3gpu (VIIL22)

je izotermicky koeficient vsestranného stlaéent, koeficientu u se rovnéz rikd
modul pruznosti ve smyku. Zizenim rovnice (VIII.21) dostdvdme

Ti = 3Kej; (VIII.23)
Vyuzitim vztahu (VIIL.23) snadno dostidvdme inverzni vztah k (VIIL.21)
1 1 1
€ij = S—)-E'rkkéij + % (Tij - gfkkéij> . (VIII.24)
Veli¢iny K, p jsou vzdy kladné, tj.
K>0, p>0, (VIIL.25)

jak zjistime dosazenim (VIIL.24) do vyrazu pro volnou energii (VIII.15)
a uvézenim, zZe podle zdvéru VIL.11 m4 volna energie ve stavu termodyna-
mické rovnovidhy minimum.

pruznosti: Younguv modul E

_ 9Kpu
3K+ pu
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a Poissontv koeficient 3K
1 —2u
== —_— VIIL.27
T 33K+ ( )

Pomoci nich 1ze Hookuv zdkon (VIII.21) pfepsat na tvar
E o
Tik = 170 (61'); + 1—-_—2'563‘]'5,';9) . (VIIL.28)

Inverzni vztah k (VIII.28) lze snadno ziskat.
Uvazme jesté moznou teplotni zavislost pruznych deformaci izotropnich
téles. V izotropnim télese musi byt

Qi = Q 6ij (VIIIZQ)
a tedy podle (VIII.13)
Tij = )\Ekk(s,;j + 2;1,6,']' —Ka (T - To) (Sij . (VHI.30)

Vyznam konstanty o jakozto konstanty tepelné roztaznosti odtud ziskime,
polozime-li 7;; = 0 (to odpovida Cisté tepelné pruzné deformaci, kdy napéti
jsou rovna nule, nepisobi-li na téleso vnéjsi sily) a rovnici (VIIL.30) zizime.
Dostaneme tak

ei = a(T —Th) (VIIIL.31)

a uvazime-li, ze podle (VII.29) je stopa tenzoru deformace rovna relativnimu
piirastku objemu, je jiz vyznam o ziejmy.

VIIL.3 Rovnice rovnovahy izotropnich téeles

V rovnovaze je zrychleni kontinua nulové. Rovnice rovnovahy proto plynou

ze (VIIL.7) jako
Bnk
Oz

+pofi=0 (VIIL32)

a vyjadiime-li tenzor napéti uzitim Hookova zdkona (VIII.21) a defini¢niho
vztahu (VII.24), dostdvdme podminky rovnovéhy ve tvaru
E 82ui + E 62uk
2(1+0)0zk0zr  2(1+0)(1 —20) Oz;0xi

+pofi=0  (VIIL33)

neboli, ve vektorové symbolice,

2(1+0)

A
u + E

grad div u = — pof - (VIIL.34)
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Vyuzitim vztahu (VIII.22), (VII1.26), (VIII.27) maZeme tyto rovnice vy-
jadfit také pomoci jinych elastickych koeficienti. Omezime-li se na piipad,
kdy deformace neni zpusobena objemovymi silami (tj. f = 0), nybrz jen
silami ploSnymi pusobicimi na povrch télesa, mizeme je pfepsat také ve
tvaru

(A+p)grad div u + pAu =0, (VIIL.35)

nebo, vyuzijeme-li identity
grad div u = Au + rot rot u (VIIL.36)
také ve tvaru
2(1-o)graddivu — (1 —20)rot rot u =0, (VIIL.37)

kde jsme se opét vratili k elastickému koeficientu o.

Ze znalosti pole 4 muzeme zjistit zménu hustoty kontinua (VIIIL.6), kom-
ponenty tenzoru deformace (VII.24), a poté z Hookova zédkona komponenty
tenzoru napéti. Aby naopak rovnice (VIL.24) byly pfi danych veli¢indch e;;
FeSitelné vzhledem k w;, musi e;; splitovat rovnice kompatibility (VIL.31).

Zakladnim problémem teorie pruznosti (v oblasti statiky) je nalezeni
pole posunuti a pole tenzoru napéti pfi zadaném pusobeni objemovych sil
a pfi danych okrajovych podminkach (napfiklad zadéni posunuti & plodnych
sil na hranici kontinua). K dispozici jsou tfi rovnice rovnovéhy a Sest rov-
nic Hookova zikona, v némz lze vyjadfit tenzor deformace pomoci posu-
nuti (VII.24), tedy devét rovnic pro devét nezndmych 7;; a ug. Nebudeme
se zabyvat obecnymi typy okrajovych tloh, ilustrujme zpusob feSeni na
konkrétnim piikladé.

Pujde o to, uréit deformaci a napéti v duté kouli z izotropniho materialu
s vnitfnim polomérem R; a vnéj$im polomérem Rp, je-li uvniti koule tlak
p1 a vné koule tlak po.

Zavedeme si sférické souradnice 7, 9, ¢ s potatkem ve stfedu koule. Pro
vektor posunuti u vzhledem k izotropii zfejmé plati, Ze

u=u(r) ; (VIIL38)

a tedy
rot u =0, (VIIL.39)

takze rovnice (VII1.37) se redukuje na
graddivu =0. (VIIIL.40)
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To znamend, ze (uzitim (VIL.74) a (VIIL38))

, 1 d(r?u)
divu = R konst (VIIL.41)

a po integraci 5
u=ar+ o (VIIL.42)

kde a, b jsou integraéni konstanty, které je tfeba urcit z okrajovych podmi-
nek kladenych na slozky tenzoru napéti. Vypocteme proto nejprve nenulové
slozky tenzoru deformace ve sférickych soufadnicich

Erp =@ — —z—g , €99 = Epp = A + 7% (VIIL.43)
(jde o fyzikélni slozky, které lze urcit pomoci apardtu vyloZeného v VIL.4
a 1.2 anebo tak, Ze vypoéteme kartézské slozky 7z, Tyy na 0se T a vyuzijeme
symetrie problému). Hooktiv zdkon (VIII.28) tak ddva pro radidlni kompo-
nentu tenzoru napéti

E
Trr = Ao 1=20) [(1—0)em + 20e99] =
E 2E b
=195 % " T1a 73 (VIIL.44)
a pro piiéné komponenty
Tow = T00 = T y(1 =20y 0 o) =
E E b
—1_200+1+0;§. (VIIL.45)
Konstanty a, b se uréi z okrajovych podminek
T =—p1 pro r=Ry; Ter = —p2 pPro 7 = Ry (VIIL.46)
a plati tedy ,
PR’ —poRy® 1-20
= , VIII.47
Ry3 - R;® E ( )
30R.3 (n _
po fife (PLopy) 110 (VIIL48)

Ry® — R;® 2E
Tim je tloha vyfesSena. Lze oviem sledovat i specidlni pfipady tohoto pro-
blému, napfiklad, ze tloustka h vrstvy je mald, tj. h = Ry — R; < R; (tenkd
kulova slupka — sféricka skofepina). Tim se vSak jiz zabyvat nebudeme.
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Vil.4 Pohybové rovnice izotropniho pruzného télesa.
Vinéni

Mobhlo by se zd4t, ze pohybové rovnice pruzného izotropniho kontinua, zisk4-
me, doplnime-li rovnice (VIII.33) ¢lenem obsahujicim zrychleni. Kdybychom
vSak do takto ziskanych rovnic dosadili hodnoty elastickych moduli uzivané
pfi stanoveni rovnovahy, dosli bychom k zfejmému rozporu s vysledky ex-
perimenti. Diivod je v tom, Ze tyto hodnoty jsou izotermické, zméfené pri
konstantni teploté. Pfi vlnivém pohybu kontinua, ktery je feSenim pohy-
bovych rovnic, vak obvykle za &asovy interval fadové rovny periodé kmi-
tavého pohybu v podstaté nedochdzi k pienosu tepla mezi elementy konti-
nua, takze nemuze dojit k vyrovnani teplot. Kazdou &4st kontinua lze pak
povazovat za tepelné izolovanou a pohyb kontinua bude tak adiabaticky,
coz podle 2. termodynamické véty znamend neménnost entropie. Musime
proto zacit termodynamickymi ivahami, které nis dovedou ke vztahu mezi
adiabatickymi a izotermickymi moduly pruznosti.

Pro entropii objemové jednotky izotropniho télesa miizeme podle rovnice

(VIL.162) psat

S=- (?Z) = Kaey + S (T) , (VIIL.49)
T /¢,

kde Sp je entropie pii nulové deformaci. Zaroven je v prvnim pfiblizeni
Taylorova rozvoje
dSp

So(T) = So(To) + (—~) (T=Tp), (VIIL50)
dT T=Tp
kde Tj je teplota v nedeformovaném stavu.

Definujeme-li tepelnou kapacitu télesa C, pfi konstantni deformaci jako

o€
c.=() | VIIL51
(57)., (viLs)
miZeme podle (VIL.159) psit
oS
= — VIIL.5
c.=1( 6T)s.»j (VIIL52)
a tedy
dSo) C:
— = —= VIIL.53
(dT r=1, To ( )
Dosazenim do (VIIL.49) a (VIIL.50) pak dostdvame
S(T) = Kaey + QM + So(Ty) - (VIIL54)
0
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Pfi adiabatickém dé&ji je vSak entropie nezménéna,

S(T) = So(To) (VIIL55)
a tedy
K
7Ty =7 e, (VIIL56)
Ce
takZe pro tenzor napéti (VIII.30) plyne vzorec
2K?2
Tik = | A+ C To | eudik + 2pes - (VIIL57)
€

Takto ziskany tenzor se 1isi od tenzoru (VIII.20) tim, Ze misto izotermického
modulu pruznosti A se zde objevi adiabaticky modul pruznosti

a? 2 \?
dad = A+ = ()\ + —u) To , (VIIL.58)
Ce 3

pficemz modul p se nezméni. Adiabatickému modulu A4 odpovidaji i adia-
batické hodnoty modult E.q a 0,4, jejichz explicitni tvar muze Ctenaf
snadno ziskat.

Nyni se miZzeme obratit k pohybovym rovnicim (VII1.7). Dosazenim do
vyrazu (VIIL57) a (VI1.24) (za pfedpokladu, Ze nepusobi objemové sily) je
pfevedeme na tvar

2
po%g— = (Mg + p) grad div u + pdu (VIIL59)
neboli o2
a—t;‘ = (a1? - &) grad div u + 2 Au, (VIIL60)
kde \ 5
2= lad M 2 K (VIIL61)
pPo po

Tuto rovnici pfepiSme na systém dvou rovnic pouzitim Helmholtzovy véty
(viz (VIL.59)) o vyjadfeni vektorového pole ve tvaru souétu potencidlového
(nevifivého) a solenoidalniho (nezfidlového) pole. Polozime tedy

u=1u + uz, (VHI.62)

kde
rot u; =0, (VIIL.63)
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divup =0. (VIIL64)

Dosadime-li (VIIL.62) do (VIII.60), s ohledem na (VIIL.63) a (VIII.64) a na
identitu (VIIL.36), obdrzime
0%u;  0%uy
o2 | o

Vyluéme odtud u,. Z tohoto duvodu aplikujeme na rovnici (VIII.65) operaci
div. Obdrzime tak, Ze

= ¢;? grad div u; — 22 1ot rot us . (VIIL.65)

2
div (862,:‘ _ c12Au1) =0. (VIIL66)

Zarovei je vSak podle (VIIL.63)

0%u
rot ( at21 - C12A'u1) =0. (VIIIG7)

Je-li ovSem v celé (jednodusSe souvislé) oblasti divergence i rotace vekto-
rového pole rovna nule, musi byt rovno nule i samotné pole*?, vektor u; se
tedy fidi rovnici
82 u)
ot?
coz je vlnova rovnice odpovidajici rychlosti vinéni

o = ,/M . (VIIL69)
Po

Tyto vilny se nazyvaji vlnami kompresnimi (vlnami stlaceni a expanze),
nebot div u; # 0.

Obdobnym postupem (s obrdcenim tlohy operaci rot a div) Ize ziskat
vlnovou rovnici pro vektor uy

—c?Au; =0, (VIIL68)

—c?Auy =0. (VIIL.70)

cy = \/E (VIIL71)
p

% Pfesnéji feceno miizZe jit i 0 homogenni pole obecns zavislé na ¢ase, coz vSak odpovida
translaénimu pohybu, o kterém nemusime uvazovat.

Tyto viny se §ifi rychlosti
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a nazyvaji se vlnami torznimi, nebot posunuti stic v této viné vedou
k smykové deformaci (rot up # 0) bez zmény objemu (div u = 0).
Nejprostsim pfipadem vlny je rovinnd monochromatickd vina

u = gelkr—et) (VIIL.72)

(pouze redlna ¢ast vyrazu md fyzikalni vyznam), kde a znaci amplitudu a k
je vlnovy vektor. Rovinné monochromatické vlny jsou zvlasté dilezité proto,
7e obecnou vinu mtzeme vyjadfit jako jejich superpozici pomoci Fourierova
rozkladu.

Dosadime-li (VIII.72) do odpovidajicich vlnovych rovnic pfi respekto-
vani podminek (VIIL.63) a (VIIL.64), pro kompresni vinu obdrzime

w

T =C kxa =0 (VIIL.73)
a pro torzni vinu plati
% =¢y, kay=0. (VIIL74)

Odtud vyplyva, ze kompresni viny jsou vlnami podéingmi, nebot k || ay,
a vlny torzni jsou vlnami p#iéngmi, nebot kLas.

Poznamenejme jesté, Ze v redlnych, prostorové omezenych prostiedich
maji na chovani vin podstatny vliv okrajové podminky na hranicich konti-
nua. Vytvafeji omezeni na mozné frekvence vln a zpisobuji, ze kromé jiz po-
psanych ,objemovych® vln existuji i viny povrchové (Rayleighovy). Vechny
druhy vin maji velky vyznam napiiklad v geofyzice, kde umoziiuji zkou-
mat elastické vlastnosti hmot, z nichz sestdva zemska kura i nitro. S témito
problémy se miiZe ¢tendf sezndmit studiem obsahlejsich ucebnic a specidlni
literatury.

VIII.5 Kmity struny

V praxi se setkdvame s dvojrozmérnymi a jednorozmérnymi kontinui ome-
zenych rozméri (membrany, struny), jejichz kmitt vyuzivaji naptiklad hu-
debni néstroje. Zde si v§imnéme jen nejjednodussiho pripadu omezeného
elastického prostiedi, kmitt struny kone¢né délky, abychom tak ilustrovali
zpusob formulace pohybovych rovnic a vliv okrajovych podminek.
Predpoklddejme, Ze struna o linedrni hustoté hmotnosti p je napjata
silou 7 a kmitd v roviné kolmé na svou délku, takze vychylka struny z jeji
rovnovazné polohy muZe byt zapsdna jako u(z,t). Pro odvozeni pohybové
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z— Al z z+ Al

Obr. 16: Vychylend struna. Vychyleny element struny nahrazujeme hmotnym bodem.

rovnice struny ji rozdélme na elementy délky Al, které nahradime hmotnymi
body o hmotnosti m = pAl, viz obr. 16.

Na dany element pusobi sila 7 = 7 [(cos az — cos a1 ), (sinag — sinay)].
Pro maly rozdil dhld ma sila pouze pficnou slozku 7(a2 — @), takze dosta-
vdme pohybovou rovnici

0%u
a2’
coz v limité pro Al — 0 vede k jednorozmérné vlnové rovnici pro kmity
struny

T (a2 — a1) = pAl (VIIL.75)

a1
0z2 2 Ot?

c= \/f . (VIIL77)
p

Tuto rovnici je tfeba doplnit okrajovymi a poéateénimi podminkami. Po¢4-
tek struny necht se nachdzi v bodé z = 0, konec v bodé z = | a necht je
struna na obou koncich upevnéna. Piislusné okrajové podminky pak jsou

=0, (VIIL.76)
kde

Ul =0, ul,; =0 pro vSechna ¢>0. (VIIL.78)

Pocédteéni podminky mohou napfiklad odpovidat zadani pocateénich poloh
a rychlosti vSech bodi struny, tj. jsou tvaru

u(z,t)|;—0 = f (2) , %% T F(z) , (VIIL79)

kde 0 <z <.
Reseni rovnice (VIII.76) lze provést metodou separace proménnych. Re-
Seni se hledd ve tvaru soucinu dvou funkei

u=X(z) T(t) . (VIIL80)
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Dosadime-li (VIIL.80) do (VIIL.76), dostivame

1d2Xx 1 d°T

Protoze kazd4 strana rovnice zdvisi na jiné proménné, lze rovnici vyhovét jen
tak, Ze obé jeji strany jsou rovny téze konstanté. Vzhledem k okrajovym pod-
minkdm (VIII.78) nemuzZe byt tato konstanta kladn4, jak uvidime z dalsiho
vykladu. Oznagime ji proto —\2. Tak dostdvdme obycejné diferencidlni rov-
nice

T + X2c*T =0, (VIIL82)

X"+XXx =0, (VIIL.83)
kde éarkami znacime derivace podle pfislu§né proménné. Obecné feSeni rov-
nic (VIIL.82) a (VIIIL.83) je

T = Acos Act + BsinAct, X = CcosAz + Dsin)z . (VIIL.84)
Aplikace okrajovych podminek (VIIL.78) vede poté k zdvéru, zZe
cC=0, DsinAl =0. (VIIL.85)
Druhi podminka je splnéna, bude-li

N=kr, k=0,1,2..., (VIIL86)

pfitom k£ = 0 odpovida rovnovdzné poloze struny.
Konstanta A miZe tedy nabyvat jen urcitych hodnot

L

Ak ]

(VIIL.87)
Tyto hodnoty se nazyvaji vlastnimi hodnotami pfislusného okrajového pro-
blému. K hodnotdm )\, pfislusi odpovidajici funkce T} (t), Xk (z) a te-
dy i ug (z,t). Funkce uy (z,t) se nazyvaji vlastnimi funkcemi piislusejicimi
vlastni hodnoté ). Frekvence

kme

wp = =2 (VIIL88)

mame
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T T
=2./z .89
wi=Ty/5 (VIIL89)

a to odpovida zdkladnimu ténu struny.
Vzhledem ke tvaru rovnice (VIII.76) muZe byt obecné feSeni zapsano ve
tvaru linearni kombinace

u(z,t) = i Agug (z,t) . (VIII.90)
k=1

Na toto feSeni je pak nutné jesté aplikovat poédteéni podminky. Tento
problém je studovén v rdmci Fourierovy analyzy.

VIIL.6 PFiklady

1. Krychle o elastickych konstantich E, o je uloZena v rdmu, jeho# stény
lze povazovat za absolutné tuhé, ale tihly mezi nimi se mohou ménit, jak
je ukdzano na obr. 17. Necht spodni podstava rdmu je pevné fixovana a na
horni piisobi smykov4 sila F. Sténa krychle necht m4 plochu A, 1hel zkoseni
budiz 8. Dokazte, Ze plati u = F/ApB.

y—-——-v —
u
—

z

Obr. 17: Smykova deformace kvadru. Deformace je charakterizovana. ihlem zkoseni 3.

Reseni: Za piedpokladu malé deformace je
u = (fy,0,0) (VIIL.91)
a tedy podle (VII.24)
Ezy = g . (VIIL.92)
Podle Hookova zédkona (VIII.28)

__Ep
i)

Na horni plose krychle plati okrajovd podminka

(VIIL93)
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EB _F
s = A (VIIL94)

tedy
F E

FAT T

Tim je stanovena i nejjednodussi metoda k méfeni smykového modulu.

2. Vypottéte deformaci homogenni koule vlastni gravitaci a urcete roz-
lozeni tlaku v zavislosti na poloméru.

Reseni: Rovnici rovnovahy (VIII.34) pfepiSeme do tvaru

(VIIL95)

(1+0)(1-20)

1-20
i - = — 111
grad div u ) rot rot u P F(l—0) f, (VIIL96)
kde
w=ur)l, f=-—g (VIILT)
r’ R"’

g je gravitaéni zrychleni na povrchu koule o poloméru R. Ve sférickych
soufadnicich obdrzime rovnici pro urceni u(r)

E(l-0) d (l d(r2U)) — pgT . (VIIL98)

I+0)(1-20) dr \r2 dr R

Dvoji integraci dospéjeme k feSeni ve tvaru

Y 3 € c2
u=-15" + 3 r+ R (VIIL.99)
kde a (1 - 20)
pg (1+0)(1—20
= )
7 E( ] (VIII.100)

a c1,cy jsou integraéni konstanty. Konstantu cp uréime z podminky, Ze
% (0) = 0, odkud cz = 0. Analogicky jako v IL.3 se ddle napisi vyrazy pro
slozky tenzoru deformace a z Hookova zdkona potom i vyraz pro kompo-
nentu 7,, tenzoru napéti. Z hraniéni podminky p (R) = 0 se uréi konstanta
c1 a vysledkem bude zavéreény hledany vyraz

=T 1352%(_1 2_0();) r[R2@-0)-r’(1+0)] . (VIIL101)

Povsimnéme si, ze uvnitf koule derivace u podle r méni znaménko, vnitini
vrstvy télesa jsou tedy stlaceny a vnéjsi roztazeny.
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Priklady k samostatnému feseni

1. Jsou dény dvé tyce, z nichz jedna m4 dvojndsobné rozmeéry. Obé jsou
svisle zavéSeny a zatiZeny bfemenem z téhoZ materidlu, pfitemz bfemeno
na druhé ty¢i ma dvojnasobné rozméry. Jak se museji zménit elastické koe-
ficienty E, o, aby relativni deformace byla v obou ptipadech stejna?

2. Reste pfedchozi piiklad pro situaci, kdy obé tyée jsou umistény u po-
vrchu planety, kterd ma stejnou hustotu, ale dvojnasobné rozméry ve srov-
nani se Zemi.

3. Drét o prifezu S je natahovén silou F. Uréete jeho relativni pro-
dlouzeni a zménu priifezu a stanovte tak bezprostiedni fyzikdlni vyznam
Youngova modulu a Poissonova koeficientu. Odvod'te termodynamicks od-
vozeni na hodnoty E a o a porovnejte je s empirickymi poznatky pro dany
ptipad.

4. Mezi dvéma souosymi vélci o polomérech R;, R, se nachdzi elastické
kontinuum. Necht vnitini vilec zlistane pevny a vnéjsi se a) oto&i o thel
Agp, b) posune ve sméru osy o Al. Uréete pro oba pfipady posunuti, tenzor
deformace a tenzor napéti v kontinuu, jakoz i silu, kterou bude deformované
kontinuum pisobit na své hranice.

5. Kvadr z latky o elastickych konstantdch E, o je stlacovan silou F,
pfitemz je upevnén tak, Ze se nemize piiéné rozsifovat. Najdéte vztah mezi
relativnim zkrdcenim a napétim (tj. efektivni hodnotu Youngova modulu).
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IX IDEALNIi TEKUTINY

Tekutiny jsou latky vyznalujici se tim, ze v klidu v nich nepisobi Zidné smykové sily
a normalni tlaky (eventualné napéti) jsou si rovny. Tekutiny proto na rozdil od pevnych
latek nekladou odpor zméné svého tvaru — nelze mluvit o jejich ohnuti &i zkrouceni.
Mezi tekutiny patii jak kapaliny, tak i plyny. Rozdil mezi kapalinami a plyny je z mik-
roskopického hlediska pouze kvantitativni. V kapalindch hraji podstatné vétsf roli sily
vzéjemného pilsobeni mezi molekulami. Ani mechanika kontinua nestanovi mezi kapali-
nami a plyny pfesné definovanou hranici.

Zistavaji-li uvedené vlastnosti tekutin zachovény i pfi jejich pohybu, mluvime o idedl-
nich tekutindch. Jak naznaluje jiz nézev, jde o idealizovany pfedpoklad, ktery pfestava
platit pfi dostateén& velkych hodnotach komponent tenzoru rychlosti deformace. Pfesto
je dobfe pouzitelny v fadé redlnych fyzikalnich situaci a umoziiuje porozumét dilezitym
jevim nastévajicim v tekutinach®®.

Stanovime tenzor napéti videalni tekutiné a jeho uzitim specifikujeme obecny tvar po-
hybovych rovnic. Déle se zabyvime podminkami rovnovéhy v idedlni tekutiné a riznymi
typy jejiho proudéni. Zkoumdame vliv proudéni na télesa nachdzejici se v tekutiné. Nakonec

e

studujeme §ffeni zvukovych a razovych vin.

IX.1 Pohybové rovnice

Idedlni tekutinou budeme rozumét takové kontinuum, v némz v klidu ani
za libovolného pohybu nepiisobi smykové sily. To podle VII. 8 znamena, zZe
kvadrika piislusnd tenzoru napéti musi byt kouli. Tenzor napéti je proto
tmérny Kroneckerovu tenzoru. Konstanta imérnosti je podle (VII.124) z&-
porné vzaty tlak, plati tedy

Tik = —Pbik - (IX.1)

Druh4 zskladni vlastnost idedlni tekutiny, Pascaliv zdkon stanovici rovnost
normalnich tlaki, jiz odtud vyplyva. Naopak Pascaliv zdkon vede k tenzoru
napéti (IX.1) a tedy k nulovosti smykovych sil.

%0 Poznamenejme, Ze rovnice idedlni tekutiny se uplatiiuji i pfi popisu jevu supratekutosti,

ktery nastivé u kapalného helia pfi teploté blizké absolutni nule a ktery je vysvétlen
kvantovou mechanikou.
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Model idedlni tekutiny se zfejmé s dspéchem bude uzivat k popisu po-
hybu redlnych tekutin s velmi malym vnitinim tfenim (vazkosti).

V plynu je tlak puisoben srizkami molekul a pfeddvanim hybnosti s tim
spojenou, zatimco vliv vzdjemného silového plusobeni mezi molekulami je
mimo samotny okamzik srdzky oproti tomu zanedbatelny. Plati proto p > 0
(latka ohraniend plochou vzdy ptisobi na kapalinu silou ve sméru vnéjsi
normdély). V pfipadé kapaliny s nezanedbatelnym piispévkem trvalého vz4-
jemného silového piisobeni muze nastat i pfipad p < 0. Zaporny tlak, tj.
napéti, v ldtce ma ovSem za nésledek, Ze dutiny v ni vzniklé, popf. mezery
mezi ni a jejimi sténami se spontdnné zvétsuji. To znamend, Ze bud’ nemiize
viibec dojit k rovnovaze, anebo je tato rovnovaha pouze metastabilni a byva
obvykle snadno narusena malymi ndhodnymi vlivy.

Obratme pozornost k soustavé pohybovych rovnic kontinua (VII.166) az
(VIL169) za predpokladu (IX.1). Vzhledem k nepiitomnosti vnitfniho tfeni
v idedlni tekutiné je pfirozené pfedpokladat nulovost disipace

D=0. (IX.2)

Tepelny tok pisobici vyrovndvéni teplotnich rozdili je funkci komponent
gradientu teploty. Obvykle se lze spokojit s prvnim pfiblizenim Taylorova
rozvoje, kdy je vzhledem k izotropii tekutiny

q=—kgradT, (IX.3)

k udava koeficient tepelné vodivosti, obecné zavisly na stavu tekutiny, nap-
fiklad na jejim tlaku a teploté. Z druhé véty termodynamické vyplyva jeho
kladnost, tj.

k(p,T) >0. (IX.4)
V dal$im vykladu v8ak budeme tepelny tok zanedbavat, tj. budeme klist
g=0. (IX.5)

Za predpokladi (IX.1), (IX.5) a (IX.2) maji pohybové rovnice (VII.166) az
(VIL.169) pro idedlni tekutinu tvar

dp .
i —pdivuv, (IX.6)
d
P = —gradp+pf , (IX.7)
de )
Py =P divw, (IX.8)
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ds
pri 0. (IX.9)

Tento systém rovnic musi byt doplnén stavovymi rovnicemi. Budeme studo-
vat lokalné rovnovazné stavy, kdy vSechny parametry kontinua jsou funk-
cemi tlaku a teploty, a tedy

e=e(T), p=p(T) . (IXIO)

Prvni z téchto rovnic se nazyva kalorimetrickou stavovou rovnici, druhd pak
stavovou rovnici termickou. Pfislu§né zavislosti se uréuji z experimentdlnich
udaju.

Rovnice (IX.6) a (IX.9) spolu se stavovymi rovnicemi (IX.10) tvoii uza-
vienou soustavu osmi parcidlnich diferencidlnich rovnic pro osm neznamych
Py D, v, €, s, T, kterou musime doplnit vhodnymi pocatetnimi a okrajovymi
podminkami.

Vratnost zdkonti pohybu idedlni tekutiny je patrna z toho, ze tyto rovnice
zistanou v platnosti pfi zdméné ¢t —» —t, v — —wv.

Jak uvidime v dal$im textu, je pfi dulezitych typech termodynamickych
déjii hustota hmotnosti kontinua funkci tlaku’!

p=p(p) . (IX.11)

V tomto pripadé mluvime o barotropnich tekutinich. Pro urceni jejich rych-
lostniho pole a rozlozeni tlaku a hustoty se lze omezit na rovnice (IX.6),
(IX.7) a druhou rovnici (IX.10), které predstavuji soustavu péti rovnic pro
pét neznamych p, p, v.

IX.2 Hydrostatika

Polozime-li v pohybovych rovnicich tekutiny (IX.7) zrychleni a = 0, dosté-
vame pro ni rovnice mechanické rovnovahy

grad p = pf . (IX.12)
Jestlize objemové sily nepusobi, maji podminky rovnovahy tvar
gradp=0, tj. p=konst. (IX.13)

%1 Jak uvidime, mize k tomu dojit i tehdy, kdy termicks stavovs rovnice (IX.10) teplotu
obsahuje.
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Tlak v kapaliné je tedy stejny ve vSech bodech tekutiny. Rovnice (IX.12)
se snadno integruje v jednoduchych pfipadech, napfiklad u idedlniho plynu
nachézejiciho se v homogennim gravita¢nim poli (zde mame g (0,0, —g)) ve
stavu tepelné rovnovahy v kazdém bodé (T = konst). Stavovd rovnice zde
ma jak znamo tvar

p=p *T , (IX.14)

m

kde k znaci Boltzmannovu konstantu a m hmotnost molekuly plynu. Dosa-
zenim do (IX.12) dostavdme

KT 0p _

o _ 9 _
m 8z

— O,

9 = 5y = —pg . (IX.15)

Integrace vede k vyslednému vztahu (barometrické formuli)

P = po €Xp [—% (2 — zo)] (IX.16)

pro rozlozeni hustoty plynu v zavislosti na vysce. Konstanta pg zna&i hod-
notu hustoty hmotnosti v zadané vysce 2.

Napisme jesté rovnice rovnovahy idedlni tekutiny o velké hmotnosti, jejiz
¢asti se udrzuji pohromadé pfitazlivymi silami gravitaéni interakce (hvézda).
Necht ¢ zna¢i newtonovsky gravitacni potencial, ktery budi uvazovani te-
kutina. Tento potencial je spojen s hustotou sily f vztahem

f=—grad p, (IX.17)
takZe rovnice rovnovdahy ma tvar
grad p = —pgrad ¢ . (IX.18)

Z této rovnice vylouc¢ime potencidl ¢. Newtontuv gravitaéni zdkon pro bo-
dovou ¢&astici o hmotnosti M lze zapsat v integralnim tvaru jako

f FdS = —4xGM , (IX.19)
S

kde S je plocha obklopujici danou ¢astici, G znati Newtonovu gravitatni
konstantu. Vzhledem k principu superpozice pro gravita¢ni pusobeni lze
obecny integralni vztah zapsat jako

f fdS = —4xG / pdV, (IX.20)
S Vv
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pro libovolné rozlozeni hustoty p(r). Uzitim Gaussovy véty a libovolnosti
objemu V o hranici S obdrzime

divf = —4nGp (IX.21)
a uzitim (IX.17) dostaneme Poissonovu rovnici pro potencial
Ap = 4nGp . (IX.22)

Vydélime-li rovnici rovnovahy (IX.18) hustotou p, aplikujeme-li na obg jeji
strany operaci div a uZijeme-li rovnice (IX.22), obdrzime

div (% grad p) = —4nGp . (IX.23)

Pro centrdlné symetrickou hvézdu bude mit pfedchédzejici rovnice mecha-
nické rovnovahy (IX.23) ve sférickych soufadnicich tvar

2
;15 ac_‘r. (;TQ‘F) d’; 5’")) = —4nGp(r) . (IX.24)

Tuto rovnici je mozné roziesit v pfipadé, ze je ddna zavislost p = p(p) ne-
obsahujici dalsi neznamé. Tak je tomu zejména ve stavu termodynamické
rovnovahy, kdy T' = konst a kdy lze tedy uzit pfimo termické stavové rov-
nice. Daldim pfipadem je konstantnost hustoty entropie s v uvazované ldtce.
Tomuto piipadu se budeme vénovat v dalsim textu. V jinych piipadech je
nutné kombinovat rovnici rovnovdhy se stavovymi rovnicemi.

Mechanickd rovnovaha bez rovnovahy termodynamické nemusi byt ovéem
stabilni, jak se lze pfesvédéit napiiklad postavenim hrnce s vodou na hor-
kou plotnu. Podminkou stability rovnovdhy se zabyvaji podrobnéjsi u¢ebnice
mechaniky kontinua.

Zminme se jesté o nejstarsim poznatku hydrostatiky, ktery se tyka plo-
voucich téles. Vyslednice plosnych sil ptisobicich na téleso ponofené do te-
kutiny je podle (VII.120) a (VIIL.123)

F = f e dS (IX.25)
S

kde n je vnéjsi normdla, S povrch télesa (u téles plovoucich na hladiné
ovliviiuje hodnotu integralu jen ponofend ¢dst). V idedlni tekutiné je tedy

F=- }( pnds. (IX.26)
S
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Vysledny moment plosnych sil je podle (VII.136)

D; = feijkxj‘rkml ds (IX.27)
S

a v idedlni tekutiné
D=- fpr x ndS. (IX.28)
s

Budeme piedpokladat, Ze tekutina se nachdzi v homogennim gravitac-
nim poli, &li f = g. Sila a jeji moment jsou zfejmé stejné, jako kdyby
na misté télesa byla tekutina, kterou téleso ,vytlacilo“. Uzijeme-li pro tuto
situaci Gaussovu vétu (VIL.101) a rovnici rovnovahy (IX.12), dostdvame

F=- / gradpdV = — / pgdV = —Mg (IX.29)
14 |4
pro vyslednici sil (M je hmotnost vytladené tekutiny) a
Di=-— / (eiskp5) , AV (IX.30)
1%
cili
D=——/rxpng=~—MR><g=RxF, (IX.31)

Vv

kde R je polohovy vektor stfedu hmotnosti vytlacené tekutiny.

Vztah (IX.29) pfedstavuje Archiméduv zdkon. Poloha télesa v tekutiné
je rovnovaina v piipadé, ze sila F (hydrostaticky vztlak) a jeji moment D se
rusi silou a momentem sily gravitaéniho pisobeni na téleso. Tato rovnovaha
nemusi byt nutné stabilni.

IX.3 lzoentropicky pohyb

Pfi zanedbéni tepelné vymeény, tj. za pfedpokladu adiabatiénosti probihaji-
cich procesu, plati v idedlni tekutiné podle (IX.9)

§ =80 (IX.32)

podél pohybu kazdého jejitho elementu. PfepiSeme-li rovnici (VII.161) do
tvaru vztazeného k jednotce hmotnosti jako

Tds =de +pd (%) , (IX.33)
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mizeme odtud pfi znalosti stavovych rovnic uréit entropii jako funkci hus-

toty hmotnosti a tlaku
s=s(p,p) - (IX.34)

7 konstantnosti s, viz (IX.32), pak plyne, Ze podél pohybu elementu konti-
nua plati uré¢itd zavislost mezi p a p.

Pokud je na pocatku hustota entropie v celé tekutiné stejnd, je tento
vztah stejny vsude v tekuting, tj.

p=p(p) . (IX.35)

Pohyb probihajici pfi konstantnim s v prostoru i v Case se nazyva
izoentropicky. Izoentropickym pohybem je napiiklad vlnéni v latce, kterd
byla na po¢atku v homogennim stavu, ¢imz byla zaruena nezavislost s na
soufadnicich. S dobrym pfiblizenim lze povaZovat za izoentropické déje v at-
mosféfe, kde dochazi k neustilé adiabatické vyméné vzdudnych mas, takze
stav atmosféry mizeme pfiblizné popsat jako stav izoentropické rovnovahy.

Tlustrujme pfedchozi zavéry piikladem idedlniho plynu, jehoZ stavové

rovnice maji tvar
kT

e=CyT, P=p— (IX.36)
kde Cy = konst je izochorick4 tepeln4 kapacita plynu (derivace vnitini ener-
gie jednotky hmotnosti podle teploty potitand pii konstantnim objemu).

Rovnice (IX.33) pro tento piipad dava

dT &k 1
odtud po integraci
T

Vylougime-li odtud T pomoci termické stavové rovnice (IX.36), dosp&jeme
k vyrazu pro entropii jakozto funkci p a p

= mp
s =Cyln ( A p’7) , (IX.39)
kde P
=14+ —— )
¥ + C (I1X.40)

je Poissonova konstanta. UZijeme-li jesté Mayerova vztahu (Cp je tepelnd
kapacita jednotky hmotnosti pfi konstantnim tlaku)
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obdrzime pro vy vyraz
Co
=
v
Vzhledem ke konstantnosti s podél pohybu elementu plyne z (IX.39) vztah
mezi tlakem a hustotou hmotnosti

(IX.42)

p=Ap", (IX.43)

kde A je konstanta. Pokud jde o izoentropicky proces, je hodnota kon-
stanty A stejnd pro viechny elementy dané tekutiny, takie piedchozi vztah
miZe slouzit jako stavovéd rovnice. Procesy Fidici se rovnici (IX.43) (s libo-
volnym v) se nazyvaji polytropnimi. Piikladem polytropniho déje je i d&j
izotermicky, kdy v = 1.

IX.4 Eulerovy rovnice. Rovnice Bernoulliho

Pohybové rovnice v uzsim slova smyslu (IX.7) se v piipadé ideslni tekutiny
nazyvaji Eulerovy rovnice. Pokud maji objemové sily potencidl U (jako je
tomu v piipadé pusobeni gravitace), lze tyto rovnice psat jako

p %—:: =—gradp—pgrad U, (IX.44)
popiipadé vyuzitim (VIL.8)
—+(vV)v = —% grad p—grad U . (IX.45)

Pro izoentropicky pohyb muzeme také napsat

%—?+(0V)v=—grad (h+0), (IX.46)

kde d
= [ &P
h= / 5 (IX.47)

je entalpie jednotky hmotnosti. Tato interpretace veli¢iny h plyne z rovnic
(VIIL.164), které maji pro jednotku hmotnosti tvar
dp

h=e+ =, dh=Tds+7. (IX.48)

-k
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Dalsi zapis Eulerovych rovnic obdrzime uzitim vzorce z vektorové ana-
lyzy

% gradv?=v xrot v+ (vV)wv. (IX.49)
Rovnice (IX.46) ma pak tvar
Ov 1 2
—32-+§gradv —vxrotv=—grad(h+U) . (IX.50)
Aplikujeme-li na obé strany této rovnice operaci rotace, obdrzime formuli
g—t rot v = rot (v X rot v) (IX.51)

obsahujici pouze rychlost tekutiny.

Pfipomeiime si pojem proudnice. Proudnici se rozumi takovd myslend
kiivka, jejiz tetné vektory jsou zdrovei rychlostmi ¢stic na této kiivce se
nachdzejicich. Plati tedy, Ze

== (IX.52)
Vg Uy U
Nadile se budeme zabyvat staciondrnim (ustdlenym, asové nepromeén-
nym) pohybem tekutiny, kdy plati

ov
— =0 IX.53
ot ( )
a proudnice splyvaji s trajektoriemi &astic tekutiny.
Parametrizujme proudnici jeji délkou ! a vyndsobme rovnici (IX.50)
skaldrné jednotkovym vektorem ! teénym k proudnici. Pro projekce pfi-
slusnych ¢lenti v této rovnici vystupujicich zfejmé plati

d(h+0)

lgrad (h+U) = U ,

(IX.54)

l(vxrotv)=0, (IX.55) |

takze z rovnice (IX.50) pro staciondrni proudéni dostdvime, ze podél proud-
nice plati

d [v?
S 1p = )
dl(2+ +U> 0 (IX.56)
a tedy
2
% +h+U = konst . (IX.57)
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Hodnota konstanty se, obecné fe¢eno, mize ménit pii prechodu k jiné proud-
nici. Rovnice (IX.57) se nazyvéa rovnici Bernoulliho.

Vzhledem k obtizné stlagitelnosti tekutin je ¢asto mozné poklédat zkou-
manou tekutinu za zcela nestlacitelnou a klist

p = konst (IX.58)

v prostoru i v €ase. Pak rovnice kontinuity pfechazi na tvar

dive =0, (IX.59)
Eulerovy rovnice ddvaji
Z—;’ +(vV)v = grad (g + U) (IX.60)
a Bernoulliho rovnice je
v? p
-t s + U = konst . (IX.61)

Pro uréeni mechanického pohybu nestlagitelné tekutiny (proménné v,p)
staci tedy rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice; tj. tento pohyb mize byt
uren na zakladé zdkond mechaniky bez piihlizeni k termodynamickym
zdkoniim a stavovym rovnicim.

PovSimnéme si, ze i v této nejjednodussi formé jsou rovnice hydrody-
namiky nelinedrni, coz je zptisobeno élenem (v V)wv. Souéet dvou feseni
Eulerovych rovnic jiz proto neni jejich fesenim (srovnej napiiklad zki{zené
svazky vody tryskajici z hadic a zkiizené svételné svazky, které se na rozdil
od nich Fid{ linedrnimi rovnicemi). Nelinedrnost Eulerovych rovnic znagné
komplikuje nalézani jejich fedeni.

Poznamenejme jesté, ze na zdkladé (IX.47) bychom mohli élen p/p po-
vazovat za hustotu entalpie. V piipadé stavové rovnice idealni tekutiny
(IX.58) vsak uziti (IX.47) neumoziiuje zachytit z4vislost entalpie na entropii
a musime proto uzit prvniho vztahu (IX.48).

Veliciny h a p/p se tedy lisi o hustotu vnitini energie e, kterd je vsak
za piedpokladu zanedbani tepelné vymény béhem pohybu daného elementu

kontinua konstantni
de _

5=
jak to vyplyva z (IX.8) a (IX.1).

0, (IX.62)
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IX.5 Tok hybnosti a energie
Piipomenime si tvar pohybovych rovnic (VII.129)

0 (p’l)i) 50’1‘1c _ i
ot o P (IX.63)

Zde o;;, predstavuje tenzor absolutnich napéti, ktery ma pro idealni tekutinu
tvar
Ok = —pPUVk _pdilc . (IX.64)

Za predpokladu, Ze objemové sily jsou nulové, je rovnice (IX.63) rovnici
kontinuity pro komponenty hybnosti pv; (vztazené na jednotku hmotnosti
tekutiny). Integraci pfes objem V pevny v prostoru a uzitim Gaussovy véty
lze odtud obdrZet integralni vztah

%/pvidv :f oixdSk , (IX.65)
|4 S

kde S zna&i plochu uzavirajici objem V. Z rovnice (IX.65) je patrné, ze
—0;,dSk je i-td4 komponenta hybnosti proudici za ¢asovou jednotku elemen-
tem dS plochy S, —oj znadi tedy i-tou komponentu hybnosti kontinua,
kterd prosla za Casovou jednotku jednotkovou plochou kolmou k ose z.
Tenzor absolutnich napét{ vzaty se zdpornym znaménkem miizeme proto
povazovat za tenzor hustoty toku hybnosti v kontinuu. Kromé hybnosti
unésené tekutinou pfispivaji k toku hybnosti i ploéné sily. V piipadé izo-
lovaného a prostorové ohrani¢eného kontinua muzeme objem V, pfes ktery
poéitame integral, rozsifit tak, Ze celé kontinuum lezi uvnitf. Pak je integral
pfes hranici objemu roven nule a celkovd hybnost

P = / pv; AV (IX.66)
14

se zachovava.
Obdobou rovnic (VII.129) pro hybnost je rovnice (VII.145), kterou mu-
Zeme v piipadé zanedbani tepelného toku zapsat jako

ol (.
ot |P\2 T¢

coz je v ptripadé nulovosti objemovych sil opét rovnice kontinuity.

: v? P
+div |pv 5 +e+ p = pof (IX.67)
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Z této rovnice je patrné, ze vyraz

‘ 02 D 02
]-pv(—2—+e+;)—pv(?+h (IX.68)

(h je entalpie jednotky hmotnosti) uddva hustotu toku energie. Velikost
tohoto vektoru zna&i mnozstvi energie protékajici za jednotku ¢asu jednot-
kovou ploskou kolmou na smér rychlosti.

Z vyrazu na pravé strané (IX.68) je vidét, Ze na toku energie (podobné
jako na toku hybnosti) se kromé kinetické a vnitini energie undSené konti-
nuem podileji i plosné sily. Jejich pfispévek p/p lze objasnit pomoci vztahu

0 v2 v?
-a—t/p(—2-+e>dV=—?{pv<5+e>d5——?{pvd5 (I1X.69)
s

S

ziskaného integraci rovnice (IX.67) a uzitim Gaussovy véty za predpokladu
nulovosti objemovych sil. Prvni ¢len na pravé strané je energie, kterd prosla
za jednotku €asu uzavienou nehybnou plochou S. Druhy ¢len je prace vy-
konand tlakovymi silami psobicimi na hranici daného objemu.

Pro izolované a prostorové ohrani¢ené kontinuum dostdvame stejnym
zplisobem jako v pfipadé hybnosti zdkon zachovéni energie

2
E= /p (% + e) av . (IX.70)
Vv

Pritomnost objemovych sil f v rovnicich (IX.63) a (IX.67) na prvni
pohled narusuje platnost rovnic kontinuity a tim i zdkoniti zachovani energie
a hybnosti. Teorie pole v§ak umoziuje vyjadiit tyto sily takovym zplisobem,
ze jejich poli rovnéz piislusi hustota a tok hybnosti, popf. energie, a ¢leny
s objemovymi silami lze tak zahrnout do celkovych rovnic kontinuity pro
soustavu latka + pole.

IX.6 Cirkulace rychlosti. Potencialovy pohyb

Méjme v kontinuu uzavfenou kfivku tvofenou &isticemi, které se wcastni
jeho pohybu. Cirkulaci rychlosti podél této kiivky s se nazyva integral

r= fvdr . (IX.71)
L
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Pf#i pohybu &éstic tekutiny dochazi i k pohybu celé kfivky. Zkoumejme, jak
se méni cirkulace s ¢asem, tj. vypottéme derivaci

4 f vdr . (IX.72)

P 24

Vypotet muzeme provést i pro obecnéjsi situaci, kdy je podél libovolné
(tfeba i neuzaviené) ¢asové proménné kiivky zadano vektorové pole P(r,t).
Jde o obdobnou 1lohu, jakou jsme se zabyvali v VII. 7 pro pohyblivy objem.
Chceme tedy vypocist

d d dr
= / Pdr= = / P do, (IX.73)
s(t) s(0)
kde o je parametr, ktery je ,unaSen“ spolu s kiivkou, takZe ma pro kazdy

bod unédsené kfivky konstantni hodnotu. Vzhledem k tomu lze derivaci uvést
za integral a psat

d dPdr d dr
-(_ﬁ /Pd‘f‘ = / ('d—td—o_"f'Pa;-&?) do =
s(t) s(0)

dPdr dv
= / (‘at—a + Pa;-) do . (IX.74)
s(0)

Uzitim pravidla pro derivovani soucinu ve druhém ¢lenu a rozepsanim to-
tdlni derivace v prvém ¢lenu dostaneme

d oP
T /Pdr = /(-Z,)—i—-—-vxrotP+grad(Pv))dr—

s(t) s(0)
- / (%? —ux rotP) dr+[Pv)E,  (IX.75)
s(0)
kde A, B jsou krajni body kiivky.

Pro uzavienou kfivku druhy ¢len vymizi a klademe-li navic P = w,
mame pro Casovou zménu cirkulace

d ov
dr- f (‘5{ _ v x rot v) dr (IX.76)

S
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(uzili jsme toho, ze pocatetni okamzik mohl byt zvolen libovolné). Protoze
vSak (spojenim (VIL8) a (I1X.49))

dv 0v 1 2
—_—=—+4= - IX.
Erialiev +2gradv v Xrotv, (IX.77)
muZeme také psit
d dv
—I'= ¢ —dr. X.7
g7 % dr (IX.78)
Pro izoentropicky pohyb v potencidlovém poli viak plati (1X.48), tj
d
—d% = —grad (h + U) (IX.79)
a tedy integrdl na pravé strané (IX.78) je nulovy. Proto
dr
—=0. IX.
7 0 (IX.80)

V idedlni tekutiné za danych pfedpokladi je tedy cirkulace rychlosti podél
uzaviené ,tekouci“ kfivky konstantni veli¢inou (Thomsonova véta). V ba-
rotropni, popi. nestlacitelné, tekutiné sta¢i pro jeji odvozeni predpokladat
potencialnost sil.

V fadé ptipadi je pohyb idedlni tekutiny pohybem potencidlovym (ne-
vitiugm), kdy v celé tekutiné plati

rot v=_0. (IX.81)

Je-li oblast zaplnénd tekutinou jednoduse souvisla (tj. pokud lze kazdou
kfivkou prolozit plochu lezici zcela v této oblasti), dostdvame uZitim Stoke-
sovy véty pro libovolnou uzavienou kfivku

I‘=fvdr=/rotvdS=0. (IX.82)
S
V jednoduse souvislé oblasti tedy nemohou pfi nevifivém proudéni existovat
uzaviené proudnice.
Z rovnice (IX.81) plyne, Ze rychlost v tekutiny lze vyjadfit jako gradlent
néjakého skalarniho pole, tedy

v=grad ¢. (IX.83)

Potencidl ¢ se nazyva potenciél rychlosti (rychlostni potencil). K tomuto
potencidlu lze pfipoéist libovolnou funkci ¢asu. Dosazenim vztahu (IX.83)
do Eulerovych rovnic ve tvaru

ov

5 ;grad'v ~wv xrot v =—grad (h+U) (IX.84)
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obdrzime

grad (88 + —é— +h+ U) =0. (IX.85)

Odtud plyne

E;‘§+—+h+U F, (IX..86)

kde f (t) je libovolns funkce asu. Potencidl ¢ je urCen az na libovolnou
funkeci ¢asu, takze funkci f 1ze do ného zahrnout.
Pro stacionarni pohyb tekutiny, kdy

Ov
— = IX.
lze vybrat funkce ¢ a f tak, Ze
%‘{i =0, f (t) = konst , (IX.88)
takze formule (IX.86) pfechdzi na tvar Bernoulliho rovnice
w2
5 + h + U = konst , (IX.89)
popt.
v? p ‘
5 + =+ U = konst (IX.90)
p

pro piipad nestlafitelné tekutiny.

Je zde oviem, ve srovnani s rovnici (IX.57), rozdil v tom, Ze v pfipadé
staciondrniho potencidlového proudéni je veli¢ina na levé strané konstantni
v celém objemu kapaliny, nikoliv jen podél jednotlivych proudnic. UZiti Ber-
noulliho rovnice pro integraci rovnic staciondrniho potencidlového proudéni
je proto obzvlasté efektivni.

IX.7 Obtékani tuhych téles. Odpor a vztlak

Zkoumani vlivu tekutiny na pohyb tuhych téles v ni umisténych ma zfejmé
velky prakticky vyznam (lodni a leteckd doprava). Pfedpoklad idedlnosti te-
kutiny, z néhoz vyplyva neexistence tfeni mezi tekutinou a télesem, nékdy
nebréni uspokojivému piiblizeni k realité. Obecné jde o matematicky velmi
slozité problémy, a proto se v tomto odstavci omezime jen na zdkladni in-
formace o zpusobu jejich feSeni.
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Formulujeme piedevsim hrani¢ni podminky platné na povrchu obtéka-
nych téles. Pfedpoklidejme nejprve, e uvazované téleso je nehybné. Vzhle-
dem k idedlnosti tekutiny neomezuje piitomnost télesa rychlost tekutiny
ve sméru teCném k jeho povrchu a zabraiiuje pouze proudéni ve sméru
normalovém. Hrani¢ni podminkou je proto

vp=vn=0, (IX.91)

kde n je jednotkovd norméla k povrchu télesa.

V ptipadé pohybujiciho se télesa pfejdeme uzitim Galileiho transformace
pro rychlosti k systému, v némz je dané misto povrchu v daném &ase ne-
hybné, ¢imZ pfevedeme dany problém na pfedchozi piipad. Dospéjeme tak
k zdvéru, Ze v plivodnim vztazném systému musi platit hraniéni podminka

(v—v)n=0, (IX.92)

kde vy, je rychlost povrchu télesa v daném misté a éase.

Obecné vzato, je tedy tfeba fesit soustavu hydrodynamickych rovnic
spolu s hrani¢nimi podminkami (IX.92) a pohybovymi rovnicemi pro dané
téleso, na néz pisobi sila a moment sily, jez jsou vyslednicemi ptisobeni
plosnych sil na jeho povrch.

Casto je mozné zjednodusit dlohu pfedpokladem o nestlaéitelnosti teku-
tiny

divv =0 (IX.93)
a o potencidlové povaze proudéni (podle Thomsonovy véty nemtze pfi pi-
sobeni potencidlovych sil vznikat v nestla¢itelné tekutiné cirkulace a tedy
ani viry, pokud nebyly pfitomny na poéitku). Je tedy

rotv=0, v=gradep (IX.94)

a namisto rychlostniho pole miZeme hledat jeho potencisl . Spojenim
vztahii (IX.93) a (IX.94) pro n&j dostavame Laplaceovu rovnici

Ap=0. (IX.95)

Matematicky nejprostsim pfipadem je obtékani nehybného télesa ne-
ohranicenou tekutinou, kterd se v dostatecné vzdalenosti od ného pohybuje
rychlosti V' konstantni v prostoru i v ¢ase (v realité to muze odpovidat
pilifi v fece i sloupu ve vétru). Podle principu relativity je tato iloha
ekvivalentni tloze o rovnomérném a piimocarém pohybu télesa v tekuting,
kterd je v dostatecné vzdalenosti od ného v klidu (v realité naptiklad let
letadla, jehoz pohyb je udrzovan motory).
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Resime-li tlohu v systému spojeném s kapalinou, hleddme potencidl ¢
pro urdity cas t, ktery spliiuje Laplaceovu rovnici (IX.95), déle pak hraniéni
podminku (IX.92) a je v nekone¢nu roven nule. Analyticky lze pochopitelné
tuto dlohu vyfesit jen v nejprostSich pfipadech, kdyZ se obtékané téleso
vyznacuje vysokou symetrii.

Po nalezeni ¢ muZeme uréit rychlostni pole podle (IX.94). Piejdeme
k systému, v ném# je t&leso v klidu a proudéni je staciondrni. Uzitim Ber-
noulliho rovnice miZzeme v tomto systému ziskat rozlozeni tlaku p.

Pro vypocet sily a momentu sily, kterymi plsobi tekutina na téleso,
uZijeme vzorct (IX.26) a (IX.28), kterych jsme jiz pouZili v hydrostatice.
Sila pusobici na téleso je

F=— j[ pnidS, (IX.96)
S

kde n je vnéjsi normala k povrchu S. Slozka sily F, kterd je rovnobéznd
s rychlosti V', se nazyva silou odporu, slozka sily F kolma k rychlosti V' je
sila vztlakovd (sila Zukovského).

Moment sily pusobici na téleso je

D,; = —}{eijkxjpnk ds . (IX.97)
S

Na zavér si ukazme prekvapivy disledek vyloZené teorie. Necht je obté-
kané téleso zrcadlové symetrické vzhledem k roviné kolmé na smér proudéni
(tuto podminku spliiuje koule nebo vélec s osou ve sméru proudéni &i s osou
na smér proudéni kolmou). Z vratnosti proudéni idedlni tekutiny vyplyva,
Ze tuto symetrii bude mit téz rychlostni pole a na zakladé Bernoulliho rov-
nice i rozlozeni tlak (pfedpoklddéme, Ze v tekutiné nepiisobi objemové
sily). Vzhledem k popsané symetrii je integral (IX.96) roven nule, na téleso
obtékané kapalinou tedy nepiisobi Zddnd vysledna sila, popf. kapalina ne-
klade rovnomérnému a pfimo¢arému pohybu télesa Zddny odpor. Tomuto
zdvéru, ktery je v ziejmém rozporu se zkuSenosti, se iikd d’Alembertiv
paradoz. Uvedeny rozpor svédéi o nesplnitelnosti uvedenych pfedpokladi.
V kazdé reilné tekutiné existuje v disledku jeji vazkosti v blizkém okoli
obtékaného télesa hraniéni oblast, v niZ jiz nelze povazovat pohyb tekutiny
za potencidlovy (nevirovy) a samotnou tekutinu nelze pokladat za idealni.
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IX.8 Zvukové viny

Ideélni tekutina necht se nejprve nachdzi v rovnovézném stavu s konstant-
nimi hodnotami hustoty a tlaku py, pg. Objemové sily necht na kontinuum
nepusobi. Z né&jakého divodu nechf v kontinuu dojde k malym odklontim
(malym poruchdm) od hodnot pg, po, takZe pro ,porusené“ hodnoty hustoty
p a tlaku p plati

p=po+p(zit) , (IX.98)
p=po+ pl ($i, t) ) (Ing)

pfiemz ,
o'l < po , Ip'| < po . (IX..100)

Zabyvejme se chovanim kontinua poté, co pominou pfi¢iny poruchy
a v dusledku odchylek od rovnovahy v ném vznikne rychlostni pole v. Do-
sadme vztahy (IX.98) aZ (IX.100) do rovnice kontinuity a do Eulerovych
rovnic a zanedbejme zde malé éleny vyssiho fadu neZ prvniho, pficemz za
malé ¢leny prvniho fddu povazujeme veliciny p’, p’ a rychlost v. Obdrzime

/
90 4 podive =0, (IX.101)

ot

8
+gradp’ =0. (IX.102)

Po5e
Necht jde o izoentropicky pohyb, kde

p=p(p) , (IX.103)

takZe v naSem pfibliZeni plati

Op
. 104
P=po+ (6/;) (p — po) (IX.104)
Lze tedy psat

P =c’p, (IX.105)

kde 5

2_ (oP
co? = ( 3,0)0 , (IX.106)

pfiemZ index ,,0“ znamena, ze derivace se uréuje v rovnovazném stavu.
Ze vztahu (IX.105) je zfejmé, ze

grad p’ = ¢y? grad o' . (IX.107)
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Dosazenim do (IX.102) dostaneme
ov 9 .
0 +cp“grad p’ =0. (IX.108)

Na rovnici (IX.101) aplikujme operaci d/0t a na rovnici (IX.108) operaci

div. Vylou¢ime-li z obdrzenych rovnic vyraz 5 div v, obdrzime vinovou
rovnici o2,
1 9%p

Ap —— == =0 I1X.109

it v ( )

pro odchylku hustoty hmotnosti od rovnovazné hodnoty. Stejnou rovnici se
#idi i odchylka tlaku p’ a odchylka teploty 7", ktera je v prvnim pfibliZeni
Taylorova rozvoje umérnd p/,

aT
T = (-) '’ 1X.110
o ),7 ( )

Vsimnéme si nyni nestaciondrniho pole rychlosti. Dle vicekrat jiz zmi-
néné Helmholtzovy véty lze psat

v=uv + v, (IX.111)
kde
rot v, =0 (IX.112)
a
dive, =0. (IX.113)

Dosadime-li vztah (IX.111) do (IX.101), zjistime, Ze

a /

8—3 +podive =0, (IX.114)
pfitemz pro v; plati (IX.112). Aplikujeme-li operaci rot na rovnici (IX.108)
a uzijeme-li (IX.112), dostaneme

0

—rot v =0. IX.115
= ot (1X.115)
Vidime tedy, Ze rot vy nezdvisi na ase. Samotné pole vy muze proto byt
jen sou¢tem homogenniho pole popisujiciho translaéni pohyb a neziidlového
pole nezivislého na Case, které popisuje stacionarni otdéeni kontinua. Oba
tyto pohyby nas nyni nezajimaji, protoze chceme sledovat nestacionarni
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procesy Sifeni malych poruch. MazZeme tedy polozit v, = 0. Nevifivé pole
vyjadrime pomoci potencidlu

vy =v=grad ¢ . (IX.116)

Dosadime-li rovnici (IX.116) do (IX.101) a (IX.108), dostdvime rovnice

/
0
Ll +poAp =0, pograd Ad +c2gradp =0. (IX.117)
ot ot
Z druhé z téchto rovnic plyne

Op C% /
— 4+ —p = f(t). IX.118
5 2 = (1) (IX.118)

Vyuzijeme toho, ze k potencidlu ¢ miaZeme pfiéist libovolnou funkci ¢asu,
a ddme tak funkci na pravé strané (IX.118) nulovou hodnotu. Dosazenim
do prvni rovnice (IX.117) tak dostaneme vinovou rovnici pro potencial

1 0%
- %E‘E =0. (IX.119)
Aplikace operatoru grad na tuto vlnovou rovnici vede k vlnové rovnici pro
rychlost v.

Vsechny malé poruchy od rovnovézného stavu uvaZovaného kontinua
se tedy Sifi ve tvaru vln se stejnou rychlosti cy ve vSech smérech. Jsou to
vlny s malou amplitudou a jsou spojeny se zménou objemu &astic kontinua
(div v # 0). Takové vlny se nazyvaji vinami zvukougmi, protoze v jistém
intervalu frekvenci je vnimame jako zvuk. Rychlost ¢ je tedy rychlosti sifeni
zvuku. Tuto rychlost lze vypocitat, zndme-li stavovou rovnici spojujici p a p.
Tak napiiklad pro izoentropicky proces v idedlnim plynu pomoci (IX.43)
a (IX.36) obdrzime

2 [(Op\ _ v—1_ _DPo _ _ kTp
co” = (3,0)0 =v4py)" " =7 Pl T (IX.120)

Kromé zvukovych vin, které se sif{ v celém objemu kapaliny, existuji
v kapalindch také povrchové viny, vyvolané zpravidla odchylenim hladiny
od ekvipotencidlni plochy v gravitatnim poli. Zv1a§té dilezité jsou viny na
vodni hlading (tj. viny v pavodnim smyslu slova, jejichz nazev se postupné
pfenesl na mnohem §irdi tfidu jevd). Teorie téchto vIn je oproti piipadu
vln objemovych dosti slozitd a odkazujeme proto &tendfe na podrobnéjsi
ucebnice. Poznamenejme jesté, Ze kromé povrchovych vin periodické povahy
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mohou na hladindch vznikat i pohybujici se individualni utvary, jejichz exi-
stence je dusledkem nelinearity hydrodynamickych rovnic a které se mohou
dlouhodobé uchovivat a vzajemné prostupovat bez vétsiho naruseni. Tyto
utvary, zvané solitony, zacaly byt systematicky zkoumdny v poslednich de-
setiletich.

IX.9 Nadzvukoveé rychlosti. Razové viny

Stane-li se rychlost pohybu v kontinuu srovnatelnou &i vétsi nez rychlost
zvuku, zvysi se podstatné role stlagitelnosti a jevi s ni spojenych®2. K této
situaci dochazi vlastné jen u plyni.

Vsimnéme si nejprve Sifeni poruchy v plynu, jehoz proudéni budeme
pro jednoduchost povaZovat za stacionarni a homogenni. Zaved'me klidovou
soustavu Xy, vici niz se plyn pohybuje rychlosti v, a soustavu X pohybujici
se spolu s plynem. Mald porucha vznikld v bodé O se §ifi vzhledem k X

vy

rychlosti zvuku ¢ na vSechny strany. Z hlediska X je rychlost jejiho §ifeni
u=v+cn, (IX.121)

kde n je jednotkovy vektor, v jehoz sméru se §ifi porucha z hlediska X.
Vsechny hodnoty v obdrzime jednoduse. Mifi-li v z bodu O do bodu S,
vytvoii koncové body u kouli se stfedem v S a s polomérem ¢, viz obr. 18.
Predpoklddejme, Ze jde o nadzvukové rychlosti (v > ¢). Z obrédzku je
pak patrné, 7Ze pfislusné vektory v + cn mohou leZet pouze uvniti kuzele
o vrcholu v bodé O, jehoz plast je tvofen te€nami ke kouli. Pro vrcholovy
uhel 2o ziejmé plati

sina = < = (IX.122)

1
v M’
kde vyrazu
M = % (1X.123)

se fikd Machovo ¢islo.

Porucha vznikld v bodé O nemuze ziejmé nikdy zasdhnout oblast vné
tohoto kuzele. Plochy ohranicujici oblasti, které mohou byt ovlivnény po-
ruchou vzniklou v daném bodgé, se nazyvaji charakteristikami. Neni obtiZné

2 Mohlo by se zd4t, e zvlastnf povaha nadzvukového proudéni je v rozporu s principem
relativity, ktery vzdy dovoluje zavést mistn{ klidovy systém beze zmény tvaru fyzikalnich
zékontd. Ve skutecnosti, jak si ¢tendf sdm rozmysli, jde déle vidy o relativni rychlosti
(rychlost zdroje poruch &i rdzové viny viéi tekuting).
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Obr. 18: Sifeni poruch pfi nadzvukové rychlosti. Je-li rychlost plynu v > ¢, mohou
poruchy vzniklé v bodé O zasdhnout pouze vnitfek charakteristického kuzele o vrcholovém
thlu a.

vidét, ze v pfipadé obecného staciondrniho proudéni jiz nejsou charakteris-
tické plochy kuzely.

Nakresli-li si ¢tenaf obr. 18 pro pfipad v < ¢, okamzité se pfesvédéi,
Ze v ptipadé podzvukového proudéni miize porucha zasdhnout cely prostor,
takze zde zadné charakteristické plochy neexistuji.

Jinou zavaZznou specifickou vlastnosti nadzvukového proudéni je moznost
vzniku rdzovych vin.

Pfedpokladejme, Ze se v kontinuu z néjakych divodu vytvofila plocha,
na niz se nékteré fyzikalni veli¢iny méni skokem. Uvazujme o elementu této
plochy nespojitosti, zvolme vztazny systém, v némz se tento element v da-
ném okamziku nepohybuje v normélovém sméru, a zaved me osu z ve sméru
normdly. Kontinuum muze plochou nespojitosti protékat, pficemz zmény
veliin pfi pruchodu pfes ni jsou vazdny univerzilné platnymi fyzikalnimi
zakony — zdkonem zachovani hmotnosti, energie a hybnosti.

Predevsim je tfeba, aby mnoZstvi plynu vtékajictho do plochy nespoji-
tosti bylo rovno mnozstvi plynu vytékajiciho z této plochy. Vztdhneme-li
nase dvahy na jednotku plochy a asu, musi platit

P1V1g = P2V2g (IX.124)
neboli
[ovz] =0, (IX.125)
kde jsme zavedli oznaceni
[pvz] = p1v1z — p2vosr (IX.126)

(indexy 1,2 odlisujeme veli¢iny na obou stranich plochy nespojitosti). Déle
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musi byt spojity i tok energie (IX.68), tedy

[pvz (”2—2 + h)] =0. (IX.127)

Koneéné se z4d4, aby byl spojity i tok hybnosti. Tok hybnosti jednotkovou
plochou je dén vyrazem (IX.64), tj. pn; + pv;vgnk. Pro komponentu z toku
hybnosti tedy musi platit

[p + pvm2] =0 (IX.128)

a pro komponenty y a z obdrzime
[pvzvy] =0, [ovzv,] =0. (IX.129)

Rovnice (IX.125), (IX.127), (IX.128) a (IX.129) tvofi uplny systém hra-
niénich podminek na plose nespojitosti. Z téchto podminek Ize vyvodit,
ze existuji dva typy ploch nespojitosti. Prvnim typem nespojitosti, tan-
gencialnimi nespojitostmi, pfi nichz vrstvy tekutiny po sobé ,sklouzavaji,
se viibec nebudeme zabyvat®3.

Druhy piipad je charakterizovan tim, Zze plochou nespojitosti plyn proté-
ké a rychlosti vy a ve; jsou od nuly riizné. Z podminek (IX.125) a (IX.129)
plyne, Ze

[v,] =0, [v.] =0, (IX.130)

tangencialni rychlost je spojitd na plose nespojitosti. Hustota hmotnosti,
tlak (a tedy i dalsi termodynamické veli¢iny), normdlova rychlost se méni
skokem, tyto skoky jsou uréeny uvedenymi vztahy. Rovnici (IX.127) lze
vykratit vyrazem pv, a misto v? psat v, 2 (vzhledem ke spojitostem vy a v,).
V uvazovaném piipadé maji tedy na ploSe nespojitosti hraniéni podminky
tvar

2
[ovz] =0, [%— + h] =0, [p + pvzz] =0. (IX.131)

Nespojitosti tohoto druhu se nazyvaji rdzovymi vinamsi. Razové viny vznikaji
v diisledku néhlého a intenzivniho silového pusobeni, napfiklad elektrického
vyboje, exploze i pohybu télesa nadzvukovou rychlosti (blesku, $picky bice,
tryskového letadlo). Toto piusobeni muZe vyvolat rdzovou vlnu okamzité
anebo uvést kontinuum do takového pohybu, Ze se v ném razova vlna po
kratké dobé utvori. Rédzové viny se dnes mnohostranné vyuzivaji v praxi,
napiiklad v lékaistvi.

%3 Tyto nespojitosti jsou dosud teoreticky i experimentdlné malo prozkoumany.
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Vzhledem ke spojitosti te¢né slozky rychlosti na rdzové viné miZeme
vybrat takovou vztaznou soustavu, ve které je tato slozka rovna nule. Déle
budeme piedpoklddat, ze plyn protékd z oblasti 1 (z < 0) do oblasti 2
(z > 0). Misto normalové komponenty v, lze pak prosté psit v a podminky
(IX.131) maji tvar

p1V1 = pv2 =7 ,

pL+pul=py+ pav2?

2 2
hi + % = hy + ’% , (IX.132)
kde j zna¢i hustotu toku plynu plochou nespojitosti. Zavedeme-li specifické

objemy . .
Vo=—, (IX.133)

o’ P2
z druhé rovnice (IX.132) obdrzime

i =

2 __P2—D1
= . I1X.134
=y, ( )

Tento vzorec spolu s prvnimi rovnicemi (IX.132) pfepsanymi jako
v =3V, vy =jV3 (IX.135)

vaze rychlosti pohybujiciho se plynu s tlakem a hustotou plynu vzdy na
obou strandch plochy nespojitosti. V dalsi ¢4sti si budeme viimat pouze

redlné mozné situace, kdy
p2>p1, (IX.136)

Vi> Vs, (IX.137)

tj. plyn prosly plochou nespojitosti se stava hustsim a je v ném vétsi tlak.
ZapiSme nyni tieti rovnici (IX.132) ve tvaru

2y 2 '2v2
hy + 2 ;/1 =hy + 2 T (IX.138)
Dosadime-li sem za j2 z (IX.134), obdrzime
1 1 1
—hy == (py— —+—=]. .
b=ty =3 (2= 1) (2 + =) (X 139)
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Tento vztah nazjvany Hugeniotovou-Rankinovou adiabatou (rédzovou adia-
batou) uréuje vztah mezi py, p2 pii zadanych p1, p1.

Spolu s jingmi termodynamickymi veli¢inami je v rdzové vIné nespojita
i hustota entropie s. Vzhledem k zdkonu ristu entropie miiZe entropie plynu
pfi uvaZovaném pohybu pouze vzrustat. Entropie plynu sz, ktery prosel
rézovou vlnou, musi byt vétsi nez entropie s; tohoto plynu pred prichodem

s3> 81 (IX.140)

S uvézenim empirického poznatku, Ze adiabaticka stlacitelnost latek vidy

kles4 s rostoucim tlakem, tj.
o’V
— ] >0, IX.141
( 8p2 )S ( )

lze podrobnéjsim rozborem odvodit, ze musi, vedle (IX.136) a (IX.137),
platit nerovnosti
vy >c1, vg < Cg, (IX.142)

v > U2, (IX.143)

kde c1, ¢z jsou rychlosti zvuku na obou stranich plochy nespojitosti. Vidime,
7e vuci plynu v oblasti 1, ktery dosud neprodel rdzovou vlnou, se plocha
nespojitosti pohybuje nadzvukovou rychlosti.

K riistu entropie v razovych vlndch dochdzi disipaci energie v tenkych vr-
stvach plynu, v nichz se odehravaji rychlé zmény hodnot fyzikdlnich veli¢in
a které fakticky tvofi rdzovou vlnu.

Nyni si struéné v§imneme rdzovych vln v idedlnich plynech. Pomér teplot
na obou strandch plochy nespojitosti ziskdme ze stavové rovnice idedlniho
plynu jako

L _pVe

i mWi
Déle pomér specifickych objemi lze ziskat z Hugeniotovy-Rankinovy adia-
baty (IX.139), vypoéteme-li entalpii h idedlniho plynu z jeji definice a ze
stavové rovnice jako

(IX.144)

h=e+‘§=——. (IX.145)

Dostaneme tak
Vo _ (@+)pi+(y—1p2

Vi (=Dpi+(r+1)p2
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a tedy

Z’g___@[(vﬂ)pﬁ('r—l)pz] _ (IX.147)
i ply=-1)pr+(r+1)p
Pomér rychlosti v; a vy je podle (IX.135) stejny jako pomér specifickych
objemi.

Pro rézové viny velké intenzity plati

P2 > — i p1- (IX.148)
Bude pak v .

7: = Z_; - %ﬁ (IX.149)
: L_y-1p (IX.150)

T y+1lp

Pomér T3 /T; tedy neomezené roste spolu s pomérem po /p1, zatimco pomér
hustot hmotnosti se bliz{ ke konstanté. Napiiklad pro jednoatomovy idealni
plyn v = 5/3, bude

p2=4p1, ve = (IX.151)
a pro dvouatomovy plyn, kdy v = 7/5, plati
p2 = 6p1 vy = ’;—1 . (IX.152)

IX.10 Priklady

1. Urcete tvar povrchu nestlacitelné kapaliny nachizejici se v gravita¢nim
poli ve valcové nidobé. Nidoba nechf rotuje kolem své osy konstantni
uhlovou rychlosti 2.
Reseni: Osu vélce oznaéme z, pak plati v; = —2y, v, = 2z, v, =0
a Eulerovy rovnice jsou
1 0p 0% 10p 1 0p

2 - - - = = . .
z{2 = e 7 23y’ paz+g (IX.153)

Obecny integral téchto rovnic mizZeme psit ve tvaru

P_Llpa(e, 2)_
p_2.(2 (z +y) gz + konst . (IX.154)
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Na povrchu vody zfejmé plati p = konst, takZe hledana plocha je parabo-
loidem

z= % (m2 + y2) . (IX.155)

ey

2. Ideéalni nestladitelnd tekutina necht staciondrné proudi horizontalni
trubkou proménného piiéného prifezu . Odvod'te vztah

2 2
p2=p1+ -val l:l - (—q—l> ] . (IX.156)

02
Reseni: Rovnice kontinuity pro staciondrni proudéni dava

—pv101 + pv2o2 =0,

odtud
a—— (9l> . (IX.157)
o2
Z Bernoulliho rovnice (IX.61) ziskdme
2 2
L o P2 V2 (IX.158)

P 2 p 2
odkud jiz plyne hledany vztah.

Piiklady k samostatnému feSeni

1. Odvod’te barometrickou formuli pro izotermickou rovnovahu idedlniho
plynu v homogennim gravitaénim poli

_ ( 00 )
P=Dpo€Xp | ——gz| .
Do

2. Odvod'te vztah mezi absolutni teplotou T" a vys§kou z v homogennim
gravitatnim poli, fidi-1i se plyn v rovnovaze polytropni stavovou rovnici

v~

233



X VAZKE TEKUTINY

Redlné tekutiny za pohybu s nenulovym tenzorem rychlosti deformace vidy projevuji jisté
vnitini tfeni (vazkost). Tim se jejich vlastnosti ¢asto podstatné méni ve srovnani s tim,
co piedvida teorie idedlni tekutiny.

Z piedpokladu izotropie tekutiny odvozujeme piidavny élen odpovidajici vazkosti te-
kutiny ve vyrazu pro tenzor napéti. S jeho pomoci odvodime Navierovy-Stokesovy rovnice
pro pohyb wazké tekutiny. Zabyvime se termodynamikou vazkych tekutin. Poté fesime
dlohu protékani vazké nestlagitelné tekutiny valcovou trubici a upozoriiujeme na jev tur-
bulence, ktery podstatné komplikuje feSeni hydrodynamickych rovnic. Uvadime elementy
teorie podobnosti, kterd umoziiuje modelovani hydrodynamickych situaci ve zménéném
prostorovém a ¢asovém méfitku. Nakonec se zabyvame vlivem vazkosti na obtékanf téles.

X.1 Nedostatky teorie idealni tekutiny

Porovnédme-li vysledky teorie idedlni tekutiny s realitou, zjistujeme jiz u vel-
mi jednoduchych a béznych jevi zdsadni rozpory. Diive jsme se napiiklad
seznamili s d’Alembertovym paradoxem a s vétou o zachovani cirkulace. Je
vsak zfejmé, Ze skutecnd tekutina klade pohybu télesa jisty odpor a ze viry,
které jsou v ni vyvoldny, se po ¢ase rozptyli a zaniknou.

Z Bernoulliho rovnice vyplyvé, Ze tlak ve vodorovné trubici konstantniho
prufezu, kterou protékd ideélni tekutina, je konstantni. Jednoduchymi po-
kusy se prokaze, Ze podél proudu tlak ve skutecné tekutiné linesdrné kless.

Tyto a jiné priklady ukazuji, Ze idedlni tekutina mize slouzit jen jako
velmi hrubd idealizace tekutiny skutetné a 7e tato teorie nemuze byt zk-
ladem pro feSeni vétsiny praktickych problémi.

Nedostatkem Eulerovych rovnic z hlediska jejich korespondence s reali-
tou je jejich invariance vi¢i zdméné sméru éasu, zminéna jiz v IX.1. Reka
tvofend idedlni tekutinou by mohla setrva¢nosti vytéci do stejné vysokého
kopce, s jakého stekla. Vratnost proudéni ideélni tekutiny je zptsobena tim,
ze volbou tenzoru napéti ve tvaru (IX.1) jsme zanedbali sily tieni (tj. smy-
kova napéti). Aby se teorie podstatné pfiblizila skuteénym vlastnostem te-
kutin, je tfeba doplnit témito silami pravou stranu rovnic (IX.6) - (IX.9).
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X.2 Tenzor napéti vazké tekutiny

Budeme proto nyni pfedpokladat tenzor napéti ve tvaru
Tij = —pbij + Tij+ , (X.1)

kde 7;;7 je st tenzoru napéti, popisujici sily tfeni ve vazké tekutiné.
Veli¢iny 7;;1 jsou zfejmé rovny nule, pokud je tekutina v klidu anebo se po-
hybuje transla¢nim a rotaénim pohybem jako tuhé téleso, takZe nedochdzi
k vzdjemnému posunu mezi jejimi ¢dstmi.

Jak jiz vime, deformaéni ¢ast rychlostniho pole popisuje tenzor rych-
losti deformace. Lze tedy ocekavat, ze Tij+ bude zaviset na komponentich
tenzoru rychlosti deformace, tj. Ze bude

Tij+ = Tij+ (k1) - (X.2)

Pfitom pro nulovou hodnotu 7y je 'r,-j+ = 0. MuZeme proto rozvinout
z4vislost (X.2) do Taylorovy fady, kterd zafind linedrnim clenem. Pied-
pokladejme, Ze se 1ze omezit na tento €len. To znamen4, Ze plati

Ti; T = Cijki Mt (X.3)

kde Cjjx pfedstavuji komponenty tenzoru 4. fddu (protoze 7357 1 Mg pred-
stavuji komponenty tenzoru). Vzhledem k symetrii 7;;* plati

Cijkt = Cjini (X.4)
a vzhledem k symetrii 7, 1ze pfedpokladat i
Cijri = Cijik (X.5)

(vzhledem k symetrii 7 antisymetrickd ¢dst C;jr v indexech k, [ neov-
liviiuje tenzor napéti).

Vzhledem k izotropii (ekvivalenci sméri) v tekutiné musi byt vztah mezi
tenzory 7;;1 a ny stejny ve viech kartézskych systémech soufadnic. Stojime
tedy pfed formalné zcela analogickym problémem, jakym jsme se jiz zabyvali
v VIIL 2. Proto muZeme pievzit i feSeni a tenzor Cjjx; bude mit tvar

Cijrl = Mij0x1 + 1 (6ik 051 + 616jk) - (X.6)

Ulohu vyjadfeni vazkych sil v tekutinach se tak podafilo zredukovat na
uréeni dvou neznamych veli¢in A, u, které nazyvame koeficienty vazkosti. Ve-
likosti téchto koeficientu by bylo mozné v principu urcit z mikroskopického
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slozeni tekutiny. V rdmci fenomenologické hydrodynamiky se musime spoko-
Jit s jejich uréenim empirickym. Vazké koeficienty obecné zaviseji na hustoté
a teploté tekutiny vztahy

)\—_-)\(,T), p=ppT), (X.7)

jejichz konkrétni podobu uréujeme rovnéz z experimentu. Vzhledem k tomu
jsou A a u obecné funkcemi prostorovych soufadnic a ¢asu. Casto se viak
setkdvame s piipady, kdy se hustota a teplota tekutin méni jen v takovém
rozmezi, Ze muizZeme koeficienty A a u povazovat za konstanty.

Po dosazeni konkrétniho tvaru 7y, do (X.3) muZeme psét

. ov; Ov;
Tij+ = AMgrdij + 2un;; = Adiv v 0ij + p (ax; + 3:1:],) . (X.8)

Nékdy je vyhodné pouzit rozkladu na ¢ist Cisté dilataéni a East Gisté smy-
kovou (prvni clen je diagonélni, stopa druhého je rovna nule)

Tyt = ()\ + gu) div v d;; + p (g—;; g—z - -;— div v éij) . (X.9)
V nestlacitelné tekutiné je prvni ¢len obou rozkladii (X.8) i (X.9) roven nule.
Vystatime zde proto s jedinym koeficientem vazkosti y.

Aby nedoslo k nedorozuméni, poznamenejme, e tlak P po&itany podle
obecného vzorce P = —7;xn;n; uvedeného v VIL.8 se pro vazkou tekutinu
obecné nerovna, veli¢iné p vystupujici v (X.1). Veli¢ina p m4 proto vyznam
nikoliv skute¢ného tlaku v tekuting, ale tlaku uréeného stavovou rovnici

bp=p (P, e) ) (XlO)

jaky by byl v tekutiné o téze hustoté hmotnosti i vnitini energie p¥i nulovém
tenzoru rychlosti deformace, tj. v lokdlné rovnovézném stavu bez nevratnych
procesu.

Rovnéz u termodynamickych veliéin a empirickych koeficientti muze
vzniknout otdzka, nakolik lze pfevzit vztahy a zdvislosti zjisténé v rdmci
rovnovazné termodynamiky do oblasti disipativnich procesi. Tento problém
je velmi slozity a nebudeme se jim zde zabyvat.
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X.3 Navierovy-Stokesovy rovnice

Nyni miizeme béZnym postupem vypocitat hustotu sily zpusobenou vazkosti
tekutiny. Dosazenim (X.8) do (VIL.122) dostaneme pro komponenty této
sily

1
;= p [N+ 1) vjgi + pvigs + Xavjj + p5 (vig + v50)] - (X.11)

Za predpokladu, Ze vazké koeficienty lze povazovat za konstantni, zjednodusi
se hustota sily na tvar

$ = % (A + ) grad div v + %Av . (X.12)

V pro praxi dilezitém pfipadé nestlagitelné tekutiny, kdy dive = 0, prvni
¢len na pravé strané vypadne a pohybové rovnice pro piipad vazké ne-
stla¢itelné tekutiny (VII.167) mizeme proto zapsat ve tvaru

dv _Ov

_0v 1 9 _ v 1
a—t—_—a—t+(vV)v—6t+—2—gradv —vxrotv=f+=Av——gradp.
(X.13)

Tyto rovnice se nazyvaji rovnice Navierovy-Stokesovy. PovSimnéme si, zZe
oproti Eulerovym rovnicim pridany vazky ¢len rusf invarianci rovnic vzhle-
dem k z&méné sméru ¢asu (na rozdil od ostatnich ¢lent mén{ znaménko pri
zdméné t — —t,v — —v).

Podobné jako Eulerovy rovnice mohou byt i rovnice Navierovy-Stokeso-
vy za jistych pfedpokladii pfepsdny na tvar obsahujici pouze rychlost a ur-
¢ujici tedy kinematiku proudéni. Maji-li objemové sily pusobici na tekutinu
potencial, tj. je-li

f=-gradU, (X.14)

vyuzijeme toho, Ze rotace gradientu je rovna nule, a aplikujeme na obé
strany (X.13) operaci rot. Tak dostaneme ¢isté kinematické rovnice

on

— —rot (v x 2) = Ean , kde 2 =rotwv. (X.15)

ot p
I kdyZ jde o Sest rovnic pro Sest nezndmych, nestaéi k tiplnému urceni po-
hybu, protoze zad4ni potate¢nich hodnot v, 2 urtuje pouze Casovou zménu
rotace rychlostniho pole a nefikd nic o chovéni jeho divergence. Proto je
tfeba vyuzit i rovnice kontinuity vyplyvajici z nestlagitelnosti tekutiny

dive=0. (X.16)
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PovSimnéme si jesté okrajovych podminek k Navierovym-Stokesovym
rovnicim. Nejcastéji se zabyvdme tekutinou proudici mezi pevnymi sténami.
U vazké tekutiny dochédzi v disledku tfeni k zastaveni tekutiny u stény
a okrajovd podminka (IX.91) platnd v idedlni tekutiné je tedy nahrazena
silnéjsi podminkou

v=0 (X.17)
platnou v misté dotyku tekutiny s nehybnou sténou. V piipads, Ze se sténa
pohybuje, je rychlost vazké tekutiny na sténé rovna rychlosti stény ve styé-
ném bode.

X.4 Termodynamika vazkych tekutin

U vazké nestlacitelné tekutiny staci Navierovy-Stokesovy rovnice spolu s rov-
nici kontinuity k uréeni rychlostniho pole a tlaku v tekutiné. I v tomto
pfipadé vSak muze byt dalezité znat rozlozeni termodynamickych velicin v
tekuting. V obecnéjsim pfipadé pak termodynamické procesy ovliviuji i ki-
nematiku proudéni a rozlozeni tlaku v tekutiné. Najdéme proto konkrétni
podobu rovnice pro vniténi energii (VII.168) a rovnice pro entropii (VIL.169).
Pro tepelny tok budeme piredpokladat

qg=—kgrad T, (X.18)

kde k > 0, tj. teplo ,tete“ proti sméru gradientu teploty. Pro koeficient
tepelné vodivosti k se predpokldda zavislost

k=k (pa T) ) (Xlg)

konkrétni tvar zdvislosti se najde z experimentu.
Vyjdeme z rovnice (VIL.147) pro zménu vnitini energie, do niz dosadime
(X.1), (X.8) a (X.18). Dostaneme tak

de . . \2 Ov; Ov; | Ov; Ovj .
de _ _ ov; v kgrad T) .
P pdivo + A(divv)  +u <8$j 5, T 3z, o, +div (k grad T)
(X.20)
UzZijeme-li termodynamického vztahu® (IX.33)
de = Tds + fidp (X.21)

4 Mohlo by se namitnout, Ze tento vztah plati jen v rdmci rovnovézné termodynamiky,
pozor vSak na text spojeny se vzorcem (X.10).
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a rovnice kontinuity (VIL.166)

%% =—pdivy, (X.22)

dostaneme dosazenim téchto vztaha do (X.20)

ds . 92 dv; Ov;  Ov; Ov; .
e — 4+ + T X.2
oT 5 A(div o) +p ( 3z, 9z; T oz, 8:c¢> div(kgrad T) , (X.23)

coz je rovnice (VIL.169) pro entropii, v niz je disipativni funkce uréena jako

ov; Ov;  Ov; ?ﬁ ) (X.24)

D=Xdive)+p|— —+

(div v)”+p (axj oz; | 0z; O
a v nestlagitelné tekutiné se v dusledku (X.16) redukuje na druhy ¢len. Di-
sipativni funkci je mozné vyjadfit také pomoci tenzoru rychlosti deformace

D = X(mis)” + 2umishik - (X.25)

Protoze podle druhé véty termodynamické nemuze byt disipativni funkce
zapornd, musi pro koeficienty vazkosti platit

A>0, p>0. (X.26)

Vsimnéme si, Ze pro nestladitelnou tekutinu v klidu dostdvime z (X.20)
rovnici vedeni tepla v této tekutiné. Za pfedpokladu, Ze koeficient tepelné
vodivosti k a tepelnou kapacitu Cy lze v uvazovaném rozmezi teplot a tlaki
povazovat za konstantni, je tato rovnice ve tvaru

pCy %T{ = kAT . (X.27)

X.5 Proudéni trubici. Hagentv—Poiseuilletiv zakon

Zminili jsme se jiZ o tom, Ze feSeni Eulerovych rovnic je komplikovéno jejich
nelinearitou. U vazkych tekutin pfindsi dalsi komplikaci ¢len odpovidajici
vazkosti, ktery obsahuje druhé derivace rychlostniho pole podle soufadnic
a zvySuje tak fadd rovnic. Neni proto divu, Ze jejich analytické feSeni se
podaii nalézt jen v nejjednodussich pripadech.

Velmi prostym, ale prakticky dulezitym pfipadem proudéni vazké ne-
stlagitelné tekutiny je jeji protékani vélcovou trubici. Necht délka trubice
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je I, polomér R a tlakovy rozdil na po¢tku a na konci trubice (tj. pietlak,
Jimz je tekutina do trubice vhanéna) €ini dp.

Polozme osu kartézského systému z do osy trubice a zaved'me véalcové
soufadnice r, ¢, z. Pfedpokladejme, Ze rychlostni pole m4 osovou symetrii
a je rovnob&Zné s osou trubice. Uvdzime-li jesté rovnici kontinuity a sta-
ciondrnost proudéni, znamend to, ze rychlostni pole ma kartézské slozky

v=(0,0,v(r), (X.28)

takze se tiloha redukuje na uréen{ jediné nezndmé funkce v (r). Uzijeme ,ki-
nematického“ tvaru Navierovych-Stokesovych rovnic (X.15), které se vzhle-
dem k nulovému zrychleni tekutiny redukuji na

Arotv=0. (X.29)

Pole rot v md kartézské slozky

dv dv |,
rot v = ((—1; CoS p, — - sing ,O) (X.30)

a prepisem napiiklad prvni slozky (X.29) do valcovych soufadnic dostdvime

(1 d?v &Bv 1 dv

;& m*&a)ww:o' (X.31)

Plati tedy rovnice

!
(wh+1w) —0, (X.32)

r
kde jsme ¢arkou oznadili derivaci podle 7. Troji integraci dostdvame

v=Ar’+Blnr +C. (X.33)
Pro urceni integragnich konstant uZijeme okrajovych podminek
v(r)=0, v(0)=V (X.34)

(druhd podminka vyjadiuje, Ze rychlost na ose trubice m4, jistou koneénou
hodnotu). Z téchto podminek vyplyva

v = %2' (R2 - 7'2) . (X.35)

Vzhledem ke kvadratické zdvislosti rychlosti na vzdalenosti od stiedu tru-
bice mluvime o parabolickém zdkonu, viz obr. 19.

240



Obr. 19: Parabolicky profil rychlosti. Na obrazku je osovy fez trubici protékanou vazkou
tekutinou a rychlostni pole v tomto fezu.

Zajimame-li se i o rozlozeni tlaki, je nutné uzit Navierovych-Stokeso-
vych rovnic ve tvaru (X.13). Objemové sily f budeme poklddat za nulové
(v dostatecné tenké vodorovné trubici je vliv gravitace zanedbatelny). Pak
mame

grad p = pAv (X.36)

a vypoéteme-li pravou stranu této rovnice uzitim (X.35), zjistime, Ze
z
p=po—bpy, (X.37)

pri¢emz
op _ 4uV
!~ R?°
Vyuzitim vztahi (X.35) a (X.38) muzeme nyni vypocitat pritok trubici za
jednotku ¢asu

(X.38)

R
)
Q= /v (r) 2mrdr = & TpR4 . (X.39)
0

Tento vztah se nazyva zdkon Hagenuv—-Poiseuilledv. Vypoétéme jesté stied-
ni rychlost tekutiny v trubici. Je

Q v

7=
tj. stfedni rychlost tekutiny je rovna poloviné rychlosti na ose.

Platnost vztahi (X.35) az (X.38) se vSak experimentalné potvrzuje pou-
ze v jistém oboru parametru. Pfedpokladejme napfiiklad, Ze prostiednictvim
zmény pietlaku dp ménime maximalni rychlost proudéni V. Pak pfi malych
hodnotach této rychlosti odpovidad rozloZeni rychlostniho pole parabolic-
kému zdkonu (X.35). Mluvime o lamindrnim (tj. vrstevnatém) proudéni,
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ponévadz jednotlivé vrstvy tekutiny o danych vzdélenostech od osy se spolu
nemisi, trajektorie ¢astic jsou rovnobézné s osou trubice.

Po pfekroceni jisté kritické hodnoty rychlosti se viak charakter proudéni
nahle zméni. Trajektorie ¢dstic se zatnou chaoticky proplétat, takze teku-
tina se rychle misi. Diive odvozené vztahy pro lamindrni proudéni ztriceji
platnost. Novy typ proudéni se nazyva proudéni turbulentni. Experiment
ukazuje, Ze stejného efektu dosahneme také zvétdovanim rozméru trubice ¢i
hustoty tekutiny anebo sniZzovanim jeji vazkosti.

X.6 Turbulentni proudéni

Vznik turbulentniho proudéni neznamend, ze by Navierovy—Stokesovy rov-
nice prestaly platit. Svédéi pouze o tom, ze jejich jednoduché feseni, vyja-
dfené parabolickym zdkonem, piestalo byt stabilni vzhledem k porucham,
které se v tekutiné vyskytuji v dusledku malych odchylek po¢atecnich i ok-
rajovych podminek od idedlni symetrie.

Nestabilita feSeni znamend, ze pfi malé zméné v poéatecnich a okra-
Jovych podminkach se feSeni zméni podstatné. Setkdvame se jak s nestabi-
litou vii¢i poruchdm pfesahujicim jistou minimalni mez — v tom piipadé je
uvazované reSeni metastabilni, tak i s absolutni nestabilitou viéi libovolné
malym poruchdm. Je zfejmé, ze absolutné nestabilni feSeni ma Cisté mate-
maticky charakter a nemiize odpovidat realité. Metastabilni feSeni se muze
realizovat jen tehdy, je-li zaruéeno, ze poruchy budou dostateéné malé.

Vidime tedy, Ze pro teoretické posouzeni reality feSeni nestaci znét toto
FeSeni samo, ale je tieba zkoumat jeho postaveni v celé mnoziné feSeni. To je
ovsem uloha mnohem obti{Znéjsi nez nalezeni jistého konkrétniho feseni a ne-
ni divu, Ze nemuze byt (alespon za soucasné tirovné matematiky) zpravidla
rozieSena v celé obecnosti. Tak je tomu i v pfipadé proudéni vazkych tekutin.

Vyli€eny vznik turbulence ve valcovych trubicich je jen specidlnim pfi-
padem jevu mnohem obecnéjsiho. Také pfi proudéni mezi sténami nejriz-
né&jsiho typu anebo pfi obtékani téles dochdzi pfi rustu délkovych rozméri,
rychlosti a hustot a pfi klesdni vazkosti ke vzniku turbulence, tj. k pfeméné
uspofddaného a v pfipadé vnéjsi symetrie této symetrii odpovidajiciho la-
mindrniho proudéni v chaotické proudéni turbulentni. S turbulenci se setks-
vame v Sirokém rejstiiku jevu jak v pfirodé, tak i v lidské praxi. Je dulezitd
v technickych zafizenich (mosty, turbiny, letadla), v biologickych systémech
(krevni obéh), v atmosférickych dgjich (ptedvidani pocasi) i v situacich as-
trofyzikdlnich a kosmologickych (vyvoj hvézd, rand stadia vesmiru).
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U problémi tohoto typu nejde zfejmé o nalezeni konkrétniho chaotického
feSeni, které ma v mnohém ndhodny charakter, ale o zji§téni statistickych
vlastnosti mnoziny feSeni, které jediné mohou byt experimentdlné ovéfeny.

Nemuzeme se zde témito otdzkami zabyvat podrobné&ji. Nékteré knihy
o jevu chaosu uviddime v seznamu literatury. My se omezime na vyklad
zdkladni myslenky, které se pouziva pro studium turbulence ve vazké nestla-
Citelné tekutiné. Pfedpokldddme, Ze v turbulentnim proudu tlak i rychlost
kolisaji okolo jistych stfednich hodnot, takze lze psat

v=T+v", p=D+p", (X.41)

piicemz stfedni hodnoty pulzaénich slozek v *, p* jsou nulové. Provedeme
stfedovani Navierovych-Stokesovych rovnic, které vyuZitim rovnice konti-
nuity pfepiSseme do tvaru

' 10p p

— 4+ (vv;) ;= fi— — =— + =Av; . X.42
(vivy) ;= fi= 5 5o+ vy (X.42)
V linedrnich ¢lenech stagi pfi stfedovani nahradit okamzité hodnoty hodno-
tami stfednimi. Pro kvadraticky vyraz v;v; plati (vyuzitim (X.41))

T;0; = (U; + v;*) (’Uj +v;*) = 095 + vi*v* . (X.43)
Vystfedované Navierovy—Stokesovy rovnice jsou tedy
do; 1 dp u

= 9 T
—d_t—_fi—p oz, +;A’Uz—*8;;(’uz vE*) . (X.44)

Tyto rovnice se nazyvaji rovnice Reynoldsovy.

Porovnanim s obecnymi rovnicemi pro pohyb kontinua tedy vidime, Ze
vliv turbulence na stfedni hodnoty hydrodynamickych veli¢in je ekvivalentni
zavedeni nového efektivniho tenzoru napéti

Tij = —pUitu;F . (X.45)

Z matematického hlediska to znamend, Zze v Reynoldsovych rovnicich je
oproti rovnicim Navierovym-Stokesovym zvySen poéet nezndmych o 6 slozek
symetrického tenzorového pole (X.45). Aby bylo mozné rovnice rozfesit, je
tedy tfeba dodatetné hypotézy o souvislosti 7;;* se stfednimi hodnotami
hydrodynamickych veli¢in. Casto se postupuje tak, Ze se v analogii s tvarem
tenzoru vazkych napéti 7;; 7 postuluje

Ti5" = peurb (0ij + 5,) (X.46)
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takze jiz zbyva jedind neurcend veliina, koeficient turbulentni vazkosti
Hiurb. O zavislosti tohoto koeficientu na poli stfednich rychlosti jsou opét
¢inény ruzné hypotézy. Pro ilustraci uved me hypotézu Prandtlovu — podle

ni je

fearb = PU*/TikTlik (X.47)
kde 7; je tenzor rychlosti deformace urceny ze stiednich rychlosti a [ udava
tzv. sméSovaci délku, o niz se pfedpoklddd, ze je imérnd vzdélenosti d
daného bodu tekutiny od stén, tj.

| =kd, (X.48)

pficemz bezrozmérna konstanta x se uri empiricky. I kdyZz pro tuto hy-
potézu lze uvést jisté duvody, je ziejmé, ze vysledky o ni se opirajici maji
daleko k vyvozeni ,z prvnich principu®, které je idedlem teoretické fyziky.
Existuje také fada dalsich hypotéz umoziujicich fesit Reynoldsovy rovnice.
Lze rici, Ze uzitim riznych hypotéz dospivame pii jejich praktické aplikaci
¢asto k podobnym vysledkiim, které skuteénost dosti dobfe potvrzuje.

X.7 Teorie podobnosti

Obtiznost ¢i nemoznost matematického feSeni tloh dynamiky vazkych te-
kutin vede k tomu, Ze jsme ¢asto odkazani na zmensené modely, na nichz
studujeme pribéh proudéni experimentdlné a ziskané vysledky prendsime
na situaci, jez nds puvodné zajimala. To ovéem neznamend, Ze by se teorie
stavala zbyte¢nou, protoze jediné teorie ndm umozni zavéry ziskané na mo-
delu pienést spravné. Pfirodni zdkony nejsou totiZ invariantni viéi zdméné
méfitka a nelze se proto omezit na trividlni nadsobeni ziskanych dat.
Modelovanim hydrodynamickych a aerodynamickych jevu se zabyva te-
orie podobnosti. Stejné jako diive, se pfi jejim vykladu omezime na nékteré
zdkladni vysledky a myslenky. Zajimejme se o kinematickou stranku prou-
déni vazké nestlaéitelné tekutiny, tj. o rovnici
O ot (2xv)=2An. (X.49)
ot p
Méjme jistou hydrodynamickou situaci, kterou chceme modelovat. Necht
Je charakterizovdna délkovym rozmérem L a rychlosti V (charakteristicka
délka a rychlost). U problému proudéni vélcovou trubici mizeme volit za
tuto délku primér trubice a rychlost proudéni na ose, v pfipadé obtékani
télesa néktery z jeho rozméru a rychlost proudu v dostateéné vzdalenosti

244



od télesa. Zavedme nyni nové jednotky vzdalenosti a ¢asu tak, aby v nich
byla charakteristickd délka i rychlost rovny jedné. Toho zfejmé dosdhneme
zavedenim novych proménnych ', v’ tak, Ze

r=r'L, v=0v'V. (X.50)

Méjme nyni model zkoumané situace, tj. geometricky podobné uspofi-
déni obtékanych stén a téles. Tento model je opét charakterizovan jistymi
hodnotami L a V. Provedenim transformaci (X.50) ddme i témto veli¢indm
jednotkovou velikost.

V proménnych ', v’ je tedy ve viech modelech stejné (jednotkova) délka
L irychlost V. Nazorné lze Fici, ze nato¢ime-li d&j probihajici v riznych mo-
delech na film a zménime méfitko obrazu a tempo promiténi podle (X.50),
mame nadéji, ze uvidime ve vSech pfipadech totéz. Neni vSak zaruceno, ze
bude stejné vypadat i celé rychlostni pole v tekutiné. K tomu je nutné, aby
po piepisu Navierovych-Stokesovych rovnic do ¢drkovanych proménnych
byly tyto rovnice ve vSech modelech identické. Provedme tento pfepis. Je
zfejmé

o V8 1, 1,
%=L o7’ rot—frot, A—ﬁA,
2 =rotv= % rot' v' = % n' (X.51)
a dosazenim do rovnic (X.49) je tak pfevedeme na tvar
' p
+rot’ (2" xv')=—=A'1". (X.52)

ot pLV

Kinematické Navierovy—Stokesovy rovnice maji tedy stejny tvar, je-li stejnd
hodnota bezrozmérné veliciny

_pLV
o

R (X.53)

vvvvv ’

Tato veli¢ina se nazyva Reynoldsovo ¢islo a je nejdulezitéjsi ze vSech para-
metri podobnosti. Pfi jeji rovnosti v riznych modelech si budou proudéni
geometricky i kinematicky podobné; napfiklad k pfeméné lamindrniho prou-
déni v turbulentni bude dochézet pfi jisté kritické hodnoté Reynoldsova
¢isla. U proudéni valcovou trubici, kde volime L = 2r, V = wpax, bylo
experimentalné zjisténo, Ze kritickd hodnota €ini asi 2200. Tato hodnota
viak neni prahem absolutni nestability laminarniho proudéni. Odstranénim
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zdroju malych poruch v poédtecnich a okrajovych podminkich je moZné
udrzet existenci lamindrniho proudéni i pfi mnohem vyssich hodnotach Rey-
noldsova ¢&isla.

Pokud nés zajimé nejen kinematickd stranka proudéni, ale i tlakové
poméry v homogennim gravitaénim poli o intenzité g, stavd se dalsim po-
dobnostnim parametrem Froudého éislo V/Lg. V ptipadé proudéni v si-
tuaci, kterd se vyznacuje vnéjsi periodicitou s charakteristickym Gasem T
(napfiklad otoceni vrtule), je podobnostnim parametrem Strouhalovo éislo
VT/L. Existuji jesté dalsi podobnostni parametry. V celé své &ifi je teo-
rie podobnosti velmi komplikovand a musime zde opét ¢tenire odkazat na
specidlni literaturu.

X.8 Obtékani téles vazkou tekutinou

Zabyvali jsme se jiz obtékdnim téles idedlni tekutinou a konstatovali jsme, Ze
mize odpovidat realité jen pfiblizné. UkdZeme si nyni alespon v hrubych ry-
sech, co nového pfinasi pro tento problém pouziti Navierovych—Stokesovych
rovnic. Je zfejmé, Ze problém obtékani ruznych téles kapalinami nebo plyny
je velmi dtlezity v technické praxi. Vzhledem ke komplikovanosti hydrody-
namickych rovnic je ovSem feSeni téchto problému velmi obtizné. SloZitost
Navierovych-Stokesovych rovnic je zpusobena ¢leny dvojiho druhu — jed-
nak nelinedrnimi vyrazy

(vV)v, Vjv;j (X.54)

jednak vazkymi ¢leny

Faw, (X.55)
0

které obsahuji druhé derivace rychlostniho pole. Jsou-li V a L charakteris-
ticka rychlost a délka, pak ¢leny (X.54) jsou fadové V?2/L, zatimco &leny
(X.55) puV/pL?. Podil &ini p/pV L, tj. je pravé roven prevricené hodnoté
Reynoldsova &isla. Lze tedy otekévat, Ze pfi malych hodnotdch Reynoldsova
¢isla Ize zjednodusit Navierovy—-Stokesovy rovnice zanedbanim nelinearnich
¢lenti (X.54). Pro staciondrni proudéni v poli potencidlnich sil (popf. mimo
vnéjsi silové pole) pak dospéjeme k rovnici

AR =0, 2 =rotv, (X.56)
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ktera je pro specialni pfipad proudéni trubici vyfeSena v X.5. Tuto rovnici
lze pfesné vytesit>® rovnéz v piipadé obtékani koule o daném poloméru a
proudem tekutiny, ktery mé v dostatecné vzdalenosti od obtékaného télesa
konstantni rychlost V.. Vzhledem k zdlouhavosti feSeni se omezime na for-
mulaci problému a uvedeni vysledku.

Uloha se fesi ve sférickych soufadnicich 7, ¢, ¥ s pocdtkem ve stfedu
koule a osou ve sméru rychlosti Voo. Lze pfedpoklddat, Zze nenulové jsou
pouze fyzikalni slozky rychlosti v,, vg. Okrajové podminky pak jsou

v =0, vy =0 pro r=a, (X.57)
v = Vo cos vy = — Vg sind pii r—o00. (X.58)

Reseni této ulohy je

vr = Vio [1 - g (g) + % (f:-ﬂ cos ¥, (X.59)

vy = —Vio [1 — % (g) _ (9)3} sind . (X.60)

Tlak p v tekutiné vychazi jako

a tetna slozka napéti piisobeného silami tfeni (fyzikalni komponenta pii-
slusné ¢4sti tenzoru napéti) na povrchu obtékané koule
3 sin?d

T:9=_§N )

Pro vyslednici sil ptisobicich na obtékanou kouli uzijeme obecného vzorce
(IX.25), coz po dosazeni(X.62) a (X.61) dava (n znacime jednotkovy vektor
orientovany proti sméru proudu)

(X.62)

m
F = n/ (=79 sin® — pcos9) 2ma®sinddy = —6mpaVe .  (X.63)
0

Tento Stokesiv vzorec odstranuje d’Alembertiiv paradox, s nimZ jsme se
setkali pfi obtékani télesa idedlni tekutinou. Povsimnéme si, Ze sila F' ma
pivod jak ve vazkém tfeni, tak i v poklesu tlaku podél proudu.

%5 Rozdil je ovéem v tom, Ze v piipadé proudéni trubici byly nelinedrni ¢leny pfesné rovny
nule, zatimco zde je zanedbdvame, tj. pfedpokldddame, Ze dané proudéni je pomalé.
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Naopak pfi vysokych hodnotdch Reynoldsova éisla se stavaji zanedba-
telnymi vazké ¢leny. Zdalo by se proto, ze muZeme piejit k teorii ideilni
tekutiny. Tak tomu vSak neni, protoze hrani¢ni podminky (X.17) se zdsadné
lisf od hrani¢nich podminek idedlni tekutiny (IX.92). Vznik turbulence je
v podstaté pravé dusledkem nartstajiciho rozporu mezi idedlnim proudénim
volné tekutiny a velkymi silami tfeni u stén.

Pfi vysokych hodnotach Reynoldsova &isla jsou tedy Eulerovy rovnice
nepouzitelné v blizkosti obtékanych stén. S rostouci hodnotou R se oviem
vrstva, v niz vazkost nelze zanedbat, stdva velmi tenkou. Mluvime o hraniénd
(popf. mezni) vrstvé. Pii obtékéni téles se tedy casto setkdvame se situaci,
kdy proudéni je v podstaté potencidlnim proudénim ideslni tekutiny, pouze
v tenké hrani¢ni vrstvé u stén obtékaného télesa ma charakter lamingrniho
proudéni vazké tekutiny, pfi némz dochézi k zvifeni tekutiny (tj. rot v # 0).
Toto zvifeni je undSeno za téleso, kde se vytvori tzv. virova stopa. Tato stopa
se podél proudu rozsifuje a sldbne néasledkem t¥eni.

Uved'me si alespoii zdkladni vysledek teorie laminarni vrstvy. Predpokl4-
dejme, Ze jde o dvojrozmérné proudéni, pfi ném# dostateénd maly element
povrchu obtékaného télesa muze byt povazovan za rovinu, jejiz normala lezi
v roviné proudéni. Zaved'me kartézsky systém tak, aby osa y méla smér této
normaly a osa  lezela v roviné proudéni. Rychlostni pole pak nebude ziviset
na z. Pfedpoklddame-li navic, Ze proudéni je staciondrni, dostdvame z Na-
vierovych-Stokesovych rovnic (pro struénost uzivame zkriceného oznageni
pro derivace)

UgUg,z + Uylgy = _'p'p,a: + Hp‘ ('Uz,m: + 'Ufr,yy) s
1 Iz
VgVy,z + Vyly,y = “;p,y + ; (Vy,zz + Vygy) - (X.64)

Lze pfedpoklddat, Ze tekutina tece rovnobézné se sténou, tj. vy > Vy,
a Ze proudové pole i jeho derivace se méni mnohem rychleji ve sméru osy y
(od stény do proudu) nez ve sméru osy 2 (podél stény). Na zikladé tohoto
predpokladu miizeme rozdélit komponenty a derivace rychlostniho pole vy-
stupujici v (X.64) do ¢ty skupin, z nichZ kazdd obsahuje veli¢iny f4dové
vétsi nez skupina ndsledujici

Uz, Ugy, (X.65)

Uz y VUzyy, Yy, Uyy, (X'66)
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Vzzzrs Uyzxs Vyyyo (X67)

Vy,zz - (X.68)

Porovnanim obou rovnic (X.64) pak zjistujeme, ze derivace tlaku podle y je
fadové mensi nez derivace tlaku podle z. Muzeme tedy pfiblizné polozit

%:0’ tji. p=p(z) . (X.69)
To znamen4, 7e tlak se neméni podél kolmice na sténu. Tim se vysvétluje
z literatury znamy fakt, Ze vypocty obtékdni provddéné na zdkladé Eule-
rovych rovnic vedly pfi vysokych hodnotich Reynoldsova ¢isla k dobrym
vysledkiim, co se tyée rozlozeni tlakd. V prvni rovnici (X.64) ponechdme
jen ¢leny nejvyssiho fadu a dostaneme tak

1d

pdz  p
kde jsme na zakladé (X.69) nahradili parcidlni derivaci derivaci totélni. Rov-
nice (X.69) a (X.70) dopliiuje rovnice kontinuity

Ve + Vyy =0. (X.71)

P#i dalsim rastu Reynoldsova €isla se v hraniéni vrstvé i ve virové stopé
objevuji turbulentni oblasti. Chovéni turbulentniho proudéni v zdvislosti
na Reynoldsové &isle je i u jednoduchych téles velmi mnohotvarné (mize
dojit i k periodickym dé&jim ve virové stopé) a pii jeho zkoumdni jsme
vétdinou odkazani na experimentalni data. Zajimavé a dilezité je sledovani
vyslednice sily, kterou proud na téleso pusobi. Namisto této sily W je vhodné
studovat bezrozmérny parametr — tzv. koeficient odporu

w

C= >
'2—me2$

(X.72)

kde S je plocha prifezu télesa. Vzhledem k tomu, Ze proudéni je plné urceno
svym Reynoldsovym &islem, je tato veli¢ina funkei pouze R. Pro kouli v ob-
lasti platnosti Stokesova vzorce (X.63) je

_
R
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(za charakteristickou délku se bere priumér koule L = 2a, charakteristicka
rychlost V = V). Experiment4lné bylo zjisténo, e C klesa az do R =~ 5.103,
nacez opét ponékud vzroste. V intervalu R € (2.10* — 2.10%) je konstantni,
tj. sila je zde imérna druhé mocniné rychlosti. Nato dochdzi k prudkému po-
klesu koeficientu C, ktery poklesne a to az 5krat. Mluvime o krizi obtékdnd.
Tento jev je zplisoben zménou charakteru turbulence (ziZenim turbulentni
stopy). Pozdéji hodnota C opét zvolna vzriist4.

Poznamenejme, Ze podle principu relativity plati véechny vysledky uve-
dené v tomto odstavci také pro pfipad, kdy se rychlosti V, pohybuje nikoliv
tekutina, ale téleso (s tim, ze od rychlostniho pole je tfeba odeéist konstantni
vektor rychlosti V).

X.9 Priklady

1. Urcete staciondrni lamindrni proudéni nestlagitelné vazké tekutiny mezi
dvéma nekoneénymi souosymi vélci o polomérech Rj, Ry, které se otdceji
danymi thlovymi rychlostmi wi, wo.

Reseni: Zaved'me kartézskou soustavu s osou z jako osou valci a valco-
vou soustavu s touz osou. Kartézské komponenty rychlostniho pole budou
vzhledem k symetrii problému

v = (—v(r)sinp, v(r)cosyp, 0) . (X.74)

Pro uréeni zavislosti rychlosti na poloméru uZijeme Navierovych-Stoke-
sovych rovnic (X.13). K tomu budeme potfebovat vyjadieni Laplaceova
operatoru pomoci valcovych souradnic

2 2
A_lg( a) 1 # 9 X75)

== r—)+==5+.
r Or \ Or r2 9p? 022
Vzhledem k symetrii postaéi k uréeni rychlosti se zabyvat jeji slozkou z, coz
znamend, ze po provedeni vSech operaci derivovani polozime
_ T
o=

Snadno zjistime, Ze na ose y je z-ova slozka levé strany Navierovych—Stoke-
sovych rovnic rovna nule, gradient tlaku mé vzhledem k symetrii problému
smér kolmy na osu z, a je tedy

Avy =0, (X.76)
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coz vede k obyéejné diferencialni rovnici pro v (r). Pro tuto rovnici aplikaci
(X.75) na (X.74) obdrzime (¢4rka znagi derivaci podle r)

1 !
(; (rv)') ~0 (X.77)
a jeji dvoji integraci dostaneme
Cr K

Zde C, K jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek
v (Rl) = w1R1 , v (Rg) = w2R2 . (X.79)

Dostaneme tak

1

1
2 2 2 2
= R — Ry [(wlRl —woRy ) T+ - (w2 —w1) R1“Rp°| . (X.80)

v

2. Reste staciondrni proudéni vazké tekutiny mezi dvéma rovnobéznymi
rovinami. Jedna rovina se vzhledem ke druhé roviné pohybuje konstantni
rychlosti u.

Resend: Za jednu z téchto dvou rovin zvolme rovinu zz, osa z nechf md
smér rychlosti u. Viechny veli¢iny tudiz z4visi jen na soufadnici y a rychlost
tekutiny mifi ve sméru osy z.

Pro stacionarni pohyb z Navierovych-Stokesovych rovnic mame

dp d%v
@ =0, d_gﬁ =0 (X.81)
z ¢ehoz plyne
p = konst , v=ay+b. (X.82)

Okrajové a pocateéni podminky jsou dané vztahy
[U]yzo = 0 1

[v]yzh =u,

kde h je vzdalenost mezi rovinami. Proto je b = 0, u = ah,

(7]
v=1y. (X.83)



Priklady k samostatnému resSeni

1. Uréete laminarni proudéni nestlagitelné vazké tekutiny mezi nekoneénymi
rovnobéznymi sténami.

2. Urcete disipativni funkci pro proudéni odpovidajici Hagenovu—Poi-
seuilleovu zakonu. Napiste rovnici vedeni tepla pro tento pfipad.

3. Urcete stfedni turbulentni proudéni ve vilcové trubici podle Prandt-
lovy hypotézy.
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Cést C

RELATIVISTICKA MECHANIKA






XI ZAKLADNi POJMY A ZDROJE SPECIALNIi TEO-
RIE RELATIVITY

Snaha vybudovat fyziku spliiujici princip relativity byla sice vidy v souladu s experi-
mentalnimi poznatky, narazela vsak na zasadni teoretické potize. Ty se podafilo pfekonat
az radikalni pfestavbou naSich poznatki o prostoru a &ase, kterou pfinesla specidlni teorie
relativity.

Sledujeme nejprve historicky vyvoj teorie i experimentu, ktery pfivedl k formulaci
dvou zdkladnich principli, na nichZ je teorie relativity zalozena. Z téchto principd vyvo-
zujeme Lorentzovu transformaci spojujici inercidlni vztazné systémy. Probirdme zdkladni
kinematické disledky teorie relativity: kontrakci délek, dilataci ¢asu, relativisticky Dopp-
lertv jev, Thomasovu precesi. Poté se zabyvame relativistickou dynamikou a ukazujeme
modifikace, které pfindsf teorie relativity v definici hmotnosti, hybnosti a energie. Nakonec
se zabyvadme zdkonem ekvivalence hmotnosti a energie.

Xl.1 Princip relativity v predrelativistické fyzice

Kdyz 1. Newtonliv zdkon hovoii o klidu nebo rovnomérné primocarém po-
hybu, naznatuje tim moznost, Ze existuje privilegovany systém, vzhledem
k némuz maji slova klid a pohyb absolutni smysl. Takové bylo stanovisko
Newtonovo. Pfedeslal formulaci svych zdkonu pfedpoklad o existenci ab-
solutnfho prostoru, ktery zistdvd svou povahou bez vztahu k jakémukoli
vnéj§imu predmétu vidy stejny a nepohyblivy.

Podle n4zoru opirajiciho se o aristotelovskou fyziku se privilegovanost
systému spjatého se Zemi projevuje tim, Ze télesa uvedend do pohybu vzhle-
dem k Zemi se postupné zastavuji. 1. Newtonuv zdkon tuto zdkladni vlast-
nost privilegovaného systému rusi. Zastavovani téles se vysvétluje silami
tfeni, zatimco pro volny pohyb plati princip setrvacnosti — téleso nepod-
robené sildm zustdva v klidu nebo v rovnomérném a piimocarém pohybu
(rozumi se viéi Newtonovu absolutnimu prostoru). Pozorovdnim pohybiu
téles nepodrobenych sildm, popi. provedenim oprav na tyto sily, jsou-li je-
jich zdkony zndmy, je tedy mozné dospét k vztaznému systému, vzhledem
k némuz plati tvrzeni 1. Newtonova zdkona. (Pfipomeiime, Ze vztaZznym
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systémem myslime soustavu skuteénych nebo myslenych bodu, které do-
statetné husté vypliiuji prostor. V kapitolich o mechanice specidlni teorie
relativity se budeme omezovat na tuhé systémy, tj. na takové, v nichz se
vzdalenosti vztaznych bodi s ¢asem neméni.) Vztazny systém o této vlast-
nosti nazveme inercidinim.

Thned ovSem vidime, 7Ze na rozdil od situace, jaka byla v antické fyzice,
Newtonuv princip setrva¢nosti necharakterizuje vlastnosti privilegovaného
systému natolik, aby tento systém mohl byt jednozna¢né urcéen. Tento prin-
cip plati také ve vSech systémech, které se vii¢i puvodné zvolenému systému
pohybuji rovnomérné a pfimocafe. Neexistuje tedy pouze jediny inercidlni
systém, ktery by bylo mozné identifikovat s absolutnim prostorem, ale cela
tfida takovychto systému, kterd ma nekonecny poéet prvkiu. Z hlediska prin-
cipu setrva¢nosti jsou vSechny inercidlni systémy rovnopravné.

Vychéazejme z jistého inercidlniho systému a pfedpokladejme, Zze v ném
mame zadanu kartézskou soustavu soufadnic K, kterd je urcena pocatkem
O a vzajemné kolmymi osami X,Y, Z. (Pfedpokldddame, Ze jednotka délky
je ddna.) Mé&me druhy inercidlni systém, jehoz vztazné body se vici K
pohybuji rychlosti V' konstantni v prostoru i v éase. Bez jjmy na obecnosti
uvah lze pfedpoklidat, Zze K byla zvolena tak, aby vektor V' mél smér osy
X, tj. aby bylo V = (V,0,0). Zavedme v pohyblivém systému kartézskou
soustavu tak, aby v ¢ase T = 0 splyvala se soustavou K. Tuto soustavu
oznaéme K'.

Pripomeiime si nyni, Ze kromé absolutniho prostoru pfedpokladal Ne-
wton také existenci absolutniho ¢asu, ktery plyne sdm o sobé a svou po-
vahou bez vztahu k jakémukoli vnéjsimu predmétu stejnomérné. Predstava
o absolutnim Case je jesté hloubéji zakofenéna nez predstava o absolutnim
prostoru a pochybnosti vznaSené ohledné existence absolutniho prostoru se
Jjizprvu nijak nedotykaly. Vzhledem k povaze absolutniho ¢asu je soucasnost
v K a v K’ totoznd (tvofi ji td4Z mnozina udélosti) a neménime-li pocitek
odecitani ¢asu ani jeho jednotku, dostdvame zdanlivé samoziejmou rovnost

T=T (XL.1)

platnou mezi €asy, v nichz nastala jistd udalost z hlediska systému K a z hle-
diska systému K’. Pod K (popf. K') budeme nadéle rozumét inercidlni
vztazny systém, v némz jsou zaddny prostorové soufadnice X,Y, Z, (popf.
X'\ Y' Z') a Gasovd soutadnice T (popt. T"). Za predpokladl, které jsme
o K a K’ zavedli, miZeme snadno dospét ke vztahim mezi prostorovymi
soufadnicemi libovolné udélosti v obou soustavéach, viz obr. 20,

X'=X-VT, Y=Y Z2=2Z. (XL.2)
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Vztahy (XI.2) spolu s explicitné Easto neuviddénym vetahem (XI.1) se
nazyvaji (specialni) Galileiho transformaci. Bylo by mozné odvodit i obec-
nou Galileiho transformaci pro piipad, Ze pohyb K’ probihd v jiném sméru,
nez ma osa X. Pokud se vSak nechceme zabyvat skldddnim Galileiho trans-
formaci, nepiedstavuje omezeni na tvar (XI.2) ziddnou djmu na obecnosti.

!
K K v
X .
_________ ___...__>|<
g
vT X! | Yy =Y
l
0 0’

Obr. 20: Galileiho transformace. Soufadnice bodu (oznaceného kiizkem) v systémech K
a K’

Zabyvejme se nyni z hlediska Galileiho transformace matematickym vy-
jadfenim 1. Newtonova zdkona pro volny (tj. pusobeni sil nepodléhajici)
hmotny bod. Plati pro néj

d’Xx _ d?y _ d*z

dT? — dT1? 4712
PfepiSme tyto rovnice do éarkovanych soufadnic pomoci Galileiho transfor-
mace. Bude ziejmé

=0. (XL3)

d2x’ 4%y’ 42z

dr? ~ dT1?  dT?
Vidime, Ze v systému K’ plati formalné stejné rovnice jako v systému K.
Rik4me, Ze zékon setrvagnosti (XI.3) je invariantni viéi Galileiho transfor-
maci. Poznamenejme, Ze vuéi jinym transformacim vyjadiujicim naptiklad
piechod k rovnomérné zrychlenému ¢i otaéivému systému zdkon setrvaénosti
invariantni neni.

Nyni si klademe otdzku: Maji tuto vlastnost invariance vuéi Galileiho
transformaci véechny fyzikalni zdkony? Kladn4 odpovéd’ by byla v souladu
s platnosti Galileiho principu relativity. Tento princip tvrdi, Ze vSechny iner-
cidlni systémy jsou zcela rovnopravné z hlediska fyzikalnich zdkonu a z4d-
nym pokusem nelze prokdzat rovnomeérny a pfimocary pohyb systému jako

0. (XI1.4)
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celku. Nékterd pozorovdni ve prospéch tohoto principu v oblasti mecha-
niky provedl jiz Galilei. Tento princip souhlasi s Newtonovou mechanikou
za predpokladu, ze sily vzdjemného piisobeni mezi ¢4sticemi zavisi pouze
na jejich relativnich polohovych vektorech a relativnich rychlostech.

Byla v8ak jind oblast fyziky, kterou se nedafilo uspokojivé umistit do
rdmce Newtonovy mechaniky, takze se vyvijela svou vlastni cestou. Tato
oblast — optika, jez hlavné zdsluhou Maxwellovou pferostla v teorii elek-
tromagnetického pole — jako by byla myslence privilegovaného systému na-
klonéna mnohem pfiznivéji. Z Maxwellovy teorie plyne to, co bylo z mnoha
duvodii povazovéno za pravdépodobné jiz diive, e totiz svétlo (a obecné
elektromagnetické vlnéni) se 3ifi ve vakuu jistou rychlosti o velikosti ¢,
kterd je nezdvisld jak na misté a na sméru, tak i na frekvenci, intenzité
a polarizaci svétla. Na prvni pohled se zd4 byt zfejmé, ze toto tvrzeni
predpoklada existenci privilegovaného systému, v némz jediné plati. Siif-
li se svétlo v systému K rychlosti ¢ v kladném i zdporném sméru osy X, ma
v systému K’ v jednom sméru rychlost ¢ ~ V a v druhém sméru ¢ + V.

Rozeberme otazku chovani rychlosti vzhledem ke Galileiho transformaci
ponékud podrobnéji. Uvazujme o pohybu bodu, ktery je zad4n jako r = r(t)
v soustavé K a r' =r'(t) v soustavé K’, piicemz soufadnice X, Y, Z
a X', Y', Z' jsou spojeny vztahy (XI.2). Zderivujeme-li tyto vztahy po-
dle ¢asu, obdrzime Galileiho transformaci pro rychlost v = = (vg,vy,v;) =
( dX dy dz

9T IT .c—i?) a obdobné zavedenou v’

v, =vy =V, vy =y, v, =uv,, (X1.5)

coz lze zapsat v podobé
v=v+V (XL.6)

vyjadiujici klasicky zdkon sklddani rychlosti.

Vzorce (XI.5), popi. (XI.6), byly odvozeny pro rychlost ¢istice a muze
proto vzniknout _pochybnost o oprdvnénosti jejich aplikace na rychlost svétla
jakozto vInéni. Sifi-li se rovinna svételna vina rychlosti ¢ ve sméru osy X,
muiZeme si predstavit ¢dstici pohybujici se spole¢né s hiebenem této viny
v témZe sméru a uzaviit, Ze pro rychlost hiebene viny plati stejné vztahy
Jako pro tuto ¢dstici. Slozit&jsi situace viak nastane, §ifi-li se vina pod jistym
thlem k ose X. Pak vzhledem k absolutnosti sou¢asnosti hiebeny vlny v K
a v K' splyvaji a fdzov4 rychlost svétla (rychlost postupu hiebene viny) mi
v K i K' stejny smér, coz znamend, ze vatahy (XL.5), popf. (XL.6), pro ni
neplati. Céstice, kterd se v K pohybovala spolu s hfebenem vlny ve sméru
jeho postupu, bude se v K’ pohybovat pod jistym thlem k tomuto sméru.
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Mluvime-li v8ak o rychlosti svétla mezi body A a B, neklademe si otdzku:
Jaky Casovy interval uplyne mezi prichodem svételné viny body A a B,
ale: Za jak dlouho dospéje svételny signil z bodu A do bodu B? Nezajima
nis tedy fazova rychlost svétla, nybrz jeho paprskova rychlost, kterd je
rychlosti ifeni energie a informace a muzZe se obecné od fazové rychlosti lisit.
Paprskova rychlost se chova analogicky jako rychlost ¢astice a uziti vzorct
(XL.5) a (XI.6) je pro ni opravnéné. V dalsim vykladu budeme rychlosti
svétla vZdy rozumét jeho paprskovou rychlost a budeme proto nékdy hovofit
i o svételném paprsku jako o signdlu, ktery se pohybuje ze zdroje zafeni do
mista jeho absorpce rychlosti svétla.

Pozorovéani interferen¢nich, difrakénich a polarizaénich jeva zpusobilo,
Ze v minulém stoleti byla vSeobecné prijata vlnova teorie svétla. V analogii
s jinymi vinénimi se pak zddlo pfirozené chdpat i svétlo — a pozdéji elek-
tromagnetické pole — jako stav napéti jisté substance, kterd byla nazvana
éterem. Soudilo se, Ze privilegovany systém splyva s klidovym systémem
éteru. Pohybem systému vuci éteru by mél v tomto systému vzniknout
»éterovy vitr«.

Rada fyzikt zastévala nazor, Ze éter je absolutné nepohyblivy bez ohledu
na to, jak se vi¢i nému pohybuji hmotné dtvary. UvazZovalo se vsak také
o tom, Ze je strhavan pohybem hmot. Tato koncepce méla vice variant, které
se lisily pfedpoklady o charakteru strhavani. Podle nékterych se éter uvnitf
téles pohyboval spolu s nimi, podle jinych bylo strhavdni pouze ¢istecné,
takze vysledny efekt byl takovy, jako by rychlost éteru uvniti télesa byla
mens$i neZ absolutni rychlost télesa, avSak nenulovi. '

Zdalo by se, ze nejprostsim zpusobem, jak detekovat éterovy vitr, je
zméfeni rychlosti svétla ve dvou opa¢nych smérech. Nechf vzdalenost bodit
A, B je L a nechf vztazny systém, vzhledem k némuz jsou oba body v klidu,
se pohybuje viéi éteru rychlosti V od A k B. Pak rychlost svétla ve sméru
zAdoBjec—V avesméruz B do A je c+ V, takze doby, za néz projde
svétlo z A do B az B do A, jsou

L L

Tl:c—V’ T2:c+V

(XL7)

a jejich rozdil je
L L _2LV
c-V c+V ¢ c’

T Ty = (XL8)

kde jsme se nakonec omezili na Taylorav rozvoj podle V/c¢ do ¢lenu prvniho
radu. Pripomernime, Ze Zemé obiha kolem Slunce rychlosti 30 km/s, takze
i kdyby v daném okamZiku byla vu¢i éteru v klidu, musel by se éterovy
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vitr projevit v pribéhu roku. Popsany pokus vSak neni snadné uskutecnit,
ponévadz si vyzaduje synchronizaci hodin ve vzdalenych mistech A, B, coz
nemohlo byt v minulém stoleti provedeno s dostatecnou presnosti. Klasické
uspéSné metody méfeni rychlosti svétla (Fizeau 1849, Foucault 1862) proto
uzivaly doby, kterou svétlo potfebuje, aby urazilo drdhu AB tam a zpét.
V tom piipadé je

L L L V2
T = =2~ (14— 9
AT = =5 + —; = 2= (1+cz>, (XL9)

kde jsme se tentokrdt omezili na Tayloriv rozvoj do €lenu druhého iddu,
protoZe Clen prvniho fddu se vyrusil. Je vidét, Ze ve srovndni s (XI.8) je
nyni tfeba (za pfedpokladu, ze V <« c¢) zméfit casovy interval s daleko
vétsi presnosti, aby mohl slouzit k uréeni V. Dospivdme tak k historicky
dilezitym pojmum jevt (pokusu) I. Fddu a 2. #ddu vzhledem k podilu V/ec.
Uvedené piiklady naznacuji to, co se potvrdilo jako obecné pravidlo: jevy
1. fddu jsou bud velmi obtiZné pozorovatelné, anebo zanikaji vzdjemnou
kompenzaci.

Takova situace je i u Dopplerova jevu. Necht nyni A a B jsou pozoro-
vatelé disponujici zdroji svétla o frekvenci v, A necht je v klidu v éteru,
zatimco B se od A vzdaluje rychlosti V. Je snadné odvodit, Ze podle kla-
sickych predstav frekvence v4p pfijimand v bodé A od B bude

1
VAB =V 7 - (XI.10)

1+ —
C

Vzhledem k pozorovateli B se A vzdaluje rovnéz rychlosti V, aviak rychlost,
kterou se pohybuje jim vyslané svétlo, je ¢ — V. Pfistroj pozorovatele B by
tedy mél zaznamenat frekvenci

VBA=V—£T/~—=V(1—%) . (XIL.11)
1.{bc—V

V prvnim pfibliZzeni (XI.10) a (XI.11) splyvaji, takZe rozdil frekvenci by mél
byt jevem druhého Fddu.

Zajem fyziki se nejprve soustfedil na jevy 1. fddu. Nejstarsim zndmym
jevem, ktery md vztah k naSemu tématu, je aberace svétla stalic, objevend
Bradleym roku 1727. Bradley zjistil, Ze polohy hvézd na nebeské sféfe opisuji
v pritbéhu roku elipsy, jejichz velkd poloosa mé pro vechny hvézdy stejnou
velikost odpovidajici ihlu € = 20,5”. Plati pfiblizné

tg e = -‘Cf , (XL12)
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kde V je rychlost Zemé kolem Slunce. Bradley vysvétlil tento jev jako
dusledek roéniho pohybu Zemé, ktery piisobi zménu thlu, pod nimz se vici
ni pohybuji paprsky hvézd. Jde o aplikaci zdkona sklddani rychlosti (XI.6),
jejiz. vysledek je analogicky zméné sméru des§té vzhledem k jedoucimu vo-
zidlu. Vysledna aberace zavisi na rychlosti hvézdy i Slunce vzhledem k éteru
a na rychlosti Zemé vzhledem k Slunci. V prvnim (linedrnim) piiblizeni Tay-
lorova rozvoje jsou vlivy téchto faktoru nezdvislé a pozorovani muze zjistit
pouze casové proménnou slozku aberace pisobenou ro¢ni zménou rychlosti
Zemé. Tato slozka je nejvétsdi v dobé, kdy rychlost Zemé vzhledem k Slunci
je kolmé na smér paprskt hvézdy, k ¢emuz nutné dochazi dvakrat do roka.
Vzorec (X1.12) je pak dusledkem skladani rychlosti, viz obr. 21. V pfiblizeni
prvniho fadu jev aberace neumoziiuje zjistit absolutni rychlost Zemé. Vétsi
presnosti astronomickd pozorovani nedosahuji.

H X c

Obr. 21: Aberace svétla. Pohyb Zemé kolem Slunce zpisobuje, Ze paprsky hvézdy H
dopadaji v prubéhu roku pod riznymi dhly.

Roku 1879 upozornil Maxwell na moznost uréit absolutni pohyb Slu-
neéniho systému zpfesnénim klasické Romerovy metody pro méfeni rych-
losti svétla. Tato metoda se zaklddd na pozorovani zatméni Jupiterovych
mésici v prubéhu delitho ¢asového obdobi, kdy se méni vzdédlenost mezi
Zemi a Jupiterem. Vysledkem méfeni by méla vlastné byt rychlost svétla
vuéi Sluneénimu systému ve sméru Jupiter-Zemé. Pohybuje-li se Sluneéni
systém vidi éteru, méla by se tato rychlost v pribéhu Jupiterova roku ménit.
Piesnost astronomického pozorovani vedla ovSem pouze k jisté horni hranici
pro hledanou rychlost.

Roku 1868 provedl Hoek pokus tykajici se Sifeni svétla v latkovém
prostiedi. Nebudeme se zabyvat technickymi detaily a uvedeme pouze hlavni
myslenku. Vratme se proto k popsanému pokusu s §ffenim svétla ,tam
a zpét“. Rozdélme paprsek ze zdroje A tak, aby jedna slozka prochéazela
z A do B vzduchem a zpét vodou, zatimco druhd z A do B vodou a zpét
vzduchem. Po navratu paprski dojde k interferenci, kterd bude ziviset na
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tasovém rozdilu. Predpovéd tohoto rozdilu zdvisi na teorii, jakou pfijmeme
o §ifeni svétla v latkovém prostfedi. Proto je Hoektuv experiment zavaznym
testem takovychto teorii.

V ramci predstav o éteru je prirozené pfedpokladat, Zze svétlo ma v lat-
kovém prostfedi jistou rychlost ¢* vuéi éteru, kterd nezdvisi na rychlosti
prostiedi viiéi éteru. Prostiedi muze oviem éter strhavat. Pfedpoklddejme,
ze vzduch se v tomto sméru neli§i od vakua a éter nestrhava. Pak, jak jiz
bylo feceno, jsou rychlosti svétla ve smérech AB a BArovny c—V ac+V.
Analogické rychlosti ve vodé oznatime zatim jako ¢; a cp. Casovy rozdil
obou paprsku bude

L L L L

c—V c+Via o (XL13)

Porovnejme nyni rizné hypotézy o rychlostech ¢; a cz. Podle hypotézy
o zcela strhdvaném éteru, kterou vyslovil Stokes, je ¢; = ¢ = c*. Podle
hypotézy o klidném éteru plati ¢; = c* — V, co = ¢* + V. Koneéné je mozné
pfijmout Fresnelovu-Fizeauovu hypotézu o ¢dstecném strhivani éteru, po-
dle ni7 lze pfedpokladat, Ze éter se v télese pohybuje vuéi éteru ve vakuu
rychlosti V', 0 < a < 1, kde « je tzv. strhavaci koeficient, jehoz velikost
zavisi na prostfedi. Pak ¢ = c¢* - (1 — @)V, o =c* + (1 — a)V.

Hoeklv pokus je mozné provadét s pfistrojem natofenym v ruznych
smérech a béhem ruznych roénich obdobi. Vysledek je vsak takovy, ze
k zaddnému posunu interferenénich prouzku nedochdzi. Jak se ¢tendf sam
piesvédéi vypoltem veli¢iny AT podle (X1.13) s pfesnosti do prvniho fddu,
odpovida to hodnoté strhavaciho koeficientu

AT =

*\ 2
a=1-(fc-) —1-L (XI.14)

kde n je index lomu ldtkového prostfedi. Vzorec (XI.14) souhlasi s jiz dfive
zndmym vysledkem Fizeauova pokusu (1851), kdy se dvé slozky svételného
paprsku pohybovaly tam a zpét rychle proudici vodou, pfiéemz trubice byla
upravena tak, Ze jeden paprsek vykonal celou cestu po proudu a druhy proti
proudu. Proudéni zpusobilo posun prouzkii odpovidajici strhavacimu koefi-
cientu (XI.14).

Avsak ani tato fakta nezaruéila teorii ¢dsteéné strhavaného éteru trva-
lejsi prijeti. Jednim z divodu bylo, Ze teorie trpéla vnitfnim rozporem —
index lomu zavisi obecné na frekvenci svétla a bylo by tedy tfeba zavést
nekoneéné mnozstvi rizné strhavanych éteri pro ruzné frekvence.

Na konci minulého stoleti dosahla nejvétsich uspéchi jiz zminéné Loren-
tzova elektronova teorie, opirajici se o nejnovéjsi poznatky o struktufe latky.
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Tato teorie pfedpokldd4d nehybny éter, uréujici privilegovanou vztaznou sou-
stavu, v niz plati Maxwellovy rovnice pro intenzity elektromagnetického
pole. Tyto intenzity jsou jedinymi fyzikdlnimi charakteristikami stavu éteru,
v Lorentzové teorii je tedy funkce éteru omezena na to, Ze je nositelem elek-
tromagnetického pole.

Lorentzova teorie splnila zadkladni pozadavek, ktery je tfeba na novou fy-
zikalni teorii kldst — objasnila z jednotného hlediska veskery experimentalni
materidl vysvétlovany starsimi teoriemi. Tak vysledek Hookeova a Fizeauova
pokusu se v ni vysvétluje nikoliv strhavanim éteru, ale zménou elektrickych
vlastnosti latek, k niz dochdzi pohybem soustavy ndboji v éteru. Navic
Lorentzova, teorie vysvétlila netispéch dosud provedenych pokusii 1. fadu
a predpovédéla, ze zadny interferometricky pokus 1. f4du neumoini ani
v budoucnu detekovat éterovy vitr.

Zy
L 11
Q Z
0 I 1Z1
L
oM

Obr. 22: Michelsoniiv pokus. Obrazek znizorfiuje zdkladni schéma pokusu. Podrobnéjsi
vysvétleni je v textu.

Avsak soudasné dospéla i experimentalni fyzika do stadia, kdy mohla
Uspésné uskutecnit pokus 2. fadu a vystavit tak teorii tvrdé zkousce. Roku
1881 provedl Michelson poprvé pokus, ktery pak ve spolupraci s Morleyem
opakoval s prikaznéjsim vysledkem roku 1887. Jde nesporné o jeden z nej-
vyznamnéjsich pokusu v déjinich fyziky. PopiSeme jej proto ponékud po-
drobnéji, i kdyZ pomineme fadu technickych detaild.

Svétlo ze zdroje Q, viz obr. 22, se rozdéli polopropustnym zrcadlem Zg
na dva svazky, které pak urazi stejné drahy L v navzdjem kolmych smérech
k zrcadlim Z; a Z», od nichz se odrazi zpét a vytvoii posléze interferenéni
obrazec v interferometru M.
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Predpoklddejme, Ze celd experimentdlni souprava se pohybuje rychlosti
V vzhledem k éteru ve sméru ramene I od Zy k Z;. Pak rychlost paprsku
I byla pred odrazem ¢ — V' a po odraze c + V. Doba t;, kterou paprsek
spotfeboval na probéhnuti drahy ZyZ; Zy, je

L L 2Lc

VvV ierv _a@-ve- (XL.15)

] =

Ve sméru ramene II se paprsek pohybuje jistou rychlosti ¢t. Z Galileiho
transformace pro rychlosti (XI.5) zjistime, Ze vzhledem k éteru ma tato
rychlost komponentu —V ve sméru ramena I a ¢t ve sméru kolmém. Jeji
velikost v éteru musi byt ¢, a tedy

ct=ve2-v2, (XI.16)
Doba t3, kterou spotieboval paprsek II na drdhu ZyZ,Z, je tedy
2L

Rozdil ¢ini
2L 1 L (V)2
dt=t —ty = -1 =—=1— XI.18
1 2 \/02 — V2 V2 c ( c ) 3 ( )
1-—=
C

kde jsme nakonec vyjadFili pfibliZeni druhého Fadu.
Tim vznikd drdhovy rozdil

2
A=cit=1 (%) (XL19)
a je-li vinové délka pouzitého svétla A, posune se interferenéni obrazec o
A L (V\?
=—=—|— XI.2
m A A (c) ( 0)

prouzki oproti stavu, v némz nevane éterovy vitr. Otoéime-li nyni do sméru
pohybu vii¢i éteru druhé rameno, posune se obrazec o stejny pocet prouzki
na opacnou stranu, takze vysledkem srovnani by mélo byt posunuti o

2
om = %5 - (}Cf) . (XL.21)
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Pokus byl opakovan v riznych ro¢nich obdobich, takZze béhem Jeho trvani
musela rychlost V dosdhnout hodnoty nejméné 30 km/s, tzn. (V/ c)? ~ 1078,
Pfi vinové délce A = 500 nm a drdze L = 10 m by mélo byt

o9m = 0,4, (X1.22)

coz je pro registraci Michelsonovym interferometrem vice nez postatujici.
Vysledek pokusu byl vSak negativni. V mezich pozorovacich chyb nebyl
zadny posun zjistén.

To postavilo tehdejsi fyziku do velmi delikédtni situace. Nejprostsim vy-
kladem neexistence éterového vétru by bylo strhdvéani éteru Zemi do velké
vzddlenosti od jejtho povrchu. OvSem ani opakovéni pokusu v ruznych
nadmoiskych vyskich a vysoko nad zemskym povrchem nevedlo k méfitelné-
mu posunu. Kromé toho bylo z Lodgeova pokusu (1892) zndmo, ze rychlost
svétla v okoli rychle se pohybujicich téles neni jejich pohybem ovlivnéna,
a to ani v pfipadsé, Ze télesa budi ve svém okoli silnd elektrickd a magneticka
pole.

Jednou z cest k vysvétleni uvedenych rozporu byla zména dosavadnich
piedstav o sifeni svétla. Nejzajimavéjsim pokusem v tomto sméru byla
Ritzova a Tolmanova balistickd hypotéza, kterd opustila princip, Ze ve va-
kuu svétlo nemize predehnat svétlo, a predpoklddala, ze rychlost svétla je
z4visla na rychlosti jeho zdroje asi jako rychlost stiely vypéalené z jedouciho
vozidla. Na zdkladé této hypotézy byla zformulovéna teorie invariantni vaci
Galileiho transformaci. Tato teorie byla vypracovdna az po vzniku specialni
teorie relativity a po né&jakou dobu se rozvijela jako jeji alternativa.

Bezprostiedni reakci na vysledek Michelsonova pokusu byly zejména
snahy o modifikaci Lorentzovy teorie. Lehko se ovéii, zZe tento vysledek by
se dal vysvétlit zkrdcenim ramena interferometru ve sméru jeho pohybu

v éteru na délku
V2

kde Lo byla délka vzhledem k éteru. Tuto kontrakéni hypotézu poprvé vy-
slovil Fitzgerald roku 1891. Na prvni pohled se zd4 byt velmi podivné, ze
by se délky viech pfedmétd na Zemi véetné Zemé samotné mély zkracovat
a prodluzovat podle toho, jak se Zemé pohybuje vzhledem k éteru. Uvazujme
viak, ze diky své univerzalnosti je kontrakce pro pozemského pozorovatele
nezjistitelné, i kdyby byla sebevétsi, protoze se ve stejném poméru (XI.23)
zkracuji i vechna pouZivana méfitka. Michelson nemohl zjistit riznost délek
ramen svého piistroje zddnym interferometrickym méfenim, protoze, podle
nyni diskutované hypotézy, se vliv kontrakce rusi vlivem éterového vétru.
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Lorentz ovSem nepiijal kontrakci jako pouhou ad hoc hypotézu, ale
ukdzal, Ze jsou-li atomy a molekuly l4tky udrzovdny elektromagnetickymi
silami, je kontrakce dusledkem povahy téchto sil. Aviak ani takto zdoko-
nalend Lorentzova teorie by nevyloucila tispéch jinych pokust 2. Fadu pfi
urceni absolutniho pohybu. Stagilo by napfiklad, aby ramena Michelsonova
piistroje nebyla stejné dlouhd. Podle kontrakéni hypotézy by se sice ne-
projevila rizna orientace ramen piistroje vici éterovému vétru, ale bylo
by moZzné indikovat zmény jeho velikosti béhem roku. K témto zménam by
nedoslo pouze za (nepravdépodobného) predpokladu, ze Sluneéni systém se
vii¢i éteru nepohybuje. Tento pokus byl proveden Kennedym a Thorndi-
kem a7 v roce 1932 s negativnim vysledkem. Lorentz si viak jiz roku 1899
polozil otdzku, jaké predpoklady by zaruéily, 7e za4dny takovy pokus 2. fadu
neprokaze pohyb vzhledem k éteru. Dospél k zavéru, ze kromé kontrakce
délek je tieba piedpokladat i dilataci ¢asu podle vztahu

Ty

T = (X1.24)

v systémech pohybujicich se v éteru, kde Ty je doba, po niz by dany proces
trval v klidném éteru. Déle je tfeba uv4zit, e synchronizuji-li se hodiny
v soustavé pohybujici se vii¢i éteru napiiklad tak, e se stejnou rychlosti
roznéSeji ve vSech smérech, pak z hlediska éteru tato rychlost stejnd neni
a zdvislost chodu hodin na rychlosti (XI.24) zptisobi, Ze vzhledem k éteru ho-
diny synchronizovény nebudou. Slozenim vsech téchto vlivii dochdzi k tomu,
ze z4dny popsany pokus 2. fddu ani Ffada pokust dalsich, o nichZ jsme se
zde nezminili, neumozni detekovat absolutni pohyb.

Vznikla zvldstni situace, protoze na jedné strané ms pohyb vidi éteru
fadu vyznamnych a neobvyklych nésledkii, na druhé strané jsou viak tyto
nasledky takové, Ze ve svém souhrnu pohyb viéi éteru perfektné zamaskuji,
takZe navzdory existenci éteru vSechna pozorovani a pokusy souhlasi s prin-
cipem relativity.

Lze Fici, Ze zv145té ve své préci z roku 1904 Lorentz dospél az na prah
teorie relativity. Eter byl vlastné jiz jen pomocnym lesenim, které stagilo od-
stranit. K tomuto kroku se v3ak jiz Lorentz neodhodlal. Jesté déle dospél ve
svych pracich z roku 1905 Poincaré, ktery zdokonalil Lorentzovu teorii a vy-
slovil ndzor, Ze princip relativity — tj. princip naprosté rovnopravnosti viech
inercidlnich systémi — muze byt zdkladnim pifrodnim zdkonem. Pfesto
1 u Poincarého vystupuje princip relativity jako jisty diisledek konkrétniho
tvaru Maxwellovych-Lorentzovych rovnic. S4m Poincaré vyslovuje nespoko-
Jenost s tim, ze formule spolu souhlasi jen dik stastné ndhode, a vyjadiuje

266



viru, e se ptivod jejich souhlasu podafi pochopit hloubgji. Podle ndzoru na-
prosté vétsiny fyziki se dilo podafilo téhoz roku Albertu Einsteinovi, ktery
je proto pravem povaZovan za hlavniho tvirce a dovrsitele specidini teorie
relativity.

X1.2 Principy specialni teorie relativity

Einstein zalozil specialni teorii relativity na dvou vychozich tvrzenich, na
dvou principech. Podle prvniho nejen v mechanice, ale i v elektrodynamice
#ddné vlastnosti jevii neodpovidaji pojmu absolutniho klidu ... pro vsechny
souradnicové soustavy, pro né# plati rovnice mechaniky, plati tytéz elektro-
dynamické a optické zdkony.

Druhy princip zni u Einsteina takto: Svétlo se ve vakuu vidy $iri urcitou
rychlosti ¢, kterd nezdvisi na pohybovém stavu vyzatugiciho télesa.

V ptvodni formulaci 1. principu se odrdzi konflikt mezi mechanikou
a elektrodynamikou, jehoz odstranéni bylo bezprostfednim cilem nové teo-
rie. Je ve shodé s nizory samotného Einsteina i s dalsim vyvojem fyziky dat
prvnimu principu tuto obecnéjsi formulaci:

Vsechny fyzikdini déje probihaji z hlediska kteréhokoliv inercidlni sou-
stavy podle tychz zdkoni.

V této podobé se princip zd4nlivé ni¢im nelisi od principu relativity Ga-
lileiho. Odlisnym se viak stava diky svému spojeni s 2. principem, ktery je
s nim zdanlivé v rozporu.

Méjme dva body A, B (pro ndzornost mluvme o pocitku a konci nds-
tupisté), nehybné v inercidlnim systému K, a bod C, ktery lezi uprostied
mezi nimi. Stfed ndstupisté C nechf se v okamziku T = 0 stdvd zdrojem
svétla. Podle 2. principu svétlo doraz{ soucasné do bodii A a B v jistém Case
T. Mé&jme déle vagon, ktery se pohybuje rovnomérné a piimocare ve sméru
BA tak, Ze jeho pocatek a konec v &ase T pravé koinciduji s body A, B.
Podle 1. principu mus{ v systému K’ spojeném s vagonem platit rovnéz 2.
princip. Odtud plyne, Ze zdroj svétla v okamziku jeho vysldni koincidoval se
stiedem vagonu. To je viak absurdni, protoze v okamziku T' = 0, kdy bylo
svétlo vyslano, stfed vagonu do bodu C jesté nedojel.

Lze najit cestu, jak rozpor pfekonat. V 1. ani v 2. principu neni nic,
co by nés nutilo predpokladat, Ze okamziky pfichodu svétla do bodi A, B
soucasné z hlediska systému K jsou soucasné i z hlediska systému K'. Na-
opak, protoze predpoklad jejich soucasnosti v K’ vedl ke sporu, vyplyvé
z naich principi, Ze soucasné nejsou a ze tedy soucasnost je relativni. Tim
oviem opoustime vztah (XI.1), z néhoz téméf samoziejmé vyplynuly vztahy
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(XI.2). To znamend, Ze lze opustit i tyto vztahy, tj. Galileiho transformaci
i zdkon sklddani rychlosti (XI.6). Neinvariance 2. principu vzhledem ke Ga-
lileiho transformaci neni tedy ve sporu s principem relativity, ale znamena,
Ze tento princip pozaduje invarianci fyzikdlnich zdkoni vaéi jiné transfor-
maci, nez je transformace Galileiho.

I dnes si mize ¢tendf pii prvnim zamysleni nad témito zdvéry polozit
otazku, zda opravdu mame dostatetné diuvody rozejit se tak radikdlné s na-
zory, které zdanlivé souhlasi s nasi intuici. Uvazi-li vSak, o¢ svou predstavu
absolutni soucasnosti opird, uvédomi si pravdépodobné, na jak nepevnych
zdkladech je zaloZena. Pfedstava absolutni soucasnosti splyvd v bézném
Zivoté s predstavou ,toho, co pravé vidime“. Jeji praktickd vzitost a uzi-
tecnost se zaklddd na tom, Ze v b&zném Zivoté muZeme rychlost svétla
povazovat za nekonecné velkou ve srovnani s rychlostmi pohybi, které nis
zajimaji. Tato piedstava soucasnosti neni tedy pouzitelnd ani v ramci pred-
relativistické fyziky, kterd prokazala méfenim, Ze rychlost svétla je koneénou
veli¢inou. newtonovska fyzika sice pfedpokldda existenci nekonecné rychlosti
(pfimé pusobeni na délku napfiklad podle gravitaéniho zdkona), ale pied-
stava nekonecné rychlosti se v ni vyvinula v zavislosti na pfedstavé absolutni
soucasnosti a nejsou pro ni Zadné experimentdlni dukazy. Vidime tedy, ze
kromé své , vzitosti“ neméla fakticky pfedstava absolutni soucasnosti ve fy-
zice zaddnou oporu.

Rozhodujici slovo pro pfijeti nové fyzikdlni teorie musi ovsem povédét
experiment. V XI.1 jsme sledovali, jak vSechny experimenty usilujici o zjiste-
ni absolutniho pohybu potvrzovaly platnost 1. principu. V dobé vzniku teo-
rie relativity vSak nebylo pfimych potvrzeni platnosti 2. principu, specialné
nezdvislosti rychlosti svétla na rychlosti zdroje. Proto mohla Einsteinové
teorii po néjakou dobu konkurovat balistick4 teorie, ktera fesila rozpor mezi
optikou a principem relativity pfestavbou optiky (vztdhla 1. princip ke Ga-
lileiho transformaci za cenu opusténi 2. principu). Avsak roku 1913 de Sitter
rozborem pozorovani zékrytovych dvojhvézd ukdzal, ze pribéh zmén jejich
jasnosti balistické teorii odporuje. Pozdéji nésledovala fada dalsich astrono-
mickych pozorovani. Napfiklad Brechertiv rozbor z roku 1977 ukazuje, ze
zafeni rentgenového zdroje Hercules X-1 nezdvisi na rychlosti zdroje s rela-
tivni chybou #adu 1079,

Rychlosti astronomickych objekti viéi pozemskému pozorovateli jsou
vétSinou velmi malé ve srovnani s rychlosti svétla. Byly vSak kondny také
experimenty se zdroji o velkych rychlostech, jako bylo napfiklad méfeni
Alwagera a jeho spolupracovniki v roce 1964. Pfi ném byla uréovana ry-
chlost paprski vy vysilanych pohybujicimi se pieny. Také tyto experimenty
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potvrdily nezavislost rychlosti svétla na rychlosti zdroje s relativni chy-
bou 10~%. Pro tplnost dodejme, Ze se nékolikrat vyskytly i experimentdlni
pochybnosti o spravnosti relativistickych principti (Millerova pozorovani
1925, Kantortiv experiment 1962). Zdanlivé rozpory byly vSak postupné
vysvétleny. Lze proto Fici, Ze dnes nelze mit o platnosti Einsteinem formu-
lovanych postuléti Z4dné rozumné zdivodnéné pochybnosti.

X1.3 Lorentzova transformace. Skladani rychlosti

Jak jsme vidéli, vyzaduji si Einsteinovy postuldty nahrazeni Galileiho trans-
formace jinou transformaci, kterd bude spojovat prostorové soufadnice a ¢as
v inercilnich systémech K a K’ takovym zpusobem, aby vici ni byly fy-
zikaln{ zékony invariantni. Einstein odvodil tuto transformaci ze dvou uve-
denych principti a vyjadfil tak jeji univerzalni charakter. Dospél k trans-
forma¢nim vztahtm, které byly zndmy vlastné jiz pfed nim. Pfiblizil se jim
Voight roku 1887 a v uplné podobé je ziskali Larmor roku 1900 a Lorentz
v roce 1904. Poincaré pro né roku 1905 zavedl nazev Lorentzova transfor-
mace. Larmor a Lorentz dospéli k této transformaci v rdmci ivah o vlastnos-
tech Maxwellovych rovnic. Pro Einsteina byl klicem k jejimu ziskdni rozbor
pojmu soucasnosti.

Klasicks (tj. predrelativisticka) fyzika pfedpokladala existenci absolutni
soucasnosti, neméla vSak v praxi uskute¢nitelnou metodu, kterou by abso-
lutni soucasnost dvou udélosti stanovila.

Einstein nasel jednoduchou metodu synchronizace zalozenou na pfimém
pouzit{ 2. principu. Mé&me hodiny v bodech A a B. Vysleme v Case Tj
svételny signal z A do B, odrazime jej zpét a zaznamendvame Cas ndvratu
signalu T. Pak v okamziku pfijeti signdlu je tfeba v B nastavit Cas

Ty + Tk

T 2

(X1.25)

Synchronizace se vztahuje k systému, v némz je bod A v klidu. Bude-li
bod B v klidu v témie systému, budou hodiny v A a v B nadale ukazovat
synchronizovany ¢as T', ktery muze byt uvedenou procedurou nastaven na
viech hodinach daného vztazného systému.

Uvedeny experiment umoziiuje zaroven urcit vzdalenost B od A (v kli-
dovém systému bodu A v ¢ase T'). Tato vzdédlenost je ziejme

c

L
2

(Ti, — To) (X1.26)
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a nazyva se radiolokacni vzddlenosti, protoze jeji méfeni se v praxi uskuteg-
fiuje nikoliv pomoci viditelného svétla, ale rddiovymi signaly (napiiklad pti
méfeni vzdalenosti téles Slunelni soustavy).

Proti Einsteinové metodé synchronizace bylo namitdno, Ze se pii ni
uzivd argumentu kruhem. Aby mohla byt uréena rychlost svétla, je tieba
mit synchronizovany hodiny. Avsak pravidlo synchronizace se stanovi za
predpokladu, Ze rychlost svétla je ve dvou protichiidnych smérech stejna. Na
hodinich synchronizovanych podle Einsteina pak ovSem nemtizeme ovéfit,
zda tomu tak skutecné je. I kdyZ to zdénlivé vyjde jako vysledek méFeni,
piijde jen o disledek pfijaté definice (X1.25).

Prijeti metody méfeni vzdélenosti podle (XI.26) tuto ndmitku jesté
zvyrazni. Tato metoda piedpoklddd, Ze rychlost svétla je zndma a rovna
¢ ve vSech smérech. Soucasnd definice jednotek délky a ¢asu také s kon-
stantnosti ¢ pfedem pocitd — dnes uvddénd veli¢ina c jiz neni méfena, ale
definovéna, takze neni zatiZena zadnou chybou. Jak ale potom mtzeme plat-
nost principu konstantni rychlosti svétla ovérit?

Na tyto ndmitky lze odpovédét, ze pro experimentdlni potvrzeni te-
orie neni nutné pfimé ovéfeni viech jejich postuldtdl. Stagi, kdyz budou
potvrzeny vSechny jejich experimentalné dostupné disledky. Déle je tieba
uvést, Ze teorie relativity nevylucuje ani jiné metody synchronizace, jako je
napiiklad zminénd metoda pomalého rozniSeni hodin v daném vztazném
systému a jiné metody méfeni vzdalenosti, napiiklad piiklddanim tuhych
méficich ty¢i. Tyto metody daji podle teorie relativity stejné vysledky jako
metoda Einsteinova, takze i nezdvislé ovéfeni 2. postuldtu je mozné.

Zabyvejme se nyni dusledky formuli (XI.25) a (XI.26) pro vztah soufad-

|4

n

0,0 Xo,To X, Tk X, T

Obr. 23: Lorentzova transformace v podélném sméru. Pohybujici se pozorovatel urduje
soufadnice udalosti X, T pomoci hodin a svételného signalu.

nic a ¢asu v riznych inercidlnich systémech. Mé&jme soustavu K s poctkem
O a s osami X,Y, Z a synchronizovanym ¢asem T. Déle uvazujme systém
K', ktery se pohybuje ve sméru osy X konstantn{ rychlosti V. Osy systému
K' zvolime tak, aby jejich smér splyval se smérem os systému K. Poéitek
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O’ necht je totoiny s poéstkem O v Ease T = 0 a necht v tomto okamziku
ukazuji ¢as T’ = 0 také hodiny pohybujici se s bodem O’. Jde o situaci ana-
logickou té, kterou jsme méli pfi vyvozeni Galileiho transformace (XI.2).

Uvazujme nyn{ jistou udalost E na ose X v ¢ase T' (X a T mohou byt
voleny libovolng). Necht tato udélost odpovidd odrazeni svételného signalu,
ktery vyslal pozorovatel spojeny s bodem O’ v bodé Xy a v ¢ase Tp a po
odrazeni jej ptijal v bodé Xy a v Case Tk, viz obr. 23, ktery zachycuje situaci
z hlediska systému K. Pozorovatel v O’ m4 stejné pravo uzivat pravidla ein-
steinovské synchronizace a radioloka¢ni metody uréovani vzdalenosti jako
pozorovatelé v systému K. Pfifadi proto udalosti E Cas

T, + Ty
T = -%'—Jz (X1.27)
a vzdilenost od pocatku (v némz se sim nachézi)
X' = % (T, —T}) . (X1.28)

V piedrelativistické fyzice bychom pfirozené polozili T = Ty, T = Tk.
Ukazalo by se vsak, Ze takovy predpoklad je nesluitelny s Einsteinovymi
principy, coz bude patrné z daldiho postupu. Budeme pfedpokladat, Ze

T, =Ty, Ti=xTk, (X1.29)

kde & = x(V), tj. budeme pfedpoklddat, ze chod hodin mize zdviset na
velikosti jejich rychlosti.

Nasim cilem je vyjadfit 77 a X’ pomoci T a X. K tomu sta¢i vyuzit
kinematickych vztahi pro rovnomérny a piimocary pohyb. Plati

Xo =V T() , X — Xo = C(T - To) (XI30)
a tedy
cr-X
Ty = .
0 Py (XI1.31)
Dale je
X, =VT, X-Xp=c(Tx - T) (XI1.32)
a tedy
I+ X
T = . .
% TV (XI1.33)



Dosazenim (XI.31) a (XI1.33) do (XI.27) a (XI.28) pfi vyuziti (X1.29) dosta-
neme

VX
i (XL34)
i 5y |
1 — —
02

To jsou hledané transformaéni vztahy, které vsak dosud obsahuji neuréenou
veli¢inu . Pro jeji uréeni uzijeme 1. principu. Zatimco mezi idajem 7" na
hodinich O’ a synchronizovanym tasem T systému K v témze misté je podle
(X1.29) vztah

T = kT, (XI.35)

mezi Udajem T na hodinich v bodé (X = 0) a synchronizovanym ¢asem T’
systému K' v témze misté je podle (X1.34) vatah
V2
1 — -

T = nc2 T (XI.36)

Vztah (XI.35), popf. (X1.36), udavd, jak se zméni z hlediska klidového
systému K, popf. K', tempo chodu hodin pohybujicich se rychlosti o ve-
likosti V. Podle 1. principu musi byt tato zména tempa v obou piipadech

stejnd a musi tedy platit
V2
c

Popsand metoda synchronizace je moznd pouze za predpokladu, Ze

V <ec. (X1.38)

To znamend, Ze & je redlné &islo.

Déle uvazujme o udalosti F na ose Y v ¢ase T' = 0. Necht tato udalost
odpovid4 odrazeni svételného signalu, ktery pozorovatel O’ vyslal v ¢ase Tp
a prijal v ¢ase Ty, viz obr. 24.

Pozorovatel O’ podle (XI.26) a (XI.37) ptitadi udalosti F vzdalenost
od pocatku

Y =S (T, - - :
5 (Ty, — To)4/1 2 (XI.39)
Podle Pythagorovy véty vsak plati
- 2 . 2
v? (T’“Z—TO-) +Y2=¢2 (%) (X1.40)
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Xo,l To ch: Tk,

Obr. 24: Lorentzova transformace v pficném sméru. Pohybujici se pozorovatel urcuje
soufadnice udalosti Y, 0 pomoci hodin a svételného signdlu.

a tedy Y/ = Y. Pro osu Z je uvaha zcela analogickd, takze miiZzeme za-
psat tiplnou soustavu transformaénich vztah mezi synchronizovanymi casy
a prostorovymi soufadnicemi v systémech K a K’ jako

r_ VX
T=__ < X'=X__Y_T_, Y'=Y, Z'=Z. (XL41)
v? v?
1—— 1- —
c2 c2

Tyto vztahy nazyvame specidini Lorentzovou transformaci. Bylo by mozné
odvodit Lorentzovu transformaci také pro rychlost V systému K’ vaéi K
libovolného sméru. Pokud se v3ak nezabyvame otdzkou sklddani Lorentzo-
vych transformaci, nepfedstavuje omezeni na tvar (XI.41) zddné omezeni
obecnosti. Proto budeme slovo ,specidlni“ vétsinou vynechdvat, jako jsme
¢inili 1 u Galileiho transformace.

Povsimnéme si, Ze v limité pro ¢ — oo prechdzi Lorentzova transformace
v transformaci Galileiho. V rdmci specidlni teorie relativity, kdy rychlost
svétla je danou koneénou veli¢inou, je mozné otdzku korespondence mezi Lo-
rentzovou a Galileiho transformaci zkoumat tak, Ze rozvedeme pravé strany
(X1.41) do Taylorovy fady podle V/c a omezime se na ¢leny do prvniho
fadu. Pak transformaéni vztahy pro prostorové soufadnice pfechazeji v Ga-
lileiho transformaci (XI.2), aviak prvni vatah (XL.41) ddvd T' = T —V X /c?
a neodpovida tedy v daném piiblizeni vztahu (XI.1) vyjadfujicimu existenci
absolutni soucasnosti v newtonovské fyzice. Je vSak tfeba si uvédomit, ze
zpravidla se zabyvame fyzikalnimi déji v takovych prostorovych a casovych
oblastech, Ze je X < cT. Za tohoto pfedpokladu je pro V <« ¢ oprdvnéno
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uzivani Galileiho transformace vCetné vztahu (XI.2). Nékdy je vhodné uzit
inverzni Lorentzovy transformace

o VX
1) /
T x2X2VT vy gz (X142
V2 V2
-2 -2

Vidime, Ze inverzni vztahy k (XI.41) lze obdrzet vyménou ¢arkovanych a ne-
¢arkovanych soufadnic a ¢asu a zaménou V za —V, coz bylo tfeba ocekdvat.

Déle nés budou zajimat transformaéni vztahy pro rychlost hmotného
bodu, jimiz bychom nahradili vztahy (X1.5), (XI.6) ziskané z transformace
Galileiho. Necht je pohyb hmotného bodu zad4n jako

r(T) = (X(T),Y(T),Z(T)) . (XI.43)
Pak bude jeho rychlost

ﬁ, ﬁ’ d_T (XI-44)
V systému K’ bude témuz pohybu odpovidat polohovy vektor r/(T”) a rych-
lost

o(T) = (dX dy dZ) _

dX’ dY’ d7'
- (2 %.2)
v =\a I ar
Zderivujeme-li druhou rovnici (XI1.41) podle 7" a zavedeme-li v z4jmu strué-
nosti zapisu Lorentzuv faktor

(XI1.45)

N — (XL.46)

dostdvame zderivovanim druhé rovnice (XI1.41)
dT

v =y (vy — V) ik (XI1.47)
Derivovanim prvni rovnice (XI1.42) podle 7" ziskdme
dT Vol
— =71 z .
a7 =7 ( + =2 ) (X1.48)
a po dosazeni do (XI.47) a rozfeSeni této rovnice vzhledem k v, méme
v =V
1- 2



Analogickymi operacemi z tieti a ¢tvrté rovnice (XI.41) dostaneme, Ze

2 2
vyil 1l — Y— V41 — 14
! v c2 ' ‘ c?
v, = v v, oV (X1.50)
1-— 2 1- 2

VypiSme i inverzni vztahy, které lze opét dostat vyménou carkovanych a ne-
&arkovanych komponent rychlosti ¢astice a zdménou V za -V,

’U/ 1— V_2 ’U’ 1-— V_2
v +V y c2 z c2
vx:—x-—r—, Vy = — 757 > Vy = — 77~ (XI51)
vV vV vV
1+ —5- 1+ — 1+ —3
C C C

Vidime, Ze zakon skldddni rychlosti v’ a V je slozitéjsi nez klasicky zakon
/

Vv
(X1.6), ve ktery piechézi pro mald - v,
c

I

Aplikujme rovnice (XI1.49) a (XI.50) na svétlo, které se §ii{ v systému K
rychlosti ¢ = (cg, ¢y, ¢;), plicemz

E=ct e+’ (X1.52)

Umocnime-li uvedené rovnice na druhou a porovnadme soucet levych
a pravych stran, s vyuzitim (XI.52), po snadnych dpravich obdrzime

d?2=c2. (X1.53)

To znamen4, Ze velikost rychlosti svétla je vaci Lorentzové transformaci in-
variantni. Tim jsme se pfesvédiili, Ze ve viech systémech spojenych Loren-
tzovou transformaci plati 2. Einsteintv princip. Vybudovanim teorii konk-
rétnich fyzikalnich jevi, které jsou invariantni vici Lorentzové transformaci,
se budeme zabyvat v dalsim vykladu.
Poznamenejme na zdvér, ze rychlost ¢astice o velikosti v, pro niz v jistém
systému K plati
v <c, (X1.54)

musi z divodu spojitosti spliiovat tuto podminku také po provedeni Lo-
rentzovy transformace. Podle vztahu (XI.53) se totiz nemuze v zddném
inercidlnim systému rovnat ¢ a nemuze tedy hodnotu ¢ piekrocit. MizZeme
proto mluvit o podsvételné rychlosti jako o pojmu, ktery nezavisi na volbé
vztazného systému.
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X1.4 Casovy interval. Prostorova vzdalenost

Uvazujme o dvou uddlostech, které nastaly v témze misté systému K’. Plati

tedy pro né
X =Xj. (XI.55)

Casovy interval mezi témito uddlostmi, méfenymi hodinami v daném bodé
systému K', bude
Ar=Ty—Tj . (X1.56)

Jaky ¢asovy interval uplyne mezi obéma udalostmi v synchronizovaném ¢ase
T v systému K7 Uzijme Lorentzovy transformace, a to prvni rovnice (XI1.42).
Vzhledem k (XI.55) plati

1
AT =Tp-Ty = 220 _ar. (XL57)
V2
1""62—

Vidime, ze ¢as AT je vzdy delsi nez vlastni ¢as AT méfeny v systému,
v némz jsou obé udalosti soumistné. Z hlediska K lze fici, Ze AT je Casovy
interval, ktery ukazuji hodiny pohybujici se rychlosti V. Tyto hodiny se
tedy vzhledem k hodindm synchronizovanym v K zpozd'uji. Mluvime proto
o dilataci ¢asu zplusobené pohybem.

Vzorec (X1.57) a dalsi zdvéry na ném zalozené vyvoldvaly velké mnozstvi
diskusi a ndmitek. Neslo jen o neobvyklost zadvéru o zavislosti chodu hodin
na rychlosti, ale zejména o zdanlivou rozpornost tohoto zavéru v ramci sa-
motné teorie relativity. Hodiny A a B ukazuji v okamziku svého mijeni stejny
Cas, pozorovatel A zjistuje, Ze se zpozd'uji hodiny B, pozorovatel B zjistuje,
ze se zpozduji hodiny A — jak muze oboji platit zdrovei? Zpozdovani
hodin se pfece musi zjistovat na zékladé objektivniho a jednoznaéného po-
rovnanim ¢asovych udaji.

Nedostatek uvedené tvahy je v tom, ze zdanlivé neslucitelné vyroky
Jjsou prili§ kusé. Podrobnéji lze fici, Ze zpozdéni hodin B je registroviano na
hodinach synchronizovanych s hodinami A, jak s nimi hodiny B postupné
koinciduji béhem pohybu. Zaménime-li v tomto vyroku B za A, dostaneme
druhy, rovnéz pravdivy vyrok, ktery popisuje vysledek odlidného pozorovani
a neni tedy s prvnim vyrokem v rozporu. Pozorovatel B souhlasi s tim, Ze
Jjeho hodiny ukazuji mensi ¢as nez hodiny, jez postupné potkava, vysvétluje
si to v8ak tim, Ze tyto hodiny nejsou (vzhledem k jeho systému) synchro-
nizovany. Pokud A a B zustdvaji v rovhomérném a piimocarém pohybu,
nedojde k jejich opétnému setkani a nebude tedy mozné obé hlediska pfimo
srovnat, ke sporu nedojde.
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Nyni pfedpoklddejme, Ze hodiny se znovu setkaji. To znamen4, Ze aspon
jedny z nich se musely po né&akou dobu pohybovat neinercialné. Necht
napfiklad pohyb hodin B byl v jistém okamzZiku zabrzdén a urychlen v opac-
ném sméru. Doba nerovnomérnosti pohybu muze byt ovSem volena tak, zZe
ji lze zanedbat oproti dobé, po niZ se hodiny pohybovaly rovnomérné. Necht
T4, Tg jsou Casy, které uplynou na hodindch A a B od jejich rozchodu do
setkdni, a necht rychlost, kterou se hodiny B hodindm A vzdalovaly a blizily,
m4 stejnou velikost V. Pak pozorovatel spojeny s hodinami B muze tvrdit,
Ze se mu touto rychlosti vzdalovaly a blizily hodiny A a pouzitim dilataéniho
vzorce (XI1.57) dojde ke dvéma neslucitelnym vysledkim

T, T
Th=——2—, Tg=——2_. (XL58)

Chybou predeslé dvahy je to, Ze neopravnéné aplikujeme dilatacni vztah,
odvozeny pouze pro ¢asové intervaly v inercidlnich systémech, na systém
spojeny s hodinami B, ktery po celou uvaZovanou dobu inercidlni neni.
Pouze prvni ze vzorcu (XI.58) je tedy opravnény. Vztah (XI.57) muzeme
pouzit v systému spojeném s hodinami B jak v dobé jejich vzdalovani, tak
v dobé jejich pfiblizovdni, nesmime si vSak pocinat tak, jako by §lo o jeden
a tyz systém.

Abychom demonstrovali, Ze tim nedojde k Zddnému rozporu, pozménime
situaci tak, aby soustava spojend s hodinami B byla po celou dobu inercidlni.
Budeme pfedpokladat, ze se hodiny B nevraceji, ale potkavaji po urcité
dobé tfeti hodiny C, které se pohybuji rovnomérné a pifimocare rychlosti
o velikosti V' k hodindm A. V okamZiku setkdni B a C nechf je na nich
stejny éasovy udaj Tg/2. Jak dopadne porovnani idaju T4 a T¢ pii jejich
setkani?

Z hlediska systému A ihned vidime, Ze plati

Ty=—2C (X1.59)

Z hlediska systému spojeného s hodinami B vypada situace takto: Hodiny A
se vzdaluji od B rychlosti V' a po ¢ase T /2 je ,stihaji“ hodiny C rychlosti,
kterd by podle klasického zdkona skldddni rychlosti (XI.6) méla velikost
U = 2V. Podle relativistického zdkona (XI.51) v8ak pro ni plati

U (XL.60)
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kde jsme zavedli oznaceni

| <

B = (XL61)

c
Hodiny A a C se tedy setkaji v ¢ase ¢ (méfeném od rozchodu A a B), pro
ktery plati

Vi=U (t - %) , (X1.62)
- t= (t~ - TBW). (XL63)

Na hodinidch A vzhledem k dilataci ¢asu ubéhne do setkdni A a C doba

Ty=t/1— B2 = % , (XL64)

zatimco na hodinach C bude

U2
Tc=—+(t———) 1-F =15, (XL65)
jak si snadno ovéfime dosazenim (XI.60) a (XI.63). To znamend, ze dospiva-
me opét ke vztahu (XI.59). Tento vysledek bylo mozné s jistotou predvidat.
Specidlni teorie relativity se nemusi vyhybat problému ani v jeho ptivod-
ni formulaci. Omezeni na inercidlni soustavy neznamend, 7ze bychom v jejich
rdmci nemohli studovat zrychleny pohyb hodin. Je pfirozené pfijmout hy-
potézu, Ze vzorec (XI.57) plati i v diferenciélnim tvaru a Ze tedy hodiny
pohybujici se proménnou rychlosti v(T') ukazi interval vlastniho ¢asu

2
AT—/dT~/\/1—U—dT<Tg—T1 (XL66)

Hypotetické hodiny, pro néz vztah (X1.66) plati presné, nazyvame idedinimi
hodinami. Chod ideélnich hodin tedy nezédvisi na jejich zrychleni. Skutetné
hodiny oviem v zévislosti na své konstrukci jevi odchylky od idedlnosti (od
malych korekci az po plnou destrukci). Je znadm teoreticky model idedlnich
hodin zaloZeny na trvalé vyméné svételnych signdléi mezi dvéma pozoro-
vateli, jejichz vzdalenosti se neméni. V praxi vSak muiZeme piedpokladat,
ze velmi dokonalou realizaci idedlnich hodin jsou atomy vysilajici zafeni
o piesné definovanych frekvencich. V pevnych litkdch za béznych teplot
maji kmitajici atomy zrychleni az 10* g (g je gravitaéni zrychleni na po-
vrchu Zemé), aniz to mé jakykoliv vliv na frekvence vysilané jejich jadry,
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jak to potvrzuje pozorovani Mdssbauerova jevu. Totéz pozorovani potvrzuje
zévislost frekvence na teploté, ktera pfesné odpovida dilataci ¢asu pasobené
rustem stiedni rychlosti atoml s teplotou. Pro atomové hodiny muzeme
proto vztah (XI1.66) uzivat v zdsadé bez omezeni. To znamend, Ze u hodin,
které jsou na pocatku a na konci déje v témZe misté neinercidlniho systému,
muzeme vypodéitat jejich zpozdéni i v pfipadé kiivocarych a zrychlenych po-
hybiu. Pokud jsou v8ak neinercidlni faze pohybu zanedbatelné kratké oproti
inercidlnim, muZeme opravnéné zanedbat i jejich vliv v integralu (XI.66).

Ponévadz popis z hlediska kterékoliv inerciilni soustavy podava tdplnou
informaci o daném déji, neni uziti neinercidlni soustavy spojené s hodinami
B nezbytné. Ovsem i takovyto popis je mozny a lze jej podat v ramci teorie
neinercialnich systému. Zpravidla se tak déje v ramci vykladu obecné teorie
relativity. Poznamenejme, zZe v literatufe se éasto mluvi o paradozu dvojéat
v souvislosti s predstavou kosmického letu s navratem, po némz se cestujici
dvojce bude vékem lisit od dvojcete, jez zlstalo ,doma“, tj. v klidu viéi
soustavé, kterd je inercidlni. Zde byva vznaSena otdzka, zda i biologicky ¢as
Zivotnich pochodi se nutné fidi vzorcem (XI.57). Je nepochybné, Ze biolo-
gické jevy probihaji v souladu s principy specidlni teorie relativity a ¢asova
data s nimi spojend museji podléhat dilataci ¢asu. Pfi posuzovani vlivu
kosmického letu na lidsky organismus by vSak bylo tfeba uvazit i faktory,
jimiZ se situace kosmonauta nutné lisi od situace pozemské (stavy beztize
¢i pfetizeni, roven zdfeni apod.) a které mohou mit vliv na biologické po-
chody.

Jev dilatace éasu byl vicekrat pfimo i nepfimo potvrzen experimenty.
O zméné frekvence zafeni atomu s teplotou (tzv. teplotni rudy posuv) jsme
se jiz zminili. Dulezité pfimé ovéfeni podali roku 1941 Rossi a Hall pozo-
rovanim doby Zivota mionu. Tyto ¢dstice (s kladnym ¢&i zdpornym nébojem
velikosti naboje elektronového a s asi 200krat vétsi hmotnosti, nez ma elek-
tron) vznikaji reakci primdrniho kosmického zéfeni s hornimi vrstvami atmo-
sféry ve vysi asi 30 km. Pozdéji se rozpadaji na pozitron a dvé neutrina,
pFitemsz jejich klidova doba zivota &ini priimérné A7 = 2,1.1076 s. Jiz odtud
je zfejmé, Ze bez dilatace Gasu by se naprostd vét§ina mionii nemohla do-
stat k zemskému povrchu, ani kdyby se pohybovaly rychlosti svétla. Proto
uZ jejich registrace zde je argumentem ve prospéch teorie relativity. Rossi
a Hall méfenim dob Zivota mionu o riiznych rychlostech potvrdili vzorec
(X1.57) i kvantitativné. Roku 1952 byly provedeny pokusy zjistujici dobu
Zivota 7 mezonu se stejnym vysledkem. Vzorec (XI.66) pro neinercidlni po-
hyb byl patrné poprvé provéfen naroénym pokusem v oblasti fyziky ele-
mentarnich éastic roku 1966. V roce 1971 byl proveden experiment se dvéma
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letadly, kterd byla vybavena atomovymi hodinami a oblétla Zemi v opaénych
smérech. Po pfistani byly idaje obou hodin porovniny s hodinami, které
zustaly v klidu na Zemi. Vzhledem k rotaci Zemé zde $lo o troji druh ne-
inercidlniho pohybu®®. Vysledkem experimentu bylo, Ze rozdily v ddajich
hodin (fddové stovky nanosekund) odpovidaji piedpovédim specidlni teorie
relativity s pfesnosti asi 15 %. Malou pfesnost experimentu lze vysvétlit
fadou vedlejsich vlivi, které se pfi ném uplatiiuji. Obdobny pokus byl pro-
veden jesté roku 1976, kdy byl registrovan i vliv, ktery ma na plynuti éasu
vyska hodin nad Zemi a ktery pfedvida obecnd teorie relativity.

Piejdéme nyni k problému srovnavani prostorovych vzdalenosti v riz-
nych inercidlnich systémech. Necht v systému K’ lezi v klidu ve sméru osy
X' ty¢ délky Lg. Je tedy

Lo = X5 - X1, (XI1.67)

kde X7, X5 jsou soufadnice zatdtku a konce tyée v K'. Chceme-li uréit
délku tyce L v systému K, vaéi némuz se ty¢ pohybuje rychlosti V', musime
zaznamenat polohu jejiho poéatku a konce v témze case, tj. klast

T =T,. (X1.68)

Uzijme druhé rovnice Lorentzovy transformace (XI1.41). Vzhledem k (XI.68)
plati

- X

Lo=X,— X! = X=X =L . (X1.69)
V2
I-=

Vlastni délka tyée Lo v systému, v némz je ty¢ v klidu, je tedy nejvétsi.
Mluvime proto o kontrakci délky pohybujici se tyce.

Kontrakce délek muze vyvolat podobné namitky jako dilatace casu.
Necht jsou spustény zavory, vzdilenost mezi nimi se pravé rovnd klidové
délce vagonu, ktery pod nimi projizdi ve sméru kolmém k zavoram. Necht
zadni zdvora dopadla privé na konec vagonu. Dopadla ptedni zdvora pied
vagon anebo narazila na jeho stfechu? Na prvni pohled se zd4, Ze uzitim
vzorce (XI.69) v systému zdvor Z a v systému vagonu W dospéjeme ke
dvéma protichtidnym vysledkiim. V systému Z je vagon kratsi nez vzdalenost
mezi zdvorami a pfedni zavora dopadne pfed ngj. V systému W je vzdalenost
zévor mensi nez délka vagonu a pfedni zdvora dopadne na st¥echu vagonu.

Chybou, ktera se ¢asto vyskytuje i v jinych paradoxech, je zde opomenuti
relativni povahy soucasnosti. Pfedpoklada-li se, ze zavory dopadly souasné

% V experimentu hraje roli nejen pohyb letadel vici Zemi, ale i rotace Zemé, ktera
zpisobuje, Ze systém s nf spojeny neni inercialni
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v systému Z, nemohly dopadnout soucasné v systému W. Pfedni zdvora do-
padla v tomto systému dfive nez zadni a mohla tedy dopadnout pfed vagon
bez rozporu s tim, ze vagon je deldi nez vzdalenost mezi zavorami.

Kontrakce délek je prokdzana fadou nepfimych dokladl, mezi néz patii
napiiklad zminény Michelsontiv pokus. Také popsané pozorovani dopadu
mionti na povrch Zemé lze v systému spojeném s mionem vysvétlit tak,
7e doba Zivota mionu zistala stejnd, ale v dusledku kontrakce je men3i
vzdalenost mezi mistem vzniku mionti a Zemi. P¥imé ovéfeni vzorce (XI.69)
pro rychle se pohybujici télesa nebylo dosud podano pro technické obtize,
s nimiz by byl takovy experiment spojen. Upozornéme v této souvislosti, ze
napiiklad pfi fotografovani rychle se pohybujicich téles by vystoupil problém
rozdilu mezi jejich skuteénym a viditelnym tvarem, zptisobeny tim, Ze vzhle-
dem ke koneéné rychlosti svétla nevidime vSechny body obrysu télesa ve
stejném &ase. Pfi posuzovani otazky, jak by se pozorovateli jevilo rychle
se pohybujici téleso, je tedy tieba uvazit nejen relativistickou kontrakei, ale
i zminény efekt. Na tuto skutecnost upozornil Terrell az roku 1959, ve starsi
literatufe je opomijena.

X1.5 Nékteré kinematické dlsledky teorie relativity

Kinematickymi nazyvame v teorii relativity ty jevy, které lze odvodit pfimo
z Lorentzovy transformace, aniz se odvoldvdme na zmény, kterym teorie
relativity podrobila dynamické pojmy hmotnosti, hybnosti, energie, sily aj.
Je ovSem tieba mit na paméti, ze v dusledku tésné souvislosti mezi prosto-
rem a ¢asem a fyzikalnimi jevy je v teorii relativity rozdéleni na kinematiku
a dynamiku mnohem méné striktni nez v klasické mechanice. Mezi kine-
matické jevy se fadi jiz probrana kontrakce délek a dilatace €asu. Nyni se
sezndmime s daldimi kinematickymi jevy.

a) Zména Ghla a objemu pohybujicich se téles

Tento jev je piimym disledkem kontrakce délek. Necht je téleso v klidu
v soustavé K’ a pfimka v ném vytycend necht zde svird dhel g se smérem
pohybu K’ viéi K. Pak z hlediska soustavy K jsou délky v podélném sméru
zkraceny v souladu s (X1.69), zatimco v pii¢ném sméru se nezméni. Piislusny
uhel z hlediska soustavy K je tedy urcen vztahem

tgp = vtgwo - (XIL.70)
O sméru daném thlem ¢y muzeme mluvit jako o klidovém sméru.
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Analogickou tivahou dostaneme vztah mezi objemem V; v klidové sou-
stavé K’ a objemem V v soustavé K

V=—. XL71
> (XL.71)

b) Fdzovd a paprskovd rychlost rovinné vlny. Aberace svétla

Necht hfeben rovinné viny postupuje rychlosti u pod thlem a k ose X. Bez
Ujmy na obecnosti muzeme pfedpoklddat, Ze rychlost u lezi v roviné XY
a Ze hieben prochézel potitkem v ¢ase T = 0. Pak pro postup hiebene, viz

obr. 25, plati rovnice
X uTl
Y=——0+

tga sina

(XL.72)

Pohyb hiebene viny v systému K’ najdeme dosazenim ze vztahu (X1.42).
Dostavame

Y =-—

[(cos a— u?‘;-) X'+ (Vcosa — u) T'] : (X1.73)

sinc
Porovnanim (XI.73) a (XI.72) vidime ptedevsim, Ze je

sin o

07 <cosa — yc—‘g—/-)

(XL.74)

tga' =

Déle bychom mohli obdrzet vztah mezi u a u'.

uT

X

Obr. 25: Pohyb hiebene rovinné viny. Hieben pohybujici se rychlosti u je znizornén z
hlediska systému K v &ase T
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Necht se v systému K spolu s hiebenem viny pohybuje ¢astice ve sméru
normaly k hiebeni, tj. plati v = u, kde v je rychlost Castice. Jaky thel
s osou X' bude svirat rychlost ¢astice v’ v systému K'? Plati

ta'-—v—y— sina
)
¥ cosa—;

kde jsme uzili vztahti (XI1.49) a (X1.50) a toho, ze v = (vcos a,vsina).
Pravé strany (XI.74) a (X1.75) se pii v = u obecné lisi. To znamena, ze
shoduje-li se fizova rychlost u a paprskova rychlost v v systému K, budou
v systému K’ rychlosti rozdilné. Avsak v pfipadé, Ze jde o svételné vinéni,
kde v = u = ¢, vztahy (X1.74) a (XL.75) splyvaji ve vztah

(XL.75)

) sino
tga' = ———p\
0% (cosa— ——)
c

jez popisuje jev aberace svétla v ramci specidlni teorie relativity. Situaci,

(X1.76)

kterou jsme se zabyvali v souvislosti se vztahem (XI.12), odpovida o = g,

o = g + ¢, takze je

tge = % , sine = v , (XL.77)

Cc

coz v prvnim pfibliZeni splyvé s (XI.12).

c) Doppleruv jev

Necht zdroj periodického signalu o frekvenci v, a §ificiho se rychlosti u se
pohybuje rychlosti V, kterd svird ihel a se smérem od zdroje k pozorovateli
P, viz obr. 26.

Vsechny uvedené veli¢iny se vztahuji ke klidovému systému tohoto pozo-
rovatele (systému K). Za periodu 6T urazil prvni signdl drdhu u 67" smérem
k pozorovateli P. Vzdélenost zdroje od pozorovatele se viak za tuto dobu
zmensgila (popk. zvétsila v piipads, ze a > 7/2) o V 6T cos o (zménu vzdé-
lenosti danou piiénym pohybem lze v redlnych situacich zanedbat). Pozo-
rovatel P tedy registruje periodu

0T -V 6T
8T, = = VoTcosa _ sp (1 _ Y o a) (XL.78)
u U
a pro pozorovanou frekvenci v, tedy plati
vp = —— (XL.79)
1- o cos &
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P

Obr. 26: Doppleriv jev. Zdroj vinéni Z se pohybuje rychlost{ V vzhledem k nehybnému
pozorovateli. Rychlost vinéni je u.

Predesld tvaha plati jak v klasické fyzice, tak i v teorii relativity. Zde je
viak potfeba dodat, Ze vzhledem k dilataci ¢asu (X1.57) frekvence v, souvisi
s klidovou frekvenci vy, jak je méfena v systému K’ pohybujicim se spolu
se zdrojem, vztahem

v, =14l — —, (X1.80)

(X1.81)

Nejcastéji se setkidvame se vzorcem (XI.81) v pifpadé svétla ve vakuu, kde
u = c. Pro tento pfipad si v§imnéme situace, kdy o = =, tj. zdroj se vzdaluje
od pozorovatele pro kladné V. Pak mame

, (X1.82)

coz se lisi od klasického vzorce (XI.10).

V ptipadé, Ze a = 7/2, je podle (XI.79) Vp = v,. Pozorovand frekvence
se vSak presto lisi od klidové frekvence zdroje na zdklads (XI.80). To je
pricng Doppleriv jev, ktery neni ni¢im jinym neZ projevem relativistické
dilatace casu. Jeho zjisténi (poprvé Ives a Stilwell v roce 1941, pozdéji dalsi
potvrzeni s pfesnosti asi 5% je proto dileZitou souéasti experimentélniho
ovéfen{ kinematickych vztahl specidlni teorie relativity.
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Necht je v bodé P registroviana monochromatickd rovinnd vina o frekven-
ci v a nechf se bod Z pohybuje rychlosti V' pod tihlem « ke sméru postupu
vlny. Jakd frekvence v/ v ném bude zjisténa? Kazdy priichod maxima viny
bodem Z lze ztotoznit s vyslanim signalu v pfedchozi Gvaze (nezilezi ziejmé
na tom, ze Z neni pivodcem signalu). Proto lze uzit vzorec (XI.81) a kldst
vném vy, =v, vy = V', ¢imz dostdvame

(1- Foose)
v|(1l— —cosa
Vo= u : (XIL.83)

Nejcastéji se tento vzorec uziva pro svétlo, kde u = c.

Je dulezité si uvédomit, Ze v pripadé svétla (viz (XI.82)) muze frekvence
v zdvislosti na volbé vztazného systému (rychlost V') nabyvat libovolné
hodnoty mezi 0 a oo . Mluvime-li napiiklad o Cerveném svétle ¢i Rontge-
nové zafeni, maji tato slova jen relativni vyznam v ramci naSeho vztazného
systému. Existuji systémy, pro nez je nase viditelné svétlo Rontgenovym
zafenim ¢i naopak. /

d) Rychlost svétla v pohybujicim se prostfedi

Necht se latkové prostfedi pohybuje vuéi systému K rychlosti V, rychlost
svétla vzhledem k nému necht je c*. Pak podle vzorce pro relativistické
skladani rychlosti (XI.51) se svétlo ve sméru pohybu prostiedi §ifi vaéi K
rychlosti .

¢+

1+

2

c

Pfedpokladejme, Zze V < c¢. Pak v prvnim pfibliZzeni dostaneme
*

w=c 4V [1 - (%)2] . (XL85)

Nerelativisticky fyzik by vylozil vzorec (X1.85) jako klasické slozeni rychlosti
c¢* a aV, kde aV by byla efektivni rychlost éteru strhavaného prostfedim,
tj.

c*\?2 1
a_1—<?) =1-— (X1.86)

by byl strhavaci koeficient. Klasicky Fizeauliv pokus lze chapat jako nejstarsi
potvrzeni relativistického zdkona sklddani rychlosti.
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Poznamenejme, Ze v ramci specidlni teorie relativity lze popsat i Sifeni
svétla v pohybujicich se disperznich prostiedich, kde rychlost c* zdvisi na
frekvenci. Také zde jsou vysledky teorie relativity v souladu se skute¢nosti,
jak experimentalné potvrdil jiz Zeeman roku 1916.

e) Thomasova precese

V klasické nerelativistické mechanice plati, ze rozto¢ime-li setrvaénik kolem
jeho osy, pak tato osa zachovdva svlij smér v prostoru i v piipadé, Ze tézisté
setrvacniku vykonavda ptisobenim vnéjsich sil (s nulovym momentem vzhle-
dem k tézisti) libovolny zrychleny pohyb. Dostdvdme tak ,setrvaénikovy

kompas“, jehoz chovéani je matematicky popsano vztahem

ds
7= 0, (X1.87)
kde za s bereme vlastni moment hybnosti setrva¢niku.

Zajimame-li se o chovani setrva¢niku podle specidlni teorie relativity,
musime upfesnit, co zde rozumime ,stejnym smérem*. Podle vztahu (XI.70)
se totiz z hlediska systému K sméry v télese uvedeném do pohybu méni i
tehdy, kdyz pozorovatel spojeny s t&zistém télesa z4dné ototeni nezjistuje.
Z hlediska tohoto pozorovatele jsou pro porovnani sméri podstatné klidové
sméry, které v systému K zjistime ze vzorce (XI.70). Rikdme-li, Ze smér
néjakého vektoru se pfi pohybu nezménil, mdme na mysli klidovy smér.

Je pfirozené pfijmout hypotézu, ze vztah (XI.87) se piendsi do teo-
rie relativity s tim upfesnénim, ze plati pro klidovy smér v inercidlnim
klidovém inercidlnim systému). Tato hypotéza se potvrzuje jak hlubsim te-
oretickym rozborem, tak i experimentem. ProtoZe vSak okamizité klidovy
inercidlni systém je pfi neinercidlnim pohybu v riznych ¢asech riizny, nelze
jiz z (XI.87) vyvodit, Ze klidovy smér s se zachovava vzhledem k néjakému
»pevnému inercidlnimu systému®.

Predpoklddejme nyni (bez ijmy na obecnosti), Ze zkoumané téleso ma
v systému K okamzitou rychlost V' ve sméru osy X. Okamzité klidovy
inercidlni systém K’ je spojen se systémem K Lorentzovou transformaci
(XI.41). Uvazme nejprve ptipad, kdy rychlost V se méni jen co do velikosti.
Pak lIze s télesem postupné spojovat okamzité klidové inercidlni systémy, je-
Jichz sméry os splyvaji se sméry os systému K. Zachovava-li si vektor s svij
klidovy smér v kazdém z téchto systémi, zachovava si jej i v systému K'.
Podélné zrychleni tedy nevede ke zméné klidového sméru osy setrvaéniku.

UvaZme nyni zménu rychlosti v pfiéném sméru. Predpoklidejme, ze
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$o

| 4 X

Obr. 27: Thomasova precese. Rychlost setrvaénfku v systému K se zménilaz V na U.

rychlost se zménila nespojité z V na
U=V +AV, (XI.88)

kde vektor AV je kolmy na V. Muzeme pfedpoklidat, Ze AV m4d smér
osy Y. Velikost nové rychlosti télesa (z hlediska K) je zfejmé

U=+/V2+ (AV)? (XI.89)

a jeji tihel s osou Y spliuje vztah, viz obr. 27,

Vv
tgp = AV (X1.90)

Piejdéme k okamzité klidovému inercidlnimu systému télesa po zméné rych-
losti, ktery oznagéime K'*, jeho osy zvolime tak, aby jejich klidové sméry
splyvaly se sméry os K'. Osa Y'* je v systému K’ kolmd na osu X' a kryje
se s osou Y’ (pohybuje se v jejim sméru). Protoze osa Y' je kolmd na X
v systému K, musi to platit i pro Y'*. Protoze se viak Y’ pohybuje v K
rychlosti U, je klidovy dhel sklonu dan vztahem (XI.70), tj. s pfihlédnutim
k (XI.90) plati

v U\2 Vv V2 + (AV)?

Uvazujme jesté o systému K, ktery se rovnéz pohybuje rychlosti U, ale
jehoz klidové sméry os splyvaji se sméry os systému K. Osa Y+ mé tedy
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ziejmé klidovy smér kolmy na osu X. Osy Y+, Y'* sviraji klidovy thel Ao,
ktery vypoéteme podle vzorce

tg » — tg o
tg (Ay) [ —— (X1.92)
dosazenim (XI.90) a (XI.91). Nasim cilem je pfejit k diferencidlnimu vztahu,
a proto se omezime na prvni pfiblizeni Taylorova rozvoje pro Ay a AV.
Dostaneme tak

Ap="-(v-1), (X1.93)

kde v je ddno vyrazem (XI.46).

Uhel Ay udévé thel, o ktery se viigi K+ otogil (v roving XY) systém
K'*. Podle pfedchoziho vykladu si véak vektor s setrvaéniku zachovava svij
klidovy smér v K'. Bude tedy mit stejné komponenty v K't jako mél v K’
(protoze oba systémy maji stejné klidové sméry os). To vSak znamend, 7e
vaci Kt a tedy i viéi K se klidovy smér vektoru stoéil o tihel Acp.

Uvéazime-li, Ze Ay mizeme znizornit vektorem, ktery je kolmy na rovinu
uhlu a orientovany ve shodé s orientaci thlu zakreslenou na obr. 27, lze
(X1.93) vyjadfit vektorové jako
VXAV
= 72
Délime-li tuto rovnici ¢asovym intervalem AT a pfejdeme-li v limité k deri-
vaci, dostdvame, Ze dochdzi k staceni klidového sméru vektoru s thlovou
rychlosti

Ay (1-7). (X1.94)

dp V xA

d
kde A = a—% Je zrychleni setrvacniku. Zpravidla je rychlost V' <« c. Pak lze
(X1.95) zjednodusit uzitim prvniho pfiblizeni Taylorova rozvoje podle V/

1
=—5VxA. (X1.96)

Jev popsany vzorcem (XI.95), popf. (X1.96), se nazyva Thomasova pre-
matickych jevl zde diskutovanych, nicméné je to vysledek stejné zdsadni po-
vahy. U makroskopickych téles je pfirozené efekt popsany vzorcem (XI.96)
zanedbatelny. Uplatiiuje se vSak v atomové fyzice, kde tlohu vektoru s
hraje spin elektronu v atomu. Zde Thomasova precese sehréla vyznamnou
roli, ponévadZ umoznila mimofddné piesné experimentalni ovéfeni dalsiho
konkrétniho zdvéru specidlni teorie relativity.
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X1.6 Pohybové rovnice. Energie castice

Nyni pfikroéime k budovini relativistické dynamiky. Jeji pojmy a zdkony
musi spliiovat pozadavek invariance vuéi Lorentzové transformaci, zaroven
se vSak zachovdva co nejvice ze stavby klasické fyziky, pokud je to s rela-
tivistickym pojetim slucitelné. Ponechdva se pojem &astice, kterd je mate-
maticky popsdna jako hmotny bod. V klasické mechanice jsme definovali
inercidlni systém jako systém, v némZ je pro volné ¢dstice splnén princip
setrvaénosti

dv

o= = 0. (XI1.97)
Ze vztaht (X1.49) a (XI1.50) je patrné, Ze je-li rychlost v konstantni v jistém
inercidlnim systému K, je takova i v systému K’ spojeném s K Loren-
tzovou transformaci. Vztah (X1.97) vyjadiujici 1. Newtonuv zdkon je tedy
vuci Lorentzové transformaci invariantni a hraje v teorii relativity obdob-
nou roli, jakou mél v Newtonové mechanice — slouzi k praktickému urceni
inercidlniho systému.

Déle uvazujme o srazkach édstic, tj. o interakcich, které jsou omezeny
na tak malou prostorovou a ¢asovou oblast, Ze lze pominout jejich detaily
a omezit se na srovnavani dat pro volné éastice pred srazkou a po srazce.
V klasické mechanice je univerzalnim zdkonem platnym pro srazky zdkon
zachovani hybnosti, ktery fikd, ze zustane zachovan vektorovy soucet hyb-
nosti éastic

P=> mv;. (X1.98)
K3

Pfitom se poklada za samoziejmé, ze zustane zachovén i soufet hmotnosti

M=) m, (X1.99)

pficemz hmotnost je takovou charakteristikou Castice, kterd nezdvisi na
jejim pohybovém stavu. Zdkony (XI1.98) a (XI1.99) staci v klasické mechanice
k vyfeseni pfipadu dokonale nepruzné srazky dvou &astic, tj. sradzky, v jejimz
dusledku dochdzi ke spojeni ¢astic. Uvazujme zv1ast jednoduchy piipad ta-
kové srazky, kdy €astice maji v jistém inercidlnim systému K’ pted srdzkou
opacné rychlosti a stejné hmotnosti, takZe spojend ¢astice bude po srazce
v klidu. Pro rychlosti v}, vj pfed srdzkou a v’ po srdzce lze tedy psét

vy =~u, vy =u, v =0. (XI.100)
Popidme tento dé&j z hlediska systému K, ktery je s K’ spojen vztahy (X1.42).
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Podle (XI.51) budou pfislusné rychlosti v K

—u+V u+V
’U]————-*u—v-, Uz——“—"—u—‘/—, v=V. (XIIO].)
1‘*—0*2*' 1—-‘07

Odtud je jiz jasné, ze zdkony zachovani hybnosti a hmotnosti nemohou byt
pfevzaty do teorie relativity bez modifikaci. Polozime-li totiz

mivy + mavg = (M +ma) v, (XI1.102)

(’U] + '02)

dostaneme ve spojenis mj = my, Ze v = , coZ je ve sporu s (X1.101).

Nejprostsi moznd korekce je takova, Ze podrzime definici hybnosti ¢astice

p=mv (XI.103)

i zdkony zachovani hybnosti a hmotnosti, nebudeme vsak jiz povaZovat
hmotnost m za veli¢inu konstantni béhem pohybu, nybrz pfipustime jeji
zavislost na rychlosti m = m(v). Pak ovSem jiz nelze v systému K klast
m1 = mq. Z rovnice (XI.102) vypoéteme uzitim (XI.101) pomér hmotnosti

1 uV
v _ =
m_rTv_ & (XI.104)
mo v —V uV
1+ —
c
Nyni uzijeme transformacni vztah pro Lorentziv faktor
-1
v2
Yo = ( 1- = , (XI.105)
plati vztah
vV
Yo = Ty <1 + 22 ) : (XI.106)
jak lze provéfit pfimym vypottem. Mame v, = v,,, v, = —u, vy, = u
a tedy
™ . (X1.107)




Pro v; = 0 musi byt m rovno své klidové hodnoté, kterou nyni oznacime
mg. Pro hmotnost druhé ¢astice tedy plati

m = _——’319—-; , (X1.108)

v
1— —
c2
kde jsme vynechali index éastice, protoze tento vztah musi byt za naSich
pfedpokladi univerzidlné platnym vztahem pro zavislost hmotnosti na rych-
losti. Hmotnost tedy v teorii relativity s rychlosti roste, pficemz pro v — ¢
je m — oo. Hybnost ¢istice mizeme nyni napsat jako

p=_—0Y (X1.109)

Opét plati, Ze pro v — ¢ velikost hybnosti roste nade viechny meze.
Porovnejme jesté klidovou hmotnost M Eastice vzniklé srazkou se souc-
tem klidovych hmotnosti pied srdzkou. Podle pfedchoziho vykladu

2
My =my +my = —o0 (X1.110)

tedy pro klidové hmotnosti zdkon zachovani neplati. Tento vysledek je z hle-
diska klasické fyziky zcela novy a neotekavany.

Dalsim krokem k budovéni relativistické dynamiky je formulovani po-
hybovych rovnic. V klasické mechanice vyjadfuje tyto rovnice 2. Newtonuv

zdkon
F =ma. (XI.111)

Pisobeni pole na ¢astici budeme i v teorii relativity popisovat pomoci sily.
Piipomefime si vSak, ze kromé (XI.111) existuje v klasické mechanice jesté
zapis pohybovych rovnic

dp
F=—0 (X1.112)

odpovidajici Newtonové formulaci, Ze sila je rovna ¢asové zméné hybnosti.
V klasické mechanice jsou oba zapisy ekvivalentni, v teorii relativity se vSak
v dusledku vztaha (XI1.103) a (XI.108) budou lisit. Je proto tfeba se rozhod-
nout pro jeden z nich, tj. vlastné zavést pojem sily v rdmeci teorie relativity.
Piednost je tfeba dat vyjadfeni, které vede k jednodussi formulaci zékonu
dynamiky. Z dalsiho vykladu vyplyne, Ze je to vyjadfeni (XI1.112).
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Uvazujme nyni o zavedeni pojmu energie do teorie relativity. V klasické
mechanice plati pro pfirstek kinetické energie Eastice pod vlivem sily vztah

dE
— =Fuv. XI.113
ar ~ " ( )
Budeme piedpoklddat, Ze timto vztahem je uréen pfiristek kinetické energie

i v teorii relativity. Pak uzitim (XI.112) a (XI.109) ziskame

d
dEy = vdp = my——r (XL.114)
112
a po integraci
2

Bo=—2 1%, (XL.115)

,02

-z

Integra¢ni konstantu b zvolime tak, aby pro v = 0 platilo Exy = 0. Tim
dostavame

1 1 3 vt
By =moc? | ————1 =—m0v2+—m0v

; 5 gm0 e (X1.116)

Jak je vidét, v prvnim pfiblizeni pro malé v/c splyva relativisticky vyraz
pro kinetickou energii s vyrazem klasickym, aviak pro v — c roste kinetickd
energie nade viechny meze.

Vratme se nyni ke vzorci (XI.110). Pro rozdil klidovych hmotnosti My
a 2mg lze psat

1 E

Mo — 2mo = 2mo | ——— 1| = 0—2“ (X1.117)
v
1—'6'5

kde Ey byla kinetickd energie ¢astic pfed srazkou. Po srdzce se tato ki-
netickd energie zfejmé ,,proménila“ ve vnitini energii spojené Castice. Ze
vzorce (XI.117) vidime, Ze to bylo spojeno se vzristem klidové hmotnosti
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gastice, ktery je umérny této energii. Muzeme predpoklédat, Ze je to proje-
vem univerzalniho zékona a ze klidovd hmotnost a vnitini klidov4 energie
jsou spojeny vztahem

Eop = moc? . (X1.118)
Celkové energie Castice je tedy
2
E=Ey+ Ex = __mgc_2 =mc*. (X1.119)
v
c2

Tento vztah vyjadiuje, v bézné terminologii, zdkon ekvivalence hmotnosti
a energie. ) -

Uzitim (X1.109) a (XI.119) se snadno ovéfi, Ze energie a hybnost Céstice
jsou v teorii relativity spojeny vztahem

EZ
p?+mo2c? = - (X1.120)

Kromé toho existuje jesté velmi hlubokd souvislost mezi energii a hybnosti,
ktera se odhali zkoumdnim jejich transformacnich zdkond. Pro strucnost
budeme opét uzivat Lorentzovych faktorii v a 7y, tj. (X1.46) a (XI.105).
Bude tedy

VE ) . (X1.121)

p'z=75mov;=7(pz——é—2—

Obdobné dostaneme
p,=py, P,=pz, B =7(E-Vp). (X1.122)

Porovnanim s (XI.41) vidime, Ze veli¢iny E/c?, psz, py, D, se pii Loren-
tzové transformaci chovaji obdobné jako soubor prostorocasovych soufadnic
T,X,Y,Z. Vyznam této formdlni symetrie rozebereme podrobnéji pozdéji.
Poznamenejme, Ze z transformaénich vztaht (XI.121) a (X1.122) je patrné,
7e zachovava-li se hybnost a energie ¢dstice v inercidlnim systému K, za-
chovava se také v systému K’ spojeném s nim Lorentzovou transformaci.
Pro thrnnou hybnost a energii souboru volnych &istic plati opét trans-
formaéni vztahy (X1.121) a (X1.122), jak se pfesvédéime seCtenim vztahi
pro jednotlivé &astice souboru. Proto také zakony zachovani pro dhrnnou
hybnost a energii systému budou invariantni vici Lorentzové transformaci.

Vrafme se nakonec k pohybovym rovnicim (XI1.112) a odvod'me trans-
formaéni zédkon pro silu. Lze psat

_ dp dT
T dT 4T’
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Déle uzijeme (XI.121), (XI.48) a vztahu

dE
— = XI.
9T Fuv (XI.124)

ktery plyne z (XI.113) vzhledem k tomu, Ze Ej je konstanta. Po kratkém
vypocétu obdrzime

14 vy Fy + v, F,

Fé‘ =Fe- Vg c? ’
1- 2
F F,
r Y - z
Fy= ——tpe, F! - (X1.125)
A c? AC c?
Na zdkladé (XI.103) lze pohybovym rovnicim dét tvar
dv dm
- F - XI.
mez=F - v (X1.126)
a protoze podle (X1.119) a (XI.124)
dm 1dE 1
= = _F I.12
T ~@dr ~ @ (XL127)
dostavame .
o —a=F - (Fo)v (XI.128)
v
't

pro zépis pohybovych rovnic vyjadfujici explicitné vztah mezi silou, rych-
losti a zrychlenim. Porovnanim s (XI.111) vidime, Ze pohybové rovnice se
staly oproti pfipadu klasické mechaniky slozit&jsimi. Zrychleni nyni jiz nems
obecné smér pisobici sily. V okamzité klidové soustavé dané Gastice, kde
v = 0, v8ak plati

moay = Fyp , (X1.129)

tj. vztah (XI.111) klasické mechaniky zde ziistava v platnosti. Dovedeme-
li urcit silu v klidové soustavé, miZeme najit jeji obecné vyjadieni podle
transformacnich vztahu (XI1.125).

Jak je z naSeho pfehledu zdkladnich vztahl relativistické dynamiky
zfejmé, uplatiiuje se véude tam, kde ¢dstice i télesa nabyvaji relativnich
rychlosti srovnatelnych s rychlosti svétla. Rychlosti makroskopickych téles
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vyrobenych &lovékem za souCasného stavu techniky tento predpoklad ne-
spliiuji, a proto pfi studiu jejich pohybl vystatime s newtonovskou mecha-
nikou. Aviak v mikrofyzice a v jejich technickych aplikacich jsou rychlosti
srovnatelné s rychlosti svétla zcela b&zné. Pozorovani pohybil a srézek ¢astic
mikrosvéta nezanechava zadné pochybnosti o tom, Ze relativistickd dyna-
mika je zde nesrovnatelné lepsim priblizenim k realité nezli dynamika newto-
novska. Pouzivani relativistickych vztahti pro hmotnost, hybnost a energii
¢4stic je samoziejmym piedpokladem pro technické aplikace i dalsi vyzkumy
v oblasti mikrosvéta.

X1.7 Aplikace pohybovych rovnic

a) Rovnomérné zrychleny pohyb

Nejprostsim pfikladem pohybu pilisobenim sily je piipad, kdy sila méa smér
pohybu &astice, pficemz v okamzité klidovém systemu Castice je velikost
této sily v kterémkoliv ase stejnd. Podle (X1.129) zlstdva pak konstantni
i zrychleni vzhledem k okamzité klidové soustave, které je pro pozorovatele
spojeného s &astici mirou neinercidlnosti jeho pohybu. Dany pohyb muzeme
proto nazvat rovnomérné zrychlenym pohybem ve specidlni teorii relativity
(tfebaze zrychleni vzhledem k pevnému inercidlnimu systému pfi ném kon-
stantni nenf).

Volme pocsteéni podminky tak, Ze v ¢ase T = 0 je Castice v bodé X=0
s nulovou rychlosti a sila m4 smér osy X, tj. F = (F,0, 0). Transformaéni
vztah (X1.125) dévé, Ze tato sila je i béhem pohybu rovna sile v okamzité
klidovém systému. Zastava proto béhem pohybu konstantni a na zdkladé
(X1.112) nebo (XI.128) miZeme psat

d v

Y —gT (X1.131)
,02
-z
neboli dX T
P R - — (X1.132)
dT 2T2
g
1+ 25
C



Dalsi integrace pii zadanych poéateénich podminkach davs,
2 T 2
x=< [ 1+ (97) - 1J : (X1.133)
)

Je-li (9T)* < ¢2, ziskdme odtud v prvni aproximaci zndmy vzorec

X = %gzﬂ . (X1.134)

Avsak pro T — oo z (X1.132) plyne, ze v — ¢. Na rozdil od klasické me-
chaniky, kde by rychlost ¢4stice rostla nade vSechny meze, se jeji rychlost
v teorii relativity asymptoticky blizi rychlosti svétla. Tato skute¢nost je
projevem obecné zdkonitosti. Podle (XI.112) a (XI.124) muie sila konecné
velikosti dodat ¢astici za koneénou dobu pouze koneénou energii a hybnost.
To ovSem podle predchoziho vykladu znamen4, 7e éastice nemuze dosahnout
rychlosti svétla.
Regeni (XI.133) miizeme zapsat ve tvaru

2\ 2 4

C C

(X + ~> -7 = = (X1.135)
g g

z ¢ehoz vidime, Ze grafem studovaného pohybu v roving X , T je hyperbola na
rozdil od klasické paraboly (XI.134). Mluvi se také proto o hyperbolickém
pohybu. Tento pohyb byvé4 éasto diskutovén v souvislosti s posuzovanim
moznosti kosmickych letd mimo hranice Slune¢ni soustavy.

b) Pohyb v homogennim magnetickém poli
Z teorie elektromagnetického pole je znamé, e v magnetickém poli o indukci
B pusobi na &astici s elektrickym nébojem e sila

F=evxB. (XI.136)

Pozdéji ukdzeme, Ze tento vztah ziistava v platnosti i v teorii relativity,
zatim to budeme piedpokladat. Budeme se zabyvat pripadem, kdy magne-
tické pole je homogenni, ¢asové neproménné, a m4 smér osy Z. Omezime se
na pohyb v roviné X,Y. Pro tento pohyb podle (XI.112) dostaneme

dpy _ dpy _
ar = evy B , T = evyB . (XI.137)
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Rovnice (XI1.137) plati i v nerelativistické fyzice, kde ovSem p = myv.
V tomto pfipadé lze soustavu snadno vyfesit a dospéjeme k zavéru, Ze Eastice
se pohybuje po kruznici uhlovou rychlosti

eB

wo=—. (XI.138)
mo

V teorii relativity, kde p = mgy,v, postupujeme takto: Vynasobime prvni

rovnici soustavy (XI.137) vg, druhou rovnici vy a se¢teme. Dostaneme tak

dpg dp, d mgc?
Wy, 4 Mo _ XI.1
aT =t AT T ar 2 0 (X1.139)
I-=
neboli 0
_mo_cz = mc? = konst . (X1.140)
v
1—- =
CZ

To je vlastné zdkon zachovani energie, ktery jsme mohli obdrzet také pfimo
z (XI.124) vzhledem k tomu, Ze plati Fv = 0, tj. sila (XI1.136) nekons praci.
Na zékladé (XI.140) je ve vztahu p = mwv hmotnost konstantni a (XI.137) se
formélné nelisi od nerelativistického pfipadu, nahradime-li klidovou hmot-
nost myg relativistickou hmotnosti m = ymg. Pohyb se tedy opét déje po
kruZnici, uhlova rychlost vsak je

B v?
eBy1 -2
2
eB__V & (XI.141)

w=—= ,

m mo

tj. zmensSuje se s rostouci rychlosti ¢astice na kruhové draze. Postupna rych-
lost ma pro polomér kruznice R hodnotu v = wR, odtud vypoéteme

woRR
- (woR)2
c
kde wy je klasickd frekvence dand (XI.138). Pro R — oo plati, Zze v — ¢, tj.

rychlost ¢astice opét nemuze dosdhnout rychlosti svétla. Lze také psat po
rozieeni (XI.142) vzhledem k R a uziti (XI.138)

(X1.142)

_M
R="%, (X1.143)
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kde pg je konstantni hodnota hybnosti ¢dstice dand pocdteénimi podmin-
kami. Vztah (XI.143) umozZiiuje uréit py na zdkladé zméieni B a R. Zjis-
tovédnim energetickych ztrat pii brzdéni ¢istice je pak mozno uréit i jejt
klidovou hmotnost. Pohyb nabitych ¢astic v magnetickém poli m4 i fadu
dalsich védeckych a technickych aplikaci.

X1.8 Zakon ekvivalence hmotnosti a energie

Zékon (XI.119) o vzijemné souvislosti hmotnosti a energie patii nepo-
aspektl od mimofiddného vyznamu pro moderni energetiku aZ po souvis-
lost se zakladnimi otdzkami filozofickymi. Budeme se mu proto vénovat
podrobnéji. Uvedme nejprve nékolik konkrétnich piipadi aplikace tohoto
zdkona.

a) Prvni experimentélni ovéfeni podali Cockcroft a Walton roku 1932.
Jestli dopadne na jadro lithia proton o dostatecné vysoké energii, vznikne

nestabilni jadro berylia, které se rozpada na dvé &dstice «, tj. dochézi k pro-

cesu
Lij + H} — Be§ — 2He3 . (X1.144)

Velikost klidovych hmotnosti jednotlivych slozek reakce je mozno uréit me-
todou zminénou v zivéru pfedeslého odstavce. Ukazuje se, ze rozdil kli-
dovych hmotnosti pfed procesem a po procesu, tzv. hmotnostni defekt, je

Amg = 0,309.10"Bkg . (X1.145)
Tomu odpovida energie
AE =27,7.10717 . (X1.146)

Tato energie musi byt rovna rozdilu kinetické energie &astic o po reakci
a protonu pred reakci. I tyto veli¢iny lze zméfit a vysledek pfesné souhlasi
s pfedpovédi teorie relativity.

b) Je-li jadro uranu U23® zasazeno neutronem o dostatetné energii, dojde

k jeho rozstépeni na dvé jidra patiici prvkiim ze stfedni &dsti periodické
soustavy. Pfitom se v priméru uvolni 2-3 neutrony, které mohou rozbit
daldi uranova jidra, takze dojde k fetézové reakci. Tato reakce muze vést
ke katastrofalni explozi (atomova bomba), nebo miize byt regulovana a st4t
se zdrojem uzitetné energie v jadernych reaktorech. Vazebna energie (tj.
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energie, kterou je tfeba dodat pro rozlozeni jidra na jednotlivé komponenty)
¢ini pro prvky ze stfedni ¢édsti periodické soustavy asi 8,5 MeV na jednu
¢astici jadra, kdezto pro uran je analogicka veli¢ina 7,5 MeV. Pfi popsané
jaderné pfeméné se tedy uvolni energie

AE = (8,5 —17,5) 235 MeV = 3,8.107117J . (X1.147)

V jadernych reaktorech se naprostd vétSina této veli¢iny ziskd ve formé
tepla. Pro 1 kg uranu to ¢ini

AQ =9,6.10"T, (X1.148)
coz predstavuje energii ziskanou spalenim asi 3.10% kg uhli.

¢) Za jistych podminek — piedevsim za vysoké teploty — se lehka jadra
sluéuji v jadra tézsich prvkua. Tyto reakce maji velky vyznam v kosmolo-
gii a v astrofyzice. Vdé¢ime jim i za energii, kterou ndm trvale poskytuje
Slunce. Lidstvo dovede zatim energii tohoto puivodu ziskavat, bohuzel, pou-
ze ve vodikovych bombdch, avsak ovlddnuti fizené termonukledrni reakce je
jednou z nejvétsich nadéji pro energetiku budoucnosti. Jako reprezentativni

ptiklad uved'me slu¢ovani jader deuteria a tritia na helium podle vzorce
H? + H} — Hej +n} . (X1.149)

V tomto pFipadé je hmotnostni defekt roven 3,0.1072° kg &ili uvolnén4 ener-
gie ¢ini 2,7.10712 J. Pro 1 kg smési deuteria a tritia ¢ini ziskand energie

Q=3,1.10%J, (X1.150)
tj. je asi 3krat vétsi nez v pfedchozim piipadé.

Uvedené piiklady ukazuji, ze je moZné Cerpat z malého mnozstvi latky
obrovskd mnozstvi energie (ve srovnédni s tim, co se zddlo moZné v pied-
relativistické fyzice). Jiz 1 gram litky je ekvivalentni energii 9.10'3 J. Je
ovSem tfeba si uvédomit (coz se pfi populdrnich vykladech Easto pfehlizi),
ze tato energie ma pro nas prakticky vyznam jen natolik, nakolik je moZné ji
uvolnit, tj. pfevést ve vyuzitelnou formu kinetické energie. To vSak z teorie
relativity bezprostiedné neplyne. Vime z ni pouze, Ze je-li energie uvolnéna,
je toto uvolnéni proviazeno odpovidajicim poklesem souctu klidovych hmot-
nosti — a naopak je-li mozny pfechod mezi stavy s riznymi soucty klidovych
hmotnosti, uvolni se pfitom odpovidajici mnozZstvi energie.

Jaké pfemény mohou skuteéné nastat, je nutné studovat v ramci kvan-
tové teorie stavby mikrosvéta. Plati zde specidlni zdkony zachovani, které
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musi byt splnény pfi reakcich a které vylucuji fadu procesi, jez by byly ener-
geticky vyhodné. Existuje ovSem proces, ktery umoziuje preménit veskerou
hmotnost ¢istice a anti¢astice v energii elektromagnetického pole (tj. fo-
tond, jejichz klidovd hmotnost je nulovd)®”. Vzhledem k nesymetrii vyskytu
¢astic a anti¢dstic v ndm zndmé ¢asti vesmiru muZe vSak dnes tento proces
anihilace podstoupit jen nepatrnd cést latky.

Pii fyzikalnich a chemickych déjich, které ponechavaji nedotéenu stavbu
atomovych jader, jsou uvolnéné energie natolik malé, Ze jim odpovidajici
zmény klidovych hmotnosti lze zcela zanedbat. Tak naptiklad zahiati 1 kg
vody z 0°C na 100°C zvysi jeji hmotnost jen o 5.107!2? kg. Slou¢enim 1 kg
smési kysliku a vodiku na vodu poklesne hmotnost latky o 10732 kg. Ne-
lze se proto divit, Ze v rdmci newtonovské fyziky mohly byt formuloviny
a v rdmci dostupné piesnosti i ovéfeny dva nezdvislé zdkony zachovani —
zakon zachovéni energie a zdkon zachovani hmotnosti. Teprve teorie relati-
vity spojila tyto dva zdkony v jediny univerzélni zékon — zdkon zachovdni
hmotnosti-energie, platny pro viechny formy hmoty a pro viechny piirodni
procesy.

XL9 Priklady

1. Odvod'te relativisticky zdkon sklddéni rychlosti pro obecny pfipad libo-
volné vzdjemné orientace sklddanych rychlosti.

Reseni: Nejprve napiSme Lorentzovu transformaci pro pfipad obecné
orientace os inercidlnich systémia K a K', a v ¢ase T = T’ = 0 jejich
pocatky spolu splyvaji. Relativni rychlost K’ viici K budiz V = (V,, V,, V).
Privodi¢ r rozlozime na &ast rovnobéznou s rychlosti V'

Vy V
- = XI1.151
(r V) v ( 51)
a na ¢ast k rychlosti V' kolmou
rV\ V

87 Zanik nebo tibytek klidové hmotnosti pfi fyzikalnich procesech budil v minulosti pozor-
nost filozofu hlésicich se k materialismu. Bylo proto zdiraziiovéno, ze celkova hmotnost
ekvivalentni energii se neméni. Ve skute€nosti ovéem jde o fyzikaln{ veli¢iny, jejichz chovani
nemd zddné bezprostfedni filozofické dusledky. Néktefi fyzikové mini slovem ,,hmotnost
pouze hmotnost klidovou a v ramci této terminologie mohou mluvit nap#iklad o pfeméné
hmotnosti ¢astic v energii pole.
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Velicina (XI.151) se transformuje jako soufadnice X pfi specidlni Lorentzové
transformaci, velic¢ina (XI.152) se transformuje jako Y ¢&i Z, tedy

r'—+ VT
yv__v.___ (XI.153)
Vv V1-p3?
rV\ V , rV\V
. (T/_) RS <__V ) - (XL.154)
T' + B (7" V) \%
=t = — XI.155
- P=x (XL155)
7 rovnic (XI1.153) a (XI.154) obdrzime feSeni prvni &dsti tkolu
'"VyV
, VNV ____(1‘ VZ’) +VvT
r=r - ('r —‘—/—> v + i . (X1.156)
Diferencovénim formuli (X1.156) a (XI.155) dostaneme
B 7 , % (vdr') + var’
dr =dr' — 72 (vdr') + i , (X1.157)
!
a1’ + V‘i’"
dT = (XI1.158)

[
TVimF

Odtud kone¢né obdrzime, Ze

we [V e Tm s Y (1o im7)] (14 )

dr dr . - .
kde u = — a u’ = — jsou rychlosti &astice v K a K !, Povysime-li obé

strany pfedchoziho transformaéniho vztahu na kvadrat, ziskdme pro abso-
lutni hodnotu rychlosti vyraz

] 2
o - LG
= . (X1.159)

14+ ——
+c2

u =
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2. Urcete trajektorii pohybu nabité relativistické édstice v homogennim
magnetickém poli B kolmém na pocateéni rychlost éastice, kde kromé Lo-
rentzovy sily pisobi na Castici vazks sila F = —nu.

Reseni: Osu Z orientujeme ve sméru magnetického pole B. Pohyb &is-
tice se déje v roviné Z = konst. Pohybové rovnice maji tvar

d mOX . .
— | === | = - XI.
aT (m) eBY —nX , (XI.160)
d mo}.’ . .
— | ——=— ) =eBX —nY . XI.
T (\/I——ﬂ? ) ees T (XL.161)
Odtud obdrzime )
mgX
——= =eBY - X , X1.162
Ny n ( )
moY
————= =eBX —9Y, XI.163
iy n ( )
takze
eB (XX +YY) =1 (x¥ -vX) . (XL.164)
PrepiSeme vztah (XI.164) do poldrnich soufadnic (r, ). Je
xx+vv=2 (17'2) =rr (XI1.165)
S dT\2 ) ‘
XY -YX=|rxul=r%, (X1.166)
takze
eBr =nro. (XI.167)

Integraci odtud dostdvdme hledanou rovnici trajektorie.
Priklady k samostatnému reseni

1. Céstice s klidovou hmotnosti mg se pohybuje rychlosti 4/5¢ a dojde k ne-
pruzné srazce s klidovou édstici o stejné hmotnosti.
a) Cemu je rovna rychlost vzniklé édstice?
b) Cemu je4r0vna jeji klidovd hmotnost?
M0

C
::—;M_-——-—
[u 2T/
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2. Castice o klidové hmotnosti mg se pohybuje podél osy X tak, Ze plati
X = Vb2 + 2T — b, kde b je konstanta. Cemu je rovna sila, kterd takovyto
pohyb vyvolala?
2

[F = ﬁg-i, sila je konstantni ].

3. Céstice o hmotnosti M se rozpadla na dvé &astice o hmotnostech m;
a my. Najdéte energu rozpadnuvsmh se Gastic v tézisfové soustave.
M2+m1 —’ITZQ B = 2M2—m1 +m22
oM e oM '
4. Vypoctéte rychlost u a kinetickou energii Ex elektronu ktery vletél
kolmo do homogenniho magnetického pole B = 0,084 V s/ m? a opsal kruz-

nici o poloméru r = 0,03 m (e/mo = 1,76.10'* C.kg™ ).

E1=C

b= o Fp = 4MeV|.

2
mopC
1
(eBr) +
5. Klidny 7-mezon, mg(r)y = 273mq(e), se rozpada na neutrino, mq(,) =0,
a mion, mq(,) = 207mg). Vypoctéte v MeV kinetickou energii i hybnost

mionu a neutrina.
[p(u) = 29,8MeV aEk(u) =4,1MeV ,lp(u)l = lp(u)l ’Ek(l/) = clp(u)l]'
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Xl SPECIALNI TEORIE RELATIVITY V MINKOWSKI-
HO PROSTOROCASE

Vy$8im poschodim specidlni teorie relativity je jeji ctyfrozmérnd formulace, dovrsend
Minkowskim roku 1910. Kli¢ovym pojmem pro toto vyjidfeni je pojem intervaly mezi
uddlostmi v prostorocase.

Zabyvame se Minkowskiho &tyfrozmérnou geometrif a jejimi grupami symetrie —
Lorentzovou grupou a Poincarého grupou. Ziskanych poznatkii vyuzivime k &tyfrozmeérné
formulaci relativistické mechaniky édstic.

Poté studujeme vektorovd a tenzorova pole v relativistickém prostoro¢ase z hlediska
diferencidlnfho a integralniho poc¢tu. Otvirdme si tak cestu k vyjadfeni zdkladnich pojmu
a zdkonl relativistické mechaniky kontinua. Jejim dstfednim pojmem je tenzor energie
a hybnosti. Vysvétlujeme vyznam jeho komponent a souvislost se zékony zachovani, jejichz
Ctyfrozmeérny tvar uvidime. Nakonec probirdme relativisticky variaén{ princip pro pohyb
nabitych ¢astic ve vnéjsim elektromagnetickém poli.

Xill.1 Interval

Utvofme vyraz
& =T - (X? +Y? + 2?) (XIL.1)

a napiSeme jej podle (XI.42) pomoci velicin X', Y’/, Z', T'. Dostavime
postupné

2
s2 = %42 (T'+CK2X') -~ (X'+VT')2—(Y'2+Z'2)=
_ .2 / Vv ! 2 ! N2 12 2\ _
=7 |(I'+=X") — (x'+VT) - (v?+2%) =

=7’ [T'2 (¢-v?) -x" (1 - %2-)} -(v*+2%) =

=27 - (X’2 +Y? 4 Z’2) , (XIL.2)
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ti. velicina s? se vyjadii stejnym zpusobem pomoci prostoroéasovych soufad-
Y] )

nic systému K i K', jinymi slovy je invariantni viéi Lorentzové transformaci.
D4 se proto oCekdvat, ze tato velicina bude mit hlubsi vyznam. Abychom
tento vyznam urcili, pov§imnéme si, Ze (XII.1) lze nyni zapsat jako

s2=c2T? - 17, (XIL.3)

kde L je vzdalenost od pocatku vyjadiend v kartézskych soufadnicich 3-roz-
mérného euklidovského prostoru. Tato vzdalenost je invariantni viéi otoceni
kartézského soufadnicového systému vzhledem k pocatku. Ve vzorci (XII.3)
je kvadrat prostorové vzdéalenosti L spojen s kvadratem casové vzdalenosti T’
od poéatku. Ani veli¢ina L ani veli¢ina T' neni sama o sobé neménnd pii Lo-
rentzové transformaci, aviak veli¢ina s® z nich slozena ano. To napovid4, Ze
bychom mohli s povazovat za zobecnéni vzdédlenosti od pocatku pro pfipad
4-rozmeérného prostorocasu a Lorentzovu transformaci za 4-rozmérnou ob-
dobu otoéeni kartézského systému soufadnic.

V1éi otoceni kartézského systému v 3-rozmérném prostoru je invariantni
nejen vzdalenost od pocatku, ale i vzddlenost mezi libovolnymi dvéma body

AL? = AX?+ AY? + AZ?, (XI1.4)

kde AX = X5 — X; a podobné pro AY, AZ. Snadno se piesvédéime,
7e obdobnou vlastnost vuci Lorentzové transformaci mé ,vzdalenost® mezi
udélostmi, definovana nyni vztahem

As?=PAT? - (AX?+ AY? + AZ?) = PAT? —AL? . (XIL)

Veli¢inu As budeme v dalsim vykladu nazyvat intervalem mezi udalostmi
o prostoroéasovych soufadnicich X1, Y1, Z1, T1 a Xo, Y, Zo, T ve Ctyfroz-
mérném prostorocase.

Kromé toho, Ze je definovdn na prostoru odlisné dimenze, se interval
As 1isi od euklidovské vzdalenosti L (XI1.4) jesté jinak. Zatimco vzdélenost
mezi dvéma riznymi body a tedy i jeji kvadrat AL? je vidy kladné &islo,
velicina As? miize ziejmé v zdvislosti na volbé uddlosti nabyvat kladné,
nulové i zdporné hodnoty. To znamena, Ze geometrie prostorofasu s inter-
valem vyjadfenym vztahem (XII.5) neni geometrii euklidovskou. Nazyvdme
Ji pseudoeuklidovskou geometrii Minkowskiho a o prostoroCase s intervalem
(XII.5) mluvime jako o prostoru Minkowskiho.

Pro pochopeni zdkladnich vlastnosti této geometrie se staéi omezit na
udélosti probihajici v libovolném ¢ase T na ose X, tj. na dvojrozmérny
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111 > 1 —X

Obr. 28: Minkowskiho diagram. Obrézek zachycuje svételny kuzel (pferusované &ary)
oddélujici budoucnost (I), minulost (II) a kvazisou¢asnost (III) vzhledem k poZiteéni
udalosti.

prostor ve 4-rozmérném prostoru. Tento prostor muZeme zobrazit do eukli-
dovské roviny s kartézskymi osami, na nichZ vynisime souradnice X a cT,
viz obr. 28. Tomuto zndzornéni se fikd Minkowskiho diagram.

V Minkowskiho diagramu maji ddlezitou dlohu dvé piimky X = T
a X = —cT, které puli jeho kvadranty. Z fyzikdlniho hlediska odpovidaji
tyto pfimky paprskiim svétla sificim se v kladném a zdporném sméru osy X
tak, ze v ¢ase T' = 0 prochézeji potitkem zvoleného systému. Tyto piimky
rozdéluji Minkowskiho rovinu na tii oblasti

L 2=cT*-X%>0, T>0,
I ?=c2T?-X2>0, T<O0,
. s2=cT?-X%<0. (XIL.6)

Pocédtek muzZeme povazovat za spoleény bod oblasti I a II. Hranice oblasti
se vyznacuji tim, Ze je na nich

s=0. (XIL.7)

Tato podminka je invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci a odtud
Je patrné, Ze rozdéleni do oblasti (XII.6) zlstdvd v platnosti i pii volbé
jinych soufadnic X', T” spojenych s X, T Lorentzovou transformaci.
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Zakresleme do Minkowskiho diagramu osy X', ¢T” systému K’, ktery se
pohybuje vuéi systému K rychlosti V' ve sméru osy X. Osa X' je zaddna
rovnici ¢I" = 0, tj. podle (XI1.41)

T = ;X , (XI1.8)
a osa ¢I” m4 rovnici X' = 0, tj.
T = %X . (XIL9)

Souéin smérnic obou pfimek je roven jedné a tudiz osy ¢T” a X' sviraji stejné
uhly s pfimkami X = £cT pilicimi kvadranty. ProtoZze podle pfedpokladu
V < ¢, lezi osa X' vidy v oblasti III, zatimco osa ¢I" prochézi oblasti II
a oblasti I, viz obr. 29. Vhodnou volbou rychlosti V' 1ze dosahnout toho, aby
osa X' prochézela kteroukoliv udélosti oblasti III, anebo osa cT” kteroukoliv
udélosti uvnitf oblasti I nebo II.

Obr. 29: Lorentzova transformace v Minkowskiho diagramu. Silné vytaZené osy od-
povidaji systému K'. Z hlediska Minkowskiho geometrie jsou tyto osy na sebe kolmé
stejné jako osy puivodni.

Lorentzovou transformaci lze tedy vzdy dosdhnout, aby udalost uvniti
oblasti II, popi. I, lezela na ¢asové ose. To znamend, ze v systému K' k ni
dojde v témze misté X' = 0 jako k udélosti zvolené za pocatek. Interval
mezi touto udalosti a pocitkem je tedy

s=c|T'|, (X11.10)

tzn. interval mize byt méfen hodinami, které jsou (z hlediska K’) v klidu.
Pro udaélost v oblasti III 1ze Lorentzovou transformaci vzdy dosdhnout toho,
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Ze bude lezet na prostorové ose, tj. Ze k ni v systému K’ dojde ve stejném
¢ase T' = 0 jako k uddlosti zvolené za pocatek. V tomto piipadé je inter-
val vzhledem k poéatku veli¢inou ryze imagindrni a jeho velikost je rovna
prostorové vzdilenosti v systému K’

sl = L' =X+ y2 4+ 22 (XIL11)

Intervaly typu (XII.10) nazyvdme éasupodobnymi a intervaly typu (XII.11)
prostorupodobnymi. Meznim pfipadem jsou svételné intervaly spliiujici pod-
minku (XIL.7).

Fyzikalni vyznam maji pouze velikosti intervala (XII.10) a (XIL.11).
Znaménko jejich kvadrétu umoziiuje pouze rozliseni mezi intervaly ¢asového
a prostorového charakteru, ale Zddny dalsi fyzikdlni vyznam nemd. Bylo
by mozné definovat s? také s opaénym znaménkem nez (XIL1), coz se v
literatufe rovnéz vyskytuje.

U udalosti oddélenych od po¢dtku ¢asupodobnym nebo svételnym inter-
valem nelze Lorentzovou transformaci dosdhnout toho, aby k nim dochézelo
v témze Case jako k uddlosti zvolené za pocatek. Udalosti v oblasti I maji
ve vSech systémech spojenych Lorentzovou transformaci kladnou &asovou
soufadnici, tj. dochazi k nim pozdéji nez k udalosti zvolené za pocatek. Proto
se této oblasti fikd absolutni budoucnost (vzhledem k poCitetni udalosti).
Z analogickych davoda se oblast II nazyva absolutni minulosti.

Uda&lost v oblasti III mize v zdvislosti na volbé inercidlnfho vztazného
systému nastat dfive ¢i pozdéji nezli udilost pocdtecni, neni vSak mozné,
aby nastala v témze misté. Mluvime proto o III jako o oblasti udalosti
absolutné odlehljch anebo jako o oblasti udélosti kvazisouéasnych s udalosti
pocateéni.

Libovolny pohyb bodu podél osy X muzeme v Minkowskiho diagramu
znazornit kiivkou. Pokud je rychlost pohybu nenulové, lze tuto kfivku za-
psat jako

T =f(X) . (XIL.12)

Primka na diagramu odpovidd pohybu, ktery se d&je konstantni rychlosti,
tj. pohybu rovnomérnému. Uvazované kfivce se fikd svétoédra daného bodu.
Ma-li se pohyb dit rychlosti v < ¢, musi pro smérnici svétocary platit

dT

— | >1 XII.1

(%) 21 (XIL13)

tj. svétocara prochazejici danou udalosti mif{ z jeji minulosti do jeji budouc-
nosti. Kdyby svétocara nespliiovala podminku (XII.13), nebylo by mozné
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ud4losti na ni jednoznatné usporddat v Case — kterd ze dvou udalosti je
drivéjsi a kterd pozdgjsi, by zaviselo na volbé vztazného systému K.

Je pfirozené predpokladat, ze Casové poradi pfi¢iny a ndsledku, a te-
dy i libovolnych pfi¢inné spojenych udalosti, je uréeno jednoznacné, a Ze
proto jakakoliv interakce spojend s pienosem hmotnosti, energie a infor-
mace se nemuze §ifit rychlosti pfesahujici rychlost svétla. Plati tedy princip

v /v

mazimdlni rychlosti §irent interakc?
v<ec. (XII.14)

Z Minkowskiho diagramu na obr. 28 je pak zfejmé, Ze budoucnost vzhledem
k dané udalosti tvofi ty udalosti, které ji mohou byt v principu ovlivnény
(Ize je s ni spojit svétocdrou spliujici (XII.13), pficemz T' > 0), zatimco jeji
minulost tvofi udalosti, které ji mohly v principu ovlivnit (lze je s ni spojit
svétocdrou spliujici (XII.13), pficemz T' < 0).

Poznamenejme, Ze princip maximalni rychlosti Sifeni interakci vylucuje
existenci tuhych téles ve smyslu klasické mechaniky, kde vzdélenost libo-
volnych dvou bodu tuhého télesa zistavala béhem pohybu konstantni. Uved-
la-li napiiklad sila do translaéniho pohybu zadni konec tuhé tyce, musel se
okamzité zaéit pohybovat i konec pfedni. Odtud je patrné, ze klasicky po-
jem tuhého télesa predpoklddal nekoneénou rychlost Sifeni interakeci a tim
vlastné existenci absolutni soucasnosti. Proto jej nelze do teorie relativity
prendset. Pfi zkoumdni silovych G¢inkd na télesa musime pfedpoklddat, ze
pfi zméné svého pohybového stavu se télesa deformuji a deformace se v nich
§if{ rychlosti, ktera je v souladu s (XII.14). Opomenuti této skutecnosti se
muzZe stat zdrojem zdanlivych ,paradoxia“.

Teorie relativity oviem nevylucuje nadsvételné rychlosti ¢isté geometric-
ké povahy. Otaci-li se napfiklad svétlomet danou ihlovou rychlosti, bude
rychlost pohybu svételné stopy na stinitku imérnd vzdélenosti stinitka od
svétlometu a muze rychlost svétla piekrocit. Av8ak polohy stopy v riznych
casovych okamzicich nejsou vzajemné pii¢inné spojeny a nejde tedy o rozpor
s principem maximalni rychlosti Sifeni interakei.

Vysvétleme nyni pomoci Minkowskiho diagramu paradox hodin. Po-
viimnéme si nejdfive, jak vypadaji v Minkowskiho diagramu mnoziny boda
o konstantni hodnoté intervalu vzhledem k poéatku. Jsou ziejmé popsény
rovnici

X? — 2T? = konst (XI1.15)

a tvofi tedy dvé soustavy rovnoosych hyperbol, jejichZz asymptotami jsou
piimky X = ¢T, X = —cT, viz obr. 30, jeho leva ¢ast. Srovnani levé casti
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Obr. 30: Minkowskiho geometrie a euklidovsks geometrie. MnoZinami bodd stejné
vzdélenych od pocatku jsou v euklidovské roviné kruznice, v Minkowskiho roviné rovnoosé
hyperboly.

obr. 30 s jeho pravou &4sti ukazujici analogické mnoziny v euklidovské geo-
metrii ilustruje zdsadni rozdil mezi euklidovskou geometrii a geometrii Min-
kowskiho. Nyni jiz zndzornime v Minkowskiho diagramu situaci , paradoxu
hodin“ za pfedpokladu, zZe zrychlené fize letu lze pro jejich kratkost zane-
dbat, viz obr. 31.

Ptimka OK je svétoCirou hodin, které ziistaly v klidu vzhledem k iner-
cidlnimu systému daného diagramu. Lomen4 ¢dra ORK je svétocarou hodin,
které se pohybovaly rovnomérné a pfimocaie ,tam a zpét“ rychlosti o veli-
kosti V. Z hlediska klidového pozorovatele je udalost R sou¢asns s udalosti
G, avsak z hlediska systému vzdalujicich se hodin je soucasnd s udslosti
E a z hlediska systému vracejicich se hodin s udalosti E*. Pfimka ER m4
podle (XII.8) smérnici V/c a je tedy te¢nou k hyperbole (XII.15) v bodé R.
Diferencovanim (XII.15) totiz obdrzime

d(cT) X
X a3 (XII.16)
Z hlediska prostorocasového se rovnaji intervaly OR a OF (hodiny v bodech
R a F ukazuji stejny ¢as). Zakreslime-li (vzhledem k symetrii obou fazi letu)
bod F* tak, aby platilo FG = GF*, odpovid4 interval FF* Gasu, ktery (pfi
zdvéretném srovnani hodin v bodé K) uplynul na ,necestujicich“ hodinach
navic. V rozporu se situaci, jakou zndme z euklidovské geometrie, je tedy
pfepona trojihelnika OK v geometrii Minkowskiho delsi ne# souéet jeho
odvésen OR a RK.
Délku libovolné svétotary muzeme uréit tak, Ze ji aproximujeme pfim-
kovymi dseky a v limité pro nekone¢né husté déleni prejdeme k integrlu.
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Obr. 31: Paradox hodin v Minkowskiho diagramu. V Minkowskiho geometrii jsou usecky
OF a KF* stejné dlouhé jako dsetka OR. Zakladna trojihelniku OK je proto delsf nez
soutet ramen OR a KR.

Pro svétotary odpovidajici pohybiim s podsvételnou rychlosti mizeme psat
s vyuzitim infinitesimalniho zdpisu pro interval

ds? = dT? — (dX2 +dY? +d2Z?) (XIL.17)

takze
Vc2dT? — dL? v2
ds—TdT—c l—c—2dT—ch. (XII.18)

Délka svétocary je tedy

2
s=/ds=c/\/l—v—2dT:c7', (XIL.19)
C

kde 7 je vlastni ¢as méfeny idedlnimi hodinami pohybujicimi se podél svéto-
¢ary. Cas, ktery ukazuji idedlni hodiny, je tedy dmérny délce jejich svétocary

— lze Fici, Ze idedlni hodiny méfi tuto délku.

Xl.2 Geometrie Minkowskiho prostoru. Tenzory

Spojeni prostoru a Casu v intervalu otevird cestu k novému a hlub§imu
pohledu na fyzikilni zakony formulované v rdmci teorie relativity. Nezli
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piikro¢ime k jeho vykladu, musime se detailnégji sezndmit s geometrii Min-
kowskiho prostoru. Pro jednoduchost a symetrii zapisu zavedeme prostoro-
¢asové soufadnice X0, X1, X2 X3

X'=cr, X'=X, X’=Y, X¥=27, (X11.20)

udévajici vzdjemné jednoznatnou korespondenci mezi &tveficemi redlnych
Cisel a udalostmi v prostorocase. Nadéle budeme uzivat vyhradné téchto
soufadnic.

Méjme dvé libovolné udalosti P, Q o prostoro¢asovych soufadnicich
P Q. Usporadané dvojici udalost{ lze pfifadit Ctyfrozmérny vektor Vpg
o komponentich Q° — P, tj. lze psét

Vpg = i (@' - P)e:, (XI1.21)
=0

kde e; jsou Ctyfrozmeérné vektory baze,

e =(1,0,0,0) , e; =(0,1,0,0) , e;=(0,0,1,0) , e3=(0,0,0,1),
(XI1.22)

odpovidajici jednotkovym tsekiim na osich X°, X1, X2 X3

Prifazeni (XII.21) m4 tyto vyznaéné vlastnosti:

1. Necht bod P je zvolen za potatek soufadnicového systému (XI1.20), tj.
klademe P’ = 0, a bod Q nechf probih4 cely prostor, tj. klademe Q' = X°.
Pak kazdé udalosti X o soufadnicich X* je pfifazen jeji ,polohovy vektor“
X vzhledem k poéatku

3
X=) Xe. (XI1.23)
1=0

Tato korespondence mezi vektory a udélostmi je ziejmé vzajemné jedno-
znacéna.
2. Pro libovolné udélosti P, Q, R a piislusné vektory je splnéna ,troj-

thelnikov4 rovnice“
Vpo+Vor=Vpg. (XII.24)

Polozime-li v (XII.24) nejprve Q = P a potom R = P, dostivdme dalsi
charakteristické vlastnosti popsané korespondence

Vpp=0, Vpg=-Vgp. (XII.25)

MnoZina bodi spojend s vektorovym prostorem tak, Ze je splnén 1. a 2.
bod, se nazyva, afinnim prostorem. Volbou poéatku se podle (XII.23) afinni
prostor ztotoZni s prostorem vektorovym.
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Zabyvejme se nyni timto vektorovym prostorem. Kvadrat intervalu uda-
losti X vzhledem k po¢itku miizeme povazovat — v analogii se situaci
v euklidovském prostoru — za skaldrni soucin vektoru X se sebou samym.
Libovolné dvojici vektorii A, B tedy pfifadime ,skalarn{ soucin®

AB = A°B® — A'B' — A?B? - A3B? | (X11.26)

ktery pro A = B = X pfechdzi v kvadrdt intervalu. Pro vektory béaze
(XI1.22) plati zfejmé

€p€p = 1 , €1€] = ezey = e3zez = -1 y €€ = 0 pI‘O’I; 753 . (XII27)

Tyto podminky ortonormality jsou ponékud komplikovanéjsi nez v piipadé
euklidovské geometrie. Formalni shody s euklidovskou geometrii by bylo
mozné dosdhnout, kdybychom namisto X = ¢T' ve vztahu (XI1.20) polozili
X0 = icT, kde i je imaginérni jednotka, a definovali kvadrat intervalu s opac-
nym znaménkem nez (XIL.1). Pak by se kvadrat intervalu stal souctem
kvadratt soufadnic a skaldrni soucin (XI1.26) by se formalné shodoval se
skaldrnim soué¢inem v &tyfrozmérném euklidovském prostoru. Pravé popsané
tmluvy se Gasto uziva zejména ve stardi literatufe. Cenou za formalni zje-
dnoduseni je to, Ze ¢asové komponenty vektori v (XII1.21) se stavaji ima-
gindrnimi a imagindrni jednotka vstupuje do fady fyzikalné vyznamnych
veli¢in a vztahtl. V obecné teorii relativity by uzivani imagindrni soufadnice
prineslo dalsi nevyhody. ProtoZe otekdvdme, Ze pro fadu naich étendit
miZe byt tento text vstupni branou ke studiu obecné teorie relativity, bu-
deme pracovat se skaldrnim soucinem (XII.26). Vektorovy prostor s timto
skaldrnim soucinem nazyvame vektorovym prostorem Minkowskiho.

Vyjadieni (XI1.26) prepiSeme do tvaru vice pfipominajiciho euklidov-
skou geometrii, zavedeme-li je§té bazi o vektorech e’ jako

=ey, el=—e, e =-e, e =-—e;. (XI1.28)

Bé4zi e nazveme kontravariantni, e; kovariantni. Obé bédze jsou spojeny
vztahy duality
e'ej =0}, (XI1.29)

kde 6§ je Kroneckerfiv symbol ( 6 = 1proi =ja 5; =0proi #j).
Podle vztaht duality (XII.29) je zobecnénim bé&znych vztaht ortonorma-
lity z euklidovské geometrie, kde ortonormélni bdze splyva s béazi dualni.
Libovolny vektor A lze vyjddfit bud pomoci kontravariantnich komponent
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At v kovariantni bazi, anebo kovariantnich komponent A; v kontravariantni
bézi jako

3 3
A= ZO Ale; = ZO Agel . (XI1.30)

Pro zjednoduSeni zdpisti budeme nadédle pouzivat Einsteinova sumaéniho
pravidla. Nebudeme tedy vypisovat sumy pfes vSechny hodnoty indext a bu-
deme automaticky pfedpoklddat, Ze pfes index opakovany dole a nahote se
s¢itd od 0 do 3. Stitaci index mize byt zfejmé béhem vypotd libovolns
piejmenovan, tj. lze psit napiiklad

A = A'e; = Ale; . (XI1.31)
Proto se nékdy stitaci index nazyva indexem némym. Vzhledem k (XII.29)
miZeme pro skaldrni souéin psat

AB = A'e;Bje’ = A'B;§] = A'B; = A°By + A'B, + A%B, + A3B; .
(XII.32)
Po zavedeni Minkowskiho vektorového prostoru lze na ném definovat ten-
zory libovolného fadu. Tenzor 2. fadu T je bilinearn{ forma na vektorovém
prostoru, tj. zobrazeni, které piifazuje kazdé uspofddané dvojici vektoru A,
B ¢cislo T (A, B), pficem# plati

T (pC + ¢D, B) = pT' (C,B) + ¢T' (D, B) , (XI1.33)

podobny vztah plati i pro druhy argument. Vzhledem k linearité zobrazeni
lze vyjadfit tenzor pomoci jeho hodnot na vektorech baze, napiiklad

T(A,B)=T (Aie,-, Bfe,-) =T (e;,e;) A'BI = T,;A'B7 | (XIL34)

kde jsme oznagili
Tq;j =T (ei, ej) (XII.35)

kovariantni komponenty tenzoru T;;. Obdobné lze zavést kontravariantni
komponenty

T =T (e eJ’) (XI1.36)
a smiSené komponenty
T, =T (e",e,-) ,  popt. Ti=T (e,-,ej) : (XIL.37)

Podobné jako vektory, zapisujeme asto tenzory pomoci jejich komponent,
tj. mluvime naptiklad o tenzoru T;;.
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Velmi diilezity tenzor je spojen se skaldrnim soucinem (XII.26). Tento
souéin je zfejmé bilinedrni formou

g(A,B) = AB = g;; A'B’ , (XI1.38)

kde g;; predstavuje podle pfedchoziho vykladu kovariantni komponenty ten-
zoru g, uréené matici

1 0 0 O
9ij = eiej = g _(1) __(1) 8 (XIL.39)
0 0 0 -1
Pro tento tenzor plati
9(A,B)=g(B,A), t. g;=gji- (XIL.40)
Tenzor o vlastnosti (XII.40) se nazyva symetricky.
SmiSené komponenty tenzoru g jsou podle (XII.37) a (XII1.29)
gl =g (e e’) =ee? =] (XIL41)
a kontravariantni komponenty jsou
1 0 0 O
gi =e'el = g '(1) _(1) g (XIL.42)
0 0 0 -1
Tenzor g umoziuje pfifadit kazdému vektoru A jeho velikost
Al = /lg (A, )] = /lgij 4 A7) (XIL43)

Na rozdil od situace v euklidovském prostoru neni kvadratickd forma
g (A, A) pozitivné definitni, tj. kladnd pro vSechny nenulové vektory. Bere-
me-li za A polohovy vektor X, plati

g(X,X) =s%, (X11.44)

kde s je interval mezi udélosti X a potitkem. Tento interval je nulovy pro
vektory spliiujici vztah

et = (x1)"+ (x2)" + (x°)°, (XIL45)
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které zfejmé odpovidaji uddlostem (minulym i budoucim) spojenym s pocat-
kem svételnym paprskem. Takovéto vektory nazveme svételngymi. Rovnice
(XI1.45) piedstavuje rovnici kuzele ve ¢tyfrozmérném prostoru. Mluvime
proto o svételném kuzeli. Cary pulici kvadranty na obr. 28 predstavuji fez
svételného kuzele dvojrozmérnou rovinou os X9, X1.

Vektory, pro néz je

g(X,X)>0, tj. ’X°\>L, (XIL.46)

mifi dovniti svételného kuzele, a to do budoucnosti pro X° kladné a do
minulosti pro X° zdporné. Tyto vektory nazjvime casupodobnymi. Koneéné
vektory, pro nez je

g(X,X) <0, tj. ‘X°{<L, (XIL.47)

mif{ vné svételného kuzele a nazyvaji se prostorupodobngmi. Vektory P, Q,
R na obr. 32 predstavuji svételny, Gasupodobny a prostorupodobny vektor
v roviné X%X! piitom vektory P i Q jsou orientovdny do budoucnosti.
Rozdéleni vektori na svételné, prostorupodobné a ¢asupodobné se vztahuje
i na vektory, které nemaji vyznam polohovych vektort udélosti.

Tenzor g;; nazyvdme vzhledem k jeho geometrickému vyznamu metric-
kym tenzorem Minkowskiho prostoru.

Pomoci metrického tenzoru lze vyjadfit prevodni vztahy mezi kova-
riantni a kontravariantni biz{ a mezi riiznymi typy komponent tenzord.
Vétsina téchto vztahii byla jiz uvedena dfive. Pro pohodli &étendfe je viak
zopakujeme a doplnime do systematické podoby. Pro vyvozeni téchto vztaht
se nebudeme odvoldvat na konkrétni vyjadfeni g;; v bdzi (XI1.22) spliujici
relace ortonormality (XI1.27). PouZijeme pouze vztahti duality bazi (XI1.29)
a definiéniho vztahu pro metricky tenzor (XII1.38). Nase vysledky budou
proto platit i pro libovolné sdruzené baze v libovolném vektorovém pro-
storu se skaldrnim soucinem (jimz rozumime bilinedrni formu (XII1.38) za
pfedpokladu, Ze determinant matice g;; je nenulovy).

Vektory kovariantni baze jsou jistymi linedrnimi kombinacemi vektori
kontravariantni baze

e; = aje’ . (XIL.48)

Vyndsobme tuto rovnici vektorem e;. Uzitim (XIL.29) mame, Ze a;; = g;;,
a tedy
e; = gire’ . (X11.49)

Obdobné odvodime . _
e = gike, (XI1.50)
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Obr. 32: Tii druhy vektor v Minkowskiho prostoru. Casupodobny vektor Q, svételny
vektor P a prostorupodobny vektor R.

a rovnost souéinu pravych i levych stran rovnic (XI11.49) a (XIL.50) déva
8 = girg™ (XIL51)

tj. matice gV a g;; jsou navzdjem inverzni. Z (XII.30) a (XIL35) az (XIL.37)
uzitim linearity (XII.33) dostdvdme hledané pfevodni vztahy

Al=g4;,  Ai=gyAl, (XI1.52)

TY = gk Ty = ¢'T* ), Tij = gingiT™ = gaT"; (XII.53)

tj. indexy se ,zvedaji“ a ,spoust&ji“ pomoci metrického tenzoru®®. Pokud
m3 metricky tenzor specidlni tvar (XII.39), plati

A = 4y, A% =—A,, (XI1.54)

T =Tas, T=-Ty, TY=Ty, (XIL.55)

kde feckymi pismeny znacime ,prostorové“ indexy 1, 2, 3. Zvednutim ¢i
spusténim kazdého feckého indexu se tedy zméni znaménko komponenty
tenzoru.

%8 Neni-li tenzor T** symetricky, je nutno smiSené komponenty T, b aT®, odlisovat.
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Nyni si vSimnéme chovani komponent vektori a tenzort pfi zdméndach
bézi. Zaved'me novou kovariantni bazi e’; vztahem

e; =c;*e, (XI1.56)

kde c; * je matice s nenulovym determinantem. Protoze vektor A lze vyjadfit
jako . .

A = A'e; = A"¢; (XII.57)
dosazenim (XII.56), porovndnim koeficient a vyndsobenim inverzni matici
dostaneme

A* =g kAt (XI1.58)

kde
¢kl =6k, (XIL59)

Vztah (XII.58) plati pro komponenty vektort, tj. — neposouvame-li poéatek
— 1 pro prostorocasové soufadnice X*

X* =d*xt. (XIL.60)

Z (XII.29) je zfejmé, Ze kontravariantni bze se zaméni za novou bazi vata-

hem . .
e’ =def (XI1.61)

a kovariantni komponenty vektord se transformuji jako
B} =¢,'B; . (XIL.62)

Vztahy (XII.56), (XII.58), (XII.61) a (XII.62) jsou diivodem pro nazvy ,ko-
variantni“ a ,kontravariantni“ . Téchto vztahtt muZeme uzit k odvozeni
transformacnich zdkonu pro komponenty tenzoru 2. fddu. Je

T — (eri’ e/j) — dpidqupq (XI1.63)
a podobné 4 .
T =¢;Pc.'Tp, T, = cz.pquTp 7, (XII1.64)

Pojem tenzoru miizeme snadno zobecnit na libovolny f4d. Tenzorem
n-tého fddu nazveme multilinedrni zobrazeni, tj. zobrazeni linedrni v kazdém
argumentu podle (XI1.33), pfifazujici uspofddané n-tici vektort realné &islo.
Komponenty tenzoru jsou opét jeho hodnoty na vektorech baze. Napiiklad
tenzoru 4. fddu R muZeme pfifadit komponenty

R (eia €;, €, el) = Rijkl ) (XIIG5)
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z nichz lze jiné typy komponent obdrzet zveddnim a spousténim indexi.
Transformaéni zédkon pro komponenty tenzoru R dostaneme jako

R = d,ic;Pe,%c, Ry - (XIL66)

Obecné je s kazdym dolnim indexem tenzoru spojena transformacni matice
¢;’ a s hornim indexem k ni inverzni matice d;’. Porovninim se vztahy
(XII.58) a (XI1.62) vidime, Ze i vektor mizeme povaZovat za specialni piipad
tenzoru — tenzor 1. f4du. Tenzorem fadu 0 je &islo, které na volbé baze
nezévisi. Toto éislo se nazyva skaldr.

Nad tenzory lze provadét fadu algebraickych operaci, které se nejsnad-
néji zavadéji pomoci jejich komponent. Tenzor mizeme ndsobit redlnym
¢islem tak, Ze vyndsobime jeho komponenty, napiiklad

Ai]’ = CBij . (XHG7)

Secitani tenzordl stejného fadu se provadi tak, Ze se sectou odpovidajici
komponenty (téhoz typu), napiiklad

DYy = EYy + Fiy (XIL68)

Naésobeni libovolnych tenzoru se provadi tak, Ze se vyndsobi jejich kompo-
nenty. Tim vznik4 tenzor, jehoZ fad je souc¢tem Ffadi Ciniteld, napfiklad

Qikimn = Rt Pron - (XIL.69)

Koneéné operace uZeni snizuje fad tenzoru o 2. Provadi se tak, Ze se secte
pres horni a dolni index, napiiklad

Sgi = Ry - (XI1.70)

Pfimym pouZitim transformacnich vztahi typu (XII.66) se lze presvédgit,
ze veli¢iny na levych strandch (XII.67) az (XII.70) se vskutku transformuji
jako komponenty tenzoru. ’

V praxi se asto setkdvame s kombinaci operace ndsobeni a Zeni, napfi-
klad J* = TYw;, D' = R\, AIB*C!, §% = C*/* Ey; apod. Nové tenzory jsou
¢asto zavadény pomoci takovychto vztahd. Plati-li napifiklad prvni vztah
pro viechny vektory J* a w;, je T% tenzor 2. f4du, tento tenzor predstavuje
linedrni zobrazeni vektorového prostoru, pfifazujici kazdému vektoru w vek-
tor J. Jindy lze tenzorovy charakter néjakého souboru veli¢in zjistit prové-
fenim platnosti transformaénich vztaht typu (XII.66).

Poéinaje vztahem (XII.56) jsme nikdy neuzili predpokladu, Ze baze e;
je ortonorméalni. Omezeni na ortonormdlni bize ma za nasledek omezeni
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se na slozky matic c;’, které je analogické relacim ortonormality zndmym
z euklidovské geometrie. Pfislusné relace dostaneme aplikaci prvniho vztahu
(XII.64) na komponenty metrického tenzoru. Nemaji-li se veli¢iny gij trans-
formaci ménit, musi byt

9ij = cz-pchgpq , (XIL.71)

pficemz g;; jsou dény vzorcem (XIL.39). Vyndsobime-li (XII.71) vyrazem
dyigF!, dostivdme na zékladé (XIL.59) a (XII.51)

di'gijg" =d' ;= ¢}t (XIL72)

tj. inverzni matici ziskdme transpozici a vyménou polohy indexii provedenou
pomoci metrického tenzoru. Poznamenejme, Ze v euklidovské geometrii byla
matice inverzni prosté rovna matici transponované.
Vztah (XII.60) pro ziménu soufadnic, s nim# budeme nadile nejéastéji
pracovat, se zapise jako
x'* =k xi (XIL73)

kde matice c*; spliiuje vztah
g9 =, g7, (XI1.74)

vznikly z (XIL.71) vyménou poloh indexd; g je ddno vzorcem (XII.42).

Kromé vymeény bazi je jesté mozné posunout poc¢atek souradnicové sou-
stavy v afinnim prostoru. Posunuti po¢dtku neméni sméry os a tedy ani bazi
(XI1.22). Proto nemd vliv na hodnoty komponent vektorti a tenzori. Nej-
obecngjsi transformaci prostoro¢asovych soufadnic, ktera ponechdvs kom-
ponenty metrického tenzoru nezménény a rovny (XII.39), je tedy

X" =c X+, (XI1.75)

kde ¢! , spliuje vztah (XII.74) a b jsou libovolné. Prostoro¢asovym systé-
mim soufadnic tohoto typu se fikd pseudokartézské.
Diilezitou podmnozinu transformaci (XI1.75) tvoii transformace

X% =cuxP+p¢, X°=X°, apB=1,2,3, (XIL.76)

predstavujici zdmény kartézskych soufadnicovych systémt v 3-rozmérném
prostoru (v rdmci daného vztazného systému). Protoze konstantni hodnoté
¢asové soufadnice odpovida tiirozmérny podprostor prostoru Minkowskiho,
miiZzeme mluvit o t¥irozmérnych vektorech a tenzorech vzhledem k bézi
e1, ez, e3. Prostorotasové tenzory se ,$té€pi“ na soubor tenzor prosto-
rovych. Tak Ctyfvektor A® d4va prostorovy vektor A% a prostorovy skalar
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AY, gtyitenzor 2. Fadu T dava prostorovy tenzor TP, vektory T0% a 720
a skaldr T%. To si Ize snadno ovéfit, specifikujeme-li obecné transformaéni
vztahy pro komponenty tenzori na transformaci (XII1.76), kdy %, = 1,

&, = ¢% = 0. Je napiiklad

T/Oa — comcanTmn - COOCauTOU — cauTOV , (XH.77)

coz predstavuje transformaéni zdkon pro komponenty 3-vektoru P® = 702,
Specidlné z metrického tenzoru dostdvdme 3-rozmérny tenzor gog = —0ag-
Zaporné znaménko je zpusobeno nasi volbou intervalu ve tvaru (XIL5),
kterd md za nésledek, ze prostorupodobné vektory maji zadporny kvadrat
a tudiZ vektory kontravariantni baze e* se lisi znaménkem od vektori baze
kovariantni (srov. (XII.27) a (XII.28)). Pfi préci s 3-rozmérnymi ,,prosto-
rovymi“ tenzory je vhodné vyhnout se této komplikaci tim, Ze definujeme
prostorovy metricky tenzor jako

Yap = —9aB = Sap (XIL.78)

a vztahujeme komponenty 3-rozmérnych tenzort k bazi e, , kterd je vzhle-
dem k metrickému tenzoru 7, ortonormélni ve smyslu euklidovské geome-
trie. To znamend, Ze kovariantni a kontravariantni baze splynou a neni nutné
rozliSovat mezi horni a dolni polohou indexii. Proto, jak je obvyklé, budeme
pséat indexy prostorovych tenzoru (vCetné indexu séitacich) dole.

Xli.3 Lorentzova a Poincarého grupa

Zabyvejme se nejprve transformacemi (XII.75) bez posunuti poéitku, tj.
polozme b* = 0. SloZzme dvé transformace tohoto typu

X" =p Xk, x"=g. X", (XIL.79)

Dostavame )
X/Il — ,rlkX’C , rlk e qlzplk , (XII.SO)

tj. matice vysledné transformace je soudinem matic diléich transformaci.
Lze provéfit pfimym vypoétem, Ze spliiuji-li matice p* P q ¢ podminku
(XI1.74), spliiuje ji i matice r',. Je to vSak zfejmé i z toho, Ze neméni-
li zddnd z transformaci (XII.79) komponenty metrického tenzoru, nemize
je zménit ani transformace vznikl jejich slozenim. Komponenty metrického
tenzoru pfirozené neméni ani identicka transformace, které odpovida matice
(5};. Déle, pokud jist4 transformace s matici ¢* & nezménila tyto komponenty,
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nezméni je ani inverzni transformace o matici d', = ¢;* (kters znamend
ndvrat k ptivodnim hodnotam).

Vidime tedy, Ze na mnoziné 4 x 4 matic spliujicich podminku (XII.74)
Jje definovéna bindrni operace, ndsobeni matic, kterd je asociativni. Tato
mnoZina obsahuje (vzhledem k dané operaci) jednotkovy prvek, jednotkovou
matici, a prvek inverzni k libovolnému prvku, inverzni matici. To znameni,
Zze uvazovand mnozina matic tvoii vzhledem k dané operaci grupu a grupu
tedy tvofi i ji odpovidajici mnozZina transformaci v Minkowskiho prostoru.
Tuto grupu nazyvame Lorentzovou grupou.

Uved'me nejprve pitklady transformaci Lorentzovy grupy. Jak lze snadno
ovérit dosazenim do (XII.74), uréuje takovou transformaci matice

1 0 0 0

i _| 0 cosp sinp 0

S —sing cosp 0 | - (XI1.81)
0 0 0 1

Tato matice odpovida otofeni kartézského systému prostorovych soufadnic
okolo osy X3 o tihel ¢. Druhym piikladem je matice

vy =By 00

i _| =By ~ 00

¢y = 0 o 10| (XI1.82)
0 0 01

kde 7, B jsou dény vztahy (XI1.46) a (XI1.61). To je ndm jiz dobie zndma
specidlni Lorentzova transformace. Matice (XI1.82) nabude podobného tva-
ru jako (XII.81), polozime-li

coshp =y, sinhy = By . (XI1.83)
Pak mlZeme matici (XII1.82) pfepsat jako
coshy —sinhy 0 0

i _ | —sinhy coshy 0 O
'y = 0 0 1o |- (XI1.84)
0 0 01

Veli¢inu % je mozZné nazvat ,hyperbolickym tihlem*, o né&ji se otoéi soufad-
nicovy systém v Minkowskiho roviné X0, X!

Prejdéme nyni k obecnym dvahdm o Lorentzové grupé. Vypoéteme-li
determinant obou stran rovnice (XII.74), pak vzhledem k tomu, Ze deter-
minant soufinu matic je roven soucinu determinantii, dostavime

[Det(c’ k)]2 =2=1. (XIL85)
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Mnozina Lorentzovych matic se tedy déli na dvé podmnoziny podle toho,
je-li ¢ = +1 nebo ¢ = —1.

Z (XIL.56) vyplyva, ze se ortonormdlni bize v Minkowskiho prostoru
déli na dvé tfidy. Jednu t¥idu tvoii baze, pro néz je ¢ = +1 a které nazveme
shodné orientovanymi s vychozi bazi. Druhou tvofi bize s opa¢nou orientaci,
pro néz je ¢ = —1. Jde o analogii pravoto¢ivych a levoto¢ivych systému v 3-
rozmérném prostoru. Transformaci s ¢ = —1 miaZeme vzdy ziskat tak, Ze k
transformaci s ¢ = 1 pfidame inverzi nékteré z os, napfiklad X’ 1= _Xx1.

K dalsimu rozsifeni mnoziny Lorentzovych matic (a transformaci) do-
jdeme, polozime-li v (XI1.74) i = j = 0 a rozepiSeme soucet na pravé strané.

Dostaneme tak
= (@) = () (&) + ()] cas)

t.
(%) > 1. (XIL87)

Ziskdme tedy opét dvé podmnoziny podle toho, je-li °; > 1 anebo
®y < —1. Vyznam tohoto rozdéleni zjistime, vynésobime-li (XIL.56) e’,
uzijeme (XII.29) a polozime ¢ = j = 0. Uvéazime-li, ze zvednutim a spusténim
indexu 0 se v ortonormalni bazi vyrazy neméni, mame

eoe’o =’ . (X11.88)

Protoze ¢g = (1,0,0,0), znameni kladnost soucinu na levé strané, ze

vektor €/g mifi dovniti téZe poloviny svételného kuzele jako vektor eq, tj.

transformace neméni smér ¢asu. Transformaci, pro niz je ) < —1, lze vidy

obdrzet sloZenim transformace s c®; > 1 a €asové inverze X' 0= _Xx0
Transformace, pro néz je soucasné

c=1, &y>1 (XI1.89)

a které tedy neméni ani orientace baze ani smér ¢asu, tvofi zfejmé podgrupu
Lorentzovych transformaci. Tato grupa se nazyva vlastni Lorentzovou gru-
pou. Lze ukazat, Ze kazdou transformaci vlastni Lorentzovy grupy lze ziskat
slozenim otoceni prostorovych os (jehoz specidlnim pfipadem je (XII1.81))
a Lorentzovy transformace jakozto pfechodu k rovnomérné a piimocafe
se pohybujicimu systému (specidlnim pfipadem je (XII.84)). Transformace
vlastni Lorentzovy grupy lze tedy dosdhnout spojitou zménou ptivodniho
sméru os, zatimco k transformacim, pro néz je splnéna aspoini jedna z pod-

minek
c=-1, & < -1, (X11.90)



spojité piejit nelze. V praxi zpravidla za vychozi volime systém s pra-
votocivou orientaci prostorovych os a ¢asem poéitanym kladné pro budouci
udélosti. Dodrzeni podminek (XII1.89) pak znamend, Ze se omezujeme na
transformace, které tuto prostorovou a ¢asovou orientaci zachovavaji.

Otoceni prostorovych os je vzdy otofenim okolo jisté osy. Muzeme je
proto popsat tfirozmérnym vektorem ve sméru této osy, jehoz velikost je
rovna Uhlu otoéeni. Lorentzova transformace je popsana tfirozmérnym vek-
torem rychlosti, jiz se pohybuje novy inercidlni vztazny systém. Celkové je
tedy kazda transformace vlastni Lorentzovy grupy popsdna Sesti parametry.
Rikdme proto, Ze Lorentzova grupa je Sestiparametrickd.

Princip relativity mizeme matematicky vyjadfit jako tvrzeni, ze vSechny
fyzikdlni zdkony jsou invariantns vidi transformacim vlastni Lorentzovy gru-
py. Kromé principu relativity jakozto principu rovnopravnosti vSech iner-
cidlnich systémi je v tom obsaZen jesté pozadavek izotropie prostoru jakozto
rovnopravnosti véech prostorovych smért.

Poznamenejme zde, ze moderni fyzika prokdzala, ze fyzikilni zdkony na
drovni mikrosvéta nejsou invariantni vaéi transformacim plné Lorentzovy
grupy, kterd zahrnuje i prostorové a ¢asové inverze.

Obratme se nyni k transformacim (XI1.75) zahrnujicim i translaci po-
¢atku. Tyto transformace tvoii ziejmé opét grupu, kterd se nazyva grupou
Poincarého. Podrobime-li matici ¢!, podminkidm (XII.89), kdeito b* po-
nechdme libovolné, dostaviame jeji podgrupu, kterd se nazyva vlastni gru-
pou Poincarého a fyzikdlni zdkony jsou invariantni vzhledem k vlastni grupé
Poincarého. Kromé principu relativity a izotropie prostoru je v tom navic
zahrnut pozadavek homogenity prostoru a homogenity ¢asu, tj. nezavislosti
fyzikdlnich zdkonu na misté a Case, v nichZ se fyzikalni déje odehravaji.
Prostoro¢asové posunuti b je popsano étyimi veli¢inami, takze vlastni Po-
incarého grupa je desetiparametrickd.

XIl.4 Ctyfrozmérna mechanika

Pro moderni fyziku maji velky vyznam grupy transformaci a invariance fy-
zikalnich zdkoni a veli¢in vici transformacim téchto grup. Pozadavky inva-
riance slouzi ¢asto jako voditko pfi budovéni novych fyzikalnich teorii. Tak
je tomu i u teoriif fyzikdlnich jeva v rdmci Minkowskiho prostorocasu, kdy
je zdkladnim pozadavkem pozadavek invariance vaéi transformacim vlastni
grupy Poincarého. Protoze translace této grupy se podstatné nelisi od trans-
laci v newtonovském prostorocase, soustieduje se nas zédjem na otazky in-
variance vzhledem k Lorentzové grupé.

324



V minulé kapitole jsme formulovali zdkony relativistické mechaniky po-
moci veli¢in vztahujicich se k 3-rozmérnému prostoru daného vztazného
systému. Invariance téchto zdkona neni ¢asto na prvni pohled patrné, po-
névadz transformaéni vlastnosti tfirozmérnych veli¢in vzhledem k Loren-
tzové transformaci jsou slozité a riiznorodé (srovnej napfiklad vzorce (XI.49)
a (XI.50) pro rychlost a (XI.125) pro silu, které jsou odlisné, ackoliv v obou
piipadech jde o 3-rozmérné vektory).

Povsimnéme si nyni transformaénich vztahl pro 4-rozmérné vektory
a tenzory (XIL58), (XIL.62) az (XIL.64) a (XII.66). Vidime, Ze kazdému
prvku Lorentzovy grupy (matici ¢ k= dki) je pfifazena linedrni transfor-
mace komponent tenzoru libovolného fadu a typu. Tyto transformace tvori
opét grupu, kterd je homomofornim obrazem Lorentzovy grupy, tj. jednot-
kovému prvku a souéinu prvki Lorentzovy grupy je pfifazen jednotkovy
prvek a souéin prvku grupy transformujici komponenty tenzord. Rikdme
proto ve shodé s matematickou terminologii, Ze jde o reprezentaci Loren-
tzovy grupy v prostoru tenzori, ktery je reprezentacnim prostorem Loren-
tzovy grupy. Rovnice vyjadfujici rovnost prvkii reprezentacniho prostoru
jsou automaticky invariantni viéi transformacim Lorentzovy grupy a je tedy
velmi vyhodné zobrazit fyzikalni veli¢iny pomoci téchto prvki. Fyzikalni
zékony pak budou vyjidfeny ve formdlné prostém a zjevné invariantnim
étyfrozmérném tvaru, od néhoz je moiné piejit ke tvaru tfirozmérnému,
pokud je to potfebné napiiklad pro srovnani s nerelativistickou teorii.

Tenzorové reprezentace nejsou jedinymi reprezentacemi Lorentzovy gru-
py. Existuji rovnéz reprezentace spinorové, které jsou nezbytné pro vybu-
dovéni relativistické kvantové mechaniky (Diracova teorie). Klasické partie
fyziky je vSak mozné pfebudovat do relativisticky invariantniho tvaru pouze
pomoci reprezentaci tenzorovych, tj. fyzikalni veli€iny jsou v nich vyjadreny
pomoci étyfrozmérnych tenzorl (popf. vektoru, skalara). V dalsim vykladu
se omezime na tento piipad.

Studujme nejprve libovolny pohyb &éstice s podsvételnou rychlosti. Ve
4-rozmeérné formulaci lze tento pohyb zapsat jako

X =X'(s), (XI1.91)

kde jako parametru uzivime intervalu s rostouciho smérem do budoucnosti.

Definujeme _ _ ‘
v — Tim AX' _dX'  1dX°
T As=0 As  ds ¢ dr

(XI1.92)

Protoze AX" jsou komponenty &tyfrozmérného vektoru a As je skaldr, jsou
veli¢iny u’ komponentami ¢tyfrozmérného vektoru, ktery je zadan v kazdém
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bodé svétotiry dané castice (lze fici, Ze tvoii pole podél kiivky v pro-
storocase). Tento vektor nazveme &tyrrychlosti Gastice. Uvazime-li, Ze podle
(XII.18) dT = v d7, X° = T, méme (Lorentziiv faktor se zde vztahuje
k rychlosti Castice, tj. vynechdvdme index u 7,)

u=ui=%(c,v1,v2 ,'1)3)=%(C,'U) ’ (XIIQ3)

kde v je vektor tiirozmérné rychlosti. Velikost vektoru u’ uréime podle

(XIL51) jako
lu] = \/gixuiuk =1. (X11.94)

Vektor ¢tyfrychlosti ma tedy konstantni velikost a z jeho ¢ty komponent
jsou proto pouze tfi nezavislé. Jeho zadéani je ekvivalentni zadani komponent
ttirozmérné rychlosti.

Z (XI1.92) je zfejmé, Ze Ctyirychlost je vektorem teénym ke svétoCare.
Vynésobime-li ji veli¢inou mgc, kde my je klidovd hmotnost &astice (skaldr),
dostavame ¢tyfvektor o komponentach

Xi

P = P' = mgc o = Moy (c,v) . (XII.95)

Srovname-li tento vzorec s (XI1.109) a (XI.119), vidime, zZe je
P = (E , p) , (XI1.96)
c

kde p je relativistickd hybnost a E relativisticks energie ¢stice. Ctyivektor
Pt — ¢Gtyrhybnost & ctyrimpulz astice — tedy v sobé spojuje energii a hyb-
nost podobnym zptsobem, jakym polohovy vektor X* spojuje ¢asovou sou-
Fadnici a soufadnice prostorové. Tim se geometricky vysvétluje shoda mezi
transformaénimi vlastnostmi energie a hybnosti a transformaénimi vlast-
nostmi prostorocasovych soufadnic, s niz jsme se jiz setkali v (X1.120) az
(XI1.122). Velikost vektoru P je ziejmé

|P| = moc|u| = mec, (XIL.97)

tj. je imérna klidové hmotnosti &astice. Vyjadiime-li tuto velikost pomoci
komponent (XI1.96) jako v/g;rP'P*, dostaneme umocnénim dulezity vztah
mezi klidovou hmotnosti, energii a hybnosti ¢astice

E?
2.2 2
mo et =— —p .

(XI1.98)
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Ma4-li ¢astice nenulovou klidovou hmotnost, plati pro ni

E2
p? < = (XI1.99)
Pfedpoklddejme nyni, zZe veliiny E, p, mg lze zavést i pro ,Cdstice”,
teény vektor k jejich svétocife je vektorem svételnym, a Ze pfitom zustava
v platnosti vztah (XII.98). Protoze velikost svételného vektoru je nulovi,
musi byt
mo =0, (XII.100)

tj. ¢astice pohybujici se rychlosti svétla museji mit nulovou klidovou hmot-
nost. Déle pro né plati

pr=—. (XII.101)
Piikladem takovychto istic jsou svételnd kvanta — fotony. ProtoZe po-

dle kvantové teorie, kterd dovoluje pojem fotonu dusledné zavést, plati pro

energii fotonu vztah
E=hv, (XII.102)

kde h je Planckova konstanta a v frekvence fotonu, je hybnost fotonu rovna

h
p= 7” _ (XIL.103)
Teoreticky lze pFipustit i existenci ,¢astic“, pro které plati
E2
p? > - (XI1.104)

~ s

Tyto hypotetické ¢astice se nazyvaji tachyony. Tetny vektor ke svétotaie ta-
chyonu mifi vné svételného kuzele. Svétocary tachyonii spojuji absolutné od-
lehlé (kvazisoucasné) udalosti, coz mé za nésledek, Ze Casové poradi udalosti
na svétocafe tachyonu miZze byt obraceno vhodnou volbou vztazného sys-
tému (pomoci Lorentzovy transformace). Tato skutecnost €ini existenci ta-
chyont nepravdépodobnou, i kdyz se vyskytly snahy interpretovat ji tak,
aby nedoslo k paradoxtim. Experimentdlné se existenci tachyonu prokazat
nepodafrilo, a proto se jimi ddle zabyvat nebudeme.

Piikroéme nakonec ke étyfrozmérné formulaci pohybovych rovnic &asti-
ce. Zderivovanim vektoru P! podle intervalu obdrzime (je-li my = konst)
vektor ; .

d(;: = moc%%— = mocw® , (XI1.105)
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. dut -
kde w* = % je vektor étyfzrychleni. Ctyfzrychleni souvisi s obyéejnym

» v
hleni = — vzt
zrychlenim a IT vztahem
dy Y
— ot — =
w= P c,v)+c2(0,'ya)
2 [A2 2
T |7y va g
= -52- ,a + '07 (va) vl . (XIIlOﬁ)

Vhodnou volbou vztazného systému muzeme dosdhnout toho, aby asovd
slozka Ctyfzrychleni byla rovna nule. Odtud je patrné, ze étyfzrychleni je
prostorupodobny vektor.

Pohybové rovnice ¢astice mizeme nyni napsat jako

dP

- = mpcPw' = Fi; | (XI1.107)

kde F’M je ¢tyfvektor Minkowskiho sily, ktery souvisi s tfirozmérnou silou
vztahem (viz (XII.96), (XI1.112) a (XI.124))

Fuy=Fy=7v (%% ,g—;) = (—F; ,F) . (XII.108)
Kromé tfirozmérné pohybové rovnice (XI.112) je tedy v (XIL.108) zahr-
nut jesté vztah (XI.124) pro ¢asovou zménu energie. Poznamenejme oviem
znovu, ze tento vztah, a tedy i posledni vyraz v (XII.108), plati jen za
predpokladu, ze klidovd hmotnost uvazované &astice se s ¢asem neméni,
tj. je-li dmo/d7 = 0. Procesiim tohoto druhu se #{ka procesy mechanické.
Ptikladem odli§ného, nemechanického procesu, je napiiklad ohfivdni ¢4stice
(uvaZované jako ,&dstice“ z makroskopického hlediska), kdy dochézi ke zmé-
né klidové energie, a tedy i klidové hmotnosti. V pfipadé mechanickych
procesu plati, Ze v Minkowskiho geometrii je &tytsila kolm4 na &tyfrychlost

Fyu = g Fyuf =0. (XI1.109)

To znamend, Ze pouze tii komponenty &tyirychlosti jsou nezavislé.

XI5 Srazky &astic

Pro klasickou i moderni fyziku m4 velky vyznam studium srazek, tj. inter-
akci, které jsou omezeny na tak malou prostoroéasovou oblast, ze je muzeme
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povazovat za jedinou uddlost v 4-rozmérném prostorocase. V Minkowskiho
prostoru je tedy srdzka zndzornéna bodem, v némZ se setkdvaji svétocary
neinteragujicich 4stic a z néhoZ opét svétotary neinteragujicich Castic vy-
stupuji — interakci vSak dojde ke zméné jejich ctyfhybnosti a pfipadné
i ke zméné poétu éastic. Do srazky zpravidla vstupuji dvé Eéstice, ale jejim
vysledkem muze byt i rozpad na velké mnozstvi ¢astic. Také rozpad jediné
Castice 1ze povazovat za specidlni piipad srazky.
Zékladnim zdkonem, ktery musi byt pfi srdzce splnén, je zadkon zachovani
uhrné ¢tyfhybnosti
Zpi = ZPiB , (XII.110)
A B

kde na levé strané se s¢itd pres Cdstice pfed srdzkou a na pravé strané pres
Castice po srazice.

X2
D3

1
p1 9 X
y 2

Obr. 33: Srazka castic. Céstice 1 naradzi na &astici 2, kterd byla do srazky v klidu.
Vysledkem jsou castice 3 a 4.

V dalsim vykladu se omezime na nejbé&inéjsi piipad, kdy pocet castic
do srazky vstupujicich i pocet ¢astic, které ze srdzky vystoupi, bude roven
dvéma. Céstice pfed srazkou oznatime indexy 1, 2 a po srazce indexy 3, 4.
Uzijeme moznosti zvolit vztazny systém a soufadnice tak, abychom pokud
mozno omezili poéet proménnych. Budeme proto piedpokladat, Ze Cdstice
2 je pted srazkou v klidu a ¢dstice 1 se pohybuje ve sméru osy X 1. Podle
zékona zachovani hybnosti budou p;, p3 a p4 lezet v jedné roving, za niz
zvolime rovinu X1 X?, viz obr. 33.

Srazka je tedy charakterizovana thly ¢, 9, které sviraji drahy castic 3
a 4 s osou X!. Pi této volbé dostdvame ze zdkonu zachovani (XII.110) tfi
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rovnice

P1 =pP3 COSY + py cosd , (XII.111)
0 =p3 sinp — py sind (XII.112)
mi + mo2 = m3 + my . (XH.113)

V nerelativistické mechanice délime srdzky na pruzné a nepruzné. Pii
pruznych srdzkach se kromé hybnosti a hmotnosti zachovava i thrnng kine-
ticka energie. Uvedené rozdéleni srazek muzeme zachovat i v teorii relativity.
Zde vSak mizeme vyjadfit jeho kritérium jesté jinym zpusobem. Kinetickou
energii souboru ¢4stic lze na zakladé (XI.119) a (XI1.96) zapsat jako

By=cY (P - moac) , (XIL.114)
A

kde PY% znaéi ,,éasovou® komponentu &tyfhybnosti A-té éistice. Ze zdkont
zachovani (XII.110) plyne, Ze pfi pruznych srazkich se zachovava i soucet
klidovych hmotnosti
My =Y moa, (XII1.115)
A

ktery je podle pfedchoziho textu roven souétu vniténich energii ¢astic a z geo-
metrického hlediska pfedstavuje (az na konstantni nasobek) soucet velikosti
Ctyfimpulsi ¢dstic pfed srdzkou a po srizce.

Nynf si vSéimnéme nékolika pfipadii konkrétniho pouziti rovnic (XII.111)
az (XII.113).

a) Pruznd srdzka &istic o stejnych klidovych hmotnostech.
V tomto pfipadé muzeme klist

mop1 = Mo2 = Mp3 = Mpg4 = My . (XH.].IG)

Zajimame se o thel 1 = ¢ + 9, ktery sviraji drahy &4stic po srazce. Umoc-
nime rovnice (XII.111) a (XII.112) na druhou a seGteme je, dostaneme tak

pi =pd +pf + 2p3pscostp . (XII.117)

Déle vyuzijeme vztahu (XII.86), tj.

2

%- =m2—mg, (XIL.118)
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pro &astice 1, 3, 4 a zdkona zachovani (XIL.113), jehoz pomoci vylou¢ime
veli¢inu m;. Poté z tohoto vztahu uréime cos jako

cosp = (| (M8 = 1m0) (ma = mo) (XIL119)
(mg + mg) (myg + mo)

Pokud se obé ¢istice po srazce pohybuji (tj. je-1i dhel ¢ definovéan), je zfejmé

1>cosyp >0 (XI1.120)
neboli .
0<p<3. (XII.121)

To znamen4, Ze v relativistické dynamice budou trajektorie Eastic po srdzce
svirat ostry uhel. (Ve zvlastnim pfipadg, kdy ps nebo p4 je rovné nule, dojde
k vyméné hybnosti &4stic stejné jako v klasické mechanice.) V pfibliZeni
klasické mechaniky je m3 = mq = my, a tudiz

9 = -’25 . (XIL.122)

Experimentalni potvrzeni zdkond srazek rychlych &astic bylo poddno
F.C. Championem roku 1932 v plném souladu s pfedpovédi specidlni teorie
relativity. Tyto pokusy byly vicekrat uspésné opakovéany. Fotografie stop
srazejicich se ¢astic v mlznych komorach vykazuji zietelné ostré ihly a mluvi
tak jednozna¢né ve prospéch relativistické mechaniky.

b) Comptoniiv jev — pruzné srdzka elektronu a fotonu. Necht
je elektron pred srdzkou v klidu, tj. hraje roli ¢astice 2. Céstice 3 po sraice
je foton a &dstice 4 po srazce je elektron. Plati

mo1 = Mop3 = 0 mog = Mpq4 = Me , (XH.123)

kde m,. je klidovd hmotnost elektronu. Zajima nas vztah mezi zménou
frekvence fotonu a jeho odchylkou ¢ od puvodniho sméru. V rovnicich
(XIL.111) a (XIL.112) pfevedeme Cleny s p3 na levou stranu, nafez rovnice
umocnime na druhou a seteme. Mame

p —2p1ps cosp +ps =pf . (XIL.124)
Uzijeme rovnic (XII.118) a vylou¢ime m, pomoci (XII.113), tak dostaneme
(my — m3) me = mymsz (1 —cos ) . (XII1.125)
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Pro hmotnost fotonu podle pfedchoziho vykladu plati

m = g- = ’c‘—;’ . (XI1.126)

Oznagme vy frekvenci fotonu pred srdzkou a v frekvenci po srazce. Dosa-
zenim (XII.126) do (XII.125) dostdvdme po prosté \ipravé

1 1 h A—Xo
o= — = ) 11.12
s =z (1 —cosy) . X 7)

Pri srdzce fotonu s volnym elektronem dochdzi tedy ke zméné frekvence
(popf. vlnové délky) fotonu podle (XII.127). Tato zména nezivisi na vl-
nové délce dopadajiciho svétla. Popsany jev byl ovéfen H.A. Comptonem
v roce 1923. Poznamenejme, Ze bez uziti kvantovych pfedstav bychom dosli
k zavéru, Ze rozptylené zifeni m4 stejnou frekvenci jako zafeni dopadajici.
Kvantovd teorie davé vzorec (XII.127), ktery souhlasi s vysledky experi-
mentu.

c) Rozpad é&dstice na dvé &dsti. Céstici pfed rozpadem muZeme
povaZzovat za Castici 2, zatimco Castice 1 chybi, coz formélné vystihneme
tak, Ze polozime p; a m; rovno nule. Déile polozime

mo2 = M() ; m=ms3, M= MMy (X11128)

pro hmotnost ¢astice v klidu pfed rozpadem a hmotnosti &astic, které jsou
produktem rozpadu. Rovnice (XII1.124) d4va po vyuziti (XI1.118)

m? —m¢ = p? — p (XI1.129)
a uzitim zékona zachovani (XII.113) ve tvaru My = m + u dostaneme
Mg + pg — mg Mg +mg — ug
= = XII.130
2M, " 2M, ( )

pro hmotnosti produktt rozpadu. Protoze musi byt u > pg, m > mg, plyne
ze zakona zachovdni hmotnosti

Mo > po +mg . (XI1.131)

Veli¢ina AE

(ko +mo) = Mo = —~ (XI11.132)
se nazyva hmotnostni defekt. Zde —AF je energie, ktera se uvolni ve formé
kinetické energie. Aby mohlo dojit k samovolnému rozpadu, musi byt hmot-
nostni defekt zdporny.
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XIl.6 Tenzorova pole

Nadale se budeme zabyvat relativistickou mechanikou spojitych prostiedi.
Vzhledem k tomu je potiebné ponékud rozsifit matematicky aparat vybu-
dovany v XIL.2. Spojité prostfedi se vyznaluje tim, Ze jeho charakteris-
tiky se méni v prostoru a v Case. Vyuzivime proto faktu popsaného na
zagatku XII.2 (srov. (XI1.23)), Ze s kazdym bodem afinniho prostoru lze
spojit vektorovy prostor. Tento prostor budeme nazyvat teCnym prostorem
k afinnfmu prostoru v daném bodé. Zadénim pseudokartézského systému
soufadnic v prostoroase je podle (XII.22) urcena zadéna kovariantni baze
ve vSech tetnych prostorech, kterd se pfi transformaci Poincarého grupy
(XIL.75) méni podle (XII.56). Je-li v jisté prostorotasové oblasti zadan v kaz-
dém jejim bodé — tj. v tecném prostoru kazdého bodu — tenzor (ev. vek-
tor, skalar), mluvime o tenzorovém (vektorovém, skaldrnim) poli v dané
oblasti. Pole pfedepisujeme pomoci jeho komponent, které jsou funkcemi
prostoroasovych soufadnic ve zvoleném systému. Napfiklad pole tenzoru
4. ¥4du (XI11.65) bude mit komponenty

Rin (X%) . (XI1.133)

Po piechodu k soufadnicim X'° ziskd pole nové komponenty (srov. (XI1.66))

R (X') = dyie;%e e, Ry, (X (X)) . (XIL.134)
Zderivovanim (XIL.75) podle X7 zjistime, Ze je

. ;  ox"

kde d’ ; je inverzni matice k matici cé j- Odtud podle (XIL72) plyne pro

matice vystupujici v transformaénich vztazich typu (XI1.134)
J ox" ’ 1 oxi

Obdobné se transformuji také jin4 tenzorova a vektorova pole. Pro skaldrni
pole f je prosté

(X11.136)

£y = (x*x") (XIL137)

tj. hodnota pole se neméni. Struéngji piseme f' = f.

Zpravidla se pfedpoklad4, Zze komponenty poli jsou spojité funkce s jis-
tym stupném hladkosti, ktery mize byt specifikovin s ohledem na konkrétni
situaci.
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Uved'me piiklady poli. Je-li oblast v prostorocase vyplnéna kontinuem,
jehoz elementy majf étyFrychlosti u?, dostdvame vektorové pole étyfrychlosti
u’ (X7). Podobné i &tyizrychleni tvori vektorové pole w' (X7). Metricky
tenzor md (v pseudokartézskych soufadnicich) v kazdém bodé prostorocasu
slozky (XII.39). Jeho pole — nazyvané metrickjm polem — m4 tedy kon-
stantni komponenty, jejichz hodnoty se neméni transformacemi Poincarého
grupy.

Poznamenejme, Ze v literatufe se Casto uziva slova tenzor i tam, kde se
presné vzato jednd o tenzorové pole. Zkracuji se tim formulace v piipadé
tvrzeni, kterd plati jak pro tenzorova pole, tak i pro jejich hodnoty v daném
bodé, tj. pro tenzory. Proto i my budeme nékdy uzivat tohoto zplsobu
vyjadiovani.

Zaved'me dal3i geometricky i fyzikalné dalezité pole v prostorocase. Mgj-
me usporadanou ¢tvefici étyivektori K (ia) , kde index v zdvorce udava poradi
vektoru (a = 0,1,2,3). Za (orientovany) objem rovnobéznosténu tvoreného
témito vektory oznaéime — v analogii se situaci v 3-rozmérném prostoru —
determinant matice sestavené z komponent vektori K ("a), tj.

V = Det (K{,)) . (XI1.138)
Pfi pfechodu k jiné ortonormalni bazi plati podle (XIL.58) a (XIL.72)
K'iy=¢ K (XI1.139)

a tedy
V' =Det (c;) V=4V, (XI1.140)

tj. jak bylo tfeba otekavat, orientovany objem nezdvisi na volbé bize, jedna-
li se o baze se stejnou orientaci, a méni znaménko pfi zméné orientace baze.
S odvoldnim na definici tenzoru mizeme proto Fici, ze pomoci (XI1.138)
je definovén tenzor 4. f4du, jehoZ znaménko se méni pfi zméné orientace.
Takto modifikovany tenzor nazyvime pseudotenzorem. Jeho komponenty
najdeme, uvdzime-li, ze lze psat

V = eijuKio Kl K Kl , (XIL.141)

kde slozky Levi-Civitova symbolu €ijkl jsou ve Etyirozmérném prostoru de-
finovény takto: €;;5; = 1 pro sudou permutaci indext 0, 1,2,3, €jpm=-1
pro lichou permutaci téchto indexi a €5 = 0 ve zbyvajicich piipadech (tj.
jsou-li aspoii dva indexy stejné).
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Podle ptredchoziho textu se €;jx chovaji jako komponenty tenzoru pfi
transformacich Lorentzovy grupy s determinantem rovnym jedné, specidlné
pii transformacich vlastni Lorentzovy grupy. Omezime-li se, jak Casto Ci-
nime, na tyto transformace (popf. doplnéné translacemi Poincarého grupy,
které komponenty tenzor neméni), mizZeme je povaZovat za slozky tenzoru.
Tento tenzor nazyvame Levi-Civitovym tenzorem. Zadanim Levi-Civitova
tenzoru v kazdém bodé afinniho prostoru vznikd tenzorové pole, jehoz kom-
ponenty maji (podobné jako komponenty g;;) konstantni hodnoty e;jx; ne-
zdvislé na volbé soufadnicového systému. Toto pole se nazyva elementem
objemu.

Povsimnéme si nékterych vlastnosti Levi-Civitova tenzoru. Tento tenzor
je tplné antisymetricky — jeho znaménko se méni s kazdou zdménou dvojice
indext (popf. s kazdou zdménou dvojice vektori v (XIL.138)). Zvednuti
indext Levi-Civitova tenzoru pomoci metrického tenzoru (XII.39) by vedlo
ke zméné znaménka komponent. Obvykle se viak pod €% kl rozumi opét Levi-
Civituv symbol, tj. klademe

€TH = €1 = —gPGIG" G epars - (XII.142)

Sou¢in Levi-Civitovych symboli lze vyjadfit pomoci determinantu z Kro-
neckerovych symbolu jako

AL
or 6 8T 48
.. Pqrs — J J J J
Cigkt € % oo 5

& o o o

(XIL.143)

Platnost tohoto vztahu je patrna z toho, ze jsou-li dva horni ¢i dolni in-
dexy stejné, jsou obé strany (XII.143) rovny nule, pii zdméné indexi méni
obé strany znaménko a €0123€°123 = 1. Zizenim (XII.143) pfes jednu nebo
vice dvojic indexti dostdvame dalsi vztahy, které jsou ¢asto uZitecné pri
vypoctech.

Pfipomeiime, 7e rovnéz v 3-rozmérném euklidovském prostoru se uzivd
Levi-Civitova symbolu €44, ktery je definovan zcela analogicky jako symbol
&tyfrozmérny. Umoziuje napiiklad zdpis vektorového souc¢inu C = A x B
jako

Ca = €apyApB, . (XII.144)

V étyfrozmérném prostoru je pfirozenym zobecnénim vektorového soucinu
ortogonélni doplnék trojice vektort

D; = e;;u A7 B*C! (XII.145)
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jehoz skaldrni soucin s vektory A7, B¥, C! je v dasledku antisymetrie €35kl TO-
ven nule. Pro dplnost uved'me, jak vypad4 Levi-Civitv tenzor v pfipads, ze
se neomezujeme na transformace s jednotkovym determinantem. Z transfor-
maéniho vztahu (XII.64) pro tenzor g;; zjistujeme, Ze pro jeho determinant
g plati

g = Det? (cij) g =Det™? (c’l) g. (XT11.146)

Odtud je patrné, Ze objem rovnobéznosténu v neortonormalni bazi musi byt
definovan jako

v =/lg| Det (K7,)) | (XIL.147)

nebot tento vyraz se neméni pfi zdméné baze, kterd zachoviva orientaci,
a prechazi v (XII.138) pii |g| = 1. Levi-Civituv tenzor proto zavedeme jako
Eijri = \/|gle€ijri a obdobny tenzor s kontravariantnimi komponentami jako
Eikl — ¢kl (aby pro jejich soudin ziistal v platnosti vztah (XI1.143)).

Vlal

Nyni se vratme k obecnym tivahdm o tenzorovych polich. Je zfejmé, ie
nad nimi miZeme provadét viechny algebraické operace (XI1.67) az (XII.70)
tak, Ze tyto operace provedeme s hodnotami poli ve viech bodech uvazované
oblasti. Navic vSak muzZeme s tenzorovymi poli provadét analytické operace
derivovani a integrovdni. V tomto odstavci budeme se zabyvat pouze deri-
vovanim. Sledujme napiiklad, jak se méni pole étyirychlosti podél svétocar
jednotlivych elementt kontinua v zavislosti na intervalu (ktery ma, jak vime,
vyznam délky svétoCary). Dostadvame tak pole étyfzrychleni

du!  Oul dXF  Gut
i 4 et (XII.148)
1

. . U
Zkoumejme transformaéni vlastnosti veli¢in IXE" Je

w' =

w0 (d"w) axo

XE = o axE (XI1.149)

a vzhledem ke konstantnosti transformaénich matic a (XI1.136) je dale

ou" . ou!
ox® = %% pxs

(XI1.150)

L. ou o . .
Veli¢iny FxF Jsou tedy smiSenymi komponentami tenzorového pole 2. fadu.
Zcela obdobné se ukize, 7e zderivovanim komponent kazdého tenzorového
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pole podle prostorocasovych soufadnic dostdvdme pole, jehoz fad je o 1
vy$si nez ¥ad pole pivodniho. Operaci derivovani muzeme provadét vicekrat
a spojovat ji s algebraickymi operacemi. Naptiklad

, 525kl
Pi=

= sxiaxT (XI1.151)

je vektorové pole, je-li S** tenzorové pole 3. fadu. Casto se uziva struéngj-
§iho oznaceni

d
"= (XIL.152)
Pak muzeme (XII.151) zapat jako
Pi=g* . (XI1.153)

Podobné jako v klasické mechanice kontinua jsou i ve specidlni rela-
tivité fyzikalni zdkony mechaniky kontinua vyjaddieny pomoci parcidlnich
diferencidlnich rovnic obsahujicich jisté funkce polohy a casu i derivace
téchto funkci podle prostoroasovych soufadnic. Zakladnim pozadavkem,
ktery specidlni teorie relativity na tyto rovnice klade, je jejich invariance
viéi transformacim vlastni Poincarého grupy — tj. rovnice museji mit ve
viech systémech spojenych transformacemi (XII.75) stejny tvar (stejnou
formu). Vidime nyni, Ze ke splnéni tohoto pozadavku staéi, aby fyzikalni
veli¢iny byly komponentami tenzorovych poli a aby fyzikalni zdkony mély
formu parcidlnich diferencidlnich rovnic platnych pro tyto komponenty.

V radé fyzikdlné dulezitych rovnic vystupuje diferencidlni operdtor

Do gt O __® # P 1P
T oxEXE T g (x1) a(x2? a0 a(xX0)7  C 2or?
(XIL.154)

kde A je Laplacetiiv operdtor. Operator [ se nazyva d’Alembertiv operdtor.
Jeho aplikaci na komponenty libovolného tenzorového pole dostdvdme pole
téhoz fadu a typu.

Uvahy o ,,rozstépeni“ prostoro¢asovych tenzort (viz (XIL.77) a pFislusny
text) plati pfirozené i pro tenzorova pole. Tak &tyivektorové pole A* (Xj )
dava prostorové vektorové pole A® (X B T) a skaldrni pole A° (X B T)
apod. Tato pole zdviseji na ¢ase T = X?/c jako parametru. A%, A° se oviem
chovaji jako vektorové a skaldrni pole pouze viici prostorové transformaci

X' =c%XP + 0P (XI1.155)
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Pti obecnych transformacich (XII.75) se transformuji jako slozky prosto-
rocasového vektorového pole. Proto napiiklad obecny transformaéni zékon
pro T je jiny nez pro A°.

Pole metrického tenzoru v 3-rozmérném prostoru zaviddime podle vztahu
(XIL.78) a v souladu s tam uvedenym vykladem piSeme vsechny indexy
prostorovych poli dole. V tomto pfipadé budeme za X, povazovat slozky
prostorového polohového vektoru (tj. X, Y, Z) a nikoliv kovariantni slozky
ctyFvektoru X*, které by podle (XI1.54) mély opacné znaménko. Pfipomeii-
me, ze v 3-rozmérném prostoru maji specidlni dulezitost diferencidlni ope-
race

div A=As0, (grady), =¢ao, (ot A), =ceapyAyp. (XIL156)

Prvni dvé operace se daji pfimo zobecnit na &tyfrozmérny prostorocas, kde
vektorovému poli A' pfifadime divergenci Ai’i a skaldrnimu poli ¢ gradi-
ent ;. Zobecnéni rotace je méné piimé. Podle vztahu (XII.156) je vek-
torové pole rot A ekvivalentn{ poli antisymetrického tenzoru A, g — Ag,.
Za, zobecnénou rotaci vektorového pole A; miZeme proto povazovat anti-
symetrické tenzorové pole A;; — A; ;. Ve Ctyfrozmérné vektorové analyze
se déle casto setkdvame s divergenci tenzorového pole 2. ¥adu T%*, kters je
definovana jako T .

Stejné jako v VIIL4 bychom mohli rozsifit tuto teorii i na ptipad pouziti
kiivocarych soufadnic, derivace poli by se pak nahradily derivacemi ko-
variantnimi. Fyzikdlni vyznam kfivocarych soufadnic v prostorocase tkvi
zejména v tom, Zze umoziuji formulovat (relativistické) fyzikalni zdkony v ne-
inercidlnich vztaznych systémech. Zavedeme-li kfivocaré soufadnice vztahy
g = z'(z7), odpovidaji kiivky z'® = konst svétotardm vztainych bodt
neinercidlniho systému.

Fyzika v neinercialnich systémech byva obycejné studovana az v ramci
obecné teorie relativity.

XIL.7 Integraly tenzorovych poli

Je obecné zndmo, jak vyznamnou roli hraji v klasické fyzice zdkony za-
chovéni energie a hybnosti. V teorii relativity je role téchto veli¢in a zdkonu
jejich zachovani jesté vyznamnéjsi, protoze se tu odhaluji vzadjemné sou-
vislosti, které jsou Siroce vyuzivany pfi dalsim rozvoji fyziky. Pro pocho-
peni téchto souvislosti je nutné, abychom se sezndmili se zplisobem vypoétu
uhrnnych veli¢in pfislusejicich fyzikdlnim polim. Budeme proto studovat
teorii integrovani tenzorovych poli.
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Oznaime
d? =dx%x'dx2%dx3 (XI1.157)

integraéni element v prostorocase. Vzhledem k transformacim Poincarého
grupy se tento element chova jako skaldr, protoze je
d2 = |Det (¢';)|d2 = d0

ax"
Det ( 3 Xj)
(XIL.158)
(srov. (XII.135) a (XII.85)). Integral tenzorového pole pies oblast v pro-
storoCase, napiiklad

d? = dx"%dx"tdx"?dx" =

S, = / sy A2, (XIL159)
n
se pii uvedenych transformacich chova takto

s, = / dyic 0,5, d2 = dyic,%¢," S, (XIL.160)
n

(ponévadz transformaéni matice jsou konstantni, daji se vytknout pfed in-
tegral). Veliciny S%r jsou tedy komponenty tenzoru. Tento tenzor se nevzta-
huje k ur¢itému bodu prostoru, ale charakterizuje celou oblast, pfes niz se
potitd. Je definovdn na vektorovém prostoru, ktery je sdruzen s afinnim pro-
storem podle XII.2. MuZeme jej proto nazvat volnym tenzorem pro odliSen{
od hodnoty tenzorového pole v bodé afinniho prostoru, kterou nazyvame
vizanym tenzorem.

Pro teorii zdkonid zachovani, o které se dile zajimame, je velmi dulezitd
souvislost mezi ,objemovymi“ integraly typu (XI1.159) a integrély pies hra-
nici dané oblasti (tj. zobecnénymi ploSnymi integraly). Proto se musime
zabyvat i témito integrily. Hranice ¢tyfrozmérné oblasti muze byt aspon po
castech zapsana parametricky jako

X' = Xt (u,v,w) , (XI1.161)

kde u, v, w jsou parametry slouZici jako soufadnice na tfirozmérné plose
v 4-rozmérném prostoru. Tuto plochu nazyvame hyperplochou ¢i nadplochou.
Oznacme parametry jako ¢%, kde a = 1,2, 3, a zapiSme (XII.161) jako

X' = X'(¢%) . (XI1.162)

Zapisu (XII.162) muazZeme dat obecnéjsi platnost. Necht jest o = 1,...,k,
1= 1,...,N, pfitcemz k < N, pak (XII.162) predstavuje nadplochu k-tého
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fddu v N-rozmérném prostoru. Specidlné pro k& = 1 je tato plocha kiivkou,
pro k = 2 obycejnou plochou atd. Pro £ = N jde o zavedeni novych (obecné
kfivocarych) soufadnic namisto ptivodnich soufadnic X*.
Pfipomeiime si, Ze s kiivkou parametrizovanou jedingm parametrem ¢
jako
X=X (q) (XI1.163)

je spojen jeji teény vektor

; AX'  dX:
- .m — x .
6 Al;-—m Aq dq ' ( 11 164)

Déle si pfipomeifime, Ze vektory kovariantni baze (XII.22) v pseudokartéz-
skych soufadnicovych soustavich byly jednotkové tiseky na osach piislusné
soustavy, tj. tecné vektory k soufadnicovym &ardm, podle nichZ se méni
jen jedna ze soufadnic a které jsou touto soufadnici parametrizovany. Také
v soufadnicich ¢* mizZeme v kazdém bodé nadplochy (XI1.162) zavést k-tici
tecnych vektort k soufadnicovym ¢ardm. Tyto vektory maji podle (XII.164)
kontravariantni komponenty

?

€la) = g—‘;— , (XII.165)
i je Cislo komponenty, « &islo vektoru. Tvoii bazi v prostoru vektori teénych
k dané nadplose, ktery je k-rozmérnym podprostorem N-rozmérného vek-
torového prostoru. Zadanim této baze ve viech bodech nadplochy (XII.162)
vznikd k-tice vektorovych poli te¢nych k soufadnicovym &ardm, kters pre-
jima dlohu kovariantni baze spojené se systémem soufadnic ¢®. Pfi zdméné
soufadnic

7% =q"* (qﬂ) (XI1.166)

vznikéd nova kovariantni bize

) i i HgB )
€la) = gX OX"9¢" _ ezﬂ)caﬂ , (XII.167)

q* ~ dq° dq®

tj.
el =cles, (XI1.168)

coz je vztah (XII.56), v némz 1dlohu transformaéni matice hraje matice

B
¢ = g;’,a . (XII.169)
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Podle prvni rovnosti (XII.39) muzeme v nadplose zavést metrické pole

dXiox*k
- 5\ _ .
9ap (q ) = €q €3 = Gik aq"a"“‘_aqﬁ . (XII1.170)

Poviimnéme si, ze metrické pole (XI1.170) odpovida pfepisu diferencidlniho
vztahu (XI1.17) do soufadnic ¢* na dané nadplose

8Xiox* i
= gik%;%-ﬂ—dq"dq” = fapdg®dg® . (XIL171)

ds? = gipd X'dX*
(V piipadé, ze viechny vektory te¢né k dané nadploSe jsou prostorupodobné,
muze byt vhodné zménit znaménko metrického pole jako v (XIL.78). Pro
uvahy tohoto odstavce to viak neni podstatné.)

Na vektorova a tenzorova pole na dané nadplose jsou nyni aplikovatelné
vztahy a definice (XII.56) az (XII.70), v nichZ jsme nespecifikovali ani trans-
formaéni matici, ani metricky tenzor. Tato pole mizeme zkoumat v soufad-
nicich ¢* bez odvoldni na prostor vyssi dimenze, do néhoz je zkoumand
nadplocha vnofena. Studujeme tak vnitini geometrii dané nadplochy, v niz
je metrické pole obecné zavislé na soufadnicich. To znamend, Ze soufadnice
jsou kfivocaré. Obecné neexistuje transformace, kterd by dala metrickému
poli konstantni hodnoty, tj. samotna nadplocha je zakfivena. Vzhledem k
tomu nemdme diivod omezit se na zvlastni tfidu soufadnicovych soustav
s konstantnimi transformacnimi koeficienty. NemiZeme proto beze zmény
pfenést do zakfivenych prostoru, jejichz piikladem naSe nadplocha je, ope-
race derivovani a integrovani poli, které jsme zavedli za pfedpokladu kon-
stantnosti téchto koeficienti.

Zsklady teorie integrovadni pfipomeneme jen v té mife, v niZ jsou ne-
zbytné pro pochopeni dalsiho fyzikalniho vykladu.

Pti integrovani pfes oblast nadplochy plati pro jeji integra¢ni element,
sestaveny z diferencidli soufadnic,

4%’ = dq*..d¢* = |J|dg"..d¢* = |J|dZ, (XI1.172)
kde o
oq'
J = Det ( 507 ) (XIL.173)

je jakobidn transformace (XII.166). Na druhé strané z transformacniho

vztahu N
. q" 9q° .
hg = 54% 9 s (XI1.174)
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vypoctem determinantu dostaneme
§=73, (XI1.175)

kde g je determinant metrického pole gog (srov. obdobny vztah (XIL.146)).
Tudiz integra¢ni element
g 42 (XIL.176)

bude skaldrem vii¢i zéménam soufadnic ¢®. Tento element proto hraje tilohu
integra¢niho elementu v zakfivenych soutadnicich (srov. @ilohu Vgl ve vzta-
hu (XII.147)). Integral z (XII.176) m4 vyznam ,objemu“ nadplochy

S= / J1al d*...dg* . (XIL.177)
Py

Povsimnéme si, Ze integralem tohoto typu je i délka svétocary X (T), o niz
jsme diskutovali v XII.1. Vzorec (XII.19) lze totiZ pfepsat jako

sz/\/—ldT dT = /\/:ch er.

(XII.178)

Déle se omezime na konkrétni piipad 3-rozmérné nadplochy ve 4-roz-

meérném prostorocase. Zde je Casto dilezity integral toku vektorového pole
nadplochou

dXi dxk
9k’ §T AT

/ AinidS (XIL179)

kde n; je pole jednotkové norméaly k nadplose a dS je d4no vztahem (XII.176).
Vektor majici smér normély najdeme podle (XII.145) a (XII1.165) jako vek-
tor kolmy ke viem teénym vektorim nadplochy, tj.
o 0X7 Xk oxt
Y= Gk 50 dw

Tento vektor mus1me normovat. Uzitim vztahd (XII.142) a (XII.143) se

(XI1.180)

snadno ukéze, ze v;1* = —g a tedy vzhledem k (XII.176)
nidS = —. /|| dZ = d5; . (XI1.181)
(3 \/m 3
Je tedy
0X7 oXx* BXI
dX; = v; dX = €jp—F— 50 90 Bw dudv dw (XII.182)
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novy integracni element slouzici k vypoc¢tu integrali 2. druhu na rozdil od
integralt 1. druhu s integra¢nim elementem (XII.176).

Nyni miZeme bez dikazu zformulovat vétu Gaussovu-Ostrogradského,
kterd m4 zdsadni vyznam pro teorii zdkoni zachovani. Podle této véty plati
néasledujici vztah spojujici integral pies oblast 2 s integrdlem pies uzavienou
plochu ¥ tuto oblast ohranicujici

/ % P(x')d= 7{ P (X(¢%)) dZ4 . (XIL183)
i x

Piitom soufadnice ¢* na X museji byt voleny tak, aby vektor v; sméfoval ven
z dané oblasti. Gaussova-Ostrogradského véta plati za jistych piedpokladi
o hladkosti funkce P a hranici oblasti, které jsou ve fyzikdlnich aplikacich
zpravidla splnény. V uvedeném tvaru je (XII.183) vétou matematické analy-
zy, kterd nezdvisi na tom, jak se funkce P chové vzhledem k transformacim
soufadnic X*. V praxi je ovéem nejdilezitéjsi piipad, kdy P predstavuje
komponenty vektorového ¢i tenzorového pole s jednim s¢itacim indexem,
takze

g;z 492 = f AldS; (XIL.184)
k]

o1k ik

SxF 42 = j[ T4 5, . (XIL185)

2
V prvnim piipadé predstavuji dané integraly skalir, v druhém piipadé volny
vektor. Slovy muzeme Fici, Ze integral z divergence pfes oblast se rovnd toku
pfes hranici oblasti.
Gaussova—Ostrogradského véta plati v prostoru libovolné dimenze, tedy
i v tfirozmérném prostoru, kde se nejcastéji pouziva ve tvarech

/ divA dV = ]{ Adx, (XTL.186)
gi’ﬁ dv = f Tosd Sy, (XIL187)
% A X
pricems
09X, 0X,,

dV = dX,dX.dXs, dX = €. dudv . XII.188
" ou

ov
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XIl.8 Tenzor energie a hybnosti

vvvvvv

charakteristikou je zfejmé hustota hmotnosti, kterd je podle principu ekvi-
valence hmotnosti a energie imérna hustoté energie. Tuto hustotu energie
oznatime w. Zahrnuje-li veli¢ina w vSechny druhy energie, které se v daném
systému uplatfiuji, musi byt podle zdkona zachovéni energie jeji piirtistek
za jednotku Casu v libovolném prostorovém objemu V roven toku energie
pfes hranici tohoto objemu (smérem dovniti), tj. musi platit

)
oo dV = f 5adZ (XIL.189)
vy P

kde jsme jako s, oznatili prostorovy 3-vektor hustoty toku energie. Uzitim
Gaussovy-Ostrogradského véty (XII.186) prevedeme pravou stranu na ob-
jemovy integral a protoze dany vztah plati pro libovolny objem, dostivame
rovnici kontinuity pro energii

212 0sq

a7+ ax =0 (XI1.190)

Dalsi dynamickou veli¢inou charakterizujici spojité rozlozeni hmoty je
hustota hybnosti 7,. Budeme pfedpoklddat, Ze bilanci viech forem hybnosti
Ize zachytit obdobnou rovnici jako pro energii — zména kazdé komponenty
hybnosti v objemu V za jednotku ¢asu je ddna tokem této komponenty pies
hranici objemu, tj. plati

ong

SV =- f HapdZs (XIL191)
v X

kde veli¢iny I1,4 jsou komponenty prostorového tenzoru. Tento tenzor na-
zveme hustotou toku hybnosti. Z (XII.191) plyne opét rovnice kontinuity
pro hybnost

Org  Ollyg '
Za =0. L
3T + 9Xs 0 (XI1.192)
Sestavme nyni veli¢iny w, sq, Ta, 11,5 do 4-rozmérné matice takto
ij _ w  Sqfc
T ( S ) , (XI1.193)

kde indexy 4, k£ probihaji hodnoty 0, 1, 2, 3.
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Rovnice kontinuity (XI1.190) a (XII.192) miZeme napsat souhrnné jako
8Tz'k
axk

pro i = 0 dostdvame (XI1.190) a pro ¢ = o (XI1.192).

Uvazujme nyni o hmotném systému, ktery se nachézi v jisté oblasti pro-

storu, takZze mimo tuto oblast jsou veli€iny T rovny nule, tj. v prostoroéase
jsou veli¢iny T nenulové uvnitf jisté ,trubice®, viz obr. 34.

=0, (XIL.194)

tT

Obr. 34: Svétova trubice v &tyfrozmérném prostorocase. Rezy trubici X1, X predstavuji
oblast t¥frozmérného prostoru v ¢asech T1,T%, zatimco X3 je tfirozmérnd nadplocha ob-
sahujici udalosti na hranici uvedené oblasti v ¢asovém intervalu od 71 do T>.

Zintegrujme pfedchoz{ rovnice kontinuity pies étyfrozmérnou oblast {2,
jejiz hranice sestdvé ze dvou nadploch X, X5 protinajicich danou trubici
a ze ,spojujici“ plochy X3, kterd trubici ,,obaluje”, takze veliCiny T;x jsou jiz
na ni nulové, popf. klesaji k nule se zvétsovanim X3 tak rychle, Ze piisluSny
piispévek k integralu v limité vymizi. Uzitim Gaussovy véty dospivame k z4-
véru, e ma-li byt integral pfes hranici oblasti {2 nulovy, museji se rovnat
(pfi souhlasné orientaci normadl) integraly pres X a Xy, tj. dosp&jeme k in-
tegrdlnimu vyjddrent zdkona zachovdni. Podle ného jsou veliCiny

Ki= / T4 5, (XIL.195)
x
stejné pro viechny plochy X. Volime-li X jako prostorovy objem v daném
okamZiku, pfechdzi (XI1.195) v
Ki= / TOqy (XI1.196)
A%
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pficemz veliginy K* se zachovéavaji v ¢ase. Podle (XI1.193) pak je

v

¢ili Pt predstavuje totalni étyFhybnost systému, jehoz slozkami jsou celkova
energie (délend c) a celkovd hybnost. ProtoZe étyfhybnost je étyivektor, lze
pfedpokladat, ze T* tvoii tenzorové pole (¢ tenzor v daném bodé pro-
storocasu). Tento tenzor se nazyva tenzorem energie a hybnosti daného
systému. v
Piedpoklddejme nyni, Ze v uvaZovaném systému ma smysl mluvit o rych-
losti kazdého jeho elementu, takZe lze definovat rychlostni pole. V tomto
pfipadé lze z toku hybnosti vydélit tok dany undSenim hybnosti, pficemsz
hustota toku a-té komponenty hybnosti je mov. Tenzor hustoty toku hyb-
nosti je ve tvaru
II\g = v — Tog (XII.198)

kde —7,5 popisuje tok hybnosti relativni vzhledem ke kontinuu. Rovnici
kontinuity (XII1.192) pak miZeme rozepsat jako

Omg 0 _
ST + 5X_ﬂ (mavg — Tag) =0. (XII1.199)

Tato rovnice se formalné shoduje s pohybovou rovnici klasické mechaniky
kontinua, v niz 7,3 mé vyznam tenzoru napéti. Proto budeme 7,43 nazjvat
tenzorem relativnich napéti, zatimco zdporné vzatou tthrnnou hustotu toku
hybnosti 043 = —II,p nazveme tenzorem absolutnich napéti. Vidime tedy,
Ze v teorii relativity lze tenzor napéti, tj. plosné sily, interpretovat jako tok
hybnosti.

Uvazujme nyni o jistém bodé zkoumané latky v daném okamziku a za-
ved'me (lokalné inercidln{) vztazny systém tak, aby rychlost v byla v tomto
bodé nulovd. Zanedbame-li procesy spojené s pienosem energie ve formé
tepla, mizeme piedpoklddat, ze je zde nulovda i hustota toku energie a hyb-
nosti. Tenzor energie a hybnosti mé tedy ve zvoleném systému tvar

T = ( 8 Sﬂ ) , (XI1.200)
“a

kde ¢ je hustota energie v uvazovaném klidovém systému — klidova hustota
energie — a 7qg je tenzor napéti v klidovém systému. O 7,4 lze na zdkladé
argumentd podavanych v klasické mechanice kontinua pfedpoklidat, e je
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to tenzor symetricky. Proto je symetrickym i tenzor T, Tvar T lze v libo-
volném inercidlnim systému obdrzet z (X11.200) na zédkladé zndmych trans-
formagnich vztahii pro tenzory. Symetrie T% musi pfitom zlstat zachovéana,
coz vede k symetrii tenzoru absolutnich napéti a k jednoduchému vztahu
mezi hustotou hybnosti a hustotou toku energie

1
Oaf = 0fa Mo = Sa - (XI1.201)

Druhy vztah znamend, Ze hybnost je tok energie déleny 2, tj. tok hmotnosti.
Poznamenejme ovSem, ze (XI1.200) neni nejobecnéjsi mozny tvar tenzoru
energie a hybnosti.
Povsimnéme si jesté piipadu, kdy systém popsany tenzorem energie
a hybnosti T% interaguje s dalsimi systémy, o néz se zajimdme pouze z
hlediska jejich vlivu na uvaZovany systém a nezahrnujeme proto jejich ener-
gie a hybnosti do tenzoru energie a hybnosti T V tomto piipadé miizeme
psat
aTilc
axXk
kde &tyivektor f? zachycuje vngjsi vlivy narusujici platnost rovnic kontinuity
(XI1.190) a (XII.192) pro veli¢iny odvozené pouze z T*. Tyto rovnice nyni
nabudou tvaru ‘

f, (XI1.202)

ow  0s,

— 0
57 + X, cf”, (XII.203)
[¢] aﬂ o
on +aﬂﬂ = fo . (XI1.204)

Porovname-li (XI1.204) s odpovidajicimi rovnicemi klasické mechaniky kon-
tinua, vidime, Ze f* m4 vyznam hustoty sily pusobici na systém. Z (XI1.203)
vidime, Ze cf° je piiristek energie objemové jednotky za jednotku Casu
zpusobeny vnéj§im vlivem, tj. hustota vykonu. PiSme

f=fi= (g f) , (XI1.205)
kde 7 je zminénd hustota vykonu a f je prostorova hustota sily. U mecha-

nickych procesu plati
n=1Jv, (XII.206)

coz m4 za nasledek, Ze étyivektor hustoty étyfsily f? je kolmy na étyirychlost
(srov. (XI1.109)) _
fu=gyfiub=0. (XI1.207)
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U nemechanickych procesii se energie doddvé nejen ve formé prace podle
vztahu (XI1.206), ale i ve formé tepla, a proto zde (XI1.207) jiz neplati. Tyto
procesy studovat nebudeme.

Povsimnéme si jesté situace, kdy spolu interaguji dva systémy vytvarejici
uzavfeny systém, pfiCemz kazdy z nich md tenzor energie a hybnosti z4visly
pouze na svych vlastnich parametrech. Pak plati

ik 1k
o) _ 9T
aX*k = T axXk

. foy=-f& - (XI1.208)

Hustoty sil, kterymi na sebe systémy pisobi, jsou tedy stejné velikosti, ale
opatného sméru. To mliZzeme povazovat za relativistické vyjadieni zdkona
akce a reakce.

Relativistickd teorie poli (napf. elektromagnetického pole) ukazuje, Ze
tenzor energie-impulzu miZe byt prifazen i témto polim. Pole tak nabyvaji
zékladnich mechanickych atributii — jsou nositeli energie a hybnosti, jez se
8iF{ jejich prostfednictvim a maji podobné jako kontinuum tenzor napéti.

XIl.9 Pohybové rovnice idealni tekutiny

U ideélni tekutiny neexistuji v klidovém systému jejiho libovolného elementu
smykové sily a tlak p je zde podle Pascalova zdkona ve vSech smérech stejny.
V tomto klidovém systému je

Tag = —P (503 . (XH.209)

Tenzor energie a hybnosti ma v ném tedy tvar

e 000
T = 8 p g g , (XIL.210)
000 p
coz miZeme zapsat pomoci &tyfrychlosti u? = (1,0,0,0) jako
T%* = (p + ¢) uiu* — pg** . (XI1.211)

ProtozZe p, € jsou podle definice veli¢iny nezdvislé na vybéru soufadnicové
soustavy (hustota energie a tlak v klidovém systému), plati zapis tenzoru
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energie a hybnosti (XII.211) v libovolné soustavé. Vypisme veliCiny w, sq,
Tay ap podle (XI1.193). Mdme

e+pv2
2 +e€
w = 52 . Sq = CTq = —:[—)7 Vo, Iap = TaVg+ piag -
1—— 1-—
c? c?

(X11.212)
Zapisme nyni rovnice (XI1.202) pro tenzor energie a hybnosti (XII.211).
Je

T, = (euk)’k w + eu gk — [p (gik _ uiuk)]’k = fi. (XI1.213)

o

prepsat do jednodussiho tvaru. Vyndsobime-li je u; a uzijeme-li vztaht

wui=1,  (v') = 2utgui =0 (XI1.214)
a omezime-li se na mechanické procesy, pfi nichz je f'u; = 0, dostdvidme

() Pt =0. (XI1.215)

3

Dosazenim do (XI1.213) s vyuZitim vztahu (XII.148), tj.

k d'u,i

- (XI1.216)

i
u ’ku

obdrzime ‘
2

du® ik i k i
(e +p) 35 Pk (g —uu ) + f*. (XII.217)

Vynésobenim (XII.217) &tyfrychlosti u* dostdvdme (pro mechanické pro-
cesy) identitu 0 = 0. To znamend, Ze étyfi rovnice (XI1.217) nejsou nezavislé.
Jako nezndmé vystupuji v téchto rovnicich tfi nezdvislé komponenty tyi-
rychlosti, hustota energie a tlak. Pocet nezdvislych rovnic je proto i po
doplnéni rovnici (XI1.215) nedostateény k uréeni pohybu systému a musime
jesté dodat stavovou rovnici tekutiny

e=c(p) , (XI1.218)
kterd mize byt zjisténa experimentdlné.
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Limitnim pfipadem idedlni tekutiny je nekoherentns ldtka (prach), v niz
je tlak nulovy (tj. jsou zanedbatelné vnitini sily ,kratkého dosahu“). Pied-
pokldddme-li, Ze nulové jsou i sily f*, zjednodusi se (XII1.215) a (XII.217)
na tvar .

dut
k = _— =
() =0 =0 (XI1.219)

Rozeberme si vyznam téchto rovnic. Pro vysvétleni prvni z nich zavedeme
(navic k hustoté energie w a klidové hustoté energie ¢) jesté hustotu klidové
energie 7 jako mnozstvi klidové energie na jednotkovy objem inercidlniho
systému, vici némuz se zkoumand litka obecné pohybuje. V piipadé nu-
lového tlaku je mezi uvedenymi hustotami vztah

= w, (X11.220)

coz plyne ze vztahu pro objem (XI.71) a z (XI1.212) pro nulovy tlak. Prvni
z uvazovanych rovnic lze pak zapsat jako

(Mva) o + g% =0, (XI1.221)

coz je rovnice kontinuity. Lze tedy dospét k integralnimu zdkonu zachovani
veli¢iny

£ = / eu®dy = / ndv, (XIL222)
v v

kterd ma vyznam tdhrnné klidové energie systému.

Druhou rovnici (XI1.219) pfepiSeme na zdkladé definice étyirychlosti na

tvar 2xi

e 0, (XII1.223)
ktery ziejmé vyjadiuje skuteénost, Ze elementy nekoherentni hmoty se v ne-
pfitomnosti vnéjsich sil pohybuji rovnomérné a piimocaie.

Pro srovnéni s klasickymi rovnicemi mechaniky idedlnich tekutin je vy-
hodnéjsi pfepsat rovnice (XII.217) a (XII.215) do tfirozmérného tvaru po-
moci oby€ejnych rychlosti v,. Namisto klidové hustoty energie zavedeme
ekvivalentni hustotu hmotnosti pg = ¢/c%. Po nepi#ilis obtizném pfepoctu
dostaneme

¥? (ﬂo + c%) dv = —gradp — cl— +f, (XI1.224)



dT or

Tyto rovnice zjednodusime pfedpokladem, ze v/c lze zanedbat, tj. ze jde
o pomaly pohyb. Podle prvniho vztahu (XII.212) pak neni tfeba rozliSovat
mezi veliéinou o a obyéejnou hustotou hmotnosti p = w/ c2. Je tedy

y380 | (p,o + %) (@- + div'yv) —0. (XIL.225)

p\dv _ _
(,L + c2) = —gradp+ (XIL.226)
du . (u n B) dive =0. (XIL.227)
dT c?

Rovnice (XII.227) se lisi od Eulerovych rovnic nerelativistické mechaniky
kontinua jiZ jen tim, Ze v nich na misté hustoty u stoji veli¢ina p + p/c.
Jsou-li navic tlaky malé, lze zanedbat i p/c? a naSe rovnice pfechizeji na
tvar

v

bIT = —gradp+ f, (XI1.228)
dp . Ou . _
ar + pdive = T +divpv =0. (X11.229)

V rovnicich (XI1.228) a (XI1.229) rozezndvdme Eulerovy rovnice (VII.167)
a rovnici kontinuity (VIL.166) v klasickém tvaru. Znovu se tak pfesvédcujeme
o tom, ze limitnim piipadem rovnic teorie relativity jsou rovnice newto-
novské fyziky.

Poznamenejme na zavér, ze relativistické rovnice pohybu ideédlni teku-
tiny nejsou jen &isté teoretickou zdlezitosti, jak by se mohlo na prvni pohled
zd4at. Tyto rovnice maji dilezité aplikace v astrofyzice a v kosmologii v si-
tuacich, kdy nerelativistické pfiblizeni je zcela nedostatecné.

XI.10 Variaéni princip v relativistické mechanice

Zname jiz velky vyznam varia¢niho principu pro jednoduchou formulaci
zékonu klasické mechaniky a pro uéinné FeSeni jejich problémi. Podobny
a patrné jesté vétsi vyznam m4 variatni formulace i v relativistickych teo-
riich. Pozadavek relativistické invariance je zde spolehlivym voditkem na
cesté k nalezeni sprdvné teorie. Vyjadfeni fyzikalnich zdkonl pomoci va-
ria¢niho principu se vyznacuje stru¢nosti a matematickou eleganci. Kromé
toho teoreticka fyzika ukazuje na hlubsi souvislosti mezi variaénimi principy,
symetriemi fyzikdlnich zdkont a zdkony zachovani. Tato souvislost zlstdva
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v plné platnosti i v teorii relativity a lze ji vyuzit pfi rozvijeni a zobecfiovani
teorif stejné jako pfi feSeni konkrétnich tloh.

Rozsah naSeho textu nidm dovoluje zabyvat se pouze variaénim prin-
cipem pro pohyb éastice ve vnéjsim poli, tedy tlohou, kterou jsme jiz
reili v ramci klasické mechaniky. Stejné jako tam pujde o to, porovnat
vSechny mozné pohyby dané ¢éstice v silovém poli, kterymi lze spojit zada-
nou pocatecni a koncovou polohu éastice v zadaném pocateénim a koncovém
Case. Skuteény pohyb Eastice se vyznatuje miniméalnosti akce, kterd muze
byt v klasické mechanice zapsdna jako Casovy integril Lagrangeovy funkce.

Zabyvejme se nejprve relativistickou akci volné ¢éstice. Protoze v relati-
vistické fyzice je pohyb astice popséan jeji svétocarou, je pfirozené predpo-
klddat, ze akce S je imérnd invariantni délce svétofary, pficemz koeficient
umeérnosti je funkci klidové hmotnosti éastice mg, ktera je skaldrem. Je tedy

82
S= / K(mo)ds . (XI1.230)
81

Minim4ln{ hodnotu tohoto funkciondlu hleddme na tfidé parametrizovanych
svétocar X* = X*(0), kde X* = X*(07), X* = X"(03) jsou pevné zadény,
tj. svétoCary maji spoleény pocdtecni a koncovy bod. Pak je

02 -
[ dXidX*k
[}

Volime-li specidlné za parametr ¢as T, dostdvame zapis akce pomoci

tfirozmérné rychlosti v
T
[ 2
S = /Kc l1—-—=dT. (X11.232)
c
Ty

K ur€eni K miZeme nyni uzit pozadavku korespondence s klasickou me-
chanikou, kde Lagrangeovou funkci volné &dstice je jeji kinetickd energie
mo v?/2. Rozvineme Lagrangeovu funkci z (XI1.232) do Taylorovy fady po-
dle vyrazu v/c a obdrzime tak

'U2 K 2 )
Kc”l—-zé--—Kc—%'u +.... (XII.233)

Prvni konstantni ¢len nepfispivd k pohybovym rovnicim a cruhy se musi
rovnat klasické kinetické energii, takze je

K =-myc. (XI1.234)
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Ziskame

T
2
S = —moc/ds = —myc? / \/1 - %5 dT . (XII.235)
T

Lagrangeova funkce ééstice je tedy v tfirozmérné formulaci teorie rela-
tivity

1-—. (XI1.236)

Podle vztahu Lagrangeovy teorie plyne pro hybnost ¢astice

oL mov
== = XII1.23
P= 5 v2 ( )
-z
a pro jeji energii
m002
E=pv—-L=———, (XI1.238)
v2
-z

co? jsou znamé relativistické vzorce (X1.109) a (XI.119).
Ve &tyfrozmérné formulaci je vyhodné pouZzit k parametrizaci intervalu

s, takze
s3
S = —moc/ \/ gixuiuk ds | (XII1.239)
81

kde u* = dX*/ds zna&i &tyfrychlost spliiujici vatah gju‘u* = 1. Lagran-
geova funkce vzhledem k intervalu je pak

L = —mgc/ gixuiuF . (X11.240)

Uvazujme nyni o interakci ¢astice s polem. Jako jeden z nejprostsich
typu interakce se z hlediska relativistické invariance nabizi pisobeni Ctyi-
vektorového pole na éastici s akei

§2
Sint = Kint / Aguids . (XT1.241)
S1

Oznacime-li komponenty pole A; jako
A; = (¢, —cA) , (X11.242)
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mame v tfirozmérném tvaru

T
Sint = Kinse / (¢ — Av)dT . (XI1.243)
Th
Zvolime-li konstantu timérnosti
Kt = —Z , (XI1.244)

dostadvame akci elektrického niboje e v elektromagnetickém poli o skaldrnim
potencidlu ¢ a vektorovém potencidlu A, jak je ndm jiz zndma z &asti A.
Vidime tedy, Ze klasicky vyraz pro interakéni ¢4st akce v elektromagne-
tickém poli lze zachovat i v teorii relativity, takze tato akce je

dr o [, v2 dr
L ("', a—T-,T> = —moc /1 — = +e(Av—p), v= T (XI1.245)

v tfirozmérném a

' i . . . g
z(mﬁﬁ)=ﬂMQMWWu§&w,w=fﬁ, (XIL.246)

ve Ctyfrozmérném zapisu.
Odtud lze ziskat relativistické pohybové rovnice nédboje v elektromagne-
tickém poli jako piislusné Lagrangeovy rovnice

0L d oL oL d oL
or aTae " X dsow - (XIL247)
V prvém pfipadé jsou to rovnice
dp
qr = ¢ (E+v x B), (X1I1.248)
kde
oA
E=-gradp——, B=rotA. (XII.249)

aT ?
Od rovnic klasické mechaniky se tyto rovnice lif jen tim, Ze p je relativis-
tickd hybnost.
V druhém ptipadé dostaneme

m 2, duf _ Fuk XIL.2
0" gik 3 = eFyu”, (XII.250)
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kde
_O0Ar  0A;

T 89Xt axk
je tenzor elektromagnetického pole, jehoz komponenty lze vyjadfit pomoci
elektrické intenzity E a magnetické indukce B. Jak si lze snadno ovéfit,
obsahuji rovnice (XII.250) oproti rovnicim (XII1.248) navic jesté vztah pro
zménu relativistické energie £ ¢astice v poli

Fix (XIL.251)

dé
aTr = eEv . (XI1.252)

I'Jplné, relativistickd teorie elektromagnetické interakce by si Zadala jesté
znalost zdkon, podle nichz se elektromagnetické pole méni a je ovliviiovdno
pritomnosti pohybujicich se ndboju. Tim bychom vsak jiz pfekrocili hranice
mechaniky.

Xil.11 Priklady

1. Najdéte transformaéni zdkon pro slozky symetrického tenzoru T pfi
specidlni Lorentzové transformaci (X1.42).
Resend: Vyjdeme z transformagniho vztahu

) 1 9.tk
rik %”;—l-g—z—n; Tim (XIL.253)

a obdrzime tak (vyuzitim symetrie 7F)

TOO — [ V2 C , T22 TI22 ,
S
V2 | %4 |4
, TIOI (1 + 2) + TIOO+ Tlll N T’02 " VT’12
T = T
V2 ’ V2
1-= 1-—

[
(X11.254)

a podobnym postupem dostaneme ostatni slozky.
2. Ukazte, Ze neni mozZné, aby izolovany volny elektron absorboval nebo
emitoval foton.
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Reseni: Zakon zachovani ihrné étyFhybnosti ndm dévs
P,+P.=P,, (XII.255)

kde P, je ¢tyfthybnost fotonu, P, a P/ jsou tyfhybnosti elektronu pied
a po uvaZzované udalosti. Umocnime obé strany rovnice a dostdvame

P,P,+2P.P,+P.P,=P.P,, (XII.256)
protoze véak P,P, = 0 a P.P, = P,P, , je P.P, = 0 . Ale v klidové
soustavé elektronu pfed danou udalosti, kde

Pe = (mec,O) ) P")' = (E/C'/ p) ’

by musela byt energie fotonu nulové, tj. nemohl by to byt foton, coz je spor.
Proto takovy proces neni mozny.

Priklady k samostatnému feseni

1. Necht F* je antisymetrické tenzorové pole. Dokaite, ze plati
Fmi,lFli I mi,kFik .

(Céarka oznaguje parcidlni derivaci.) ‘

2. Ukazte, ze komponenty Kroneckerova symbolu &7 tvofi tenzor, popf.
tenzorové pole, a to vzhledem k libovolné transformaci soufadnic.

3. Ukazte, ze kiivka

z = /rcochos¢dX,

y = /rcosOsinqu)\,

z = /rsin&d)\,

¢t = /rdA,

kde r, 8 a ¢ jsou libovolné funkce parametru A\ (afinni parametr, naptiklad
vlastni ¢as), je nulovou kiivkou, tj. interval poéitany podél této kfivky je
nulovy.

4. Necht se dvé soustavy pohybuji rychlostmi Vi a V, (tfirozmérné
rychlosti). Ukazte, Ze jejich relativni rychlost je dana vztahem

(Vi— Vo) — (Vix Vy)°

V2 — 62
(1-ViVy)?

356



Xl MECHANIKA V OBECNE TEORII RELATIVITY

Obecna teorie relativity (1915) je vysledkem Einsteinovy snahy nalézt relativisticky tvar
gravita¢niho zdkona. Ukdzalo se, Ze to vyzaduje podstatny krok za hranice specialn{ teorie
relativity — zaveden{ zakfiveného prostorocasu. Na tomto zédkladé vznikla teorie gravitace,
ktera je dodnes v naprostém souladu s experimenty a aplikuje se s ispéchem v astrofyzice
i v kosmologii.

Nebudeme se zabyvat touto teorii v celé §ifi, ale omezime se na jeji ,mechanic-
kou® stranku: pohyby &astic s nenulovou i s nulovou klidovou hmotnosti v gravitaénim
poli. UkdZeme nejprve myslenkové zdroje a matematicky aparat obecné teorie relati-
vity. Uvedeme Einsteinovy gravitaéni rovnice a jejich vztah k Newtonovu gravitatnimu
zdkonu. Seznamime se s feSenim t&chto rovnic pro pfipad centrdlné symetrického zdroje
— Schwarzschildovo fefeni — a ukdZeme, jak se pohyb &dstic a fotond v tomto feSenf lisf
od pfedpovédi newtonovské teorie.

Xlll.1 Gravitacni pole v nerelativistické mechanice

Z Keplerovych zdkonu zalozenych na pozorovani pohybid planet Slunecni
soustavy Newton vyvodil gravitaéni zdkon ve tvaru

MM,
T, (XIIL.1)

F=-k
r
kde k znaci (Newtonovu) gravita¢ni konstantu, M, popf. Ms, udavaji téhové
(tézké, gravitaéni) hmotnosti zdroje sily (XIII.1), popi. jejtho detektoru
(zkusebni &astice). Tyto hmotnosti maji v rdmci newtonovské teorie ob-

dobny vyznam jako niaboje v Coulombové zdkonu elektrostatiky.
Pusobi-li na uvazovanou &stici gravitacni pole, udili ji zrychleni a, které

se silou (XIII.1) souvisi vztahem

F =ma, (XIIL.2)

kde mq, znaéi setrvaénou hmotnost éistice. UvaZovand Edstice necht se na-
chdzi na povrchu Zemé majici polomér R a tézkou hmotnost M;. Pro pomér
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tézké hmotnosti M, a setrva¢né hmotnosti my uvazované ¢astice z pfedcho-
ziho textu snadno obdrzime, Ze
2
M, =g —E—— (XIIL.3)
mo kM 1
Vyraz R?/kMj je stejny pro viechny mozné takovéto zkusebni éistice v tom-
to misté se nachdzejici, a to zcela bez ohledu na jejich ruzna slozeni, tvar
apod. Z (XIII.3) je poté patrné, Zze pomér tézké a setrvacné hmotnosti
¢astice je urCen vyluéné jejim gravitaénim zrychlenim. Nebude-li toto zry-
chleni zaviset ani na slozeni ¢astic, ani na jejich tvaru apod., bude pomér na
levé strané konstantni. MuzZeme pak volit pro tézkou a setrva¢nou hmotnost

stejnou jednotku a psit
m=M (XIIIL.4)

a lze hovorit o ekvivalenci hmotnosti tézké a setrvac¢né. Zda a proé je tomu
tak, nemuize newtonovskd teorie gravitace objasnit. Experimenty provéfuji-
ci, jak pfesné je rovnost (XIII.4) splnéna, se mnohokrat realizovaly vlastné
jiz od dob Newtonovych. Ve skupinich R. Dickeho a V. Braginského se
v prubéhu Sedesatych a sedmdesétych let naseho stoleti podafilo dosdhnout
obdivuhodné piesnosti a diky jim dnes vime, Ze

m_ -12
Y 1+£2.107.

V inercidlni soustavé K (cT, X,Y, Z) necht se zkusebni é4stice nachdzi
v homogennim gravitaénim poli intenzity g. Pohyb tohoto bodu je zde
popsan rovnici \
d“’R
= Mg. (XIIL.5)
Od inercidlni soustavy K pfejdéme k rovnomérné zrychlené (neinercilni)
soustavé S (ct,z,y,2) pomoci transformace

m

r=R—%gt2, t="T, (XII1.6)
kde g zna&i konstantni vektor. Z (XIIL5) poté obdrzime, Ze
d?r
maE = Mg —-mg, (XIIL7)

a bude-li platit (XIII.4), pak v S bude
i
de?
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Silovy gravita¢ni ¢len Mg v (XIIL.5) se tak plné zkompenzoval polem se-
trvagné sily (—mg) vzniklym pfechodem k neinercidlni soustavé S.

Pozorovatel nachdzejici se v neinercidlni soustavé S uréené transformac-
nimi vztahy (XIII.6) nezjisti tudiz zddny rozdil v zdkonech mechaniky ve
srovnani s piipadem, Ze by se nachézel v inercidlni soustavé bez gravita¢niho
pole. MiZeme tedy Fici, Ze pusobeni homogenniho gravitacniho pole lze
zrusit, pfejdeme-li do soustavy volné v tomto gravitaénim poli padajici.

Nebude-li gravitaéni pole homogenni, pujde-li napiiklad o gravitacni
pole Zems, predchozi zavéry budou patrné platit jen v malych prostorovych
oblastech a kratkych ¢asovych intervalech, a to takovych, Ze pole v nich
lze povazovat za homogenni. Zcela pfesné plati v daném bodé prostorocasu,
kde lze vzdy dosadhnout vymizeni intenzity gravitaéniho pole podle (XIII.8).
Rikdme proto, Ze gravitaéni pole lze zrusit lokalné. Toto jeho zruseni zna-
men3, prechod k lokalné inercidlnimu systému. Pavodni systém s gravitac-
nim polem se tedy projevuje jako systém neinercidlni. Pozorovatel v kabiné
rakety, kterd se pohybuje v prostoru bez gravitace zrychlené vlivem tazné
sily, si muze vyklddat vysledky svych pozorovani pohybu volnych ¢astic tim,
7e se kabina nachdzi v klidu v gravitatnim poli. Lze proto vyslovit princip
tzv. lokdin ekvivalence: Neinercidlni vztaind soustava je lokdIné ekvivalentni
néjakému gravitacnimu poli.

Xlll.2 Gravitaéni pole v relativistické mechanice

Vyjdéme z experimentdlniho faktu rovnosti tézké a setrvatné hmotnosti
a z principu lokédlni ekvivalence. Znamend to, jak jsme uvézili, Ze v okoli
kazdého bodu prostorocasu lze zavést tzv. lokdiné inercidini systém.

Necht K znaéi takovy lokdlni inercidlni systém a piejdéme od ného trans-
formaci soufadnic k jinému systému S, ktery jiz nebude inercidlnim ani
v okoli uvaZovaného (prostorotasového) bodu. Takovou transformaci piSme
ve tvaru

Xi=Xx'(s*), (XTIL9)

kde se soufadnice X* vztahuji k soustavé K a soufadnice z* k soustavé
S. Funkce X* (:ck) necht jsou spojité a dostate¢né hladké, jakobidn trans-

formace (XIIL.9) necht je nenulovy, takZe existuje transformace inverzni.
Diferencovdnim (XII1.9) a dosazenim do ds? = ¢?dT? — dX? —dY? — d2z?
dospé&jeme pro ¢tverec intervalu k vyrazu

ds? = g (') dz'da*, (XIIL.10)
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kde g;x (zl) jsou funkce prostorovych soufadnic z® a ¢asové soufadnice

z0. Podle principu lokalni ekvivalence jsou silové pole v neinercidlnich sou-
stavidch lokdlné ekvivalentni gravitaénimu poli. Z (XII1.10) vidime, Ze ne-
inercidlnost systému (tj. silovd pole, kterd se v ném objevi) je popsina
10 funkcemi soufadnic g (z™). Podle principu lokélni ekvivalence musime
pfedpoklddat, Ze v relativistické teorii gravitace je velicinami g; (z™) po-
psdno gravitaéni pole. Pfitom vSak nemusi existovat v celém prostorocase
(ani v jeho konetné oblasti) transformace soufadnic, kterou by metrické pole
ziskalo hodnoty

1 0 0 o©
0 -1 0 O

ik = 0 0 -1 0 ) (XIIIll)
0 0 0 -1

tj. neni mozné zrusit gravitacni pole globilné. To znamend, 7e geometrie
prostorocasu s gravitatnim polem se lisi od geometrie Minkowskiho, ve kte-
rou piechdzi pouze lokédlné.

Prostorocas s gravitatnim polem je tedy zakfiveny na rozdil od plochého
prostorocasu specialni teorie relativity. Nadéle budeme vychazet z toho, Ze
gravitatni pole je popsino deseti funkcemi g (z™), komponentami pole
metrického tenzoru (metrikou) prostorocasu.

Xll.3 Tenzorova pole v kfivoéarych soufadnicich.
Lokalné geodeticka soustava

Z ptedchoziho vykladu je vidét, Ze se musime zabyvat soufadnicovymi sou-
stavami, v nichZ jsou komponenty metrického tenzoru g;; funkcemi soufad-
nic. Soufadnicim, ve kterych tyto komponenty nemaji konstantni hodnoty,
fikdme kfivocaré sourfadnice. Neni-li mozné d4t jim konstantni hodnoty ani
pfechodem k jinym soufadnicim, itkdme, Ze je zakfiven piislusny prostor.
S kritériem zakfivenosti prostoru se seznamime pozdgji v XIIL.7. Zatim bu-
deme studovat geometrii v zakfivenych soufadnicich bez ohledu na to, zda
sam prostor je plochy &i zakfiveny.

S nékterymi prvky geometrie v zak¥ivenych soufadnicich jsme se Jiz se-
znamili. Uvedme nyni konkrétni piiklad z oblasti euklidovské geometrie
3-rozmérného prostoru. Necht ve vzorci (XII.162) probihaji indexy i a o
hodnoty 1, 2, 3 a je X* = (X,Y, Z), ¢* = (r, ¢, ), pFitemi

X = rcosygsind,
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Y = rsingsind,
Z = rcosd. (XIII.12)

S vyjimkou osy Z, kde neexistuje inverzni transformace, piifazuje (XIII.12)
kazdému bodu prostoru jeho poldrni soufadnice (r,p, ). Euklidovské me-
trické pole mizZeme v téchto soufadnicich zapsat jako

ds? = dX? +dY? +d2% = dr? + 2 (sin2 ddp? + d192) . (XIIL13)

Komponenty metrického pole jsou tedy grr = 1, gpp = 72 sin® 9, ggg = 12,
ostatni se rovnaji nule. K témuz vysledku bychom ziejmé dosli i uzitim
transformaénich vztaha (XI1.64) pro komponenty tenzoru s transformafni
matici ¢ = X ©/8q*. Zajimejme se nyni o kulovou plochu o jednotkovém
poloméru, tj. polozme r = 1, dr = 0, z (XIIL.13) pak dostavame, Ze

ds? = sin? 9dy? + do?. (XII1.14)

Vztah (XII1.14) uddvéa metrické pole na kouli v soufadnicich ¢ a 9. Sou-
fadnicové ¢ary odpovidajici konstantnimu ¥ jsou rovnobézky, konstantni-
mu ¢ odpovidaji poledniky. Soufadnicovd soustava neobsahuje poly, kde
se poledniky protinaji. Kulové plocha je pfikladem zakfiveného prostoru,
kde zavedeni kartézskych soufadnic neni mozné. Neni dokonce ani mozné
pokryt celou kouli jedinym systémem soufadnic. Geometrie zakfivenych pro-
storti, v nichz Ize lok4lné zavést soufadnice s metrickym polem na téchto
soufadnicich zavislym, se nazyvé riemannovskd geometrie. Neni pfitom nut-
né, aby tyto prostory byly nadplochami vnofenymi do Euklidova prostoru
vy8si dimenze.

Nyni se obratme k &tyfrozmérnému prostorocasu. Vezméme si nejprve
piiklad plochého prostorocasu s pseudokartézskymi soufadnicemi X*. i, Po-
lozime g = (g,0,0) a uzijme transformace k zrychlenému systému podle
(XIIL.6). Tak dostaneme

—ds? = dX%2+dY?+dZ? - (cdT)? = (XIIL.15)
242
= dz?+dy? +d2? + -2—? dzd(ct) — (1 - gci>( dt)? .

Jsou-li novymi soufadnicemi z, y, z, ct, ma v nich metrické pole komponenty
1-g%*2/c2 —gt/c 0 O
gik (z,y, 2, ct) = _got /e _01 _01 g : (XIII.16)
0 0 0 -1
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V obecné situaci je metrické pole funkei &ty soufadnic z°, 7!, z2, z3.

Souradmce jsou zpravidla voleny tak, Ze tecné vektory k souradmcovym
¢ardm z° jsou ¢asupodobné, zatimco ke zbyvajicim soufadnicovym &ardm
prostorupodobné. To znamend, Ze éiry z® = konst mohou byt svétocarami
hmotnych bodi, kdezto nadplochy z° = konst jsou tvofeny udédlostmi ab-
solutné odlehlymi. MiZeme uzivat transformaci soufadnic

gt = g (:1:'“) (XIIL.17)

s nenulovym jakobidnem a dostateénou hladkosti, pfi nichZ se komponenty
tenzorovych poli transformuji podle vztaht typu (XI1.134) s transformaé-
nimi maticemi _ )
¢’ = % dJ = 8:1:'? .
: oz’ ' ozt
Pro libovolny bod (udélost) prostorotasu lze najit t¥idu soufadnicovych
soustav, které maji jisté vyznactné vlastnosti. Pfedevsim je mozné linedrnimi
transformacemi soufadnic dospét k ortonormdilni bizi v daném bodg, tj.
k metrickému tenzoru (XII.39). Pfedpoklddejme, Ze jiz madme soufadnice z
o této vlastnosti. Bez 4jmy na obecnosti mizeme predpoklddat, Zze v dané
udélosti (v daném bodé) nabyvaji nulovych hodnot (lze toho dosihnout
posunutim pocatku). Hledejme nyni nové soufadnice X* jako kvadratické
funkce z?, tj.

(XIIL.18)

X = %r’;c,xkx’, ry,=roi, (XII1.19)
tak, aby v soufadnicich X* byly nulové prvni derivace metrického pole, tj.
aby v malém okoli daného bodu bylo metrické pole (pfiblizné) konstantni.
Takovd soustava bude zfejmé maximalnim piiblizenim k pseudokartézské
soustavé soufadnic v plochém prostorocase®®. Nazveme ji soustavou lokdiné
geodetickou.

V bodé ¢ = 0 ziejmé plati

oX: o2 X' ;

a protoze z (XIIL.20) plyne, Ze
o (0X7 oz* i 0%z’
O=ax (axk aXs) =Tt gxeax (XIr21)

%9 Poznamenejme, 7e geometrii plochého prostorocasu proto nazyvame pseudoeuklidovskou
a geometrii zakfiveného prostorodasu pseudoriemannovskou.
p
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plati
027
0Xs0X*
Podminka nulovosti derivaci g v soufadnicich X7 vzhledem k transformag-
nim vztahim pro g;; dava

=-T7,. (XII1.22)

oz Ozb
s —_— .
) dgir (X°) 9 (gab (@ )BXi B_Xk) XIIL23
- ax! - ax! ’ ( 23)
coz vzhledem k (XIII.20) a (XIII.22) vede ke vztahu
9ikl = 9ak L5 + gail '}y - (XII1.24)

Cyklickou zdménou indexu ziskdme analogické rovnice pro g; r a gk i- Jest-
lize prvni z téchto rovnic pfiteme k (XII1.24) a druhou od (XIII.24) odet-
teme, dostaneme po jednoduché dpravé uzivajici (XII.51)

. 1.
I'y= Eglm (9mkt + Gimk — Gkim) - (XIII.25)

Tim je nalezen konkrétni tvar transformace (XIII.17) k lokélné geodetické
soustavé. VeliCiny Fil se nazyvaji Christoffelovy symboly®®. Piedstavuji sou-
stavu 40 funkci prostorotasovych soufadnic. V lokdlné geodetické soustavé
jsou tyto funkce rovny nule. Z toho vidime, Ze nejsou slozkami tenzoru,
protoZe tenzor nulovy v jedné soustavé musi byt nulovy ve vSech soustavach.
Lze ¥ici, Ze Christoffelovy symboly jsou mirou odchylky soustavy od lokalni
geodetiGnosti, tj. mirou zakfivenosti soufadnicového systému.

Zabyvejme se nyni otdzkou derivovéni tenzorovych poli v kiivocarych
soufadnicich. Vime jiz, Ze derivace tenzorového pole podle soufadnic se ne-
chov3 jako tenzorové pole vzhledem k obecnym (nelinedrnim) transformacim
soufadnic. MiZzeme vSak definovat tenzorové pole, jehoz slozkami jsou deri-
vace v lokalné geodetické soustavé. Tuto tzv. kovariantni derivaci budeme
znalit stfednikem, tj. polozime
o 04;(X9)
4] = _"57(]—' ’
a podobné pro libovolné tenzorové pole. Pro nalezeni slozek pole (XIII.26)
v soufadnicich z! uzijeme transformaé¢niho zdkona pro vektor

) <Ak (z°) 8$k>
(xs aX :
0A; (X*) _ 04 _ rk 4y, (XIIL27)

% Pfipomefime si, Ze jsme se s nimi jiZ setkali v souvislosti se zavedenim kfivocarych
soufadnic v euklidovském prostoru v asti B.

A (XII1.26)
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kde jsme opét uzili (XII1.20) a (XIII.22). V obecnych soufadnicich z* se
tedy kovariantni derivace vektoru vyjadii jako

Aij = Aij — T% A, (XIIL.28)

kde ¢arkou znacime obycejnou derivaci.
Obdobné lze obdrzet vztahy pro skaldrni, kontravariantni vektorové pole
a smiSené tenzorové pole

@i =0, A=A 4+ T A (XII1.29)
Sy =S4+ IS, —I'yS% . (XII1.30)

Odtud je jiz patrné, jak by se vyjadfila kovariantni derivace tenzorového
pole libovolného fadu. Kovariantni derivace metrického pole je podle definice
rovna jeho obycejné derivaci v lokdlné geodetické soustavé, tj. nule,

Giky = 0. (XIII.31)

Nyni je zfejmé, ze diferencidlni tenzorové rovnice specidlni teorie rela-
tivity, platné v pseudokartézskych soufadnicich, plati i v obecnych soufad-
nicich kfivo€arych, nahradime-li v nich oby¢ejné derivace derivacemi kova-
riantnimi. Napiiklad zdkony zachovéani energie a hybnosti v diferencidlnim
tvaru lze pfepsat jako

T =0. (XII1.32)

Zobecnénim principu lokalni ekvivalence neinercidlni (tj. kfivocaré) sou-
stavy a gravitacniho pole dospivame k zavéru, Ze tento tvar si rovnice podrzi
i v pfipadé, ze prostor je zakfiven a pseudokartézské soufadnice v ném ne-
lze zavést. Vliv gravitace na fyzikdlni systémy se tedy zachyti zaménou
oby¢ejnych derivaci za kovariantni. Lze také fici, Ze rovnice speciilni teorie
relativity zlstdvaji v platnosti v lokdlné geodetické soustavé, coz predsta-
vuje nové obecnéjsi vyjadieni principu ekvivalence.

V piedeslém vykladu, zejména v specidlni teorii relativity, jsme se jesté
setkdvali s derivaci vektorového pole podél svétoéary. Obecnéji je mozné
v pseudokartézskych soufadnicich plochého prostoro¢asu zavést derivaci vek-
torového pole A* podél parametrizované kfivky X* () jako

dA*  9A' dXJ
d\ T 8XJ d)’
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kde d.X7/d) je teény vektor k parametrizované kiivce. V obecnych soufad-
nicich vyraz (XIIL.33) jiz patrné neni vektorovym polem a je proto nutné
nahradit jej absolutni derivaci (podle parametrizované kfivky)

DA A dz’

Pfitom dX7/d)\ m4 opét vyznam tetného vektoru, nebot pfi transformaci
k novym soufadnicim z plati
dz'7 9z dz*
—_—= XIII1.35
dA ozk dXx’ ( 35)
co? je transformaéni vztah pro komponenty vektoru. Vztah (XIII.34) mi-
Zeme rozepsat jako ' .
DA* dA* . dad
— = 4 —AF, XII1.36
D - TR ( )
odkud je vidét, ze absolutni derivace podle kfivky zavisi pouze na hodnotach
pole na dané kiivce. Lze proto definovat paralelni pfenos vektoru podél kiiv-
ky rovnici
DA?
=0. XII1.37
™ (XIIL.37)
Aplikujme (XIII.37) na teény vektor k dané kfivce ¢ = dz?/d), tj. hledejme
kiivku, podél niz se teény vektor paralelné pfenasi. Takovou kfivku mizeme
nazvat ,nejpiimé&jsi“, tj. jde o piimku v plochém prostoru a o jeji pfirozené
zobecnéni v prostoru zakfiveném. Po rozepsani pomoci (XII1.36) mame

9_§i _ d?2g ;. dzd dz*

= = o g ar =0 (XIIL38)

Cara  (\) uréena rovnici (XIII1.38) se nazyva geodetickou ¢drou, touto rov-
nici je zdroven urcena jeji kanonickd parametrizaceS!.
Vynésobime-li rovnice (XII1.38) vyrazem g;x¢' a uvazime (XIIL31), dos-
tavame d
= (9a'€) =0, (XIIL39)

tj. velitina g;;¢*¢! je podél geodetiky pii kanonické parametrizaci konstantni.
To znamens, e se zachovava kvadrat velikosti teného vektoru ke geodetice.
Zménou méfitka parametru mu miZeme dat hodnotu 1 (pro éasupodobny

61 A3 na linedrni transformaci, tj. na volbu po&atku a méfitka.
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vektor) nebo —1 (pro prostorupodobny vektor). V prvém pfipadé je vektor
§' ctyfrychlosti Castice, jejiz pohyb je zobrazen danou svétocarou, tj.

s
T ds’

parametrem je tedy interval a (XIII.38) lze psat jako

£ =yt gauuF =1, (XII1.40)

; Dut  d2%7' . dzfdah

ds ~ ds? 7*ds ds

=0, (XII1.41)

kde w* znaéi étyfzrychleni. V lok4lng geodetické soustavé pfechdzi (XII1.41)
ve vztah @ = 0, tj. v zdkon setrvacnosti platny pro volnou &4stici. Z prin-
cipu ekvivalence lze tedy usoudit, ze (XIIL41) je zdkon pohybu &stice,
kterd je podrobena pouze gravitaénim sildm, tj. pohyb takové &astice je
zobrazen geodetickou ¢arou v prostorocase (a proto jeji pohyb nezilezi na
vlastnostech astice, ale jen na gravitaénim poli, pro coz v Newtonové teorii
nebylo zdivodnéni). Clen s Christoffelovymi symboly v (XII1.41) d4va po
vynésobeni klidovou hmotnosti ¢astice gravitaéni ctyisilu, kterd na &astici
pusobi. V lokalné geodetické soustavé je tato tyisila nulovd — tento systém
Je tedy lokdlné inercidlnim systémem.
V piipadg, Ze tecny vektor ke svétotafe je svételny, tj. je-li

gi'e* =0, (XII1.42)

jsou vSechny kanonické parametrizace rovnocenné. Geodetiku nelze para-
metrizovat intervalem, protoze ten je podél ni nulovy®2. V tomto pfipadé
pfedpokldddme, ze geodetika (XII1.38) odpovid4 pohybu fotonu (svételného
paprsku) v gravitacnim poli.

Xlll.4 Vztazné soustavy a soustavy souradnic

Vztaznou (referencni) soustavou R nazyvame libovolny soubor redlnych ¢i
mySlenych hmotnych bodd, které dostatecns husté vyplituji vySetfovanou
oblast. Kdyz témto bodim pfifadime vzajemné Jednoznaénym zpusobem
trojice redlnych cisel z%, fikdme, Ze jsme ve vySetfované oblasti zavedli sou-
stavu prostorovych soufadnic S,. Abychom jesté uréili éasovy okamiik, ve
kterém v daném pevném referenénim bodé nastala n&jaka udalost, musime
v kazdém referencnim bodé ¢asové okamziky oéislovat, tj. prifadit jim redlné

°2 Pomoci kanonické parametrizace lze srovnavat délku dsekd »V Zivoté“ daného fotonu,
ale nikoliv dvou rdznych fotond.
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&islo, které se monoténné méni podél svétocary. Rikame, ze jsme zavedli sou-
Fadnicovy ¢as z° = ct; soubor myslenych soufadnicovych hodin, které tento
¢as urduji, oznaéime S;. Konkrétni realizaci soufadnicovych hodin mize
byt budik & presypaci hodiny, podstatnym je ono vzdjemné jednoznacné
pfifazeni. Je-li v uvazované referencni soustavé provedeno oboji pfifazeni,
fikdme, Ze jsme v R zavedli soustavu prostorotasovych soufadnic Sp; (pro
struénost budeme znaéit S). Soufadnicovou soustavou S je referencni sou-
stava urcena jednoznacné.

V konkrétni referenéni soustavé R muZeme uzivat nejen riznych Sy, ale
i raznych S;. Vedle transformaci typu

' =g (2°) (XII1.43)
Ize tedy uvnif R uzivat i transformaci typu
g = £ (:cﬂ,xo) =z’ (wk) , (XIII1.44)

které znamenaji pfechod k jinému (obecné s odlinou synchronizaci i tem-
pem chodu) souboru soufadnicovych hodin.

Transformace (XII1.43) a (XIIL.44) jsou podmnozinou obecnych trans-
formaci typu

o't = gt (m’c) , (XIII.45)

kde funkce z* jsou spojité, vzdjemné jednoznainé a dostatecné hladké.
Témito transformacemi je uréen pfechod od referen¢ni soustavy R k jiné
referenéni soustavé R’ (tj. pfechod mezi soustavami, které se vzajemné po-

hybuji)®3.

Xlll.5 Meéreni casu a délek

Uvazujme o dvou blizkych udélostech, které nastaly ve vztazném bodé A
referenéni soustavy R systému S (z*). V tomto bodé necht se nachézi v klidu
idealni hodiny H méfici vlastni ¢as. Interval jejich svétocary md tvar

2
ds? = goo (dz°) ", (XIIL.46)

3 Obvykle se omezujeme na vztazné soustavy realizovatelné ¢sticemi s nenulovou klido-
vou hmotnosti. :
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nebot dz® = 0 (hodiny H jsou v R v klidu). Zavedeme-li lok4ln& inercialni
soustavu K° takovou, e je zrovenn momentslné klidovou soustavou idesl-
nich hodin H, z invariance intervalu dostdvame, 7e v K° plati

ds? = 2 (ar°)”. (XTI1.47)

Cas T? je udévén idedlnimi hodinami soustavy K©, které jsou v bodé A
v klidu. Mizeme tedy psat, ze

d7° = dr, (XII1.48)
kde dr je interval vlastniho asu. Ze vztaht (XII1.46) az (XII1.48) obdrzime

dr = /goo dt . (XIII.49)
Komponenta
goo >0, (XII1.50)

tedy zprostiedkuje vztah mezi soufadnicovym éasem ¢ a vlastnim casem 7
v pevném bodé referenéni soustavy.

Uvazujme o dvou blizkych uddlostech v referenénim bodé A a o dvou
blizkych udélostech v jiném referen¢nim bodé B téze vztazné soustavy. Podle
vzorce (XII1.49) mizZeme psat

dra =/goo (A)dta,  d7B =/goo (B)dtn (XIIL51)

a bude-li dtp = dtg, dostdvadme vztah

900 (B)
dmg = ¢/Z7=—==%d XI1I1.52
™ goo (A) ™ ( )

spojujici intervaly vlastniho ¢asu mezi dvojicemi udalosti, které nastaly
v riznych referenénich bodech vztainé soustavy R, v tychz soufadnicovych
Gasech.

Najdéme nyni vyraz pro vzddlenost mezi dvéma blizkymi referenénimi
body. Z bodu B o soufadnicich 2* + dz® necht je vysldn svételny signal do
bodu A o soufadnicich z. Signil se zde odrazi a putuje zpét do bodu B.
Casovy interval, ktery signdl na tuto cestu spotfeboval, zméfeny ideslnimi
hodinami v bodé B, vynasobeny veli¢inou c a déleny dvéma, je vzdalenosti
do mezi body A, B uréenou radiolokatni metodou. Interval (XIII.10) napis-
me ve tvaru

2
ds? = gapdz®de’ + 2g0ada®dz + goo (dz°) . (XIIL53)
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Resime-li rovnici
ds? =0 (XII1.54)

vzhledem k dz°, obdrzime dva kofeny

1

dz®® = pe (—g()adz" - \/ (90a9gos — 9apgoo) dz*dz? ) , (XIIL.55)
1

dz® = - (—ggadma + \/ (90a90s — gapgoo) dz>dz? ) . (XIIL56)

Bude-li z° znagit okamzik, v némz svételny signal dorazil z bodu B do bodu

A, bude
20 + dz°®) (XII1.57)

znatit okamzik jeho vyslani z bodu B a
7% + dz°? (XIIL58)

bude znacit okamzik jeho zpétného navratu do tohoto bodu. Interval sou-
fadnicového ¢asu mezi odeslanim a pfichodem signdlu je tedy roven

dz9® _ gz00) — g_z-\/(goagoﬁ — gaggoo) dzodzh (XIIL59)
00

Interval vlastniho éasu obdrzime vyndsobenim vyrazem ,/goo /c a vzdalenost
do pak jesté vyndsobenim c¢/2. Jakozto vysledek bude

do? = (—Qaﬂ + 2";;&) dz®da? . (XIIL60)
00

Tento vztah se Casto prepisuje na tvar

do? = v,pdz®da? (XIIL.61)
kde
Yop = —Gap + -9—0;"7%0—4. (XIIL62)

Devét veli¢in vy, tvofi tiirozmérny metricky tenzor urcujici geometrii ve
vztazné soustavé R. Ze vzorce (XIII.61) je patrné, Ze geometrie v obecnych
referen¢nich soustavach nebude geometrii euklidovskou.
Bude-li soustava z* inercidlni soustavou, v niZ jsou zavedeny kartézské
prostorové soufadnice, je
Yop = 0B, (XIIIL.63)
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takze
do? = dz? + dy? + d2?, (XIIL.64)
jak ma byt.
Pro veli¢iny (—goa/+/g00) se Casto jesté zavadi oznaceni

0o = — j;% . (XII1.65)

Xlli.6 Mereni metrickych koeficient

Metricky koeficient ggp uréime pfimo z (XIII.49) uzitim idedlnich hodin
nachdzejicich se v klidu v pevném referenénim bodé soustavy R a soufad-
nicovych hodin, které se v tomto bodé rovnéz nachdzeji v klidu.

Idedlni hodiny nechf se v uvazované referenéni soustavé pohybuji rychlo-
sti v® = dz®/dt. Takto definovanou rychlost nazveme rychlosti souradnico-
vou. Vyraz pro interval (XIII.10) lze pomoci (XIIL.61) a (XIII.65) psat ve
tvaru

2 _ ag,..0 0 __ al?
ds? = —y,5dz°dz +[./—'goodz gadx] : (XIIL66)

Uvazované idedlni hodiny ukazuji vlastni ¢as 7, pro jehb prirastek dr ze
vzorce (XII1.66) dostaneme

kde
v? = y,50%0P (XII1.68)

je druhd mocnina absolutni hodnoty soufadnicové rychlosti uvaZovanych
idedlnich hodin.

Snadno vidime, Ze pii v* = 0 pfejde (XIII.67) ve vztah (XI11.49). Stejné
tak snadno se nahlédne, Ze bude-li referenéni soustava inercidlni a v ni kdyz
bude

go=1, ga=0, v2=7du50%", (XII1.69)

dava formule (XIII.67) zndmy vztah pro dilataci éasu (srov. (XII.18))

2
v
dr = 4[1- - dT. (XIIL.70)



Nyni se zméfi pomér dr/dt pro idedlni hodiny pohybujici se v daném misté
a Case riznymi rychlostmi v®. Devét takovych méfeni postaéi k tomu, aby-
chom ze vzorce (XIIL.67) urcili zbylé koeficienty go, gos. To se provede
v kazdém referenénim bodé a v kazdém case. Tak se zisks v dané referenéni
soustavé pole koeficientl g;; (z™), coz bylo nasim tikolem.

XlL.7 Riemannuv tenzor kfivosti

Rovnice (XIII.17) a (XIII.25) umoziiuji pfechod k lokdlné geodetické sou-
stavé. Polozme si nyni otazku, kdy je mozné pfejit od kfivotarych soufadnic
z' s metrickym polem g;x (mo) k pseudokartézskym soufadnicim X?, v nichz
mé g;; tvar (XIL.39). Jinymi slovy jde o to, jak poznat v kfivoéarych sou-
fadnicich, zda dany prostor je ¢i neni plochy.

Vyznaénou vlastnosti plochého prostoru je jednoznaénost paralelniho
pfenosu. Spojime-li dva body P, Q v prostorotase riznymi kiivkami o,
[ a pteneseme vektor A* z P do Q paralelné podle a i podle B, bude mit
v kartézskych soufadnicich, v nichz je I"g- x = 0, pfenaSeny vektor stale stejné
komponenty. Vysledek pfenosu bude proto nezavisly na tom, po které cesté
se vektor pfendsi. V zakfivenych prostorech tomu tak obecné neni. Uved'me
prosty pfiklad ze sférické geometrie — mame-li na pélu vektor orientovany
ve sméru nultého poledniku a pfeneseme jej podél tohoto poledniku na
rovnik, bude pfeneseny vektor na rovnik kolmy. JestliZe jej viak pfeneseme
na totéZ misto nejprve podle 90. poledniku a potom podle rovniku, bude
mit pfeneseny vektor smér rovniku.

Lze ukézat, Ze jednoznatnost paralelniho pfenosu je nejen nutnou, ale
1 postacujici podminkou plochosti prostoru. Ditkaz alesponi naznaéime. Je-li
paralelni pfenos jednoznacnou operaci, lze ortonormalni bazi v daném bodé
»roznést“ do celého prostoru a provést transformaci k této bazi. Koeficienty
dané transformace ¢; jsou jistymi funkcemi soufadnic. Hleddme transfor-
maci soufadnic X7 = X7 (z*) tak, aby cij bylo mozné napsat jako

¢ = 6X7'

Lze dokazat, Ze takova transformace vidy existuje. S paralelné roznesenou
bazi je proto mozné spojit soustavu soufadnic, kterd je vzhledem k ortonor-
malité baze pseudokartézska.

Kritérium plochosti prostoru, zalozené na paralelnim pfenosu, lze pie-
vést do jiné formy, kterd je pouzitelnd. M&jme dvé kiivky z% (M), z§ (\)
prochézejici bodem P. Nanesme z tohoto bodu na kazdou kfivku maly tsek

(XIIL71)
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At Q Cpa+

Bt Cyup+

Ca

Obr. 35: Paralelni pfenos. Z bodu P pfenasime vektor B podle A a vektor A’ podle
B’. Dostaneme infinitesimalni rovnobéznik, podle néhoZz pak paralelné pfendsime vektor
C* z bodu P do bodu Q.

612* a dox. Tyto tiseky miZeme pfiblizné povazovat za vektory, jez oznaéime
A' a Bt Pfeneseme-li paralelné B’ podle A’ a A’ podle B, vznikne ,infinite-
simalni rovnobéznik®, viz obr. 35, v némz A**, B+ jsou paralelné pienesené
useky. Z rovnice (XIII1.37)

0=DB!=dB'+ I'\,B*A! (XIIL.72)
pro paralelni pfenos zjisfujeme, Zze musi byt
B*' = B+ dB' = B' — I'},B* A (XIIL1.73)

a podobné
At = AT+ dA' = A - T} AF B (XIIL74)
Snadno se lze pfesvédéit, v disledku symetrie Christoffelovych symboli, ze

Al + Bt = Bt 4 At (XIIL75)

tj., Ze rovnobéznik se vskutku ,uzavird“® v bodé, ktery oznatime Q. Mé&jme
nyni vektor C* v bodé P a pfenesme jej do Q jednak podél A* a B*?, jednak
podél Bt a Att. Uvazujme nejprve prvy pienos. Po pienosu podél A* budou
kompomenty pieneseného vektoru rovny

1=t - It ARCt. (XIIL76)
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Po dalsim pfenosu podél B** bude
Cip+ =C4 — Iy L,BY*CL . (XIIL77)
Pfitom podle Taylorova rozvoje do 1. fadu klademe
ors,

Lyiy=T%+ p Al (XII1.78)

Dosadime-li do (XII1.77) z (XIIL.72), (XIIL.76), (XII1.78) a zanedbame ¢leny
vyssiho nez 2. ¥4du v malych veli¢inidch A, B, dostdvame jisty vyraz pro
C’ZBM z néhoZ se urci C}i3 A+ Vyménou A' a B'. Odectenim obou vyrazii
dospéjeme k vysledku

AC* = Cigy — Chpv = Ry, A*BIC™, (XIIL.79)

kde or: or:

ot = o+ Tl k= T (XIIL.80)
Vzhledem k tenzorové povaze vsech ostatnich veli¢in v (XII1.79) musi byt
taky R, tenzor. Tento tenzor se nazyvd (Riemanniv) tenzor kfivosti.
Vidime, Ze nulovost Riemannova tenzoru v daném bodé P je nutnou a po-
stacujici podminkou jednoznaZnosti paralelniho pfenosu v infinitesimalnim
okoli tohoto bodu.

Ponékud slozitéji lze ukdzat, ze nulovost pole tenzoru kfivosti je nut-
nou a postacujici podminkou jednozna¢nosti paralelniho pienosu v celém
prostoru, popf. v urcité jeho oblasti (za pfedpokladu, zZe tato oblast je jed-
noduse souvisld, tj. Ze v ni lze kazdou uzavienou kfivku ,,stdhnout® spoji-
tou deformaci do bodu). Nulovost pole tenzoru kiivosti je tedy ekvivalentni
moznosti zavedeni pseudokartézskych soufadnic v daném prostoru (popf.
v dané oblasti ¢i jeji jednodusde souvislé podoblasti).

Z fyzikélniho hlediska lze fici, Ze nulové pole tenzoru kiivosti udava
pfitomnost skutecného (zZiadnou transformaci soufadnic globalné neodstra-
nitelného) gravitaéniho pole. Pfitomnost tohoto pole se projevuje napiiklad
v existenci slapovych jevu (pfiliv a odliv), které nemohou byt zruseny pie-
chodem k lokdlné geodetické soustaveé.

Tenzor kfivosti ma fadu dulezitych matematickych vlastnosti. Jejich
ovéfeni se snadno provede pfimym vypoctem vyuZitim lokilné geodetické
soustavy, v niZ jsou I",il (nikoliv v8ak jejich derivace) rovny nule a vyraz
(XII1.80) se tedy zjednodusuje na prvni dva Cleny. Pfedevsim plati vztahy
symetrie a antisymetrie

Rikim = —Rgitm = —Rikmis,  Rikim = Rimik - (XIIL.81)
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Daéle plati, Ze je nulovy soucet cyklickych permutaci pfes libovolnou trojici
indexi, napiiklad

Rikim + Rimki + Ritmk = 0. (XII1.82)

Lze ukézat, s uvdzenim (XIII.81) a (XIII.82), Ze tenzor kfivosti ma v 4-roz-
mérném prostorofase pouze 20 nezdvislych komponent. Rovnéz plati tzv.
diferenciilni identita Bianchiho

Rigiom + Rl + Ry = 0, (XIII.83)
jejimz zizenim pies ik a In dostdvame
Rl = % R (XIIL.84)
Zajimavy a dulezity je vztah

Aikg — Aik = ARy (XIII.85)

a obdobné ,komutaéni vztahy“ pro jind pole, které ukazuji, Ze na rozdil od
obyéejnych parcidlnich derivaci neni pofadi kovariantnich derivaci v zakii-
veném prostoru zaménitelné.

Zuzenim Riemannova tenzoru kfivosti obdrzime dalsi fyzikdlné a geo-
metricky duilezité tenzory. Je to Ricciho tenzor kfivosti

Rix = Ry; = Ry, (XII1.86)

a skaldrni krivost ,
R =g"*Ry. (XI11.87)

Einsteinovym tenzorem se nazyva symetricky tenzor

E Rg*. (XII1.88)

ik _ pik _
G" =R 5

Jeho vyznagnou vlastnosti je nulovost jeho kovariantni divergence
G* =0, (XII1.89)

kterd se dokdze uzitim (XIII.84).

374



XIll.8 Einsteinovy gravitacni rovnice

V newtonovské teorii gravitace ziskdme gravitatni potencidl ¢ buzeny za-
danou hmotnosti s hustotou u feSenim Poissonovy rovnice

Ap = 4nky, (XII1.90)

kde A znag&i Laplacetiv operdtor, k je Newtonova gravitaéni konstanta.

V teorii relativity je gravitaéni pole popsino deseti funkcemi g (z™).
Relativistické rovnice pro gravitatni pole, které je buzeno zdrojem popsa-
nym tenzorem energie a hybnosti T;; budeme, v pevné zvolené referencni
soustavé, pfedpokliddat ve tvaru

Xix = 6Tk, (XIIL91)

kde & je konstanta a X;i je dosud neznamych deset funkci, které necht ob-
sahuji pouze metrické koeficienty v nejvyse druhych parcidlnich derivacich
podle z*. Déle budeme pozadovat, aby funkce X;; byly v proménnych g;x in-
variantnimi co do formy pfi kazdé transformaci (XI11.45) mezi referen¢nimi
systémy. MiiZeme té7 Fici, Ze pozadujeme, aby gravitatni zédkon splioval tzv.
obecnyj princip relativity.
Do tietice pozadujeme, aby vymizela tenzorova divergence tenzoru X,
aby tedy platilo
X% =0, (XIIL.92)

¢imz budou automaticky splnény zédkony zachovani (XIII.32).

Uvedené pozadavky jiz vedou k jednoznainému uréeni tvaru tenzoru
X;x. Tyto ivahy provddét nebudeme, ale zapiSeme ihned odpovidajici vy-
sledek ve tvaru 1

Ri, — 5 Rgix ~ Agir = kT, (XII1.93)

kde R;i je Ricciho tenzor kfivosti vytvofeny z Riemannova tenzoru kiivosti

R;'kl' Invariant R je definovdn vztahem (XIII.87), konstanta A znaci tzv.

kosmologickou konstantu.
Pokud jde o problematiku, kterd neni kosmologického charakteru, klade
se A = 0 a Einsteinovy gravitalni rovnice se proto pisi ve tvaru

1
Ri — 5 Rgix = KT (XIIL.94)
V prazdném prostoru (ve fyzikalnim vakuu) plati, ze
T, =0. (XII1.95)
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Z\Zenim tenzorové rovnice (XII1.94) dostdvame v tomto piipadé, ze R = 0
a Einsteinovy rovnice ve vakuu maji tedy tvar

Ry =0. (XII1.96)

Kdybychom Einsteinovy gravita¢ni rovnice rozepsali pro hledané funkce
gix (z™), zjistime, Ze je to slozity systém deseti nelinesrnich parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic pro deset nezndmych funkci g, (z™) pfi zadaném T}y spl-
fiujicim (XII1.92). Einsteinovy gravitaéni rovnice jsou jadrem obecné teorie
relativity asi tak, jako je Poissonova rovnice (XII1.90) jidrem newtonovské
teorie gravitace.

Xill.9 Pohyb ¢astic v gravitaénim poli

Zékony newtonovské teorie gravitace se déli do dvou skupin. V prvni skupiné
se nachdzi Newtonlv gravitatni zdkon (Poissonova rovnice), podle kterého
zadand hmotnost budi gravitaéni pole. Do druhé skupiny patfi pohybové
rovnice urcujici pohyb zkusebnich &4stic® ve vnéjsim gravitaénim poli.

V Einsteinové teorii gravitace je situace jina. Leva strana Einsteinova
gravitatniho zdkona vyhovuje Ctyfem diferencidlnim identitdm (XIII.92),
z nichz plynou étyii podminky na tenzor energie a hybnosti

T =0. (XII1.97)

To je vSak zdroven pfirozené zobecnéni rovnic (XIL.194), které vyjadiuji
zakony zachovéni energie a hybnosti hmoty ve speciélni teorii relativity. Ein-
steinovy rovnice tedy obsahuji i zdkony pohybu hmoty. Lze proto otekavat,
Ze pohybové rovnice &astic v gravitaénim poli, (XIII.41), které jsme dosud
chépali jako zobecnéni rovnic ze speciélni teorie relativity, vyplyvaji z Ein-
steinova gravitaéniho zdkona.

Ukazme, Ze tomu tak opravdu je. Nechf uvaZované ¢istice tvori nekohe-
rentni prach, ktery se nachazi v gravitaénim poli g;x, k némuz sam pFispivé.
PiisluSny tenzor energie a hybnosti ma tvar

T = pctuiuF (XII1.98)
kde = €/c? znaéi klidovou hustotu klidové hmotnosti uvazovaného konti-
nua (nekoherentniho prachu) a u' je étyirychlost dz*/ds. Rovnice (XIII1.97)
dava . _

ut (,uuk).k + pubuly = 0. (XII1.99)

** Zkusebni &4stici minime &4stici, na niz nepiisobi z4dné jiné sily nez gravitaéni a jejiz
vlastn{ vliv na gravitacni pole je zanedbatelny.
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Po vynésobeni vektorem u; odtud dostdvame

(wu*) | +putuiy =0, (XIIL.100)

kde jsme uzili jednotkovosti ¢tyfrychlosti

wu; =1. (XII1.101)
Zderivovanim tohoto vztahu dostdvame

uiu'y =0 (XII1.102)
a srovnanim s (XIII1.100) vidime, Ze

(we*) =0, (XIIL.103)

co? je rovnice kontinuity, kterd je tedy rovnéz dusledkem Einsteinpvych
rovnic. Dosazenim (XII1.103) do (XIII.99) vzhledem k libovolnosti u’ dos-
tavame

ukuly =0, (XII1.104)
Vzhledem k tomu, Ze plati

du? ;

P Ufk“k , (XIII.105)

muzeme rovnici (XIII.104) psat ve tvaru

d'U.i i ik
S+ Myt =0, (XIII.106)

nebo téz ve tvaru ) )
d?z? ; dz’ dzF
a7 TR ds
To jsou viak zérovei rovnice pro svétotary z* = zt (s) volnych testovacich
astic v gravitaénim poli g;x, tedy rovnice geodetickych car.

=0. (XII1.107)

XI.10 Rovnice geodetiky ve stacionarnim a slabém
gravitaénim poli

Casto nés zajima pohyb &astic v gravitaénich polich kosmickych téles, kterd
jsou Easové neproménnd (staciondrni) a ne pfili§ silna, takZe Castice v nich
nenabyvaji velkych rychlosti.
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Bude-li se uvaZovana testovaci ¢astice pohybovat dostateéné pomalu, lze
zanedbat ¢len (dz®/dr) ve srovnani se ¢lenem dt/dr a rovnici (XIII.107)
muzZeme proto psat ve tvaru

d?zt i dz? 2
—— — | =0. XIII.1
L 4 Il ( i ) 0 (XITL108)
Ze stacionarnosti (nezdvislosti metrického pole na xo) plyne
; 1 :x0900
R 1 III.

Vzhledem ke slabosti pole je mozné zavést téméf Minkowskiho soufadnice,
ve kterych plati

gk = 0 +hik,  |hal < 1. (XIIL110)
Veli¢iny (XIII.109) pak v prvnim fddu vzhledem k h;;, davaji
; 1 0) ik ahoo
00 = ~3 g0 Bk (XIII.111)

takZe rovnice geodetiky nasi testovaci ¢astice jsou

d’r ¢ (dt\?
=< (_dT) Vhoo, (XIIL112)
&y (XIIL.113)
dr2 = )
Druhou rovnici rozfesime a dosazenim do prvni rovnice pak obdrzime
d’r c?
— = - . III.
T 5 Vhoo (XIII.114)
Newtonova pohybova rovnice m4 tvar
&Ir_ g (XIIL.115)
az - VP '

kde ¢ znaci newtonovsky gravitaéni potencisl. Porovnanim rovnic (XII1.114)
a (XIII.115) dostaneme, Ze

hoo = -25"23 + konst . (XIII.116)

Ve velkych vzdalenostech od zdroje necht uvazovana metrika prechdzi v Min-
kowskiho, pro ¢ bude tudiZ platit, Ze ¢ — 0 pfi r — oo. Konstanta
v (XIII.116) bude tudiz rovna nule a miZeme psat, e

goo = (1 + i—f) . (XTIL117)

378



Xiil.11 Limitni tvar Einsteinova gravitacniho zakona

Hledejme limitni tvar Einsteinova gravitacniho zdkona pro piipad, Ze gra-
vitaéni pole je slabé a jeho zdrojem je pomalu se pohybujici litka. Vyjdeme
z upraveného tvaru rovnic (XIIL.94)

1
R’ik =K (T,k - é‘ Tg,;k) y (XIIIIIS)
~ kde T zna&i stopu tenzoru Tj. U tenzoru energie a hybnosti zanedbdme vliv

tlaku a piseme tedy
TF = pctu;uF . (XII1.119)

Latka nechf se pohybuje, jak jsme si fekli, nerelativistickymi rychlostmi.

Polozime tedy

ua =0, ud=wup=1. (XII1.120)

Ze viech komponent tenzoru Tj; pak nenulovou ziistane pouze komponenta
T¢, pro niz obdrzime
T = pc?, (XII1.121)

takze
T = pc?. (XIIL.122)

Einsteinovy rovnice (XIII.118) pro ¢ = k = 0 dévaji
R =2, (XIIL.123)

Pro vypocet slozky RJ Ricciho tenzoru uzijeme vzhledem k slabosti pole
vyjadieni metrického koeficientu ggo ve tvaru (XIIL.117). Tak v potfebném
ptiblizeni obdrzime

or§
0 _ _ 9% 0
Ry = Roo = -, (XII1.124)
* 10
a \4
— XIII.
0= 3 Fya (XIII.125)
Je tedy
1 &% 1
0 —_— e ——— Tl —
Ry = 2 529908 = & Ay (XII1.126)
a Einsteinovy rovnice v daném pfibliZzeni ddvaji
Kct



V newtonovské teorii gravitace, jak vime, se gravitatni potencidl ¢ bu-
zeny zadanou hmotnosti zisks feSenfm Poissonovy rovnice

Ap = 4drky, (XII1.128)

kde k je Newtonova gravitaéni konstanta. Srovnani (XII1.127) a (XIII.128)

vede k zavéru, ze
87k

Konstanta « se nazyva Einsteinovou gravitaéni konstantou.

Einsteintiv gravitacni zdkon prechdzi tedy v daném pfiblizeni v New-
toniv gravitacni zdkon. Einsteinova teorie tedy spliiuje princip korespon-
dence, ktery pozaduje, aby novi, slozitéjsi teorie reprodukovala vysledky
starsi teorie v oblasti, v niz se tato teorie osvédéila. Je pozoruhodné, ze pfi
»0dvozovani“ Einsteinovy teorie nebyla takova korespondence nikde pied-

poklidana.

Xlll.12 Pohybové rovnice éastic ve Schwarzschildové poli
pisuje vnéjsi gravitaéni pole sféricky symetrického zdroje. Takovymi zdroji
jsou v dostate¢né dobrém priblizeni Slunce, Zemé a jiné hvézdy a pla-
nety, pokud je jejich rotace nepfili§ rychls. Toto feSeni nalezl roku 1916
K. Schwarzschild. Mize byt napsino ve tvaru

2
ds? = (1 - fé) 2dr— Y 2 (sin20d<p2 + d192) , (XIII.130)
A G
r
kde 7,9, ¢ jsou sférické soufadnice. Veli¢ina

2kM
Tg =

= (XIIL.131)

znadi tzv. gravitaéni polomér zdroje®® a M jeho celkovou hmotnost. Ze met-
rika (XIII.130) je feSenim Einsteinovych gravitagnich rovnic ve vakuu

Ry =0, (XIIL.132)
® U téles jako je Zems &i Slunce lez gravitaéni polomér hluboko v jejich nitru, kde jiz

feSeni nemd uvedeny tvar. Nebudeme se proto zabyvat neobvyklymi jevy, které nastdvaji
v jeho blizkosti.
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1ze provéfit pHimym vypottem. Ze vztahu (XII1.130) méme, Ze pfir — oo
piechézi tato metrika v Minkowskiho prostorotas zapsany ve sférickych sou-
fadnicich.

Nasim cilem je studovat pohyby é&dstic a fotona ve Schwarzschildové
poli a obdrzet tak relativistické opravy k Newtonové teorii, které umoziuji
experiment4lni provéfeni obecné teorie relativity. Schwarzschildovo feseni
(XIII1.130) napiSeme proto ve tvaru

ds? = A(r) de? — A7} (r) dr? — r? (d9? + sin’ 9 do 2),  (XIIL133)

kde ,
Ar)=1- f , (XII1.134)

a vypiSeme pro né pohybové rovnice volné zkusebni castice

d%z? . dad dzF

S+ T o =0. (XII1.135)

P#{mym vypoétem po nalezeni Christoffelovych indexii Fg- x Zjistime, Ze rov-
nice (XII1.135) davaji

51% + %’ % % ~0, (XIIL136)
j—z%+§%(%)2—rAsin20(%§-)2—rA(3i> +A;A <%>2=0,

(XIIL137)

%Q_EH otg 03”3‘54.%%%%_ , (XIIL.139)

kde &arka znaéi derivaci podle r. Poc¢dteénim podminkam, které lze splnit
bez djmy na obecnosti vhodnou volbou soufadnicového systému

dy
5= 0, cos?d =0, (XII1.140)
odpovidé feSeni

(XII1.141)

ol N
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rovnice (XIII.138) v kterémkoliv okamziku. Pohyb nasi zkusebni &4stice
v poli (XII1.133) se tedy bude stdle dit v této plose a na proménnou ¥
Jiz proto nebudeme myslet.

Po integraci rovnic (XIII.139) a (XIIL.136) ziskame

de 5 ho dt ko
s’ T a& AR’
kde ho a ko znagi integra¢ni konstanty.
Nyni by bylo tfeba integrovat zbyvajici rovnici geodetiky (XIIL.137).
Nebudeme pii hledéni tvaru trajektorie r (¢) postupovat takto pfimo, nybrz
z vyrazu (XIII.133) vylou¢ime dt¢ a ds pomoci (XII1.142). Obdrzime tak

(XII1.142)

1 (hy dr\? hy?  ky2
3 (725 @) - =L (XIIL143)
Zaved'me substituci )
L (XIIL.144)
r

takze rovnici (XIII.143) miZeme poté zapsat ve tvaru

du\ 2 2 ko2 2kM 2kM |
() + =i (- 56) o Bt cxuna
0 0

Derivaci piedchoziho vyrazu podle ¢ po tipravé obdrzime rovnice pro tra-
jektorii

4%y kM 3kMu?
a7 =Tt (XIIL.146)
240 _ ho (XIIL.147)
ds c

V newtonovské mechanice je trajektorie zkusebni ¢astice nachazejici se
ve statickém a sférickém gravitaénim poli popsina rovnicemi

d?u kM

e =Ct I11.14
172 +u ho? (X 8)
r? %;3 =hg. (XII1.149)

Od odpovidajicich rovnic obecné teorie relativity (XII1.146) a (XIIL.147) se
lisi €lenem
3kM
o2
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Newtonovu rovnici (XII1.148) pfepiSeme do tvaru

ug +uN = A4, (XIII.151)
kde jsme oznacili
A= E—A—/Iz— (XIII.152)
hg

Snadno provéfime, Ze feSeni této rovnice nabyva tvaru
uy = A+ Bcos(p+9) , (XIII.153)

kde B a § jsou integraéni konstanty. Vhodnou orientaci os mizeme dosah-
nout toho, ze § = 0, takZe feseni (XIII.153) md zndmy tvar elipsy

un = A+ Bcosg. (XIIL154)

Integrace rovnic (XI11.146) vede k eliptickym integrdlim, které lze vy-
potitat pouze numericky. V pfipadg, Ze rychlost zkusebni astice je mala ve

u? povaZovat jen za malou poruchu

srovnani s rychlosti svétla, lze ¢len

a feSeni rovnice (XII1.146), kterou pfepiSeme na tvar

2 2172
€u 3k°M
uWtu=A+—, €= hid

= (XII1.155)

muzeme pak hledat metodou postupnych aproximaci. Pfedpokldddme, Ze
feSeni (XIII.155) nabyva tvaru

u(p) =ug (p) +ev(p)+0 (62) , (XII1.156)

kde € je maly parametr. Hleddme nyni ug a v. Nejprve dosadime (XIII.156)
do (XIIL.155) a obdrzime

" " eug” 2
ug + €v +uo+ev=A+—A——+O(e). (XIII.157)

Porovnanim ¢lent nultého fadu v € ziskdme rovnici -
ug+ug =4, (XIIL.158)
ktera je shodnéd s Newtonovou rovnici (XIIL.151). Je tedy
Ug = UN . (XIII.159)
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Analogicky porovninim &lent prvniho f4du v € dospéjeme k rovnici

" u02 B? 2
v +v=-—A— = A+2Bcos<p+Icos 7

(XII1.160)

2 2
= (A+ f—A) +2Bcosp + % cos 2¢p .
Obecnym feSenim homogennich rovnic pro funkci up i pro funkci v jsou
funkce tvaru Bcosp. K nalezeni obecného feSeni rovnice (XIIL.160) stai
tedy znat pouze partikuldrni feeni této rovnice. ProtoZe je tato rovnice
linedrni ve v, lze psat v jako soucet v = v, + vp + vc, kde v,, vy, v jsou
FeSenim rovnic

B2
vl tu, = A+ﬂ’
vp+v, = 2Bcosyp,
2
W e = ZB—Acos2(p. (XIIL161)

Partikuldrnim feSenim téchto rovnic jsou funkce

B2
’Ua -_ .A + EZ Y
vp, = DBypsingp,
B2
Ve = —g COS 2. (XII1.162)

TakZe partikuldrni feSeni (XIII.160) je tvaru

BZ . B2
v = (A + ﬂ) + Bysingp — oA cos 2¢. (XIII.163)

Omezime-li se na feSeni do prvniho fadu v € véetné, mame

2 32
u=uN+v= (A+€A+ i) + (Bcoscp— &2 cos2<p) + eBysingp.

24 6A
(XIII.164)
Protoze v uvazovaném pfiblizeni plati, Ze

cos (¢ — €p) = cos p cosep + singp sinep = cosp + epsinp, (XII1.165)
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miuZeme FeSeni (XIII.164) psit ve tvaru
2 B2

~ 54" 5d cos2p| . (XIII.166)

u=A+Bcos(p—ep)+e|A

Vliv élenu v hranaté zavorce na tvar trajektorie nebudeme nyni zkoumat.
Uvedeme pouze, Ze jde o malé periodické variace vzdélenosti zkuSebni ¢as-
tice. Neperiodicky efekt zpusobuje ¢len ep, ktery se objevuje v argumentu
funkce kosinus. ReSeni (XII1.166) napisme proto ve tvaru

u= A+ Bcos (¢ — ep) + (periodicky ¢len fadu €) . (XI11.167)

Perihelium zkuSebni ¢istice (planety) se ziskd tehdy, je-li v = 1/r ma-
ximélni. Z rovnice (XII1.167) plyne, Ze u bude maximélni, bude-li

w(l—¢€)=2mn, (XTII.168)
neboli pfiblizné
p=2mn(l+e). (X111.169)

Vykons-li tedy uvazovand zkuSebni ¢dstice jeden obéh (n = 1), posune se
perihelium ve sméru pohybu ¢éastice o thel

3k2M?
Z elementarni analytické geometrie usoudime, Ze
he? = kMa (1-¢?) (XIIL.171)

kde a je poloosa a e excentricita elipsy. Pro posun perihelia muzeme proto

psat formuli
6mrkM

ac? (1 —e?)’
Elipticka trajektorie se tak pozvolna otaci ve sméru obéhu zkuSebni ¢astice.
Existenci ¢i neexistenci tohoto jevu lze podrobit experimentdlni provérce.
Vyhodnym muze byt k tomuto icelu pohyb planety blizké Slunci s hodné
excentrickou drahou. Pro planetu Merkur ddva formule (XII1.172) plynouci
z obecné teorie relativity hodnotu posunu za jedno stoleti

Sep = (XIIL.172)

Sp = 42,98" . (XIIL.173)

Je zajimavé konstatovat, ze existence (v rdimci newtonovské teorie gravitace
neobjasnéné) velikosti posunu Merkurova perihelia byla astronomum zndma
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dlouho pied vznikem obecné teorie relativity. Uvedeny vzorec byl spolehlivé
ovéfen i pro tésné dvojhvézdy.
Experimentalni idaje z radarovych méfeni vedou k hodnoté

dp =43,11" £0,21", (XII1.174)

ktera je s vysledkem (XIII.173) ve velmi dobrém souladu. Polozime-li, jak
se Casto Cini, teoretickou hodnotu rovnu jedné, potom miZeme konstatovat,
Ze radarovd méfeni vedou k hodnoté

1,003 £+ 0,005. (XIII.175)

Souhlas s teorii je tedy vynikajici.

Xill.13 Ohyb svétla ve Schwarzschildové poli

Vsimnéme si nyni trajektorie testovaci éastice s nulovou klidovou hmotnost{
(foton) pohybujici se v poli (XIII.130). V tomto piipadé je

ds?=0, (XIII.176)

a tedy
ho = o0 (XIII.177)

ve vzorci (XII1.146). Rovnice trajektorie pro fotony je tedy

3kM
c2

W' tu= u?. (XII1.178)

Budeme se opét zabyvat pouze piipady, kdy lze ¢len

_ 3kM

> (XII1.179)

€

povazovat za maly ve srovndni s ostatnimi ¢leny v rovnici (XII1.178). Bu-
deme opét psit
u" +u = eu? (XII1.180)

a znovu uzijeme standardni poruchovou metodu k fedeni této rovnice. Reseni
rovnice (XII1.180) pfedpokldddme ve tvaru

u=1ug+ev+0 (62) , (XIII.181)
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takie po dosazeni do (XIII.180) dostaneme
" " — 2 2
ug +up +ev” +ev=ceuy” +0 (e ) . (XIII1.182)
Porovnéni ¢lent nultého fadu v (XII1.182) vede k rovnici
ug+up =0, (XIII.183)
kterd ma feSeni
ug = Acos (¢ +9) , (XIII.184)
kde A je integraéni konstanta. Vhodnou orientaci soufadnicovych os lze do-
sdhnout toho, ze § = 0, takie
ug = Acosyp , (XII1.185)

coz 1ze pomoci proménné r v nulté aproximaci psit ve tvaru

TCOSY = (XTIII.186)

’;4.' .
Protoze r cos ¢ je ,kartézska“ soufadnice z, pfedchozi rovnice zfejmé repre-
zentuje piimku rovnobéznou s osou y. V nulté aproximaci se tedy svételny
paprsek v centralnim poli (XII1.130) nezakiivi. Z (XII1.176) plyne, Ze vzda-
lenost nejblizsiho bodu trajektorie k centru je 1/A. Tuto vzdalenost budeme
znalit o a budeme tedy psat

up = 1 cos . (XIII.187)
To

Porovnani ¢lent prvani mocniny v € vede k rovnici

1 1
V' v =1y’ = ) cos?p = 52 (1 + cos2¢p) . (XIII.188)
0 0

Reseni této rovnice pfedpoklddejme ve tvaru
v=a+ (cos2p, (XII1.189)
kde a a 3 jsou nezndmé konstanty. Derivovani vede ke vztahu

v" = —48cos 2y, (XI11.190)

a tedy
v +v=a—3Bcos2p. (XII1.191)
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Porovnanim s (XIII.188) dostdvdme, e musi byt

a=1s, p=- 1, (XIIL192)
67,

tudiz

'u~1——1c0s2—2————
T 212 (p_3r02 3ry2

20. IL1
207 6 cos® (XIII.193)

ReSen{ plivodni rovnice do ¢éleni prvniho fddu v € véetné m4 tedy tvar

u= % cosp — 5;0—5 cos? p + —3% . (XIII.194)

Vidime, Ze mald porucha e zpisobuje odchylku trajektorie od piimky
v prvni aproximaci. Dochdzi k ohybu svétla v gravitaénim poli (XIII.130).
Vypoétéme nyni celkovy iihel ohybu. Asymptoty trajektorie odpovidaji tém
hodnotdm dhlu ¢, pro které je r nekonetno (u = 0 v (XII1.194)). Abychom
thly asymptot nalezli, musime fesit kvadratickou rovnici ziskanou polozenim
u = 0 do (XIII.184)

€ 9 1 2¢
3:0—2' Cos™ ¢ — E cos p — W =0, (XIII].95)
neboli 3
cos2p — 2% cosp—2 = 0. (XII1.196)
€

Resenim je

2 2
cosp=ry | (F0T o) 3oy (1 + %) . (XIIL197)
2¢ 9,

Aby cos ¢ byl mensi & nejvyse roven jedné, musime vzit znaménko minus
ve vztahu (XIII.197). Rozvoj (XIIL.197) do &lendi prvniho fddu v € dava

vysledek

2e 2kM
COSP = —— = —

: L
3 = " (XII1.198)

Odtud je patrné, Ze uhel ¢ je blizky m/2 & —m/2. Polozime proto

o= g +4, (XII1.199)
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takZe pro prvni asymptotu obdrzime

sind = 2’;M , (XIII.200)
C°To
neboli pfiblizné
d= ZI;M . (XIII.201)
C°To
Podobny postup provedeme pro druhou asymptotu. Pro ni budeme psét
¢ = —m /2 — § aobdriime stejnou velikost odchylky
2
5= 21 (XIT1.202)
c°To
Totalni dhel ohybu (ihel mezi asymptotami) je tedy roven
M
A=26= 4]; . (XIII.203)
C°To

Experimentalni provérka je uskute¢nitelnd. Zjisfuji se pfesné polohy
zndmych zdroji zafeni na nebeské sféfe v dobg, kdy jsou od Slunce vzdaleny,
a v dobg, kdy jsou pravé na pokraji sluneéniho kotouce.

Teoretickd hodnota dhlu A vypoétena z obecné relativistického vztahu
(XII1.203) v piipadé Slunce dava

A=1,75". (XIII.204)
Meéfeni z roku 1975 ddvaji hodnotu
A=1,76"£0,02". (XTIII.205)

Opét lze teoretickou hodnotu (XIII.204) poloZit rovnu jedné. Posledni mé-
feni z roku 1990 vedou k hodnoté

1,000 £ 0,001, (XIIL.206)

coz je opét velmi vynikajici souhlas s teorii.

Xlll.14 Rudy posun spektralnich ¢ar

Vsimnéme si nyni vzorce (XII1.52)

goo (B)
Amg = [ =—= ATp, XII1.207
B goo (A) A ( )
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ktery ukazuje, Ze interval vlastniho ¢asu méfeného idedlnimi hodinami na-
chazejicimi se v riznych bodech A, B referenéni soustavy je ruzny.
Pro slaba gravitaéni pole (XII1.117) muzeme psat

Arp = (1 + %) Ata, Ap=pa—ps. (XIIL.208)
Pak lze v piipadé Schwarzschildova pole psat
Arg = [1 + k—J;/I (—1— - —L)} ATp . (XII1.209)
c B TA

Pro relativni posun frekvenci v misté pozorovani odtud obdrzime

1 1

Ata _Arg _ kM (L _ L) _ (XIIL.210)
1 c2 \rg ra

ATp

Av
v

Pozorujeme-li napiiklad z povrchu Zemé (bod B) svétlo vyslané zaficim
atomem na povrchu Slunce (bod A), je g 3> ra a misto (XI11.210) miZeme
psat

A kM 1

= (XII1.211)

v c ra

Po dosazeni pfislusnych veli¢in vychdzi teoretickd hodnota rudého posunu
Car ve spektru zafeni vyslaného atomy z povrchu Slunce rovna

AV _ 51076, (XIIL.212)

Polozime-li tuto teoretickou hodnotu opét za rovnu jedné, pak lze uvést, ze

méfeni vedou k hodnoté
1,01 £0,06. (XIIIL.213)

S piesnosti jednoho procenta byl vzorec (XIII.210) ovéfen v ¢isté pozem-
skych podminkach uzitim Mossbauerova jevu, kdy byl gama zafi¢ umistén
asi dvacet metru nad povrchem Zemé.

Xlll.15 Zpozdovani radarovych signali

Posun perihelii, ohyb svétla a rudy posuv spektralnich ¢ar tvoii tii klasické
testy obecné teorie relativity. V novéjsi dobé rozvoj techniky umoznil jesté
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&tvrty test®. Vysleme-li ze Zemé elektromagneticky (radarovy) signal a ne-
chdme jej odrazit od planety & druzice, pak Cas tg mezi jeho vysldnim
a opétnym pfijetim na Zemi je podle obecné teorie relativity ponékud vétsi
nez ¢as ty plynouci z Newtonovy teorie.

ZpoZdéni muzeme propoéitat podobnym zptsobem jako v piedchozich
kapitolach. Uvedeme pouze vysledek

tg = tn + At, (XII1.214)

At

M (Te trpt R) (XIIL.215)

3 Te +7p — R

je zminény relativisticky korekéni ¢len. Zde M je hmotnost Slunce, re Ci rp
znadi radidlni soufadnice Zemé, popf. télesa, od néhoz se radarovy signdl
odrézi, R je vzdalenost mezi obéma télesy. Pfed srovndnim s realitou se jeSté
piepocitava soufadnicovy Cas (XII1.215) na vlastni ¢as méfeny idedlnimi
(atomovymi) hodinami, provadi se korekce na pohyby obou téles a na dis-
perzi elektromagnetickych signélii v okoli Slunce. Po jejich provedeni vychézi
teoretickd hodnota ¢asového zpozdéni (pro signdl vyslany ze Zemé a odra-
Zeny Venusi) rovna

AT =1,6.10"%s (XII1.216)

pro signal, ktery se téméf dotyka okraje Slunce. Experimenty byly prove-
deny u planet Merkur a Venuse i u druzic Mariner, Viking, Voyager. Oznagci-
li se teoretickd hodnota zpozdéni plynouciho z obecné teorie relativity za
rovnu jedné, méfeni ¢asového zpozdéni radarovych signalt odrazenych dru-
zici Viking ukdzala, Ze plati

1,002 £ 0,004 . (XIII.217)
Voyager 2 provéfil odpovidajici vzorec (XIII.215) s pfesnosti 0,1%. Tento

experiment je patrné dnes nejpfesnéjsim potvrzenim predpovédi obecné teo-
rie relativity (nemluvime-li o rovnosti tihové a setrvatné hmotnosti, kterou

newtonovsk4 teorie gravitace pfedpoklddala, ale nevysvétlila).

XIl.16 Piiklady

1. V soufadnicovém systému se soufadnicemi z méjme délkovy element
ds? = ngdztdzb. Ukaite, ze po transformaci 2™ — '™ bude mit délkovy

6 Existence &tvrtého jevu, zpozdovani radarovych signélu, unikla Einsteinové pozornosti.
Na tento jev upozornil Shapiro az roku 1964.
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interval tvar ds? = g,,,dz"™dz'®, a vyjadfete gm, pomoci parcislnich deri-
vaci 0z™ /0z'™.

Resent:
ds? = ngudzedz® = Nab ( 86;:1) dz™ (%) dz'™
= (nab%;%) dz'™dz'™ = gmpdz™dz™.
Odtud vyplyva, ze
' 0z® Ox®

Gmn = "“baz—'max—'n'

2. V poldrnich soufadnicich v roving ds? = dr? + r2d9? najdéte Chris-
toffelovy symboly tfemi riznymi zpisoby:
a) z rovnic geodetik

d?z™ dz® dz® _,,
ds? T as g5 Lab =0

a s vyuzitim faktu, Ze geodetikami jsou pfimky,

b) na zdkladé transformagnich vztahl prepoétem z kartézskych soufad-
nic, kde jsou jejich hodnoty nulové,

c) pomoci defini¢niho vztahu (XIII.25).

Resent:

a) Nejdiiv uvazujme piimky ¥ = 0, r = s, kde s je kanonicky parametr
(délka). Rovnice geodetiky dava

2,.m
gd—fz_+rzf;=0 = I, =I? =0.

Neradiélni pfimky parametizujeme pomoci nekanonického parametru ¥.

Rovnice geodetiky piepsdny pomoci ¥ dévaji

d’z™  d29/ds? dz™ dz® dzb _,,

_— =0. XIII.21
407 " (dg/as)? a0 T a9 o L =0 (XIIL218)
Obecna rovnice piimky v poldrnich soufadnicich je
rcos(d — o) = Ry, (XIII1.219)
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kde «, Ry jsou libovolné konstanty. Tato rovnice spolu s ds? = dr? + r2de?
davé ds/dd¥ = Ry/ cos® ¥, kde ¥ = ¢ — «, coz nakonec vede k rovnici

o
ds?
AT T otgw.

(&)

d2z™ dz™ dz® dz® _,,

qor " 28Y gyt gy ag e

Uvazujme bod 9 = a (tj. ¥ = 0) a r = Ry na pifmce. Pak rovnice (XIII.220)
prejde do tvaru

Rovnice geodetiky pak jsou

=0. (XIII.220)

d?z™
97 + Iy =0.
Z této rovnice ziskdme F'{’,,, =0 a I'yy = —r. Protoze a a Ry jsou libovolné,

plati to v celé roviné.

Nakonec uvazujme libovolny bod na pfimce a rozepiSme rovnice geo-
detiky (XIII1.220)s vyuzitim jiz spoctenych Christoffelovych symboli. Pro
komponentu m = o ziskime, ze '}, = 1/r.

b) Ze vztaht 72 = 2% + y? a cotg ¥ = z/y ziskdme transformacni matici

m=x m=y

, cos?¥ sind
dy = sind cosd
7 r
a k ni inverzni matici
b=r b=9

o = cosd —rsind
v sind rcosd |

Piiklad: z = r cos®¥ = dz = dr cos ¥ —r sinddd = prvni fddek v matici c;".
Transformaéni vztah pro Christoffelovy symboly m4 tvar
Iy =df e eI, +di el .

V tomto transformaénim vztahu je nenulovy pouze druhy ¢len, protoze

i, = 0 v kartézskych soufadnicich. Po dlouhych, ale pfimocarych vy-
poctech obdrzime nenulové Christoffelovy symboly I'yy = —r a F’Zt, =1/r.

393



¢) Pouzitim vztahu (XIII.25)

A
"= 59"" (9mk,1 + Gimk — Gki,m)

a vyrazu pro délkovy element ds? = dr2 +r2d9¥? dostdvdme nenulové Chris-
toffelovy symboly pfimo

1
9 = g ("591919,1‘) =-r,

1
I’% = 91919 ('2- 91919,r) =1/r.

3. V soufadnicovém systému (¢, , 8, $) méjme zadén sféricky symetricky
délkovy interval

ds? = e*dt? — e*dr? — r?d6? — r2sin? 0d¢? (XIIL.221)

kde v = v (r,t) a A = A (r,t) jsou libovolné funkce.

a) najdéte gqp, g (determinant gqp) a g,

b) vypoctéte Christoffelovy symboly Iy,

c) spoltéte Riemanniiv tenzor kiivosti Rapps (vyuzijte vztahy (XII1.81)
a (XIIL82)),

d) urete Ricciho tenzor Ry a skaldrni kiivost R,

e) sestavte Einsteinovy gravita¢ni rovnice ve vakuu (XIIL.96) pro zadany
délkovy interval (XIIL.221) a ovéfte, ze feseni (XIIL.130) vyhovuje témto
rovnicim.

Resent: Souradnice (t,7,0, ¢) si oznatime ndsledujicim zptisobem

z% = (mo,xl,x2,x3) = (¢,1,0,9) .

V dalsim textu bude ¢arka odpovidat derivaci podle r a tecka derivaci po-
dle ¢.

a) Pro kovariantni metricky tenzor, jeho determinant a kontravariantni
metricky tenzor mame

e 0 0 0
_ 0 —e* 0 0
Jab=1 0o o0 g2 0 )

0 0 0 -—r2sin%6

g = det (g45) = —e“ P rtsin? 9,
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ab _ 0 —e? 0 0

0 0 0 —r~25in~260

b) Podle vztahu (XIII.25), jsou nenulové slozky Christoffelovych sym-
bolu
1

Iy = %f/’ F%1=§V’ F11-—2/'\e)‘_u,
Iy = %Vleu-/\, F%)1=%5\, Fu—%)\';
ry, = —re™*, TI'ly=-re*sin®g,

r2, = }1-, I'%, = —sinf cos b,

i3, = %, I'3s = cotgh.

¢) Pro nenulové komponenty Riemannova tenzoru kfivosti, s vyuzitim
symetrii, mame

1 1 1 .
Roio1 = 2e"l/"+4 ’\)\Q—Ze’\z))\
1 Ay 1 v 12 1 v Iy
+2e)\ i +4eu)\,
1
Rpz02 = 2?”8")",
1 .
Rp212 = 57 T,
1
Rozo3 = —ire”')‘v'sin20,
1 .
Ro313 = -—5’!‘1\ sin29,
1 !
Ri212 = -57”/\,
1
Ri313 = —-2-T>\'Sin29,
Rozes = r2e > sin? @ — r?sin 6.

d) Nenulové slozky Ricciho tenzoru jsou

_ lu_AH 1. 2 __._l..
Roo = 26 4/\ 411)\ 2}\
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+ %eu—)\yﬂ eu——AVIAI + eu—,\ul’
Ry, = "]:)‘a
T
_ 1 " 1 A—vy2 1 v—A -\
Ry = 21/ +4 A 48 A
1 A-vy 1 2 1 AV 1 '
bt _ - ZUN 4 -
+2e A 41/ +4u +r/\,
1
Ry = -— —2-re">‘1/’ + %re_’\/\' —e 41,
R33 = sin29R22 .
Pro skaldrni kiivost ze vztahu (XII1.87) obdrzime
1 : 1 :
—_ =AM _ T -vN2
R = e 5€ A4+ 5 € vA
| 1
—e YA+ 3 e M2 §e")‘u')\'
2 2 2
+=e M — ge_>‘/\'—i— Seh— 5
r T T r

e) Za nezndmé funkce v = v (r,t) a A = A(r,t) dosadime Schwarzschil-
dovo feseni (XIII1.130), tj.

e =et= (1 - ZIZM)
cr

a ovéfime, Ze skutecné plati

Rab =O.

Priklady k samostatnému fesen{

1. Presvédcte se, ze metricky tenzor je kovariantné konstantni, tj. Ze plati
Gab;p = 0.

2. Dokazte tyto identity

a) 9abyp = Lapp + Fbapa

b) gamgmb,p = "gmbgam,m

C) g‘fg = _I“flnpgmb - anpgma'

3. Vypottéte nenulové komponenty Christoffelovych symbolii a Rie-
mannova tenzoru kfivosti pro dvoudimenziondlni prostorocas

ds? = dv? — v2du?.

[ = v, 'y, = 1/v. Riemanniv tenzor je nulovy].
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