IMAk13 Matematika 3
Vyucujici: RNDr. Milena Vaiiurova, CSc.

Binarni relace v mnoziné, vlastnosti binarnich relaci, ekvivalence,
usporradani - OPAKOVANI

Binarni relace v mnoziné M je libovolna podmnozina kartézského souc¢inu M x M.

Znazornéni binarnich relaci

Kartézsky graf relace R — sestrojime dvé na sebe kolmé piimky x, y (vodorovnou a svislou).
Na vodorovnou pfimku (osu) zndzornime pomoci bodl v§echny prvky mnoziny, z niz
vybirame prvni slozky dvojic, na svislou pfimku (osu) zndzornime pomoci bodii vSechny
prvky mnoziny, z niz vybirame druhé slozky dvojic. (Obvykle jsou sousedni body na obou
osach od sebe stejné vzdaleny.) Uspotadanou dvojici [a,b] € R zndzornime bodem, ktery je
prusecikem dvou pifimek prochazejicich body a, b a rovnobéznych po fadé se svislou a
vodorovnou osou.

Uzlovy graf relace R v mnoziné M - v roviné znazornime pomoci bod (tzv. uzl) vSechny
prvky mnoziny M (pokud bychom znazorfiovali relaci z mnoziny A do mnoziny B, pak
znazornime vSechny prvky sjednoceni mnozina A a B). Uspotadanou dvojici [a,b]€ R
znazornime pomoci $ipky (tzv.orientované hrany), kterd vychdzi z uzlu a a smétuje do uzlu b.
V ptipadé, Ze a = b, nazyvame Sipku smyckou. Pokud jsou v relaci R dvojice [a,b] a [b,a],
znazornime je “dvojsipkou” (tzv. neorientovanou hranou).

Vlastnosti relaci v mnoziné M

Binarni relace R v mnoziné M je reflexivni pravé tehdy, kdyz (V xe M) ([x,x]€R),
tzn. obsahuje v§echny uspotfaddané dvojice [x,x], kde xe M.

Binarni relace R v mnoZzin€ M je antireflexivni praveé tehdy, kdyZz (V xeM) ([x,x]¢R),
tzn. neobsahuje Zadnou uspotaddanou dvojici typu [x,x], kde xe M.

Binarni relace R v mnoZiné M je symetricka praveé tehdy, kdyz
(Vx,yeM) ([x,y]eR = [y.x]€R),
tzn. s kazdou uspotadanou dvojici [x,y] obsahuje i dvojici ([y,x].

Binarni relace R v mnoZzin€ M je antisymetricka, pravé tehdy, kdyz
(VxyeM) ((x#y A [xy]€R) =[yx]€R),
tzn. s zadnou dvojici [x,y] raznych prvkl neobsahuje dvojici [y,x].

Binarni relace R v mnoZiné M je tranzitivni pravé tehdy, kdyz

(VxyzeM) ([xyleR  ([yz]eR) = [x.z]€R),
tzn. jestlize se v relaci vyskytuji ,,na sebe navazujici dvojice* (tj. druha slozka prvni dvojice je
prvni slozkou druhé dvojice), pak musi relace obsahovat i dvojici, jejiz prvni slozkou je 1.
slozka z prvni dvojice a druhou slozkou je 2. slozka z druhé dvojice.

Binarni relace R v mnoziné M je souvisla pravé tehdy, kdyz
(VxyeM) (x#y = ([x,y]leR v [y,x]€R),

tzn. kazdé dva rizné prvky z mnoziny M musi byt ,,spolu v relaci‘.

Binarni relaci U v mnoZiné M nazyvame
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— (Castecné) usporadani v M, prave kdyz je relace antisymetricka a tranzitivni;

— linearni usporadani v M, pravé kdyz je relace antisymetricka, tranzitivni a souvisla;

— ostré linearni usporadani v M, prave kdyz je antisymetricka, tranzitivni, souvisla a
antireflexivni.

Binarni relaci R v mnoziné M nazyvame relaci ekvivalence na M, pravé kdyz je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.

Kazda relace ekvivalence na mnoziné M vytvaii rozklad této mnoziny, coz je systém
neprazdnych podmnozin (tzv. tiid rozkladu) mnoziny M takovych, Ze prinik kazdych dvou
tiid je prazdnd mnozina a sjednoceni vsech tfid rozkladu tvoii mnozinu M.

Jinak lze také fici, ze fici, Ze rozklad mnoziny M je systém neprazdnych podmnozin (tzv. tfid
rozkladu) mnoziny M takovych, ze kazdy prvek mnoziny M patii pravé do jedné z téchto tiid.

Ukoly k procvieni
1. Rozhodnéte, jaké vlastnosti maji nasledujici binarni relace v mnoziné M = {a, b, ¢, d}
Ri={[c,b], [b,c], [a,a], [b,b], [c,c], [d,d]}
R2 = {[a,b], [c,d], [a,a], [b,b]}
R3 = {[a,b], [d,c],[b,d],[a,c], [a,d], [b,c]}
[

[
[
R4 = {[c,b], [b,c],[b,a]}
Rs = {[a,a], [b,b], [¢,c], [c,b], [b,c],[b,a],[a,b],[a,c], [c,a], [d,d]}
Re¢ = {[c,a], [d,b]}
R7= {[a,a]}

2. Zapiste aspon jednu neprazdnou binarni relaci v mnoziné A = {1, 2, 3}, kterd je
a) reflexivni b) symetricka ¢) tranzitivni d) antireflexivni
e) antisymetricka f) souvisla g) symetrickd a neni tranzitivni

V kazdém piipadé€ urCete, jaké dalsi vlastnosti ma zvolena relace.

3. Rozhodnéte (jen na zéklad€ uvahy) o vlastnostech alespon péti z nasledujicich relaci
zadanych charakteristickou vlastnosti:

a) rovnost v mnozing pfirozenych ¢isel R = {[x,y] € NxN; x =y]}

b) relace ,,byt mensi* v mnoZiné pfirozenych Cisel tj. R = {[x,y] € NxN; x <y]}
c) relace ,,byt podmnoZzinou* na systému mnozin

d) kolmost pfimek v mnoZiné vSech pfimek roviny

e) rovnobéznost pfimek v mnoZzing€ vSech piimek roviny

f) shodnost usecek v mnoZing vSech tsecek roviny

g) relace ,,byt sourozencem* v mnozinég lidi

h) relace ,,byt otcem* ve vasi rodin¢

1) relace ,,narodit se ve stejném mésici“ v mnozing lidi v této mistnosti

J) relace ,,davat stejny zbytek pii déleni ¢islem 3* v mnoziné€ piirozenych Cisel.

Pokud je nékterd z vyse uvedenych relaci relace ekvivalence, urcete piislusny rozklad
mnoziny.

Uvazujte dalsi relace a urcujte jejich vlastnosti.



