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Uvod

Tato publikace je urcena pro studentky a studenty prezencniho i kombinovaného
studia ucitelstvi prvniho stupné zakladni skoly. Pokryva znacnou cast obsahu vyuky
matematiky prvniho a c¢astecné druhého semestru na Pedagogické fakulté Masarykovy
univerzity v Brné.

Jednou ze zakladnich tloh vyucovani matematiky na prvnim stupni zakladni skoly
je budovani pojmu pfirozeného d¢isla. Ucitel, ktery vyucuje matematiku na prvnim
stupni zakladni skoly, musi znat zpiisob budovani pojmu prirozeného c¢isla v matematice
jako védé, ale hlavné ve Skolské matematice. K tomu je pro uditele prvniho stupné ZS
nezbytné, aby ovladal zakladni pojmy logiky, intuitivni teorie mnozin a binarnich relaci,
které jsou prostfedkem pro budovani poznatkil o prirozenych cislech. Ukazuje se totiz,
ze ty nejelementarnéjsi pojmy z aritmetiky, s nimiz budete jednou seznamovat své zaky,

vvvvvv

diikladnou znalost vyrokové logiky, teorie mnozin a binarnich relaci.

Z popsanych divodt je cela prvni kapitola této publikace vénovana vyrokové
logice, zédkladnim poznatkiim o mnozinach a stavbé matematickych vét. Druha kapitola
shrnuje ucivo z oblasti binarnich relaci, jejich vlastnosti a zobrazeni mezi mnozinami.
Obé kapitoly jsou koncipovany tak, Ze pribézné ctenare seznamuji se zakladnimi
pojmy uvedenych oblasti, na které navazuji fesené ulohy. Zavér obou kapitol shrnuje
vyuziti vyrokové logiky, zékladnich poznatk o mnozinach a binarnich relacich v uc¢ivu
matematiky prvniho stupné ZS. Kazda podkapitola je na konci doplnéna tlohami k
procviceni s vysledky, pfipadné navody k jejich fesSeni.

Pti zpracovani této publikace autofi vychéazeli z obsahu vyuky matematiky na prvnim
stupni zéakladni skoly.

Poznamenejme, zZe v celé publikaci budeme pouzivat nasledujici oznaceni pro ciselné
mnoziny:

N - mnozina vSech pfirozenych ¢isel,

Np - mnozina vSech pfirozenych ¢isel (véetné nuly),
Z - mnozina vSech celych ¢isel,

Q - mnozina vsech racionalnich cisel,

R - mnozina vSech redlnych cisel.

P1i studiu elementarni matematiky vam, mili studenti, pfejeme mnoho tspéchii.

V Brné v ¢éervenci 2020

Autori



1 Uvod do vyrokové logiky a zakladni poznatky o
mnozinach
1.1 Vyrokova logika

P1i dorozumivani mezi lidmi v bézném zivot€, v riiznych oblastech lidské ¢innosti a v ma-
tematice vyslovujeme mnoho vyrokii. Pojem vyrok je zakladnim pojmem vyrokové logiky,
ktera se zabyva studiem rtznych forem mysleni a vyjadfovani a studiem pravidel sprav-
ného usuzovani. Poznatky z vyrokové logiky nam pak umozni piesné a logicky formulovat
myslenky.

1.1.1 Vyroky

Vyrokem rozumime kazdé srozumitelné sdéleni, které je pravdivé nebo nepravdivé,
pricemz z obou téchto moznosti nastane pravé jedna.

V pripadé, ze dané sdéleni je vyrokem a je

e pravdivé, hovofime o pravdivém vyroku nebo fikdme, Ze vyrok plati.
e nepravdivé, hovofime o nepravdivém vyroku nebo fikame, Ze vyrok neplati.

Nékdy nejsme schopni rozpoznat hned, zda dané sdéleni je ¢i neni vyrok. Zde si pak
muzeme pomoci otazkou ” Je pravda, ze...?” tykajici se daného sdéleni - pokud tato otazka
ma smysl, pak je dané sdéleni vyrokem.

Ve vyrokové logice nas nezajima konkrétni obsah jednotlivych vyrokid, ale pouze
jejich pravdivost. Je-li vyrok pravdivy, fikdme, Ze ma pravdivostni hodnotu 1, je-li
vyrok nepravdivy, fikame, ze ma pravdivostni hodnotu 0. Je ziejmé, Ze rozhodnout
o pravdivosti nékterych vyroki je velmi obtizné ba dokonce nemozné, zcela jisté vsak
pravé jedna z téchto dvou moznosti nastane.

Priklady vyroka:

Praha je hlavni mésto Ceské republiky. (pravdivy vyrok)

Moskva je hlavni mésto Ukrajiny. (nepravdivy vyrok)

8 — 3 > 7 (nepravdivy vyrok)

12 + 7 =19 (pravdivy vyrok)

2H; + Oy = 2H50. (pravdivy vyrok)

Kral Karel IV. dostal v fijnu roku 1347 rymu. (vyrok, o jehoZ pravdivosti nejsme
schopni rozhodnout)

Priklady sdélent, kterd nejsou vyroky:

Utikej!
3+6-1
Prijdes?
z>7T
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Specialnimi pfipady pravdivych vyrokd jsou matematické véty, o kterych bude
pojednano podrobnéji v kapitole 1.5.2. Mezi vyroky fadime rovnéz tzv. hypotézy.

Hypotéza (domnénka) je vyrok, u kterého nejsme v daném okamziku schopni
rozhodnout, zda je pravdivy, ¢i nepravdivy. Vysloveni hypotézy byva spojeno s védeckym
badanim, kdy formulujeme hypotézu, jejiz pravdivost zatim pouze predpokladame. Tento
predpoklad je vSak tfeba ovérit napiiklad zkouméanim nebo experimentem, na jejichz
zakladé dospéjeme k vysledku, ktery pravdivost vyslovené hypotézy bud potvrdi, nebo
vyvrati. S hypotézami se rovnéz setkdvame v bézném zivoté, kde jsou obvykle spjaty s
budoucnosti.

Priklady hypotéz:

e Na planeté Mars existuje zivot.
e Pristi tyden budeme psat pisemku z matematiky.
e V jezere Loch Ness zije lochnesska ptisera.

Priklad 1.1 Urcete, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou vyroky, pfipadné hypotézy. V
pripadé vyroki rozhodnéte o jejich pravdivosti.

Reste nerovnici 2z — 5 < 7.

Pro kazdé prirozené ¢islo x plati, ze 2x — 5 < 7.
Existuje prirozené ¢islo z, pro které plati 2z —5 < 7.
Dvé strany trojuhelnika jsou shodné.

Brno ma vice nez milion obyvatel.

V Brné sidli univerzita.

Pro kazda dvé cela cisla a, b plati, ze 3+a — b= 1.
20 — 5 <7,

Cislo 2 je délitelem &isla 10.

Cislo 3 neni délitelem ¢isla 10.

T ErRIZal T

—
~— —

k) 3+a-—0,
1)  Snézi?
Resend:

Tvrzeni a), d), h), k), 1) nejsou vyroky.
Tvrzeni c), f), 1), j) jsou pravdivé vyroky.
Tvrzeni b), e), g) jsou nepravdivé vyroky.

Poznamka 1.1  a) Pravdivy vyrok "Cislo 2 je délitelem &sla 10.” z pitkladu 1.1 i)
miizeme také formulovat: ” Cislo 10 je délitelné ¢islem 2.” nebo ” Cislo 10 je ndsobkem
¢isla 2.” Tyto tfi vyroky miizeme zapsat symbolicky 2 | 10.

b) Pravdivy vyrok ”Cislo 3 neni délitelem ¢&isla 10.” z ptikladu 1.1 j) mfizeme také
formulovat: ”Cislo 10 neni délitelné ¢islem 3.” nebo ”Cislo 10 neni nasobkem ¢isla
3.” Tyto tfi vyroky miZzeme zapsat symbolicky 3 f 10.



1.1.2 Logické spojky, sloZzené vyroky a vyrokové formule

V odstavci 1.1.1 jsme se seznamili s jednoduchymi vyroky, které byly po strance jazykové
jednoduchymi vétami. Tak jako v bézném zivoté nemluvime pouze v jednoduchych
vétach, ale pomoci rtznych spojek z nich vytvarime souvéti, v logice postupujeme
obdobnym zptisobem - pomoci tzv. logickych spojek vytvarime z jednoduchych vyroki
vyroky sloZené.

Pro snazsi praci s jednoduchymi i sloZzenymi vyroky pouzivame ve vyrokové
logice malé tiskaci pismena, napi. p, q, r,..., kterd zastupuji konkrétni vyrok s prav-
divostni hodnotou bud 0, nebo 1. Tomuto oznadeni vyroku fikdme vyrokova proménna.

Zakladnimi slozenymi vyroky jsou nasledujici vyroky:

Negaci vyroku p rozumime vyrok —p, ktery je nepravdivy, je-li vyrok p pravdivy
a je pravdivy, je-li vyrok p nepravdivy.

Konjunkci vyroku p, ¢ rozumime vyrok p/Agq, ktery je pravdivy, jsou-li oba vyroky
P, q pravdivé.

Disjunkci vyroku p, ¢ rozumime vyrok pV g, ktery je pravdivy, je-li alespon jeden
z vyroku p, q pravdivy.

Ostrou disjunkci vyroku p, g rozumime vyrok p V ¢, ktery je pravdivy, je-li prave
jeden z vyrokt p, q pravdivy.

Implikaci vyroka p, ¢ rozumime vyrok p = ¢, ktery je nepravdivy, je-li vyrok p
pravdivy a vyrok g nepravdivy.

Ekvivalenci vyroku p, ¢ rozumime vyrok p < ¢, ktery je pravdivy, maji-li oba
vyroky p, ¢ stejnou pravdivostni hodnotu.

V tabulce 1.1 jsou pro prehlednost uvedeny zakladni slozené vyroky s jejich zapisy a
prislusné logické spojky.

Poznamka 1.2  a) Negovéani vyroku p znamend vytvofeni jeho negace —p a je zalo-
zeno na skutecnosti, ze pravdivost vyroku p a jeho negace —p se navzajem vylucuji.
Negovat jednoduchy vyrok lze predfazenim slova "ne” pfed sloveso, eventuelné po-

moci slovniho spojeni "neni pravda, ze...”, pripadné zaménou slovesa ”je” za "neni”.
Postup pfi negovani jednoduchych vyrokt bude vysvétlen nize na konkrétnich pii-
kladech.

b) Pro implikaci vyroki p = ¢ muzeme pouzit také formulace: ”p implikuje ¢”, ”je-li

NN %N

p, pak q”, "q, jestlize p”, ”p implikuje q.

c¢) Pro ekvivalenci vyrokl p < ¢ miZzeme pouzit také formulaci: ”vyrok p je ekvivaletni
s vyrokem ¢”.
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Tabulka 1.1: Logické spojky a zakladni slozené vyroky

vyroky | nazev vyroku zapis vyroku | ¢teni logické spojky logicka spojka
P Negace vyroku p -p nent pravda, Ze plati. .. -
D, q Konjunkce vyroku p, ¢ pAgQ a, a soucasné, a zdroven A
P, q Disjunkce vyroku p, ¢ pVyq nebo \%
D, q Ostra disjunkce vyroku p, ¢ pVyq bud ..., anebo W
D, q Implikace vyroku p, g p=q jestlize ..., pak =
D, q Ekvivalence vyroku p, ¢ pEgq prdaveé tehdy, kdyz &

Tabulka 1.2: Tabulka pravdivostnich hodnot zakladnich slozenych vyroki

vyrok | vyrok || negace | konjunkce | disjunkce | ostra disjunkce | implikace | ekvivalence
p q -p PAg pVvVyq pVgq p=4q pP<=q
1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1

Priklad 1.2 Je dana dvojice vyroku p, g¢:
p:  Prsi.
7 vyrokt p, g utvoite slozené vyroky —p, =q, pAq, pVq,pV q,p=q, p < q.

Resent:

—|p:

—|q:
PAG:
Vg
pVq
p=q:
D <=q

Stejné jako u jednoduchych vyrokt se ani u slozenych vyrokt nezabyvame jejich ob-
sahem, ale jejich pravdivostni hodnotou. Pravdivostni hodnotu slozeného vyroku urc¢ime
z pravdivostnich hodnot jednoduchych vyrokt, z nichz je slozeny vyrok vytvoren. Prav-

Neprsi.

q:

Nejedu k babicce.
Prsi a jedu k babicce.

Prsi nebo jedu k babicce.

Jedu k babicce.

Bud prsi, nebo jedu k babicce.
Jestlize prsi, pak jedu k babicce.
Prsi prave tehdy, kdyz jedu k babicce.

divostni hodnoty zakladnich slozenych vyrokt uvadi tabulka 1.2.




Priklad 1.3 Je dana dvojice vyroku p, ¢, z nichz p je pravdivy a ¢ nepravdivy:

p:  Cislo 6 je délitelné t¥emi. q: Cislo 12 je nasobkem ¢isla 5.
Z vyroku p, q utvorte slozené vyroky —p, =q, pAq, pV g, p NV ¢, p = q, p <& qas
vyuzitim tabulky 1.2 rozhodnéte, které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé.

Resent:
—p: Cislo 6 neni délitelné tfemi. (nepravdivy vyrok)
—q:  Cislo 12 neni nasobkem ¢&isla 5. (pravdivy vyrok)
pAq: Cislo 6 je délitelné tfemi a zaroveni ¢islo 12 je nasobkem ¢isla 5.
(nepravdivy vyrok)
pV q: Cislo 6 je délitelné tfemi nebo ¢islo 12 je nasobkem &isla 5. (pravdivy virok)
pV q: Bud je ¢islo 6 délitelné tiemi, nebo ¢islo 12 je ndsobkem ¢isla 5.
(pravdivy vyrok)
p = q: Jestlize ¢islo 6 je délitelné tiemi, pak ¢islo 12 je nasobkem cisla 5.
(nepravdivy vyrok)
p < q: Cislo 6 je délitelné tiemi pravé tehdy, kdyz ¢islo 12 je nasobkem ¢isla 5.
(nepravdivy vyrok)

Poznamka 1.3 Jednoduché vyroky p, ¢ a slozené vyroky z nich vytvorené vz piikladu
1.3 1ze zapsat pomoci matematické symboliky takto:

p: 316, g 5112, -p: 3 /6,
-q: 5 f12 pAq 3|6 A 5|12, pVaqg 3|6V 5|12,
pVqg 3|6V 5|12 p=q 3|6=5]|12 peq 364512
Priklad 1.4 Zformulujte negace jednoduchych vyroki a urcete jejich pravdivostni
hodnoty:
p1: 3+95 <8,

pa: Cislo 6 je prvoéislo.
pst V32 =28,
ps: Cislo 5 neni délitelem &isla 100.
ps: D46 > 2.
Resent:
—p1: 3+ 5> 8, (pravdivy vyrok)
—po:  Cislo 6 neni prvoéislo. (pravdivy vyrok)
—p3: /32 # 2¢/8, (nepravdivy virok)
—ps: Cislo 5 je délitelem ¢isla 100. (pravdivy vyrok)
—ps: b+ 6 < 2. (nepravdivy vyrok)

V nésledujicim textu vymezime soubor znakt, s nimz operujeme ve vyrokové logice.
Tento soubor nazyvame abecedou vyrokové logiky a tvoii jej

znaky pro vyrokové proménné: p, q, r, s,...

znaky pro konstanty P a N, kde P, resp. N znaci pravdivy, resp. nepravdivy vyrok,
znaky pro logické spojky: =, A, V, V, =, <,

pomocné znaky: (), [], { }.
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Pomoci vyse uvedenych znaku abecedy vyrokové logiky mutzeme vytvaret tzv.
vyrokové formule. Tvofime je podle nasledujicich pravidel:

1. Kazda vyrokova proménna p, q, r, s,... je vyrokovou formuli.

2. Konstanty P a N jsou vyrokové formule.

3. Jestlize vyrazy p, g jsou vyrokové formule, potom i =p, ¢, pAq, pVq,pV q, p = q,
p < q jsou vyrokové formule.

4. 7Z&dné jiné vyrazy nejsou vyrokové formule.

Vyrokova formule je tedy takovy zapis, ktery obsahuje vyrokové proménné, logické
spojky a zavorky, ze kterého po dosazeni konkrétnich vyrokd za vyrokové proménné
dostaneme vyrok. Vyrokovymi formulemi vyjadiujeme sled logickych operaci, pii jejichz
tvorb& budeme vychézet z néasledujicich zasad:*

e logické operace v zavorkach maji prednost pred logickymi operacemi vné zavorek,
e znak — mé prednost pred ostatnimi logickymi spojkami,
e logické spojky A, V, V maji pfednost pied logickymi spojkami =, <.

Priklady vyrokovych formuls:

[ ]

e D Vr R

o (rA=q)V(-pAg),

o [p=aA(@=r)]={@=q.
Poznamka 1.4 Vymezenim pojmu pro vyrokovou formuli vyse je zfejmé, zZe libovolna
posloupnost vytvorena ze znakt abecedy vyrokové logiky nemusi byt vyrokovou formuli.
Napfiiklad posloupnosti znaki (p = ¢)A nebo (p =) V ¢ nejsou vyrokové formule.

Priklad 1.5 Zapiste prostfednictvim vyrokovych formuli nasledujici slozené vyroky:

Prijde Adam, ale Filip ne.
Ze sourozencu Adam, Filip pfijde nejvyse jeden.
Ze sourozenctu Adam, Filip pfijde alespon jeden.

NSRS

d) Ptijde Adam a Filip.

e) Bud pfijde Adam nebo Filip.

f) Kdyz prijde Adam, tak nepfijde Filip.

g) Prijde pravé jeden ze dvojice Adam, Filip.

h) Z trojice Adam, Filip, Katka pfijdou vSichni.

i) Z trojice Adam, Filip, Katka nepfijde nikdo.

j)  Jestlize ptijde Adam, pak nepfijde ani Filip ani Katka.
k) Jestlize pfijde Adam a Filip neptijde, pak ptijde Katka.

—
~—

Katka s Filipem pfijdou pravé tehdy, kdyz neptijde Adam.

Reseng:

'Rada publikaci, které se zabyvaji vyrokovou logikou, vychazi pfi tvorbé vyrokovych formuli z odlis-
nych zasad. My jsme pravidla pro tvorbu vyrokovych formuli pfevzali z publikace (Bartsch, 1987).



Oznacme vyroky:
a: Prijde Adam. f: Prijde Filip. k: Prijde Katka.

Symbolické zapisy slozenych vyrokt prostfednictvim vyrokovych formuli jsou

a) a A, b) ~aV —f, c)aVf, d)anf,
e)aV f, f)a=~f, g aVf, h) a A f Ak,
i) ma A= f A -k, j) a= (=f N—k), k) (aN=f) =k, ) (A f) < —a.

Pravdivostnim ohodnocenim vyrokové formule rozumime urceni jeji pravdi-
vostni hodnoty v zavislosti na pravdivostnich hodnotach vyrokovych proménnych, z nichz
je slozena. Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule provadime na zakladé tabulky prav-
divostnich hodnot 1.2.

Priklad 1.6 Provedte pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule

p=(@=r)]elPpArg=r1]

Reseni: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule provedeme pomoci tabulky, do je-
jihoz zahlavi nejdiive zapiSeme zadanou vyrokovou formuli. Do tabulky dale zapiSeme
pod vyrokové proménné p, g, r (zleva) vSechny variace jejich moznych pravdivostnich
hodnot. Nasledné ohodnotime vyrokové formule v kulatych zavorkiach ¢ = rap A ¢
(tj. jejich pravdivostni hodnoty zapiSseme do tabulky pod jejich pfislusné logické spojky)
a analogicky vyrokové formule v hranatych zavorkiach p = (¢ = r) a (p A q) = r. Prav-
divostni hodnoty téchto slozenych vyrokovych formuli ur¢ime dle tabulky 1.2. Na zavér
ohodnotime vyrokovou formuli s hlavni logickou spojkou < opét dle tabulky 1.2.

b = (¢ = 7] & [ AN g = 7
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 0 1
0o 1 1 1 1 1 0 1
01 1 0 0 1 0 1
o 1 0 1 1 1 0 1
01 0 1 0 1 0 1

S ohledem na pravdivostni ohodnoceni vyrokovych formuli rozliSujeme nasledujici
typy:

1. Tautologie je vyrokova formule, ktera pro libovolné pravdivostni hodnoty svych
vyrokovych proménnych nabyva vzdy pravdivostni hodnotu 1.

2. Kontradikce je vyrokova formule, ktera pro libovolné pravdivostni hodnoty svych
vyrokovych proménnych nabyva vzdy pravdivostni hodnotu 0.

3. Splnitelné formule je vyrokova formule, ktera neni kontradikce ani tautologie.
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Poznamka 1.5 Vyrokova formule [p = (¢ = r)] < [(p A q) = 7] z piikladu 1.6 je
tautologie (vzdy pravdiva), viz 6. sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot.

Priklad 1.7 Dokazte, ze vyrokova formule p V —p je tautologie a vyrokova formule
p A —p je kontradikce.

Reseni: Diikaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

Pl p | pVp | pATp
1 0 1 0
1 1 0

Piiklad 1.8 Dokazte, ze vyrokova formule [(p = ¢) A (¢ = )] = (p = r) je tautologie.

Reseni: Diikaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

<
~—

(r = o AN (¢ = 1) (p

1 1 1 1

=
1
1
1
1
1
1
1
1

H»—‘»—‘HOHO»—‘U,

[ elNeNell S
— R RO O
OO = M= OO
O OO OO
R, O, R~~~k O
O RO RO FkOK

Poznamka 1.6 Maji-li dvé vyrokové formule v; a vy stejnych vyrokovych proménnych
stejné pravdivostni ohodnoceni, pak se nazyvaji logicky ekvivalentni vyrokové for-
mule. Zapisujeme je symbolem v; ~ wvy. Je ziejmé, ze vyrokova formule v; < vy je
tautologii. Po dosazeni jednoduchych vyroki za vsechny vyrokové proménné do logicky
ekvivalentnich vyrokovych formuli v; a vy ziskdme dvojici vyrokt, které nazyvame logicky
ekvivalentni vyroky.

Piiklad 1.9 Dokazte, Ze vyrokové formule —(p < ¢) a (p A —q) V (=p A q) jsou logicky
ekvivalentni.

Reseni: Provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule

[—(p e 9] [(pA—q)V (—pAqg).

Dukaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

- e d = [ A~ V (tp A q)
0 I 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
1 10 0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 00 1 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
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Z tabulky je patrné, ze vyrokova formule [-(p < ¢)] < [(p A —q) V (-p A q)]
je tautologie. Vyrokové formule —(p < ¢) a (p A —q) V (-p A ¢) jsou tedy logicky
ekvivalentni, nebot maji stejné pravdivostni hodnoty. Skute¢nost, Ze se jedna o logicky
ekvivalentni vyrokové formule, zapiSeme

“(peq)~@A-qV(pAg).
Priklad 1.10 Uvazujme vyroky

s: 'V sobotu bude prset.
n: 'V nedéli bude prset.
p:  Pljdeme na prochazku.

Zapiste symbolicky slozené vyroky

v1: Jestlize bude v sobotu nebo v nedéli prset, pak neptijdeme na prochazku.
ve: Jestlize ptijdeme na prochéazku, pak nebude prset ani v sobotu ani v nedéli.

a rozhodnéte, zda jsou vyroky vy, vy logicky ekvivalentni.

Resent: Slozené vyroky vy, v, zapiSeme symbolicky pomoci vyrokovich promén-
nych s, n, p nasledovné:

v1: (sVn)= -p, ve: p= (s A -m).

Provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule [(s V n) = —p] < [p = (=s A —n)]
pomoci tabulky pravdivostnich hodnot:

GV = 9 & b = (s A )
1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 O 0 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0o 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
0O 0 O 1 0 1 1 1 1 1 1
0O 0 O 1 1 1 0 1 1 1 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, ze vyrokova formule
[(s Vn) = —p] & [p= (s A )]
je tautologie a slozené vyroky vy, vs jsou logicky ekvivalentni, tj. v ~ vs.

Pti hlubsim studiu matematiky se vyuziva fada ekvivalentnich vyrokovych formuli.
Zékladni ekvivalentni vyrokové formule vyjadiujici komutativnost konjunkce a disjunkce
vyrokt jsou uvedeny ve vztazich 1.1 a 1.2. Mezi zakladni ekvivalentni vyrokové formule,
které vyjadiuji asociativnost konjunkce a disjunkce vyroki, fadime vztahy 1.3 a 1.4:

(pAq)~ (g ADp), (1.1)
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(pVaq)~(qVp), (1.2)
PAg) AT ~pA(gAT), (1.3)
(pVaVr~pVi(gVr), (1.4)

Ekvivalentni vyrokové formule vyjadiujici vzajemnou distributivnost konjunkce a
disjunkce vyroki zaznamenavaji vztahy 1.5 a 1.6.

pA(@VT)~(PAgQV(pAT), (1.5)

pVgAr)~ (Vg ApVr), (1.6)

Ekvivalentni vyrokové formule 1.7 a 1.8 nazyvame de Morganovymi zakony a po-
uzivame je spolecné se vztahy 1.9, 1.10, 1.11 pfi negovani slozenych vyrok.

~(pVq) ~—pAg, (1.7)
(pAq) ~p Vg, (1.8)
~(pVa) ~peg, (1.9)
~(p=q) ~p Ay, (1.10)
~(peq) ~p Vg, (1.11)

Ekvivalentni vyrokové formule 1.12, resp. 1.13, resp. 1.14 nazyvame zakon dvojité
negace, resp. zakon o vylouceni tieti moznosti, resp. zakon sporu.

=(=p) ~ p, (1.12)
(pV—p)~ P, (1.13)
(p A —p) ~ N. (1.14)

Bézné pouzivané ekvivalentni vyrokové formule uvadi vztahy 1.15 a 1.16.

peqg~@=q9 N (= Dp), (1.15)

p=q~-pVg. (1.16)

Ponechavame na samotném c¢tenari, aby si vySe uvedené tautologie 1.1 - 1.16 ovéril
pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.
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Priklad 1.11 Zapiste symbolicky slozené vyroky a zformulujte jejich negace dle pravidel
1.7-1.11:

a) Dam si zmrzlinu nebo ¢okoladu.
b) Nedam si zmrzlinu ani ¢okoladu.
c) Jestli si ddm zmrzlinu, nedam si ¢okoladu.
d) Zmrzlinu si ddm, kdyZ si neddm ¢okoladu.
Resent: Ozna¢me vyroky:
p:  Dam si zmrzlinu. q: Dam si ¢okoladu.

Slozené vyroky a jejich negace urcené pomoci pravidel 1.7 - 1.11 zapiSeme sym-
bolicky prostfednictvim vyrokovych formuli takto:

slozeny vyrok | negace slozeného vyroku
a) PV —pA g
b) | —pA—q pVa
c) p=q pAq
)| pe—g PV ~q

Negace slozenych vyrokt z tabulky zapiseme slovy takto:

a) Nedam si zmrzlinu ani ¢okoladu.

b) D&am si zmrzlinu nebo ¢okoladu.

c¢) Dém si zmrzlinu i ¢okoladu.

d) Bud si ddm zmrzlinu, nebo si neddm ¢okoladu.

Priklad 1.12 Zapiste symbolicky sloZené vyroky a zformulujte jejich negace dle pravidel
1.7 - 1.11:

) 3> — 3\
) 2\6:$ 12
c) 1+1=3V 2.5=10.

Reseni: Oznac¢me vyroky:

a) r: 3>-5h s: 3|15
b) t: 2|6 w212
c) v: 14+1=3 w: 2-5=10

Slozené vyroky a jejich negace urcené pomoci pravidel 1.7 - 1.11 zapiSeme sym-
bolicky prostfednictvim vyrokovych formuli takto:

slozeny vyrok | negace slozeného vyroku
a) rAS —rV —s

b) t=u tA—u

c) vVw v A\ —w
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Negace slozenych vyroku z tabulky zapiSeme matematicky takto:

a) 3<-5V 3 f15.
b) 2[6 A2 J12.
¢) 1+1#3 A 2-5%#10.

V zéavéru tohoto odstavce uvedeme slovni tlohu, pfi jejimz feseni vyuzijeme znalosti
z vyrokové logiky.

Priklad 1.13 Tri stroje v dilné jsou v provozu podle néasledujicich podminek: Pracuje-li
prvni stroj, pracuje i druhy. Pracuje druhy nebo tieti stroj. Nepracuje-li prvni stroj, ne-
pracuje ani tfeti. Kolik existuje riznych situaci, pfi nichz jsou splnény vSechny podminky?

Resent:
Oznacme vyroky:

p:  Pracuje prvni stroj. d: Pracuje druhy stroj. t:  Pracuje tieti stroj.

Zadané podminky pro vyroky p, d, t vyjadfime prostifednictvim slozenych vy-
roku takto: p = d, d Vt, =p = —t. Situaci, kdy uvedené slozené vyroky jsou soucasné
pravdivé, zapiSeme vyrokovou formuli (p = d) A (d V t) A (—p = —t), jejiz pravdivostni
ohodnoceni je urceno v tabulce:

pld|t||-p|—-t|p=d|dVt|-p=-t|(p=d AdVL)A(-p= —t)
1/1]1] 010 1 1 1 1
1110} 0 |1 1 1 1 1
1jo|1] 0|0 0 1 1 0
1{o]|0] 0|1 0 0 1 0
O[1]|1] 110 1 1 0 0
oj1]0] 1|1 1 1 1 1
0[0|1] 11]0 1 1 0 0
0(0j0| 1|1 1 0 1 0

7 posledniho sloupce tabulky je zfejmé, ze vyrokova formule
(p=d)N(dVt)N(-p=—t)
je pravdiva ve t¥ech piipadech. Uloha m4 tedy tii FeSent:
1. vSechny tii stroje pracuji soucasné,

2. pracuje prvni a druhy stroj, tfeti stroj nepracuje,
3. pracuje jen druhy stroj.
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1.2 Uvod do teorie mnoZin

V matematice se pfi hlubsim zkoumani vyrokt neobejdeme bez pojmu mnozina, ktery je
jednim ze zakladnich pojmt matematiky, jehoz intuitivni pojeti je zalozené na predstave
souboru. V bézném jazyce pouzivame v konkrétnich situacich misto pojmu mnozina
jinych nazv, jako napfiklad hromada (brambor), skupina (lidi), stddo (ovci), sbirka
(zndmek) apod. Mnozinu charakterizujeme jako soubor (souhrn, skupinu) navzijem
riznych objektt, kdy u kazdého objektu nastane pravé jedna ze dvou moznosti - bud do
uvazovaného souboru patri, nebo nepatii. Poznamenejme, ze uvedené formulace mnoziny
neni jeji definici, je to pouze intuitivni popis pojmu mnoziny, ktery je pro ucely skolské
matematiky dostacujici.

Priklady mnoZin:

mnoZina obyvatel Ceské republiky,

mnozina studentt 1. roéniku na Masarykové univerzité v Brné v roce 2019,
mnozina zvirat zijicich na Mésici,

mnozina bodl na piimce,

mnozina vSech pfirozenych ¢isel.

Mnoziny budeme oznacovat velkymi tiskacimi pismeny, napi. A, B, M, pripadné
velkymi psacimi pismeny, napt. A, B, M... Jednotlivé objekty, které do dané mnoziny
patii, nazyvame prvky mnoziny. Znacime je zpravidla malymi tiskacimi pismeny, napft.
a, b, x,y.

Skutecnost, ze objekt a patii do mnoziny A, zapisujeme a € A.

Zapis a € A ¢teme: ”prvek a je prvkem mnoziny A”,
"prvek a nalezi mnoziné A”,
"prvek a patii do mnoziny A,
"prvek a nalezi do mnoziny A”.

Skutecnost, ze objekt b neni prvkem mnoziny A, zapisujeme b ¢ A.

Zapis b ¢ A ¢teme: ”prvek b neni prvkem mnoziny A”,
"prvek b nenalezi mnoziné A”,
"prvek b nepatii do mnoziny A”,
"prvek b nenélezi do mnoziny A”.

Je patrné, Ze pro kazdou mnozinu A a pro kazdy objekt a nastane pravé jedna z téchto
dvou moznosti: bud a € A, nebo a ¢ A.

Mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek, nazyvame prazdnou mnozinou a znacime ji
symbolem () nebo {}. MnoZiny, které obsahuji alespoii jeden prvek, nazyvame neprazdné.

Mnozina muze byt uréena vyctem prvku, jestlize vyjmenujeme vSechny jeji prvky.
Pokud naptiklad mnozina A obsahuje prvky 1, 2, 3, 4, potom mnozinu A zapiSseme vyctem
prvki A = {1,2,3,4}, tj. do slozenych zavorek vypiseme vSechny prvky, které mnoziné
A nélezi. V tomto piipadé pak vyrazy 1 € A, 3 € A jsou pravdivé vyroky, vyraz 5 ¢ A
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je vyrok nepravdivy. Na tomto misté je uziteéné prijmout dohodu, ze kazdy prvek, ktery
do mnoziny patii, budeme zapisovat do slozenych zavorek pravé jednou. Je ziejmé, ze
vyctem prvki mizeme urcit jen konecné mnoziny.

Mnozina muze byt dale urcena charakteristickou vlastnosti. Pro vymezeni mno-
ziny pomoci charakteristické vlastnosti je tieba zavést pojem vyrokové formy, se kterym
budeme pracovat v nasledujicim odstavci 1.3. Poznamenejme, Ze problematikou mnozin se
budeme podrobné zabyvat v kapitole 1.4 a ke zptisobu urc¢eni mnoziny charakteristickou
vlastnosti se vratime v odstavci 1.4.1, kde si ho vSimneme vyznamné;ji.

1.3 Vyrokové formy

Vyrokova forma v(z) jedné proménné z je vyraz obsahujici proménnou x, ze kterého
ziskdme po dosazeni objektu za proménnou x vyrok.

Kazdé vyrokové formeé jedné proménné x pritazujeme dvé mnoziny, tzv. defini¢ni obor
vyrokové formy a tzv. obor pravdivosti vyrokové formy, které zavedeme v nasledujicim
textu.

Definiénim oborem vyrokové formy v(x) jedné proménné z rozumime mnozinu D,
pro jejiz libovolny prvek po dosazeni za proménnou x dostaneme vyrok.

Obor pravdivosti vyrokové formy v(z) jedné proménné = rozumime mnozinu P,
pro jejiz libovolny prvek po dosazeni za proménnou x dostaneme pravdivy vyrok.

Priklady wvyrokovych forem jedné proménné (v zavorce je uveden jejich defini¢ni

obor):

o u(x):2x—-T7<5 (x € Z),
o w(r):2?—6r+4=0 (z € R),
o wus(y):ly—3[<2 (v € R),
o vy(z): Cislo z je délitelné sedmi. (z € N),
o u5(2):2]18 (z € N).

Vyrokova forma v(xq, xs, ..., z,,) vice proménnych zq, xs, ..., T, je vyraz obsahujici
proménné i, T, ..., T,, z€ kterého ziskdme po dosazeni objekti za proménné x4, xs, ..., T,
vyrok (n € N).

Priklady vijrokovych forem wice proménnych (v zévorce je uveden jejich defini¢ni

obor):

o u(x,y):2x+3y<5b (x,y € Z),
o wy(r,y):2?+y =4 (v,y € R),
o u3(x,y,2):de+y—32=4 (x,y,z € R),
o vy(x,y): Cislo z je délitelné ¢islem 3. (z,y € N).
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Tabulka 1.3: Tabulka zakladnich slozenych vyrokovych forem

Slozena vyrokova forma | Nazev slozené vyrokové formy
—p(x) negace vyrokové formy
p(x) A q(x) konjunkce vyrokovych forem p(x), g(x)
p(z) V q(x) disjunkce vyrokovych forem p(x), q(z)
p(z) V q(x) ostra disjunkce vyrokovych forem p(zx), ¢(x)
p(z) = q(x) implikace vyrokovych forem p(z), ¢(z)
p(x) & g(x) ekvivalence vyrokovych forem p(x), g(x)

Priklad 1.14 Zapiste vsechny vyroky, které ziskate dosazenim do vyrokové formy za
proménnou z a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

a) =+ 7 <10, kde mnozina D = {1,2,3,4,5} je defini¢ni obor proménné z,
b) 2x+4 =0, kde mnozina D = {0, —1, —2} je defini¢ni obor proménné z,
c) 3|z, kde mnozina D = {0,1} je defini¢ni obor proménné z,
Reseni: Dosazenim prvki z defini¢niho oboru za proménnou z ziskdme vyroky:

a) 1+7<10;2+ 7 < 10. (pravdivé vyroky)

3+7<10;447<10; 5+ 7 < 10. (nepravdivé vyroky)
b) 2:-0+4=0;2-(—1)+4 =0. (nepravdivé vyroky)

2. (—2)+4=0. (pravdivy vyrok)
c) 3|0 (pravdivy vyrok)

3|1 (nepravdivy vyrok)

1.3.1 SloZené vyrokové formy

Z vyrokovych forem p(x), q(z), které maji stejny definiéni obor D, je mozno prostied-
nictvim logickych spojek (obdobné jako u vyroku) vytvaret sloZzené vyrokové formy.
Zakladni slozené vyrokové formy jsou uvedeny v tabulce 1.3.

Priiklad 1.15 Zapiste

a) konjunkci vyrokovych forem = < 5, x > 2 s defini¢nim oborem R,
)

b) disjunkci vyrokovych forem x <1, x > 2 s definicnim oborem R,
c) 1mphkac1 vyrokovych forem 6 | z, 2 | s defini¢nim oborem N.
Res

a

) x<5/\x>2 kde x € R,
b) z<1Vz>2 kdexeR,
c) 6|lz=2|z, kdexeNlN
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Priklad 1.16 Pokud to lze, utvoite tfi pravdivé a tii nepravdivé vyroky dosazenim za
proménné x, y, z do zadané vyrokové formy:

a) 3—x =10, kde z € Z,

b) 2x+3<7, kde r € N,

c) y=xz—5Vy=x+5, kde x,y € Z,
d) z|ly=vy]z kde z,y,z € Z,

(x<yANy<z)=zx<z kdezy z€Z.

(@)
~—

Poznamka 1.7 Negovanim vyrokové formy v(x) rozumime vytvofeni jeji negace —v(x).
Pravidla pro negace slozenych vyrokovych forem jsou uvedena v tabulce 1.4. Porovnejte
tato pravidla s pravidly pro negovani slozenych vyrokt, viz vztahy 1.7 - 1.11 z odstavce
1.1.2.

Priklad 1.17 Jsou dany vyrokové formy

vi(z): x>5, kdex €N,
ve(z): 7|z, kdexeN.

Zformulujte slozené vyrokové formy dle zadani a vyslovte jejich negace.

a) v1(z) Awve(z), b) wvi(x) Vve(x),
c) vi(x) = va(x), d) wvi(z) & ve(x).
Reseni:
a)  vi(z)Avg(x): = >HAT]|x, b)  wvi(z)Vu(z): x>5VT7|x,
c) wvi(x)=uv9(x): =>5=T7]|z, d) wn(r)e wvn): z>5&7]|.

V dalsim kroku uré¢ime negace vyrokovych forem vy (z), va(z):

—w(z): <5, kdexeN,
—wy(z): 7 fx, kdez e N.

Negace slozenych vyrokovych forem urc¢ime dle tabulky 1.4, pricemz

a) —wi(x)V-w(z): z<5VT [z, b) —wi(z) A-wa(x): x<HAT fux,
c)  wv(x)A-wa(x): =>HAT fx, d) vi(z) Vua(z): x>5V 7|

1.3.2 Kvantifikatory, kvantifikované vyroky

V pfedchozim textu jsme se zabyvali vyrokovymi formami. Vime, ze samotné vyrokova
forma nemé pravdivostni hodnotu. Pokud vSak dosazujeme do vyrokové formy za promén-
nou z (pfipadné za proménné xy, xs, , ..., T,) prvky z jejiho definiéniho oboru, dostavame
vyrok.

Vyroky lze vsak ziskat z vyrokové formy i jinym zptisobem, ktery si vysvétlime na prikladu
1.18.
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Priklad 1.18

Tabulka 1.4: Negace slozenych vyrokovych forem

Negace slozené vyrokové formy | Logicky ekvivalentni vyrokova forma
~(p() A q(z)) —p(x) V ~q(x)
~(p(z) v q(z)) —p(z) A ~q()
~(p(z) V q(z)) p(z) < q(x)
~(p(z) = q(2)) p(x) A ~q(x)
~(p(z) < q(2)) p(z) V q(x)
a) Uvazujme vyrokovou formu
vi(z) : 2 >0, kdexcR.

Defini¢nim oborem vyrokové formy v;(z) je mnozina vSech realnych ¢isel R. Pokud
ve vyrokové formé vi(x) dosadime za z libovolné redlné ¢islo, dostaneme vzdy
pravdivy vyrok, ktery muzeme zformulovat nékolika zptisoby:

e Pro kazdé realné ¢islo z plati vy (x).
e Pro vSechna redlnd ¢isla = plati vy(x).
e Pro libovolné redlné ¢islo x plati vy (z).

Symbolicky zapis vSech téchto vyroku je:

Ve €R:2? <0. (1.17)

Symbol V v zapise 1.17 nazyvame obecny kvantifikator.
Uvazujeme-li vyrokovou formu v;(z) a mnozinu D jeji defini¢ni obor, pak vyrok

Vo e D :v(x)
nazyvame obecny vyrok. Vyrok 1.17 je ptikladem obecného vyroku.

Uvazujme vyrokovou formu

vo(z) 12 + 1= (z+1)%, kdex eR.

Definiénim oborem vyrokové formy wvs(z) je mnozina vSech realnych cisel R.
Rovnost 22 + 1 = (z + 1)? zfejmé neplati pro vSechna redlna ¢isla z. Jestlize do
vyrokové formy wvy(x) dosadime za proménnou z napiiklad ¢islo 1, dostaneme
nepravdivy vyrok. Ale zfejmeé existuje realné ¢islo, které po dosazeni za x vytvori z
vyrokové formy wvy(x) vyrok pravdivy. Staci polozit x = 0. Tuto skutecnost mizeme
opét zformulovat nékolika zpiisoby:
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Tabulka 1.5: Zakladni kvantifikatory

Zakladni kvantifikator Oznaceni | Jazykovy vyznam

Obecny kvantifikator v pro kazdé, pro vSechny

Existenéni kvantifikitor 3 existuje (alespoii jeden)
Kvantifikdtor jednoznacné existence d! existuje pravé jeden, pro pravé jedno

e Existuje redlné ¢islo z, pro které plati vy ().
e Existuje alespori jedno reélné ¢islo x, pro které plati vg(x).
e Alespori pro jedno reélné ¢islo x plati ve(z).

Symbolicky zapis vSech téchto vyroku je:
JreR:2?+1=(z+1)% (1.18)

Symbol 3 v zapise 1.18 nazyvame existenéni kvantifikator.
Uvazujeme-li vyrokovou formu ve(z) a mnozinu D jeji defini¢ni obor, pak vyrok

dz € D : vy(x)
nazyvame existenéni vyrok. Vyrok 1.18 je piikladem existen¢niho vyroku.

Obecny a existenc¢ni vyrok, ktery jsme ziskali v prikladu 1.18, jsou tzv. kvantifiko-
vané vyroky (obsahuji ve své formulaci kvantifikitory). Kazdy kvantifikovany vyrok
ziskame tzv. kvantifikaci néjaké vyrokové formy tak, ze predfadime kvantifikdtor jeji
proménné z (piipadné kvantifikdtory vSem jejim proménnym zi, zs, , ..., Z,). Jednoduché
kvantifikované vyroky, s nimiz budeme v dal$im textu pracovat, ziskame kvantifikaci
jednoduché vyrokové formy jedné proménné jednim kvantifikatorem.

Nejcastéji uzivané kvantifikatory c¢teme prostfednictvim téchto jazykovych vyrazi:
kazdy, alespom jeden, Zddny, pravé jeden, nejvyse jeden, vsichni, apod. Zakladni kvantifi-
katory jsou uvedeny v tabulce 1.5.

Zakladni kvantifikované vyroky, které vzniknou kvantifikaci jednoduché vyrokové
formy v(z) proménné x € D pravé jednim ze zékladnich kvantifikdtort, uvadi tabulka
1.6.

Priklad 1.19 Zapiste symbolicky (uzitim kvantifikdtort) nésledujici obecné, resp.
existencni vyroky a rozhodnéte, zda jsou pravdivé, ¢i nepravdivé:

a) Pro kazdé realné ¢islo x plati 22 — 4z + 7 > 0.
b) Existuje redlné ¢islo z, pro které plati |z| = 0.
c) Existuje realné ¢islo x, pro které plati 22 = —2.
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Tabulka 1.6: Zakladni kvantifikované vyroky

Nazev kvantifikovaného vyroku | Symbolicky zapis | Slovni vyjadieni

Obecny vyrok Ve € D:v(z) | Prokazdéx e D plati v(z).

Existen¢ni vyrok Jx € D :v(x) Existuje alespoti jedno = € D, pro které plati v(x).
Vyrok o jednoznacné existenci ez € D:v(x) | Existuje pravé jedno z € D, pro které plati v(zx).
Resent:

a) VeeR:a2*>—4x+7>0. (pravdivy vyrok)

b) dzeR:|z|=0. (pravdivy vyrok)

c) dJreR:z?=-2 (nepravdivy vyrok)

Priklad 1.20 Prectéte a zapiSte slovy symbolicky zapis obecnych a existen¢nich vyroki
a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

a) VreN:az>T.
b) VxeR:|z|>0.
c) dJreZ:x*<1.
d) JreAd:z< -1 kde A={7,8,-3}.
Reseni:
a) Pro kazdé prirozené ¢islo z plati, ze x je vétsi nez 7. (nepravdivy vyrok)
b) Pro kazdé redlné ¢islo x plati, ze absolutni hodnota z x je vétsi nez 0.
(nepravdivy vyrok)
c) Existuje celé ¢islo z, jehoz druhd mocnina je mensi nez 1. (pravdivy vyrok)
d) Existuje ¢islo  z mnoziny A takové, Ze = je mensi nez -1. (pravdivy vyrok)

Priklad 1.21 Rozhodnéte o pravdivosti, resp. nepravdivosti kvantifikovaného vyroku:

a) VreN:|z|=uz, b) dreN:z ¢R, c) dJzreQ:x¢N,
d) yeN:ye¢Z, e) JreZ:x<0, f) VyeN:2 fy.

Resenid: Vjroky a), c), e) jsou pravdivé. Vyroky b), d), f) jsou nepravdivé.
V dalsim textu se budeme zabyvat pravidly pro negace jednoduchych kvantifikovanych

vyroki s jednim kvantifikatorem, ktera jsou shrnuta v tabulce 1.7. Tato pravidla lze slovy
popsat nasledujicim zptisobem:

1) V negovaném kvantifikovaném vyroku zaménime kazdy kvantifikitor V obecného
vyroku existen¢nim kvantifikdtorem 3 a naopak kazdy kvantifikdtor 3 existenc¢niho
vyroku obecnym kvantifikdtorem V.

2) Vyrokovou formu v negovaném kvantifikovaném vyroku nahradime jeji negaci.
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Tabulka 1.7: Obecny a existenc¢ni kvantifikovany vyrok a jeho negace

Kvantifikovany vyrok Jeho negace

Obecny vyrok Vo € D : v(x) Existen¢ni vyrok 3z € D : —w(x)

Existen¢ni vyrok 3z € D : v(x) | Obecny vyrok Vo € D : v(x)

Priklad 1.22 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroku dle tabulky 1.7:

Kazdé prirozené cislo je sudé.

Ptisel alespon jeden c¢loveék.

Vsichni moji spoluzaci odmaturovali.
Z4dna divka z nasi tiidy nezpiva.
Nikdo nepftijel vlakem.

Nékdo je za dvefmi.

2ozeE

D
N— —

<

ent:
Alespon jedno prirozené ¢islo neni sudé.
Zadny ¢lovék nepfisel.
Alespon jeden z mych spoluzakt neodmaturoval.
Alespon jedna divka z nasi tiidy zpiva.
Nékdo prijel vlakem.
Nikdo za dvefmi neni.

—h
VQ/Q\Q/O“938<

Priklad 1.23 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroki z piikladu 1.19,
zapiste je symbolicky a rozhodnéte o jejich pravdivosti.
Resent:
a) Existuje alespoii jedno reélné ¢islo x, pro které neplati 22 — 4z + 7 > 0.
symbolicky zapis: 3z € R : 2% — 4z + 7 < 0 (nepravdivy vyrok)
b) Pro vSechna realna ¢isla « neplati |z| = 0.
symbolicky zapis: Vx € R : |x| # 0 (nepravdivy vyrok)
c) Pro vSechna redlna ¢isla x neplati 2* = —2.
symbolicky zépis: Vo € R : 2% # —2 (pravdivy vyrok)

Priklad 1.24 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroku z prikladu
1.21. Porovnejte pravdivostni hodnoty téchto negaci s pravdivostnimi hodnotami
pivodnich vyrokt.

Resent:
a) dreN:|z| #ux, b) VrzeN:zeR, c) VxeQ:xeN,
d) VyeN:yeZ, e) VYreZ:x>0, f) JyeN:2|y.

Vyroky b), d), f) jsou pravdivé. Vyroky a), c), e) jsou nepravdivé.
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Tabulka 1.8: Negace slozenych kvantifikovanych vyroki

Slozeny obecny vyrok

Jeho negace

Slozeny existenc¢ni vyrok

Jeho negace

VreD:p(x

VereD:px

< < >
Q
&

VreD:p(x

()
(z)
Ve e D :p(x)
(z)
(z)

VreD:p(x

dz € D : —p(z) V ~q(x)
Jdz € D : —p(z) A —q(x)
Jz € D:p(x) & q(x)
dz € D : p(x) A —q(z)

Jz € D:p(x) V q(x)

Vo € D : =p(x) V —q(x)
Vz € D : —p(x) A —qx)
Vr e D :p(zx) < q(x)

Vo € D :p(z) A —q(z)

Vo € D :p(x) v q(z)

Kvantifikované vyroky se slozenou vyrokovou formou se neguji kombinaci pravidel
pro negovani jednoduchych kvantifikovanych vyrokt s pravidly pro negovani slozenych
vyrokovych forem viz tabulka 1.8.

Priklad 1.25 S vyuzitim tabulky 1.8 negujte sloZzené kvantifikované vyroky, zapiste je
symbolicky a zjistéte, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé.

a) dJreR:22>9 A z< 5.
b) dJzreN:xz#4V z|8.

¢) VeeR:22=-2V |z|>0.
d) VeeN:z|2 A z]3.
Resent:

a) VeeR:22<9 VvV x> 5.

(
b) VxeN:x=4 Az /8. (
¢) JreR:2?2# -2 A |z|<0. (pravdivy vyrok)
d) JzeN:z f2V z [f3 (

1.3.3 Ulohy k procviéeni

nepravdivy vyrok)
nepravdivy vyrok)

pravdivy vyrok)

1. Urcete, které ze zadanych sdéleni jsou, resp. nejsou vyroky pripadné hypotézy. V
pripadé vyroki stanovte jejich pravdivostni hodnotu.
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Vstupte!

4+7<2

Cislo 7 je prvoéislo.

Cislo 29 neni prvodislo.

Dnes je 23. srpna.

3+ =7

Venku sviti slunicko.

V zimé pojedeme na hory.

Btih existuje.

Matematicka olympiada.

Pro kazdé redlni ¢islo = plati 22 > 0.
Existuje alesponi jedno realni ¢islo x, pro které neplati 22 > 0.
a+b—3

o
— —

2o

— e e - O
= ., 57 0”

g

[\

. Vezméte libovolny psany text z casopisu nebo novin a vyberte z néj véty, které

a) jsou vyroky, b) nejsou vyroky.

w

. Zéci prvniho stupné zakladni skoly pronasi pfi vyucovani v matematice rtizné vyroky.
Nahlédnéte do prislusnych ucebnich textd a tvorte a zapiste vyroky, k jejichz vy-
sloveni je zék veden. Uvedte pravdivé vyroky, které zék vyslovuje, kdyZ odpovida
spravné. Uvedte i nepravdivé vyroky, které zak vyslovuje, kdyz odpovida chybné.

4. Je dana dvojice vyroku p, ¢, z nichz jeden je pravdivy a druhy nepravdivy:
p: 22 £ 4 (nepravdivy vyrok), ¢: 8 <9 (pravdivy vyrok).

Utvoite slozené vyroky —p, =q, pANq, pVq, p NV q, p = q, p < q a roz

hodnéte s vyuzitim tabulky pravdivostnich hodnot 1.2, které z nich jsou pravdivé a
které nepravdivé.

[9)

. Zapiste symbolicky zadané vyroky. Strucné zformulujte jejich negace a zapiste je
symbolicky.

a) Mrzne, ale nefouka.

b) Nemrzne ani nefouka.

c) Jetlize foukd, nemrzne.

d) Nemrzne nebo fouka.

e) Fouka jen tehdy, kdyz nemrzne.
f)  Bud nefouka, nebo mrzne.

6. Zapiste symbolicky nasledujici vyroky:

a) Koupim limonadu, zmrzlinu a jahody.
b) Kdyz koupim limonadu, nekoupim zmrzlinu ani jahody.
¢) Koupim limonddu nebo jahody jen tehdy, kdyz nekoupim zmrzlinu.



25

7. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrokii:

Jestlize 8 — 2 = 5, potom 8 > 10.

Jestlize 8 — 2 =5, potom 5+ 6 = 11.

Jestlize 8 — 2 = 6, potom 5 -6 = 15.

Jestlize ¢islo 756 je délitelné c¢islem 12, pak cislo 2331 je délitelné c¢islem 33.
Cislo 1764 je délitelné ¢islem 18 pravé tehdy, kdyz ¢islo 105 je délitelné éislem 7.
8§>10 & -5 < —-10

g) 8+5=13 & 5.6=11

RSN

- D
SN— —

8. Necht p,q,r, s jsou Ctyfi vyroky, z nichz vyroky p, ¢ jsou pravdivé a vyroky r, s
jsou nepravdivé. Rozhodnéte o pravdivostni hodnoté nasledujicich slozenych vyrok:

a) pvVr, b) p=r, c) r=p, d) s<& g,
) s=g¢ f) -, g h) (pvr)=q,
i) —pV-og, §) (VAT k) s=(pAg), 1) (rVs)=(-pA—q).
9. Provedte pravdivostni vyhodnoceni néasledujicich vyrokovych formuli a rozhodnéte o
typu vyrokové formule, kde p, q, r, s, t, u jsou vyrokové proménné:

a) —(pV-p),

b) =(pA-p),

o) =q9=Ig=r)={@=r)),

d) [s=(tAu)]e[(s=1t)A(s=u),
e) —(pVgA(p=q)

10. Ovétte, ze jsou logicky ekvivalentni tyto dvojice vyrokovych formuli:

a) (pA—-q)V(-pAqg)apVyq,
b) —-pVgap=g,
c) =9 Ng=p apsaq

11. Urcete, kolik fadkt ma tabulka pravdivostnich hodnot pro vyrokovou formuli, v niz
se vyskytuje n vyrokovych proménnych, kde:

a) n=1, b) n=2, c) n=3, d) n=4.

12. Odpoveédi péti osob A, B, C, D, E pozvanych na slavnostni hostinu lze vyjadrit v
jazyce logiky takto:

a) Prijde A a pfijde B.

b) Piijde B nebo ptijde C.

c) Jestlize prijde C, pfijde D.

d) E ptijde pravé tehdy, kdyz piijde C.

Rozhodnéte, ktery z vyrokt je pravdivy, kdyz se z péti pozvanych osob
zadna nedostavila na hostinu.
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13. Zapiste symbolicky vyrok: "Pojedu do Londyna autobusem nebo letadlem a jestlize
v Londyné ztistanu cely vikend, ubytuji se v hotelu.”

14. V okamziku, kdy na chodbé dohlizejici ucitel uslysel finceni skla, byli ve tfidé zaci
A, B, C. Pii vysetiovani se zjistilo, Ze u okna byl nejvyse jeden z zakt A, B. Zak C
byl u okna prave, kdyz tam nebyl zak A. Kdyz B nebyl u okna, nebyl tam ani A.
Lze urcit pachatele v pripadé, ze byl jen jeden?

15. Jsou dany nésledujici vyroky:

p:  Nejsem lyzar nebo nejsem triatlonista.
q: Jestlize nejsem lyzaf, jsem triatlonista.

Z nasledujicich moznosti vyberte vyrok, ktery je ekvivaletni s vyrokem p a
vyrok, ktery je ekvivalentni s vyrokem g¢:

vy: Jestlize jsem lyzaf, pak nejsem triatlonista.
vy: Jestlize nejsem triatlonista, pak nejsem lyzar.
vy: Jsem triatlonista nebo jsem lyzaf.

16. Je dan vyrok
r: Jestlize mam auto, jedu k babicce.
Ze zadanych vyrokt vyberte takovy, jenz ma stejnou pravdivostni hodnotu jako
vyrok r:

Jedu k babi¢ce nebo nemam auto.

Jestlize nemam auto, nejedu k babicce.
Jestlize jedu k babicce, pak mam auto.
Jestlize nejedu k babicce, pak nemam auto.
e) Nemém auto nebo jedu k babicce.

2ezs

17. Vyberte kazdy obrazec na obrazku 1.1, ktery vyhovuje nésledujicim podminkam:

Obr. 1.1:
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18.

19.

20.

21

22

Obrazec je kruh nebo je cerny.

Obrazec je kruh a je cerny.

Neni pravdivé tvrzeni, ze obrazec je kruh a je cerny.
Obrazec neni kruh a neni cerny.

Neni pravdivé tvrzeni, ze obrazec je kruh nebo je cerny.
Obrazec je kruh a neni ¢erny.

Obrazec je kruh pravée tehdy, kdyz je cerny.

o
— —

2o

=
o

Zapiste symbolicky tyto vyroky, rozhodnéte o jejich pravdivosti a vytvoite jejich
negace:

a) p: Pro kazdé redlné ¢islo a plati (a + 1)? = a® + 2a + 1.

b) ¢ Existuje realné ¢islo b takové, Ze plati (b+ 1) = b + 1.

¢) 7 Pro kazdé realné ¢slo z plati va2 = |z].

d) s: Existuje takové realné ¢islo y, pro které plati y* — 6y + 15 = 0.
e) t: Existuje takové redlné ¢islo z, pro které plati 22 + 4 = 0.

Zapiste symbolicky tyto vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

Néktera piirozena &isla jsou vétsi nez 1030,
Je mozné urdit racionalni ¢islo vétsi nez ﬁ a mensi nez 1?%
Je mozné urcit raciondlni ¢islo vétsi nez —— a mensi nez —

101 102"
Pro libovolné realné &islo 2 je 22 — 10z + 100 > 0.

Nerovnici 22 — 20z + 120 < 0 nevyhovuje Zadné realné ¢islo.

Rozhodnéte o pravdivosti obecného a existencniho vyroku a utvoite jeho negaci.
Potom vyrok a jeho negaci zapiste pomoci kvantifikatoru:

p:  Existuje alespoii jedno realné ¢éislo a, pro které plati a* = 3.
b) ¢ Pro kazdé celé ¢islo b plati 3b + 1 > b.

r:  Pro kazdy trojuhelnik ABC' plati, ze soucet kterychkoli dvou vnitinich
1hl je vétsi nez thel pravy.

Rozhodnéte o pravdivosti, resp. nepravdivosti kvantifikovaného vyroku:

a) VreR:z?+#£ -1, b) VzeZ:|z| =z,
c) dJreQ:zeN, d) VeeN:zeZ,
e) YweZ:y>D0, f) JreN:2|uz.

Zformulujte negace jednoduchyjch kvantifikovanych vyroki z predchoziho piikladu.
Porovnejte pravdivostni hodnoty téchto negaci s pravdivostnimi hodnotami
puvodnich vyrokii.

a) dreR:a?=-1, b) Jz€Z:|z| # 2,
c) VeeQ:z¢N, d) JzxeN:z¢Z,
e) JyeZ:y<o, f) VeeN:2 fu.
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23. Ve véstirné sedéli tii bohové, ktefi odpovidali na otazky: Pravda (mluvi vzdy
pravdu), Lez (vzdy lze) a Moudrost (nékdy mluvi pravdu a nékdy lze). Do
véstirny prisel filozof, aby zjistil, jak sedi bohové vedle sebe (podle vzhledu
to nepoznal). Filozof se zeptal toho vlevo: "Ktery vedle tebe sedi?” a dostal
odpovéd ”Pravda”. Pak se zeptal toho prostfedniho: ”Kdo jsi?” a dostal odpovéd
"Moudrost”. Nakonec se obratil k pravému: "Ktery sedi vedle tebe?” a odpoveéd
znéla: "Lez”. Jak z téchto odpovédi filozof uhodl potadi bohi?

Vysledky:

1. pravdivé vyroky: c), 1),
nepravdivé vyroky: b), d), k),
vyroky, jejichz pravdivostni hodnota je ¢asové nebo mistné podminéna: e), g),
hypotézy: h), i),
jazykové vyrazy, které nejsou vyroky: a), f) (vyrokova forma), j), m).

4. —p: 22 = 4 (pravdivy vyrok),
—q: 8 > 9 (nepravdivy vyrok),
pAg (22 #4) N (8 <9) (nepravdivy vyrok),
pV g (22 #4)V (8 <9) (pravdivy vyrok),
pVq (22 #4)V (8 <9) (pravdivy vyrok),
p=q (22 #4) = (8 <9) (pravdivy vyrok),
p&q (22 #£4) & (8 <9) (nepravdivy vyrok).

5. Oznacme vyroky
m: Mrzne. f: Fouka.

Zadané vyroky zapsané symbolicky:

a) mA-f b) —-mA-f c) f=-m
d) -mVf e) f&-m f) —fvm

Negace slozenych vyrokt zapsané symbolicky a jejich slovni formulace:

a) —mV f: Nemrzne nebo fouka.

b) mV f: Mrzne nebo fouka.

c) f Am: Fouka a mrzne.

d) m A —=f: Mrzne a nefouka.

e) fV —m: Bud foukd, nebo nemrzne.

f) —f < m: Nefoukd jen tehdy, kdyz mrzne.

6. Oznacme vyroky:
[:  Koupim limonadu. z:  Koupim zmrzlinu. 7 Koupim jahody.

Zadané vyroky zapsané symbolicky:

a) mAzAj b) = (-zA—j) c) (IVy)e =z

7. Vyroky a), b), e), f) jsou pravdivé; vyroky c), d), g) jsou nepravdivé.
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8. Slozené vyroky a), c), e), h), k), 1) jsou pravdivé; slozené vyroky b), d), f), g), i), j)
jsou nepravdivé.

9. Tautologie jsou vyrokové formule b), c¢), d) . Kontradikce jsou vyrokové formule a), e).

10. a) Ztabulky pravdivostnich hodnot je patrné, ze vyrokové formule (pA—q)V(—pAq)
a p V q jsou logicky ekvivalentni.

(b AN 2q) vV (0p AN @ |p VMV ¢
1 0 0 0 0 0 1]1 0 1
1 1 1 1 1 0 01 1 0
0O 0 0 0 1 1 1]0 1 1
00 1 1 0 0 0[0 0 0

b) Z tabulky pravdivostnich hodnot je patrné, Zze vyrokové formule =pVqap = ¢
jsou logicky ekvivalentni.

-p vV q|p = ¢
0 1 1/1 1 1
0 0 0|1 0 0
1 1 1|0 1 1
1 1 0[0 1 0

c¢) Z tabulky pravdivostnich hodnot je patrné, Ze vyrokové formule (p = ¢)A (¢ =
p) a p < q jsou logicky ekvivalentni.

= 9 N (@ = plp & ¢
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 0

11. a) 2%adky, b) 4iadky, c¢) 8iadka, d) 16 Fadki.
12. Pravdivé jsou vyroky c), d).

13. Oznacme vyroky:
a: Pojedu autobusem. [:  Pojedu letadlem.
z: 'V Londyné ztistanu cely tyden. h:  Ubytuji se v hotelu.

Zadany sloZeny vyrok zapiSeme symbolicky: (a V I) A (z = h).

14. Ovéfime vyrokovou formuli D : (mAV =B) A (C < —A) A (=B = —A), viz tabulka:
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A|B|C||-A|-B|-Av-B|(C&s—-A|-B=-A|D
1111 0 0 0 0 1 0
11110 0 0 0 1 1 0
1101 0 1 1 0 0 0
1101]0 0 1 1 1 0 0
011 1 0 1 1 1 1
01110 1 0 1 0 1 0
01011 1 1 1 1 1 1
0101]0 1 1 1 0 1 0

Z tabulky pravdivostnich hodnot je ziejmé, ze slozeny vyrok D je pravdivy pouze v
pripadé, kdy okno rozbil zak C.

15. Oznacme vyroky:
[:  Jsem lyzaf. t: Jsem triatlonista.
S timto oznacenim pak ziskavame slozené vyroky

p: LV —t, g =t
vy: = —t, vo:  —t = -l vy: tVI.

jejichz pravdivostni hodnoty zapiseme do tabulky:

L1t -l —-t|p|lqg|v |v|uvs
1100 ]0O]1T,0|1]1
11001 |1]1,1]0]1
o1} 1|0 | 1(1]1]1]|1
O|(ojf 1|1 1(0]1]1]0

7 tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, Ze vyroky p, vy a g, v3 jsou ekvivalentni.
16. Oznacme vyroky:

p:  Mam auto.
q: Jedu k babicce.
r: Jestlize mam auto, jedu k babicce.

Pro toto oznaceni jsou zadané slozené vyroky zapsané symbolicky nasledu-

a) gV —p: Jedu k babi¢ce nebo nemam auto.

b) —p= —q Jestlize nemam auto, nejedu k babicce.

c) q = p: Jestlize jedu k babicce, pak mam auto.

d) -—q= —p: Jestlize nejedu k babicce, pak nemam auto.
e) —pV ¢: Nemém auto nebo jedu k babicce.

Vyrok r je zapsin symbolicky p = ¢. Provedeme pravdivostni ohodnoceni
zadanych slozenych vyrokd pomoci tabulky pravdivostnich hodnot:
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Pla|| 7P| q|Pp=q|qVp| P="q|q=p|q="p| PV(q
1111 0] 0 1 1 1 1 1 1
110 O 1 0 0 1 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0 0 1 1
010} 1 1 1 1 1 1 1 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, Ze vyroky a), d), e) jsou logicky ekviva-
lentni se zadanym vyrokem r.

17. a) 7 obrazcu (vSechny ¢erné obrazce a dva kruhy, které nejsou ¢erné).
b) 2 obrazce (dva ¢erné kruhy).

c¢) 10 obrazci (vSechny obrazce mimo dvou ¢ernych kruht).

e) 5 obrazcu.

)
)

d) 5 obrazci.
)

f) 2 obrazce (vSechny kruhy, které nejsou cerné).
)

g) 7 obrazct (dva Cerné kruhy a pét obrazcii, co nejsou ¢erné a nejsou kruhy).

18. a) p:Va€eR:(a+1)>=a*+2a+ 1. (pravdivy vyrok)
—p :Ja€R: (a+1)*# a®+ 2a+ 1. (nepravdivy vyrok)
—p : Existuje realné ¢&islo a, pro které neplati (a + 1)* = a® + 2a + 1.
b) ¢ :3FbeR:(b+1)* =0+ 1. (pravdivy vyrok; b = 0)
=g :VbeR: (b+ 1) # b+ 1. (nepravdivy vyrok)
—q : Pro viechna realna ¢isla b plati (b + 1)3 # b3 + 1.
¢) r:VreR:va?2=|z|. (pravdivy virok)
—r : 3z € R: Va2 # |z|. (nepravdivy virok)
—r : Existuje realné &slo x, pro které neplati v2 = |z].
d) s:3yeR:y?>—6y+15=0. (pravdivy vyrok: y; =5, y» = 3)
—s 1 Vy € R:y? — 6y + 15 # 0. (nepravdivy vyrok)
—s : Pro vsechna realnd éisla y plati y? — 6y + 15 # 0.
e) t:3JzeR:22+4=0. (nepravdivy vyrok)
=t :Vz € R: 2%+ 4 #0. (pravdivy vyrok)
-t : Pro vSechna realnd ¢isla z plati 22 — 62 + 15 # 0.

19. p: In € N:n > 30. (pravdivy vyrok)

¢ eQ: x> 10%/\33< l—él. (pravdivy vyrok)
7’231’6@:1’<ﬁ/\x>r:1.

s:Vz € R: 2% — 102z + 100 > 0. (pravdivy vyrok)
t: Vo € R: 2? — 20z + 120 > 0. (pravdivy vyrok)

(nepravdivy vyrok)

20. a) p:Jda€eR:a®=3. (pravdivy vyrok)
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—p
—p
b) ¢
—q
—q

r
-r

-

: Pro vSechna redln4 ¢isla a plati, Ze a® # 3.

:Va € R : a® # 3. (nepravdivy vyrok)
:VbeZ:3b+1>b. (nepravdivy vyrok)

. Existuje celé ¢islo b, pro které plati 3b + 1 < b.
:3dbeZ:3b+ 1< b. (pravdivy vyrok)

Ozna¢me T mnozinu vSech trojuhelniki a R pravy thel.

: VAABC € T : (LABC + ZBCA > R) N (LABC + ZCAB > R) A
(LBCA+ ZCAB > R) (nepravdivy vyrok)

: Existuje trojuhelnik ABC', pro ktery plati, ze soucet nékterych jeho dvou
vnitfich Ghld je mensi nebo roven thlu pravému.

: ANABC € T : (LABC + /BCA < R)V (LABC + ZCAB < R) V
(LBCA+ ZCAB < R). (pravdivy vyrok)

21. Vyroky a), ¢), d), f) jsou pravdivé. Vyroky b), e) jsou nepravdivé.

22. Vyjroky b), e) jsou pravdivé. Vyroky a), c), d), f) jsou nepravdivé.

23. Zleva sedéli bohové v tomto potradi: Moudrost, Lez, Pravda.
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1.4 Mnoziny

S pojmem mnoziny jste se seznamili v souvislosti se zavedenim vyrokové formy v kapitole
1.2, ze které pfipomeneme a shrneme zakladni poznatky o mnozinach do nékolika krokti:

- mnozinu chararakterizujeme jako soubor navzajem rtiznych objekti, kdy pro kazdy
objekt plati, Ze bud do uvazovaného souboru patii, nebo nepatii,

- mnoziny oznacujeme velkymi tiskacimi pismeny, napt. A, B, M, X, ptipadné vel-
kymi psacimi pismeny, napt. A, B, M,...

- objekty, které do dané mnoziny patfi, nazyvame prvky mnoziny a znacime je
zpravidla malymi tiskacimi pismeny, napt. a, b, , v,

- skutecnost, ze objekt a je prvkem mnoziny A, zapisujeme a € A,
- skutecnost, Ze objekt b neni prvkem mnoziny A, zapisujeme b ¢ A,

- mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek, nazyvame prazdnou mnozZinou a znac¢ime
ji symbolem @) nebo {},

- mnoziny, které obsahuji alespon jeden prvek, nazyvame neprazdné.

Nésledujici text se bude podrobnéji vénovat samotné problematice mnozin.

1.4.1 Zakladni zpusoby urcéeni mnoziny
Pro jednozna¢né urceni mnoziny vyuzivame dva zakladni zpiisoby:

1. Vyétem prvku, tj. vyjmenovanim vSech prvka mnoziny (takto lze zadat pouze mno-
zinu s nepiili§ mnoha prvky). Zadani mnoziny M vyctem jejich n prvka zy, zo,.. .,
T, zapisujeme nasledujicim zptsobem:

M ={zy, 29, ..., 2, }. (1.19)

Pokud naptiklad mnozina A obsahuje prvky 1, 2, 3, 4, potom mnozinu A zapiSeme
vyctem prvka A = {1,2,3,4}, pficemz vyrazy 1 € A, 3 € A jsou pravdivé vyroky,
vyraz 5 ¢ A je vyrok nepravdivy. Pfi ureni mnoziny vyctem prvkd piijimame
dohodu, ze kazdy prvek, ktery do mnoziny patii, zapisujeme do slozenych zavorek
praveé jednou, tj. neptipoustime zapis typu {1,2,2,4, 3,4} nebo {1, 1,4, 4,2,3,4} pro
mnozinu A.

2. Pomoci charakteristické vlastnosti prvki mnoziny, tj. takové vlastnosti, kterou
maji jen prvky této mnoziny. Zadani mnoziny M charakteristickou vlastnosti v(x)
jejich prvki x zapisujeme symbolicky néasledujicim zptisobem:

M ={z € U;v(z)}, (1.20)

kde U je tzv. zakladni mnozina, ze které vybirame prvky mnoziny M. Symbolicky
zapis 1.20 pak cteme:
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”M je mnozina vSech prvku x ze zakladni mnoziny U, pro které plati v(x).”

Vzhledem k problematice, které jsme se vénovali v odstavci 1.3, mtizeme konstatovat,
ze vyraz v(x) je vyrokova forma jedné proménné z, zdkladni mnozina U je jeji
defini¢ni obor a mnozina M je pak obor pravdivosti vyrokové formy v(x).

Napriklad symbolicky zapis mnoziny
A={reNyz <7}

dané charakteristickou vlastnosti ¢teme: ” A je mnozina vsech prirozenych ¢isel, ktera
jsou mensi nez 77. Mnozina A je zde obor pravdivosti vyrokové formy = < 7 s
defini¢cnim oborem N. Mnozina N soucasné plni funkci zakladni mnoziny. Mnozinu
A lze v tomto ptipadé urcit i vyctem prvka A = {1,2,3,4,5,6}

Poznamka 1.8 Zékladni mnoZinou, ze které vychézime pii vSech mnozinovych tvahéch,
je vzdy jasné€ urceno, které objekty mohou byt prvky uvazovanych mnozin. Je-li dana
zakladni mnozina, pak jiz neuvazujeme o jinych objektech nez o prvcich této zakladni
mnoziny.

Priklad 1.26 Rozhodnéte, o pravdivosti vyroku:
a) 2¢€{1,2,3,5}, b) 4¢{1,2,3,5}, c) zel.

Resend: V piipadech a), b) se jedna o pravdivé vyroky, v piipadé c) se jedna o vyrok
nepravdivy.

Priklad 1.27 Rozhodnéte, jaké prvky obsahuji mnoziny:

a) A={L0,5-15}, b) B={abuz} c) C={a{a},{a b}},
d) D={{zy,2v}}, e) E={&% {0}V, &}, f) F={{1}{1,2,3}}.
Resent:

a) Mmnozina A obsahuje 4 prvky: 1; 0,5; -1; 5.

b) Mnozina B obsahuje 3 prvky: a, b, x.

(@)
~—

Mnozina C' obsahuje 3 prvky: a, {a}, {a,b}.
Mnozina D obsahuje 1 prvek: {z,y, z,v}.
Mnozina E obsahuje 4 prvky: & , {{}, O, .
Mnozina F' obsahuje 2 prvky: {1}, {1,2,3}.

IR=Y

—+
SN— ~—

Poznamka 1.9 V piikladu 1.27 si miZeme povSimnout, Ze nékteré prvky zadanych mno-
zin C, D, FE, F jsou opét mnoziny. Na zakladé této skutecnosti lze konstatovat, ze i
mnoziny mohou byt prvky jinych mnozin.

Priklad 1.28 Ozna¢me X mnozinu vsech studentti vasi studijni skupiny, ¥ mnozinu
vSech studentii, ktefi jsou zapsani do prvniho roéniku vasi fakulty. Sebe oznacte
pismenem a, nékterého jiného studenta vasi skupiny oznacte pismenem b, jednoho stu-
denta jiné skupiny prvniho ro¢niku oznacte pismenem c. Rozhodnéte o pravdivosti vyroku.
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a) a€ X, b) a€Y, c) beX, d) bey,
e) ceX, f) ceY, g) beYAbeX, h) ceYAcé¢lX,
i) beYvVvbeX, j) ceX=ceY k) ceX&sceY.

Reseni: Pokud jste studentkou (studentem) prvniho ro¢niku uvazované vysoké
skoly, pak pouze vyroky e), k) jsou nepravdivé, vSechny ostatni vyroky jsou pravdivé.

Priklad 1.29 Mnoziny A, B jsou dany charakteristickou vlastnosti. ZapiSte mnoziny A,
B vyc¢tem prvki i symbolicky.

a) Mnozinu A vSech celych ¢isel, ktera jsou vétsi nez —2 a mensi nez 6.
b) Mnozinu B vSech pfirozenych ¢isel, kterd jsou délitelnd péti a zaroven jsou mensi
nez 32.

A=1{-1,0,1,2,3,4,5}; symbolicky A = {z € Z; -2 < z < 6},
B = {5,10, 15,20, 25,30}, symbolicky B = {x € N;5 | z A x < 32}.

Priklad 1.30 Urcete mnoziny A, B pomoci jejich charakteristické vlastnosti a zapiste
je symbolicky:

a) A={24,6,8,10}, b) B={3,57,09}.

Reseni:
a) Mnozina A je mnozina vSech pfirozenych ¢isel, kterd jsou sudé a zarover jsou vétsi
nez 1 amensinez 11, tj. A={zeN;1 <z <11 A 2|z}
b) Mnozina B je mnozina vSech ptirozenych ¢isel, kterd jsou liché a zaroveri jsou vétsi
nez 2 a mensi nez 10, tj. B={r e N;2 <z <10 A 2 fz}.

Priklad 1.31 Urcete vyc¢tem prvkt mnoziny A, B, C' dané charakteristickou vlastnosti:

a) A={reZ;-2<x<4}, b) B={reRa?—1=0}
c) C={reR;z>+2=0}.

Resent:

a) A={-2,-1,0,1,2,3}, b) B={-1,1}, c) C=40.

1.4.2 Grafické znazornéni mnozin, vztahy meni mnoZinami, operace s mno-
Zinami

K nazorné predstavé o mnozinach, mnozinovych vztazich a operacich s mnozinami pouzi-
vame jejich grafickd znazornéni v roviné, tzv. mnozinové diagramy. Uvazujeme-li mno-
zinu M danou napfiklad charakteristickou vlastnosti M = {z € U;v(z)}, pak zdkladni
mnozina U se znazornuje schematicky zpravidla obdélnikem, a mnozina M se znazorinuje
kruhem, popftipadé jinym ovalnym obrazcem uvnitf tohoto obdélniku.

Uvazované mnozinové diagramy, pomoci kterych lze nazorné ilustrovat také vztahy
mezi mnozinami a operace s mnozinami, se nazyvaji Vennovy diagramy.
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Obr. 1.2:

Obréazek 1.2 ilustruje Venntv diagram mnoziny M = {z € U;3 | 2} vSech jednocifernych
prirozenych ¢isel, kterd jsou nasobky cisla t¥i. Body v obdélniku zndzornuji prvky zakladni
mnoziny U = {1,2,3,...,9}, body v kruhu oznaceného pismenem M znéazornuji prvky
mnoziny M = {3,6,9}.

V této modifikaci Vennova diagramu lze zobrazit az tfi mnoziny, coz je pro nase potieby
dostacujici. Na obrazku 1.3 vidime Venniv diagram pro dvé mnoziny A, B, obrazek 1.4
ilustruje Venntiv diagram pro t¥i mnoziny A, B, C.

U

>
o]

Obr. 1.3: Obr. 1.4:

Venntiv diagram lze znazornit i pro vice nez tii mnoziny; v tomto pripadé vsak jiz
nemohou byt vsechny mnoziny znazornény kruhy, ale rovinnymi utvary, které jsou ohra-
niceny uzavienymi rovinnymi kfivkami. Takové Vennovy diagramy jsou velmi nepiehledné
a v praxi se nepouzivaji. Na obrazku 1.5 jesté uvadime Venniiv diagram pro ¢tyfi mnoziny

A, B, C, D.
U %
B

(&

\

Obr. 1.5:

V nésledujicim  textu budou jednoznacné vymezeny pojmy rovnost mnozin,
podmnozina dané mnoziny, potencni systém mnozin a dalsi.
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. Mnoziny A, B jsou si rovny, jestlize kazdy prvek mnoziny A je prvkem
mnoziny B a zaroven kazdy prvek mnoziny B je prvkem mnoziny A. Tento mnozinovy
vztah nazyvame rovnost mnozin A, B a zapisujeme A = B. V opacném piipadé
fikame, ze mnoziny A, B si nejsou rovny a znac¢ime A # B.

Priklad rovnosti mnozin:

{1,3,6} ={1,3,6}; {a,b,c} = {c,a,b}.

7 uvedenych priklad rovnosti mnozin je zfejmé, Ze na potradi prvkd v mnoziné nezalezi.
Vzhledem k tomu, zZe vyse uvedené mnoziny jsou urceny vyctem prvki, je rovnost mnozin
snadno rozpoznatelna. Uvazujeme-li vSak naptiklad mnoziny A, B dané charakteristickou
vlastnosti

A={zeN;jz —2| <4},
B={xe€Z;1 <x <5},

neni na prvni pohled patrno, Ze tyto mnoZiny jsou si rovny, tj. A = B ={1,2,3,4,5}.

. Mnozina A se nazyva podmnozinou mnoziny B, je-li kazdy prvek mno-
ziny A zaroven prvkem mnoziny B. Tento mnozinovy vztah nazyvame inkluze mnozin
A, B a zapisujeme A C B. Rekneme, Ze mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoZiny
B pravé tehdy, kdyz plati: A C BAA # B.

Priklad inkluze mnozin:
{1,2,3,4} € {1,2,a,e,4,3,6}; {4,e,a} C {1,2,a,e,4,3,6}
Z uvedené formulace pojmu vyplyva, ze rovnost mnozin A, B je splnéna pravé tehdy, kdyz
mnozina A je podmnozinou mnoziny B a zaroven mnozina B je podmnozinou mnoziny
A. Symbolicky zapséano:
A=B & (ACBABCA).
Priklad 1.32 Rozhodnéte o pravdivosti vyrok:
a) {5,8} =1{8,5}, b) 1cC{2,8,1}, c) {3,1} Cc {2,1,3,0}.
Resens: Vyrok b) je nepravdivy. Vyroky a), ¢) jsou pravdivé.
e Potencni systém mnoZin mnoziny A je mnozina vSech podmnozin mnoziny
A, znac¢ime jej P(A). Kombinatorickymi tvahami 1ze dokézat, Ze pocet prvka potenéniho

systému P(A) mnoziny A je 2", kde n je pocet prvki mnoziny A.

Piiklad 1.33 Urcete potencni systém mnoziny A = {a, b, c}.
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Resent: Podmnoziny mnoziny A jsou:
Al = {(I}, A2 = {b}7 A3 = {C}a A4 = {0’7 b}a
A5 = {ba C}v AG = {CL,C}, A7 = {G, b7 C}a AS =0.

Tedy P(A) = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c},D} nebo téz

P(A) - {Al, AQ, ceey Ag}

Pocet prvkil potenéniho systému P(A) tiiprvkové mnoziny A je 23 = 8. Ze zdpisu P(A)
je zirejmé, ze prvky potencniho systému jsou mnoziny.

Predchazejici poznatky o vyrokovych forméch jedné proménné x ndm umozni v
dalsim studiu vyslovit presné formulace operaci s mnozinami: sjednoceni, prinik, rozdil
a symetricky rozdil mnozin.

° Sjednocenim mnoZin A, B je mnozina, kterd obsahuje vSechny prvky, jez
patii do mnoziny A nebo do mnoziny B. Sjednoceni mnozin A, B oznacujeme AU B a
znazornujeme Vennovym diagramem na obrazku 1.6. Symbolicky jej zapiSeme:

AUuB={zeU;x € AVzx e B}

Obr. 1.6: Obr. 1.7:
Priklad sjednoceni mnozin:
{1,2,3} U{a,b} =1{1,2,3,a,b},
{0,2,3,a,2} U{a,z,b,1} ={0,1,2,3,a,b,x}.

e Prinikem mnozZin A, B je mnozina, ktera obsahuje vSechny prvky, jez patii do
mnoziny A a zaroven do mnoziny B. Prinik mnozin A, B oznacujeme A N B a znazornu-
jeme Vennovym diagramem na obrazku 1.7. Symbolicky jej zapiSeme:

ANB={zxe€U;x € ANz € B}

Priklad priniku mnoZin:
{1,2,3} n{3,1,5} ={1,3},
{1,2,3} N {a,b} = 0.
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Mnoziny, jejichZz prunikem je prazdnd mnozina, se nazyvaji disjunktni mnoZiny.
Napiiklad mnoziny A = {1,2,3} a B = {x, y} jsou disjunktni, nebot {1,2,3}N{z,y} = 0,
neboli AN B = 0.

° Rozdilem mnozin A, B je mnozina, kterd obsahuje vsechny prvky mno-
ziny A, které nepatii do mnoziny B. Rozdil mnozin A, B oznacujeme A — B a
znazornujeme Vennovym diagramem na obrazku 1.8. Symbolicky jej zapiSeme:

A-B={zecU;z € ANz ¢ B}

Obr. 1.8: Obr. 1.9:
Priklad rozdilu mnoZin:
{1,2,3} — {3,1,5} = {2},
{3t —{1,2,5} = {3}.

Priklad 1.34 Mnoziny A, B jsou dany charakteristickou vlastnosti. Urcete A U B,
ANB, A—-B.

a) A={x€Z;x>1}aB={zeZ;x <1},
b) A={re€Z;xz>1}aB={v¢eZzx <1},

c) A={x€Zz>1}aB={xe€Z;z<1}.

Resent:

a) AUB=Z, ANB={1}, A-B={x€Z;z>1},
b) AUB=1Z, ANB =1, A—B={x€Z;x > 1},

c) AUB=Z—-{1}, AnB=0, A-B={zecZx>1}

e  Symetrickym rozdilem mnozin A, B je mnozina, kterd obsahuje vSechny
prvky, které patii do pravé jedné z mnozin A a B. Rozdil mnozin A, B oznaCujeme
A A B a znazornujeme Vennovym diagramem na obrazku 1.9. Symbolicky jej zapiSeme:

AAB={xe€U;z € AV x € B}

Priklad symetrického rozdilu mnoZin:

{1,2,3} A {3,1,5} = {2,5},
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{3,1,5} A {1,5,3,7} = {7}

Piiklad 1.35 Jsou dany mnoziny A = {1,2,3,5,7,9} a B = {2,4,6,8}. Urlete vyctem
prvkd mnoziny:

a) AA B, b) B-—A, c) ANB, d) AUB, e) A—-B.

Resent:
a) AA B=1{1,3,4,56,7,8,9}, b) B—A=1{4,6,8}, c) ANB=/{2},
d) AuB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e) A—B=1{1,3,57,9}

e Doplnék mnoziny A v zakladni mnozZiné U je mnozina, kterd obsahuje pravé
ty prvky zdkladni mnoziny U, které nepatii do mnoziny A. Znacime jej A’, znazornujeme
pomoci Vennova diagramu na obrazku 1.10 a symbolicky zapiSeme.

A ={zeU;x ¢ A}

Je-li A C B, nazyvame doplitkkem mnoZiny A v mnoziné B rozdil mnozin B — A.
Oznacujeme jej A%z. Pro A C B je tedy Ay = B — A.

U

Obr. 1.10:

Priklad doplriku mnoZiny:
Pro A={3,4}, B={1,2,3,4} je Ay, = B— A ={1,2}.

Piiklad 1.36 Je dana zakladni mnozina U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} a mnoziny A =
{1,2,3,4,5}, B = {2,4,6}. Urcete nésledujici mnoziny vyétem prvki a znézornéte je
uzitim Vennova diagramu:

a) A, b) AUB, ¢ AnB, d) A-B, e B-A f) AAB.

Resent:
a) A'={6,7,8,9,10}, b) AuUuB=1{1,2,3,4,56}, ¢c) ANB={24},
d) A-B=1{1,3,5}, e B-A={6}, f)y AAB={1,3,5,6}.

Znéazornéni uzitim Vennova diagramu je na obrazku 1.11.
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Obr. 1.11:

Priklad 1.37 VSechny déti, které jsou na hfisti, maji oble¢enou mikinu nebo kratasy
(tzn. alespon jednu z téchto dvou druhi osSaceni). Mikinu maji: Zdena, Adéla, Kamil,
Péta, Simona a Tomas. Krafasy maji: Adéla, Ivan, Robert, Tom4s, Simona, Ota, Jirka a
Zdena.

a) Urcete vSechny déti na htisti, ktefl maji mikinu i krafasy.

b) Zapiste mnozinu vSech déti, ktefi maji mikinu nebo kratasy.

Reseni: Pro prehlednost si zapi$me vsechy déti na hiisti pocateénimi pismeny
jejich jmen s pouzitim pismen malé abecedy, tedy napf. Zdena - z, Adéla - a, Kamil - &,
atd.

Mnozinu M vSech déti na hfisti, které maji mikinu, zapiseme: M = {z,a, k,p, s, t}.
Mnozinu K v8ech déti na hiisti, které maji krafasy, zapiSeme: K = {a,i,r,s,t,0,7,2}.

a) Mnozinu vSech déti na h¥isti, ktefi maji mikinu i krafasy, zapiSeme:
MNK ={a,z,s,t}. Mikinu a souc¢asné kratasy maji déti: Zdena, Adéla, Simona a
Tomas.
b) Mnozinu vSech déti na hfisti, ktefi maji mikinu nebo kratasy, zapiSeme:
MUK ={z,a,k,p,s,t,i,r 0,7} Mikinu nebo kratasy maji déti: Zdena, Adéla,
Kamil, Péfa, Simona, Toméas, Ivan, Robert, Ota a Jirka.
Pro vétsi nadzornost lze tuto situaci vyjadrit Vennovym diagramem na obrazku 1.12.

4 M K

Obr. 1.12:

Poznamka 1.10 Podobné tlohy jako v piikladu 1.37 fesi Z4ci na 1. stupni ZS a pro-
stfednictvim Vennova diagramu si danou situaci mohou takto znézornit.
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Poznamka 1.11 V teorii mnozin mame fadu mnozinovych rovnosti, mezi které patii:

(M1) (AuB)=AnNDnHB,
(M2) (AnB)=AUDRB.

Rovnost (M1) ¢teme: ”Doplnék sjednoceni mnozin A, B je roven pruniku do-
plinkd mnozin A, B.”

Rovnost (M2) ¢teme: ”Doplnék priniku mnozin A, B je roven sjednoceni doplikii
mnozin A, B.”

Rovnostem (M1) a (M2) fikime de Morganovy vzorce.

Mezi zakladni mnozinové rovnosti dale patfi:

(M3) AnB=BnNA komutativnost pruniku,
(M4) AUuB=BUA komutativnost sjednocent,
(M5) (ANB)NC =AnN(BNC) asociativnost pruniku,

(M6) (AUB)UC =AU (BUC) asociativnost sjednoceni.

Dalsi mnozinové rovnosti vyjadiuji vzajemnou distributivnost priniku a sjedno-
ceni:

(M7) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) distributivnost primniku vzhledem ke
sjednoceni,

(M8) AuUu(BNC)=(AUB)N(AUC) distributivnost sjednoceni vzhledem k
pruniku.

Existuje jesté cela rada dalsich mnozinovych rovnosti:

(M9) () = 4,

( ) AUA =U U je zédkladni mnoZina,

( ) ANA =0,

( ) ANA=A idempotence priniku,

( ) AUA=A idempotence sjednoceni,

(M14) ANU = A neutralnost zédkladni mnoziny U vzhledem k priniku,

( ) ANO =10  agresivnost prazdné mnoziny vzhledem k priiniku,

( ) AUU =U agresivnost zdkladni mnoziny U vzhledem ke sjednocent,
(M17) AU =A neutrdlnost prdzdné mnoziny vzhledem ke sjednoceni.

Zkoumame-li Vennuv diagram pro dvé mnoziny A, B, vidime, Ze kazdy prvek
zékladni mnoziny U bude prvkem pravé jedné ze ¢tyf mnozin K;, K, K3 a Ky, viz
obrazek 1.13. Mnoziny K, K5, K3, K, nazyvame komponentami. Komponenty jsou
urceny charakteristickou vlastnosti takto:

Ky ={reU;x e ANz ¢ B},
Ky={zxeU;x e ANz € B},
Ky;={zeU;x ¢ ANz € B},
Ky={zxe€U;zx ¢ ANz ¢ B}.
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Pro komponenty K, K, K3, K plati nasledujici mnozinové vztahy:
Ki=A-B, Ky=ANnB, Ksy=B-A, Ky=(AUBY),
KiUKyUK3 UKy =U,

KiNKy=KiNK;=K NK,=Ky,NK;=KyNKy=K3NK,=0

K4

Obr. 1.13:

Priklad 1.38 Ze 129 studentti chodi do menzy na obéd nebo na veceri pravidelné 116
studenti. 62 studentii nechodi na obéd nebo nechodi na vecefi. Pfitom na obédy jich
chodi o 47 vice nez na veceri. Kolik z nich chodi na obédy a vecefe, kolik jen na vecefe a
kolik jen na obédy?

Resent: Zakladni mnoZina U bude mnoZina viech 129 studentti. Ozna¢me O mnozinu vSech
studenti, ktefi chodi na obédy a V' mnozinu vsech studenti, ktefi chodi na vecete. Prvky
zakladni mnoziny U se rozdéli do ¢tyf komponent K;, Ko, K3 a K4. Tyto komponenty
jsou charakterizovany nasledovné:

K je mnozina vSech studentii, ktefi chodi na obédy a nechodi na vedefe (zapsano

symbolicky K1 ={z € U;z € ONx ¢ V}),

K5 je mnozina vsech studentti, ktefi chodi na obédy a soucasné chodi na veceie
(zapséno symbolicky Ky = {x € U;z € ONz € V}),

K3 je mnozina vSech studentii, ktefi nechodi na obédy a chodi na vedefe (zapsano
symbolicky Ks ={z € U;x ¢ ONx € V}),

K4 je mnozina vSech studenti, ktefi nechodi na obédy ani nechodi na vecefe (zapsano
symbolicky Ky, ={zx € U;x ¢ ONz ¢ V}).

Oznacme po tadé a, resp. b, resp. ¢, resp. d pocet prvkt komponenty K;, resp. Ko,
resp. K3, resp. Ky, viz obrazek 1.14. Pocty studenttt v jednotlivych komponentach jsou
charakterizovany nasledovné:

2Komponenty K, Ko, K3, K, jsou navzajem disjunktni.
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a je pocet vsech studentii, ktefi chodi na obédy a nechodi na vecerte, tj. pocet prvki

mnoziny Kj,

b je mnozina vSech studenti, ktefi chodi na obédy a soucasné chodi na vecere, tj.

pocet prvki mnoziny Ko,

¢ je mnozina vSech studentii, ktefi nechodi na obédy a chodi na vecete, tj. pocet

prvkd mnoziny K3,

d je mnozina vSech studentii, ktefi nechodi na obédy ani nechodi na vecerte, tj. pocet

prvkd mnoziny Kjy.

Obr. 1.14:
Pro urceni ¢ty neznamych a, b, ¢, d je tfeba sestavit ¢tyfi linearni rovnice.
Pocet vsech studentt zédkladni mnoziny U vyjadiime rovnici
a+b+c+d=129.

Pocet zaki, ktefi chodi na obéd nebo chodi na vecefi vyjadiime rovnici
a+b+c=116.

Pocet zaki, ktefi nechodi na obéd nebo nechodi na vecefi vyjadiime rovnici
a+c+d=62.

Situaci, kdy na obédy chodi o 47 zaktd vice nez na vecefi vyjadiime

a—c=4T7.

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Ziskame tak soustavu ¢tyf rovnic 1.21, 1.22, 1.23 a 1.24 o ¢tyfech neznamych a, b, ¢, d,

kterou je tireba vytesit:

(1)  a+b+c+d=129
(2)  a+b+c=116
(3) a+c+d=62

(4) a—c=47.
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Odecteme-li druhou rovnici (2) od prvni (1), ziskdme d = 13.

Odecteme-li tfeti rovnici (3) od prvni (1), ziskdme b = 67.

Sec¢teme-li tfeti (3) a ¢tvrtou (4) rovnici, dostaneme 2a + d = 109, dosazenim za d
ziskdme a = 48.

Dosazenim do ¢tvrté rovnice (4) za a ziskdame ¢ = 1.

Odpovéd: Na obédy a vecefe chodi 67 studentt, pouze na vedeie chodi 1 student, pouze
na obédy chodi 48 studenti.

Zkoumame-li Vennuv diagram pro tfi mnoziny A, B, C, vidime, Ze kazdy prvek
zakladni mnoziny U bude prvkem pravé jedné z osmi komponent K, Ko, K3, K4, Ks,
Kg, K7 a Ky, viz obrazek 1.15. Komponenty jsou urceny charakteristickou vlastnosti takto:

Ki={zeUjze ANz ¢ BNz ¢ C},
Ky={zeUjze ANz e BAx¢C(C},
Ky={zeUjx¢ ANz € BAx¢C(C},
Ky={zeUjxe ANz ¢ BNz e (C}.
Ky={xeUze ANzxeBANxeC},
Ke={reUjx¢ ANz e BNz e (Y},
K;={zeUjx¢ ANz ¢ BNz e (C},
Ky={zeUjz¢ ANz ¢ BANx ¢ C}.

U
A ! B
Ks ;
Obr. 1.15:

Pro komponenty Kj,..., Kg plati nasledujici mnozinové vztahy:
Ki=AnB'nNnC', Ky=AnBnC<, Ks=AnNnBnC,
K4:AOB’QC, K5:AﬂBﬂC, K6:A'ﬂBﬂC,
Kr,=ANBnNC, Ke=A'NnB'NnC".

Priklad 1.39 Ve tfidé je 38 zaku. Z nich umi 18 plavat, 17 bruslit a 19 jezdit na kole.
Bruslit a jezdit na kole umi 10 zaki, plavat a bruslit umi 7 zaki, plavat a jezdit na kole
umi 9 zakl a 3 zaci umi vSechny tii dovednosti. Kolik zakd neovlada zadnou dovednost?
Kolik zaki umi praveé jednu, kolik zakd umi pravé dvé dovednosti.

Resent: Zakladni mnoZina U bude mnozina vsech 38 zakii. Ozna¢me P mnozinu vsech
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zakia, kteri umi plavat, B mnozinu vsech zakt, ktefi umi bruslit a A mnozinu vsSech
zakl, kterd umi jezdit na kole. Prvky zakladni mnoziny U se rozdéli do osmi komponent
Ky, K5, K3, K4, K5, K¢, K7 a Kg. Pocty zaka v jednotlivych komponentach oznacime
pismeny, viz Venntv diagram na obrazku 1.16. Pro urceni osmi neznamych a, b, c, d, e,
f, g, h je tieba sestavit linearni rovnice.

-
w

i3
(52

i K
Obr. 1.16:
(1) a+b+c+d+e+ f+g+h=238,
(2) a+b+c+e=18,
3)  a+b+d+f=17,
(4) a+c+d+g=19,
(5) a+d =10,
(6) a+b="1,
(7) a+c=9,
(8) a=3.
Po dosazeni @ = 3 z posledni rovnosti do rovmnic (7), (6) a (5) ur¢ime hodnoty

proc=6,b=4ad=".

Dosazenim téchto hodnot do rovice (2) ziskame e = 5, do rovnice (3) ziskame f = 3 a do
rovnice (4) ziskdme g = 3.

Vsechny predchozi ziskané hodnoty dosadime do rovnice (1) a ziskdme h = 7.

Odpovéd: Celkem 7 7kt neovlada zddnou z dovednosti. Celkem 11 zéku (e + f + ¢) umi
pravé jednu dovednost a 17 zaku (b + ¢ + d) umi pravé dvé dovednosti.

Priklad 1.40 Pro mnoziny A, B, C plati nasledujici vztahy:
A-B=BNnC N CCA AN B-—A#I.

Znazorndte situaci pomoci symbolt () a e v mnozinovém diagramu a rozhodnéte,
ktery z nasledujicich vyrokt je pravdivy?:

3Symboly @, resp. e jsou symboly pro prazdnou, resp. neprazdnou mnozinu.
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a) ANB=CAB, b) BAC #0, c) CUBCAUC,
d) A=(BUC)-(AAB), e) AANC =), fy A ccC.
Resent: Zaznamename-li zadané podminky prostfednictvim disjunktnich kompo-
nent K7,..., K3 mnozinového diagramu pro t¥i mnoziny A, B, C, jednoduse zjistime, ze:
A—B:K1UK4, BQCIKE',UK(;, B—A:K3UK6

Vyjdeme z prostfedni podminky. Je-li C C A, znamena to, ze komponenty Kg a
K7 musi byt prdzdné mnoziny. Protoze B — A # (), musi byt symbol e v komponenté
K3 (jedind moZnost pro umisténi e je K3). Aby platilo A — B = B N C, je nutné, aby
K, = K4 = K5 = (). Situace je zndzornéna na obrazcich 1.17 a 1.18.

U u

o

Obr. 1.17: Obr. 1.18:

Nepravdivé vyroky jsou b), d), f). Pravdivé vyroky jsou a), c¢). O pravdivosti vyroku
e) nelze rozhodnout, nebot ze zadani tlohy nelze urcit komponentu K.

Priklad 1.41 Rozhodnéte, jaké podminky musi spliovat mnoziny A, B, C, aby pro
mnoziny L, P zadané

L=[(AUuB)-C]n(CAB), P=(B-C)n(AAQC)
platilo:
a) LCP, b) PCL, c) P=1, d) P#L.

Resens: Tuto tlohu je vyhodné fesit graficky, kdy nejprve znazornime Venniv
diagram pro mnoziny A, B, C. Mnoziny L, resp. P, které jsou vysledky operaci
mnozin A, B, C, jsou graficky znazornény na obréazcich 1.19, resp. 1.20. Vzhledem ke
komponentam K, ..., Kg je z obou obrazki vidét, ze L = Ky U K3 a P = K3. Odtud
ziskame nasledujici zavery:

) Jeli ANnBNC =0, pak je L C P,
) P C L plati vzdy,

) Jeli ANnBNC' =0, pak je L= P,
) Jeli AnBNC'#0, pak je L # P.

1
2
3

4
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Obr. 1.19: Obr. 1.20:

Poznamka 1.12 Pro ¢tyfi mnoziny A, B, C', D obsahuje Vennuv diagram celkem 16
komponent. Touto situaci se vSak v dalsim textu nebudeme zabyvat.
1.4.3 Ulohy k procviéeni

1. Zjistéte pravdivostni hodnotu vyrok:

a) bé¢ {a,{b},c}, b) M e {M}, c) be{ab,cl,
d) {a,b} € {a,{a,b},0}, ) c¢{{a,{c}},b}.

2. Je ddna mnozina A = {{a, {c}},b}. Rozhodnéte o pravdivosti vyrok:

a) a€ A, b) be A, c) c€A,
d) {a} €A, e) {c}eA, £) {a,{c}} € A.

3. Rozhodnéte, ktery z téchto tii objektu 3, {3}, {2,3} je, resp. neni prvkem mnoziny:

a) N, b) {23}, c) {{3},{2,3}}

4. Zapiste symbolicky:

A je mnozina vSech celo¢iselnych déliteli ¢isla 4.
B je mnozina vSech prirozenych ¢isel vétsich nez g

C je mnozina vsech spoleénych prirozenych déliteld ¢isel 36 a 42.
D je mnoZina vsech piirozenych ¢&isel, pro které plati x? + 5x — 14 = 0.
E je mnozina vSech prvkt mnoziny Z = {1,2,...,10}, pro které plati z — 5 > 3.

Leze

5. Popiste slovy mnoziny zadané symbolicky charakteristickou vlastnosti:
a) A={reN;8z}, b) B={z€Z;z*+8r+15=0},
c) C={recRz> 5} d) D= {ze€N;2®> 100},

6. Rozhodnéte, mezi kterymi dvojicemi danych mnozin existuji vztahy rovnosti nebo
inkluze:
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A=1{1,2,3.4,5}, B ={3,4,5}, C = {3,4}, D = {4,3,5}.
7. Urcete potenéni systém mnoziny M = {z,y, z,v}.

8. Rozhodnéte, zda plati:

a) {1,2)e{{1,2,3},{1,3},1,2}, b) {1,2} c {{1,2,3},{1,3},1,2).

9. Nékteré z nasledujicich vyrokt nejsou pravdivé. Uvedte, které:

a) a € {a,b}, b) {a} C {a,b}, c) {a} €{a,b}, d) 3e€{3},
e) {3te{3}, ©) {3} {3} g) 0c {0}, h) 0 e {0}.

10. Jsou dany mnoziny A = {a,b,c,d,e}, B ={a,d,e}, C = {e, f, g, h}. UrCete mnoziny:

a) AUB, b) AUC, c) BndC, d) ANnB,
e) A-B, fy B-C, g) A-C, h) B).

11. Soutéze v anglickém jazyce se zucastnili: Jana, Stela, Dan a Pavel. Soutéze v
némeckém jazyce se zucastnili: Katka, Stela, Pavel, Filip a Zbynék. Zapiste
mnozinu vSech déti, které soutézily:

v obou jazycich (tj. v anglickém i némeckém jazyce),

v alespori jednom jazyce (tj. v anglickém nebo némeckém jazyce),

jen v anglickém jazyce,

jen v némeckém jazyce,

pravé v jednom jazyce (tj. jen v anglickém nebo jen v némeckém jazyce).

ceome

¢}

12. Uvazujte dvé mnoziny bodid v roviné, z nichz jedna je kruznice £ a druhd je pfimka
p. Které mnoziny mohou byt prinikem kN p?

13. Uvazujte dvé primky p a ¢ v roviné. Které mnoziny mohou byt prinikem p N q?

14. Je ddna mnozina U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} a mnozina A = {2,4,6,8}. Urcete
vyctem prvki mnozinu X, jestlize plati:

a) ANX={2} N AUX =U —{1,9},
b) A—X=1{2,4,8 AN X —A=1{3,9},
c) ANX =0 AN AAX =U —{9}.

15. Je dédna mnozina U = {1,2,3,4}. Urcete vyctem prvkd mnoziny A, B, A/AB’,
A" — (B'U A), jestlize:

a) A={xeU;z2*<1=uz>1},
B={zxeUjz=xz< (r=3Vae>2)}

b) A={zrecU;(zeclU=2<1)Ax=1},
B={reU;(x=1Va*=4) & x <4}
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16. Je ddna mnozina A = {a,b,c,d}. Urete vyctem prvkid mnoziny

a) A={reU;z=0= x#b}, b) B={xeU;z#a<zecU},
c) (ANnB)—(ANB), d) (AAB)U (A'AB').

17. Je ddna mnozina U = {1,2,3,4,5,6}. Uréete vyc¢tem prvkt mnoziny A, B, jestlize

plati:

a) ANB={3} N B—A={4,5} N A— B =1{2},

b) AUB=AAB={2,45} N2 A N 4¢ A,

c) B—A=AAB={6} N (AUB) ={2,3},

d) A ={1,6,4,5} A (AUB) ={4,5} AN A— B ={1}.

18. Je ddna mnozina U = {0,1,2,3,4,5,6}. Uréete vyctem prvkt mnoziny A, B, jestlize
plati:
A={zeUjz=012<3}), B={recU;@*=4Vr<2)=z>3}.

Mnoziny A, B znézornéte pomoci Vennovych diagramii a rozhodnéte, ktery z
nasledujicich vyrokt je pravdivy:

a) A—B=AAB, b) B C A, c) ACB,
d) B—ACA, e) AUB=A, fy AA=AUDB.
19. Pro mnoziny A, B, C plati:
A=BNC ANA-BCA-C N ANB=0.

Uzitim symbolti () a e zndzorndte situaci pomoci Vennova diagramu a rozhodnéte,
ktery z nasledujicich vyrokt vzdy plati:

a) ACB, b) B C A, c) A=D1, d AcCCc,
e) CCA, f)y A=C, g) BcCC, h) C C B,

20. Pro mnoziny A, B, C' plati:

a) AAB=BNC NA CcC—-A AN B#10),
b) AUB=B-AABNC#0ABAC=ANBNC,
c) AAB=ANC N BNCCA AN B#0.

Uzitim symboltt () a e zndzornéte situaci pomoci Vennova diagramu a roz-
hodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrok:

1) C#10, 2) BAC #1), 3) AUB=AAB,
4) A=0, 5) BUC=BnNC, 6) ANBcC BNC,
) AcCC, 8) (AuBUC) =A.
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21. Pro mnoziny A, B, C' plati:

a) ANB=AAB AN BCC A BAC # 0,
b) A=BNC ANA-BCA-C AN ANB#0.

Uzitim symbolt () a e znizornéte situaci ve Vennové diagramu a rozhod-
néte o pravdivosti nasledujicich vyroku:

1) C-—B=AUC, 2) AcCB, 3) BUC=ANC,
4) ANBCAUB, 5) AABC AUB, 6) (AuBUCQC) =0.

22. Je déana zdkladni mnozina U = {1,2,3,4,5,6,7,8} a jeji podmnozina
A = {1,3,4,5,7,8}. Urcete vyctem prvki mnozinu B (B C U), pro kterou plati
AN B = {3;5}.

23. M je mnozina vSech nenulovych pfirozenych ¢isel, ktera jsou nasobkem sedmi a jsou
mensi nez 245. K je mnozina vSech nenulovych pfirozenych nasobkt ¢isla 5 mensich
nez 245. Urcete, kolik maji mnoziny M, K, M N K a M U K prvkd, aniz byste
provedli vycet prvki jednotlivych mnozin.

24. Mnozina A ma 18 prvki, mnozina B méa 24 prvkid. Je mozné, aby

prinik A N B mél a) 6 b) 18 c) 20 prvka?
sjednoceni AU B mélo d) 30 e) 42 f) 43 prvkua?

25. Jsou déany mnoziny U = {a,b,c,d,e, f,g9,h,5}, A = {c, f,h,5}, B = {b,c,e,g,h}.
Zadanou situaci znazornéte uzitim Vennovych diagramt a vyctem prvkid urcete
nasledujici mnoziny:

a) A, b) AUB, c) ANB,
d) A-B, e) B—A, f) AAB.

26. Zapiste vyctem prvkia zékladni mnozinu U a mnoziny K, L podle jejich znézornéni
ve Vennové diagramu na obrazku 1.21.

U

Obr. 1.21:

27. Znazornéte nasledujici mnoziny L, P v diagramu mnozin A, B, C, je-li dano:
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a) L=[B—(B-AJU[AU(BNC)], P=|[(BAC)-ClU(ANB),
b) L=(AUB)N[(A-B)U(B—-C)], P=][(A-B)U(CAB)]-C.

Rozhodnéte, jaké podminky musi spliovat mnoziny A, B, C', aby platilo:
1) LcpP, 2 PcL, 3 L=P, 4) L#P.

28. Zapiste mnoziny znazornéné Vennovym diagramem na obréazcich:

Obr. 1.22: Obr. 1.23:

U

Obr. 1.24:

29. Pomoci Vennova diagramu ovérte, ze pro kazdé dvé mnoziny A, B plati de
Morganovy zakony (viz poznamka 1.11):

a) (AUuB)=AnNDnB, b) (ANB) =A"UB.
30. Pomoci Vennova diagramu ovétte, ze pro kazdé tii mnoziny A, B, C' plati:

a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivnost sjednoceni mnozin
vzhledem k priiniku mnozin),

b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributivnost priniku mnozin vzhledem
ke sjednoceni mnozin).

31. Sledujme vsSechny zakazniky, ktefi v patek odpoledne nakupovali v jednom obchodé
s potravinami. Zajimaji nas vSichni ti, ktefi koupili ryzi a vSichni ti, ktefi koupili
téstoviny. Oznac¢me U jako mnozinu vSech zadkaznikt, ktefi v daném obchodé
nakupovali v patek odpoledne (tj. zdkladni mnozina), dale ozna¢me R, resp. T
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

mnoziny zakazniki, ktefi v patek odpoledne koupili ryzi, resp. téstoviny. Prifadte
moznosti a) - d) k jejich spravnym symbolickym zapisim 1) - 4).

mnozina vSech zakazniki, ktefi koupili alesponi jeden druh z uvedeného zbozi,
mnozina vSech zakazniki, ktefi koupili nejvyse jeden druh z uvedeného zbozi,
mnozina vSech zakazniki, ktefi koupili pravé jeden druh z uvedeného zbozi,
mnozina vSech zakazniki, ktefi nekoupili ryzi, ale koupili téstoviny.

2ezs

—_

{reU;ze RVreT},
{reU;x¢ RNz €T},
{reU;a ¢ RVa ¢T},
{reU;xe RV eT}.

[\

= W
— — — —

Ve tiidé s 33 zaky jsou odbératelé ¢asopisu Slunicko a Ctyflistek. 20 74k odebira
alespon jeden z téchto Casopisi, pritom 20 zakd neodebird Slunicko. Pouze 4 Zaci
odebiraji oba ¢asopisy. Kolik zakii odebira ¢asopis Ctytlistek?

Do zoologické zahrady jelo 35 déti z 1. ro¢niku. 22 z nich si koupilo parek v rohliku,
17 z nich si koupilo kofolu. Kolik déti si koupilo parek v rohliku i kofolu, kdyz vime,
ze 2 déti si nekoupily nic?

V atletice nebo v plavani soutézilo celkem 37 déti. V atletice jich soutézilo o polovinu
vice nez v plavani. Pouze v atletice jich bylo 7 krat vice nez v obou disciplinach
soucasné. Kolik déti soutézilo v kazdé discipliné?

Ve tride je 40 déti. Na kytaru nebo na flétnu jich hraje polovina t¥idy. Jen na kytaru
jich hraje o 4 vice nez na flétnu a 4 krat vice nez téch, ktefi hraji jen na flétnu. Kolik
déti hraje na kytaru, kolik déti hraje na flétnu a kolik jich hraje na oba nastroje
soucasné?

Pro studenty ti t¥id maturitniho ro¢niku (celkem 114 studentt) byly zavedeny t¥i
opakovaci kurzy. Kurz matematiky navstévovalo 70 studentii, kurzy fyziky a chemie
po 40 studentech. Do kurzi matematiky a chemie chodilo 25 studenti, kurzy ma-
tematiky a fyziky navstévovalo 20 studenti, fyziky a chemie 15 studentii. Celkem
5 studentd navstévovalo vSechny tii kurzy. Kolik student nenavstévovalo zadny z
kurzi?

Ze 102 zameéstnanct programéatorské firmy ovlada angli¢tinu 38 lidi, rustinu 36 a
némcinu 32 lidi. Rustinu a némcinu ovlada 12 lidi, rustinu a angli¢tinu 18, némcinu
a anglictinu 7 lidi. VSechny tii jazyky soucasné ovlada 5 lidi. Kolik lidi neovlada
zadny z uvedenych jazyka? Kolik lidi ovlada jediny jazyk?

Ze 35 zakt jedné tiidy jich bylo o prazdninach v Italii 7 a pravé tolik jich bylo ve
Francii. Rakousko navstivilo 5 zakt. V zadné z téchto zemi nebylo 21 zaki, vSechny
tfi zemé navstivil 1 zak. Ve Francii a Rakousku byli 2, v Rakousku a Italii byl 1 zak.
Kolik zakt navstivilo o prazdninach Italii nebo Francii, Rakousko nebo Italii, kolik
Rakousko nebo Francii?
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39. Ve Vennové diagramu znazornéte mnozinu:

a) {relU;zeA N x¢ B},
b) {xeU;(reANz¢B)V (x¢ AN x€B)},
c) {xeU;x¢ AV z¢ B}.

Vysledky:
1. Vsechny vyroky a), b), c), d), e) jsou pravdivé.

2. Pravdivé jsou vyroky b), f). Nepravdivé jsou vyroky a), c), d), e).

3. a)3eN,{3}¢N,{2,3} ¢N.

b) 3€{2,3}, {3} £ 12,3}, {2,3} ¢ {2,3}.

) 3¢ {{3},{2,3}}, {3} € {{3},{2,3}}, {2,3} € {{3}: {2, 3}}-
4. a) A={re€Z;4]|x},

b) B={zeN;z> 3},

c) C={zxeN;z|36ANz|42},

d) D={x e N;6|x},

e) E={z e N;z?+ 5z — 14 = 0},

£y F={x € Z;x—5>3}, kde Z ={1,2,...,10}.

5. a) A je mnozina vSech pfirozenych ¢isel délitelnych osmi nebo A je mnozina vSech

prirozenych nasobkt ¢isla osm.

b) B je mnoZina vSech celych ¢isel, ktera jsou Fesenim rovnice 2% + 8z + 15 = 0.
¢) C je mnozina viech realnych &sel vétsich nez /5.

d) D je mnozina vSech lichych celych ¢isel, ktera jsou nasobky péti.

[=2]

.BCA CCA DCA CcB,CcD,B=D.

- P(M) = {{a}, {y} {z} {v}h {z v}z, 25 {z, 0} {y, 2} {y, v} {2, 0h {z, g, 24 {2y, 0},
{z,z,v},{y, z,v},{x,y, z,v},0}. Mnozina P(M) méa 16 prvki.

-J

Qo

. Vyrok a) je nepravdivy. Vyrok b) je pravdivy.

©

. Vyroky c), e) jsou nepravdivé. Vyroky a), b), d), f), g), h) jsou pravdivé.

10. a) AUB ={a,b,c,d,e}, b) AUC ={a,b,c,d,e, f,g,h}, ¢)BNC ={e},
d) An B ={a,d,e}, e) A—B={bc}, f)B-C=/{a,d}
g) A—C={a,b,c,d}, h) B, =1{b,c}.

11. Ozna¢me pro strucnost Gcastniky soutézi pocateénimi pismeny jejich jmen.

Mnozinu A v8ech soutézicich v anglickém jazyce, zapiseme: A = {j, s,d, p}.
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12

13

14.

15.

16.

17.

Mnozinu N vSech soutézicich v némeckém jazyce, zapiseme: N = {k, s, p, f, z}.

a) Mnozinu soutézicich v obou jazycich, zapiSeme:
ANN = {s,p}. V anglickém i némeckém jazyce soutézili Stela a Pavel.
b) Mnozinu soutézicich v anglickém nebo némeckém jazyce, zapiseme:

AUN = {k,s,p, f,z,j,d}. V anglickém nebo némeckém jazyce soutézili Stela,
Pavel, Katka, Filip, Zbynék, Jana a Dan.

¢) Mnozinu soutézicich jen v anglickém jazyce, zapiSeme:

A — N = {j,d}. Pouze v anglickém jazyce soutézili Jana a Dan.
d) Mnozinu soutézicich jen v némeckém jazyce, zapiSeme:

N — A ={k, f, z}. Pouze v anglickém jazyce soutézili Katka, Filip, Zbyné&k.
e) Mnozinu soutézicich pravé v jednom jazyce, zapiSeme:

AN N ={j,d,k, f,z}. Pouze v jednom jazyce soutézili Katka, Filip, Zbynék,
Jana a Dan.

.V zavislosti na vzajemné poloze kruznice k£ a pfimky p v roviné mize nastat prave
jedna z téchto tTi moznosti:

a) kruznice k a pfimka p se neprotinaji, tj. kNp = 0,
b) kruznice k a piimka p se dotykaji v bodé dotyku 7', tj. kN p = {T},
c) kruznice k a pfimka p se protinaji ve dvou bodech X, Y, tj. kNp = {X,Y}.

. 'V zavislosti na vzajemné poloze primek p a ¢ v roviné miize nastat pravé jedna z
téchto t¥i moznosti:

a) piimky p a ¢ se neprotinaji, tj. pNq = 0,
) primky p a ¢ se protinaji v bodé P (tzv. prise¢ik piimek), tj. pngq = {P},
T

b ]
c) piimky p a ¢ jsou totozné (p = q), tj. pNq = p.
a) X =42,3,5,7}, b) X={3,6,9}, «¢) X=1{1,3,5"T7}
a) A ={2,3,4}, B = {3,4}, A =/{1}, B = {12}, AAB = {2},
A'—(B'UA) =0.
b) A={1}, B =1{1,2,4}, A =1{2,3,4}, B ={3}, AAB ={24},
A — (B'UA) ={2,4}.
a) A={a,c,d}, b) B = {b,¢,d},
c) A={b}, B ={a}, ANB =0, AnB={c,d}, (A'NB")—(ANB) =1,
d) AAB ={a,b}, AAB ={a,b}, (AAB)UA'AB")=1{a,b}.
a) A={2,3}, B={3,4,5},
b) tloha ma dvé feseni: A; = {2,5}, By = {4}; Ay = {2}, By = {4, 5},
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¢) A={1,4,5}, B={1,4,5,6},

d) tuloha nemé feseni (nelze, aby 1 € A a soucasné 1 € A’).

18. A=1{0,3,4,5,6}, B=1{3,4,5,6}. Vyroky a), b), d), e) jsou pravdivé. Vyroky c), f)
jsou nepravdivé. Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.25.

19. Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.26. Vyroky a), d) jsou pravdivé. O prav-
divosti vyroki b), c), e), f), g), h) nelze rozhodnout.

U

1 Ao
2 Y/

Obr. 1.25: Obr. 1.26:

20. a) Znéazornéni zadané situace je na obrazku 1.27. Vyroky 1), 3), 4), 6), 7) jsou
pravdivé. O pravdivosti vyroki 2), 5) nelze rozhodnout. Vyrok 8) je nepravdivy.

U U

(2
i B

Obr. 1.27: Obr. 1.28:

b) Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.28. Vyroky 1), 3), 4), 6), 7) jsou
pravdivé. O pravdivosti vyroki 2), 5) nelze rozhodnout. Vyrok 8) je nepravdivy.

¢) Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.29. Vyroky 1), 5), 6), 8) jsou prav-
divé. O pravdivosti vyroku 7) nelze rozhodnout. Vyroky 2), 3), 4) jsou neprav-
divé.
21. a) Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.30. Vyroky 1), 2), 4), 5) jsou pravdivé.
O pravdivosti vyroku 6) nelze rozhodnout. Vyrok 3) je nepravdivy.

b) Znazornéni zadané situace je na obrazku 1.31. Vyroky 2), 4), 5) jsou pravdivé.
O pravdivosti vyroki 1), 3), 6) nelze rozhodnout.

22. Uloha m4 4 feseni: B; = {3,5}, By = {3,5,6}, Bs = {2,3,5}, B, = {2,3,5,6}.
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23

24.

25.

26

27.

U U " 5
C

Obr. 1.29: Obr. 1.30:

" A B
() )
C

Obr. 1.31: Obr. 1.32:

. Mnozina M mé 34 prvkid, K ma 48 prvki, prunik M N K ma 6 prvka a sjednoceni

M U K ma 76 prvki.

d)A_B:{faj}a e)

a) ano, b) ano, c¢)

a) A ={b,e,a,d,g}, b)

ne, d) ano, e) ano, f) ne.

AUB={bcg.eh, [, j}, ¢ ANB=/{ch}
B—-A= {ba 679}7 f) AAB = {f,j,b,e,g}.

Situace je znadzornéna na obrazku 1.32:

M K:{C7m7p7v7r}7 L:{p7a7c7k7r7u}7 U:{p7a767k7r7u7m7v7j7b}'

a) Postupnym znazornovanim mnozin zapsanych v jednotlivych zavorkach ur¢ime,

7ze mnozina L je slozena z komponent K, Ky, K4, K5, K¢ a mnozina P je
slozena z komponent Ky, K3, K5, viz obrazky 1.33 a 1.34. Odtud ziskame

nasledujici zavéry:

a) Jeli ANB =0 AN AnNBNC =0, pak je L C P,

b) Jelli ANBNC =

0, pak je P C L,

c) Jeli LC P AN PCL,pakje L=P:jeli AAB =), pak je L = P,
d) Je-li AAB # (), pak je L # P.

b) Postupnym znézortiovanim mnozin zapsanych v jednotlivych zavorkach vybar-
vime pole v mnozinovych diagramech zobrazujicich mnoziny L a P, viz obrazky
1.35 a 1.36. Timto ziskame nésledujici zavery:
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| B b B: A
&
Obr. 1.33: Obr. 1.34:
1) Jeli ANB'NnC =0, pak je L C P,
2) P C L plati vzdy,
3) Jeli ANB'NC =10, pak je L = P,
4) Je-li ANB'NC # 0, pak je L # P.
(9 P
Obr. 1.35: Obr. 1.36:

28. Mnoziny znazornéné ve Vennovych diagramech na obrazcich lze zapsat symbolicky
vice zpusoby. Mozné Teseni jsou:

a) {zeU;z¢ AVzxe B},
b) {xeU;x¢ ANz ¢ B},
c) {zeU;z ¢ B}

29. a) Vrovnosti (AU B)' = A’ N B’ ozna¢me mnozinu na levé strané L = (AU B)" a
mnozinu na pravé strané P = A’ N B’. Ve Vennové diagramu obé mnoziny L,
P znézornime, viz obrazek 1.37, a vysledky porovname. Z obrazku je zfejmé,
ze L =P.

b) V rovnosti (AN B)" = A'U B’ ozna¢me mnozinu na levé strané L = (AN B)" a
mnozinu na pravé strané P = A’U B’. Ve Vennové diagramu obé mnoziny L, P
znazornime a vysledky porovname. Porovnanim vysledkt dospéjeme k zavéru,
ze L = P. Tvorbu obrazku ponechédvame na ¢tenari.

30. a) Vrovnosti AU(BNC)=(AUB)N(AUC) oznaéme mnozinu na levé strané
L = AU (BNC) a mnoZinu na pravé strané P = (AU B)N(AUC). Ve
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31.
32.
33.
34.
35.

36.

Obr. 1.37:

Vennové diagramu obé mnoziny L, P znazornime, viz obrazek 1.38, a vysledky
porovname. 7Z obrazku je ziejmé, ze L = P.

L=AUBNC) P=(AUB)N(AUC)

Obr. 1.38:

b) V rovnosti AN (BUC) = (AN B)U(ANC) ozna¢me mnozinu na levé strané
L = AN(BUC) a mnozinu na pravé strané P = (ANB)U(ANC). Ve Vennové
diagramu obé mnoziny L, P znazornime a vysledky porovname. Porovnanim
vysledki dospéjeme k zavéru, ze L = P. Tvorbu obrazku ponechavame na
¢tenari.

a)-4), b)-3), ¢)-1), d)-2).
Casopis Ctyflistek odebira 11 zaki.
6 déti si koupilo parek v rohliku i kofolu.
V atletice soutézilo 24 déti, v plavani jich soutézilo 16.
Na kytaru hraje 17 déti, na flétnu hraje 8 déti. 5 déti hraje soucasné na oba nastroje.

19 studentt nechodilo do Zadného kurzu.
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37. V programatorské firmé neovlada cizi jazyk 28 lidi, celkem 27 lidi ovlada pouze jeden
jazyk.

38. Italii nebo Francii navstivilo 11 zakt, Rakousko nebo Italii navstivilo 11 zaki a Ra-
kousko nebo Francii navstivilo 10 zak.

39. a) viz 1.39, b) wviz 1.40, c¢) viz 1.41.

U U

Obr. 1.39: Obr. 1.40:

U

Obr. 1.41:
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1.5 Definice, matematické véty a pravidla odvozovani

Kazda matematicka disciplina pracuje s matematickymi pojmy, které zavadime prostied-
nictvim definic. Vlastnosti matematickych pojmi nasledné odvozujeme a formulujeme do
vyrokil, kterym fikdme matematické véty. V predchazejicich dvou kapitolach jsme méli
moznost se seznamit se zédkladnimi logickymi a matematickymi pojmy (vyrok, mnozina).
V této kapitole si upiesnime a doplnime dosavadni poznatky o zavadéni novych matema-
tickych pojmil a ukdzeme, jak vlastnosti téchto pojmt odvozovat a nasledné ovérovat.

1.5.1 Matematicka definice

Matematickou definici rozumime gramatickou vétu, kterou presné vymezujeme vy-
znam néjakého matematického pojmu pomoci pojmi zakladnich nebo drive zavedenych.
Soucasné tak vymezujeme podstatné vlastnosti zavadéného pojmu, stanovujeme jeho
nazev, pripadné symbolické oznaceni.

Priklady matematickych definic:

Téznice je usecka spojujici vrchol trojuhelniku se stfedem protéjsi strany.

Celé cislo je sudé prave tehdy, je-li délitelné dvémi.

Ctverec je pravouhly rovnostranny étyfihelnik.

Osa usecky je primka, ktera prochazi stifedem této tisecky a je kolma k ptrimce, ktera
danou tusecku obsahuje.

e Kruznice je mnozina vSech bodi roviny, které maji od daného bodu stejnou nenulovou
vzdalenost.

Kazdy matematicky pojem ma obsah a rozsah.
Obsah pojmu je soubor vSech vlastnosti, které jsou pro tento pojem charakteristické.

Rozsah pojmu vymezuje mnozinu vSech prvkd, které maji charakteristické
vlastnosti stanovené jeho obsahem.

Vyznam obsahu a rozsahu pojmu objasnime na piikladu ROVNOBEZNIKU v nésle-
dujici poznamce:

Poznamka 1.13 Definice pojmu ROVNOBEZNIK je nasledujici:
Rovnobeznik je ctyruhelnik, jehoZ protéjsi strany jsou rovnobezné. (1.25)

Do obsahu pojmu ROVNOBEZNIK pat#i vSechny vlastnosti, které tento geometricky
Gtvar ma. Nékteré charakteristické znaky obsahu pojmu ROVNOBEZNIK jsou:

a) Rovnobéznik je rovinny utvar.

b) Rovnobéznik je ¢tyFuhelnik.

c¢) Rovnobéznik ma protilehné strany rovnobézné.
d) Rovnobéznik mé ¢tyfi vrcholy.

e) Rovnobé&znik mé ¢tyfi strany.
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Rozsahem pojmu ROVNOBEZNIK je mnoZina vech rovnobéznikt. Ozna¢me tuto
mnozinu R.

Pokud bychom charakterizovali rovnobéznik pouze jako c¢tyruhelnik, vymezili
bychom obsah tohoto pojmu nedostateéné, nebof <¢tyfiuhelnikem je napiiklad i
lichobéznik. Pokud bychom charakterizovali rovnobéznik pouze jako rovinny utvar,
opét nebude tento pojem vymezen jednoznacné, nebof rovinnym ttvarem je i trojihelnik.

Pro formulaci definice pojmu rovnobéznik vybereme ze seznamu znakti obsahu tohoto
pojmu takové vlastnosti, které pfesné pojem rovnobéznik vymezuji. Pojem rovnobéznik
bychom tak mohli definovat nékolika rtiznymi zpisoby. Napiiklad pro zavedeni pojmu
rovnobézniku v definici 1.25 vySe byly vybrany charakteristické znaky b), c).

Plati obecné pravidlo: Kdyz zvétsime obsah pojmu, zGzi se jeho rozsah a naopak.

Pro uditele 1. stupné ZS je dale dtlezité t¥idéni matematickych pojmi.
Nejjednodussi je tzv. t¥idéni dichotomické, které provadime nasledovné: K obsahu
daného pojmu pridame dalsi znak, ktery ma alespon jeden prvek rozsahu, ale ne vSechny
prvky rozsahu. Tak provedeme rozdéleni rozsahu pojmu na dvé podmnoziny (t¥idy).
Kazdou z takto vzniklych podmnozin mizeme dale analogicky rozlozit na dvé nové
skupiny.

Vratime-li se zpét k pojmu ROVNOBEZNIK, mtizeme k jeho obsahu pfipojit dalsi
znak, ktery ma néktery prvek z jeho rozsahu. Uvazujme napiiklad znak: ”VSechny tuhly
rovnobé&zniku jsou pravé.” Timto se rozpadne rozsah pojmu ROVNOBEZNIK (mnozina
v8ech rovnobézniki R) na dvé disjunktni neprazdné podmnoziny (t¥idy):

e Ry - mnozina vSech pravouhelniki,
e Ry - mnozina vSech kosouhelniki,

pricemz plati R; U Ry = R. Kazdou z takto vzniklych podmnozin R;, Rs mi-
zeme opét rozlozit na dvé skupiny dle dalsi vlastnosti obsahu pojmu ROVNOBEZNIK.

Spravné provedené tiidéni dava prehled o vlastnostech a vztazich objekti, které nalezi
do rozsahu daného pojmu a je dtlezité pro vytvoreni vhodné terminologie. Radu piikladi
tFidéni matematickych pojmi zndme ze Skolské matematiky (a nejen z matematiky). V
piikladu 1.42 je vysvétleno t¥idéni pojmu CTYRUHELNIK.

Priklad 1.42 Provedte t¥idéni pojmu CTYRUHELNIK.

Resent: Ctyfahelniky mfizeme tiidit podle r@iznych kritérii. Tiidéni ¢étyithelniké lze
provést napiiklad podle toho, zda maji nékteré dvojice stran rovnobézné, pripadné
shodné, zda jsou nékteré jejich strany na sebe kolmé apod. Tento zptisob tridéni
¢tyruhelnikd vyjadiuje schéma na obrazku 1.42.

Jiné tridéni ¢tyruhelnikt lze provadeét vzhledem k vlastnostem jeho thlopfticek, jak
znazornuje schéma na obrazku 1.43.
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puli se - étverce
shodné

nepuli se
kolmé

riznobézniky —
. puli se - obdélniky
CtyFuhelniky lichob&zniky obdélIniky
neshodné
&tyFuhelniky
o pravouhelniky . o
s rovnobé&znymi stranami Uhloph’fﬁky nepull se
&tverce Ctyfihelnika puli se - koso&tverce
rovnobézniky
kosodélniky shodné
kosodélniky nepuli se
kosé
kosoétverce puli se - kosodélniky
neshodné {
nepuli se
Obr. 1.42: Obr. 1.43:

Z textu vyse je zfejmé, ze samotnd definice formuluje takové charakteristické
vlastnosti (znaky) daného pojmu, Ze jsme schopni podle nich o kazdém objektu
rozhodnout, zda patii do rozsahu daného pojmu ¢i nikoliv. Definice ma tedy obsahovat
vSechny znaky, z nichz vyplyvaji vSechny ostatni vlastnosti tvofici obsah pojmu. Definice
pritom neméa obsahovat vice charakteristickych vlastnosti pojmt, nez je k presnému
vymezeni nutné (ve skolské matematice na téchto pozadavcich z metodickych davodu
nemusime nékdy trvat).

Novy pojem v definici zavadime jen pomoci pojmi, které jiz zname a které byly
zavedeny driive. Budujeme-li vSsak od pocatku néjakou matematickou disciplinu, nelze
zavadét zdkladni pojmy vySe uvedenym zpusobem, nebot na samém pocatku jesté
nemame zadné pojmy zavedeny. Zakladni pojmy tedy zavadime prostrednictvim soustavy
zékladnich vét, kterym fikame axiomy, v nichz se tyto zakladni pojmy vyskytuji.
Soucasné jsou v nich uvedeny vztahy, které mezi témito zakladnimi pojmy jsou. Utvorit
vhodnou soustavu axiomt jako zéklad néjaké védni discipliny vyzaduje nékolik dilezitych
momenti. Axiomy totiz nelze dokézat, jejich pravdivost predpokladame a vychazime z
nich pti diitkazech dalsich vlastnosti nové zavadénych pojmii. Tyto axiomy tedy nahrazuji
primo definice zakladnich pojmt - v tomto pfipadé tedy hovoifime o implicitni definici.
Zavéadime-li novy pojem pomoci pojmu, které jiz znadme, hovorime o explicitni definici.

Zavedeni zakladnich pojmt matematické discipliny prostfednictvim soustavy axiomt
je slozité a naro¢né a z téchto diivodii neni mozné jej na zakladnich skolach pouzit.
Proto, zejména v nizsich rocnicich, zavadime zékladni pojmy intuitivné. Explicitni
definice vsak jiz ve skolské matematice pouzivame bézné.

Ve skolnim vyucovani se bohuzel objevuje pti zavadéni novych pojmii fada nedostatki
¢i nepfesnosti. Chybné vytvorené definice ve skolské matematice mohou byt nasledujici:

a) Definice Siroka - neobsahuje vSechny charakteristické znaky, které je tfeba k pres-
nému vymezeni pojmu uveést.

Priklad siroké definice:
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e Rovnobéznik je ¢tyituhelnik.

b) Definice zka - obsahuje alespon jeden znak, ktery nepatii do obsahu ptislusného
pojmu.

Priklad uzkée definice:

e Mnozina vSech celych ¢isel je mnozina vSech pfirozenych ¢isel a vSech ¢isel k nim
opacnych.

c¢) Definice nadbyte¢na - obsahuje vice charakteristickych znaki, nez je nutné.
Priklad nadbytecné definice:
e Rovnobéznik je ¢tyfthelnik, ktery ma c¢tyfi strany, z nichz protéjsi jsou rovnobézné.
d) Definice kruhem - odkazuje na pojem, ktery ma byt vysvétlen.
Priklady definice kruhem:
e Mnozina je kone¢na, ma-li kone¢ny pocet prvkii.

o Ctverec je ¢tyfuhelnik, ktery ma étvercovy tvar.

V textu bylo jiz vySe zminéno, ze fadu pojmi lze definovat vice zpiisoby. Hovorime
pak o ekvivalentnich definicich. Hlavnim kritériem u ekvivalentnich definic je, aby byl
splnén pozadavek, zZe definované pojmy maji stejny obsah i rozsah.

1.5.2 Matematicka véta

Matematickou vétou rozumime pravdivy vyrok s matematickym obsahem. Jeji
pravdivost 1ze dokézat. Nékdy se matematické vété téz fiké matematicka poucka nebo
teorém.

Priklady matematickych vet:

—

Jestlize je pTirozené cislo délitelné Sesti, pak je délitelné i tiemi.

Cislo v/2 neni racionalni ¢islo.

Vo,y €R: (x +y)? = 22 + 22y + >

Pro kazdé dvé mnoziny A, B plati: (AN B) = A'UB'.

Soucet dvou sudych ptirozenych ¢isel je ¢islo sudé.

Celé cislo je délitelné ¢tyfmi pravé tehdy, kdyz ¢islo zapsané jeho poslednim
dvojcislim je délitelné ¢tyrmi.

w N

ot

(e =~
O — —

7 uvedenych prikladii matematickych vét je patrno, Zze mohou mit riznou stavbu.
Rozlisujeme tyto zakladni druhy matematickych vét ve tvaru kvantifikovanych vyroku:
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1. Véta typu obecného vyroku: "Pro kazdé x € D plati v(z)”, kde v(z) je dana
vyrokova forma proménné z a D je definiéni obor vyrokové formy v(z). Symbolicky
tuto vétu vyjadiime:

Ve e D :ov(z).

Prikladem matematické véty obecného vyroku je tvrzeni 2) vySe. Tuto vétu lze
pieformulovat do tvaru: ”Pro kazdé racionalni ¢islo z plati: z # v/2.” Pomoci ma-
tematické symboliky zapiSeme tuto vétu:

VeeQ:z # V2.

Vétsina matematickych vét je formulovana ve tvaru kvantifikovanych vyrokt, v
nichz vyjadiujeme vyrokovou formu v(z):

a)
b)

ve tvaru implikace vyrokovych forem p(x) = ¢(x
ve tvaru ekvivalence vyrokovych forem p(z) < ¢

);

Rozlisujeme pak:

ad a)

ad b)

Vétu typu obecného vyroku ve tvaru implikace: " Pro kazdé x € D plati,
ze jestlize p(z), pak je ¢(z).” Symbolicky vyjadieno:

Vo € D :p(z) = q(z). (1.26)

Vyrokova forma p(z) v této vété se pak nazyva predpoklad (premisa) véty
a vyrokova forma ¢(x) se nazyva zavér (tvrzeni) véty. Piitom p(z) je po-
stacujici podminkou pro ¢(z) a ¢(z) je nutnou podminkou pro p(zx).

Prikladem matematické véty tohoto typu je véta 1) vyse, kterou lze preformu-
lovat do tvaru: ”Pro kazdé pfirozené c¢islo n plati: jestlize n je délitelné Sesti,
pak je n délitelné i tfemi.” Pomoci matematické symboliky zapiSeme tuto vétu:

Vn € N : 6|n = 3n.

Tuto matematickou vétu lze také zformulovat nasledujicim zptisobem:
”Postacujici podminkou, aby prirozené ¢islo n bylo délitelné tfemi, je, aby n
bylo délitelné Sesti.”

"Nutnou podminkou, aby pfirozené ¢islo n bylo délitelné Sesti, je, aby n bylo
délitelné tfemi.”

Vétu typu obecného vyroku ve tvaru ekvivalence: "Pro kazdé = € D
plati p(z) pravé tehdy, kdyz plati ¢(x).” Symbolicky vyjadieno:

Vo € D :p(x) & q(x). (1.27)

Prikladem matematické véty tvaru ekvivalence je véta 6) vyse: ”Celé ¢islo je
délitelné ctyfmi pravé tehdy, kdyz cislo zapsané jeho poslednim dvojcislim je
délitelné ctyrmi.”
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2. Véta typu existen¢niho vyroku: ”Existuje (alespon jedno) x € D, pro které
plati v(z).” Symbolicky tuto vétu vyjadiime:

dr e D :v(x).
3. Véta typu vyroku o existenci a jednoznacnosti: ” Existuje pravé jedno z € D,
pro které plati v(x). ” Symbolicky tuto vétu vyjadiime:
dlz € D :v(x).

Poznamka 1.14 Pro nase dalsi ivahy budeme dale pouzivat matematickou vétu typu
obecného vyroku ve tvaru implikace, viz 1.26:

Ve e D :p(z) = q(x).
Pro tento typ véty definujeme obraceny vyrok tvaru
Ve e D :q(x) = p(x), (1.28)
a obménénou vétu tvaru
Vo e D :—q(x) = —p(x). (1.29)

Z vlastnosti obraceného vyroku 1.28 a obménéné véty 1.29 k dané matematické véteé
1.26 ve tvaru implikace vyplyva, ze

e obraceny vyrok k dané vété nemusi byt matematicka véta (tj. nemusi se
jednat o pravdivy vyrok). Lehce se presvédéime o tom, ze napiiklad obraceny vyrok
k matematické vété ”Soucet dvou sudych pfirozenych cisel je ¢islo sudé.” neni prav-
divy. Ve tvaru implikace tuto vétu zformulujeme: ”Pro libovolna pfirozena cisla x,
y plati: jsou-li z, y suda cisla, pak je i x +y sudé ¢islo.” Obraceny vyrok k této vété
je: "Pro libovolna prirozena cisla z, y plati: je-li x + y sudé cislo, pak i ¢isla x, y
jsou suda.” Tento vyrok je nepravdivy, staci polozit naptiklad = 1, y = 5. Jejich
soucet x + y je sudé ¢islo, ale z, y nejsou suda d¢isla.

e obménéna véta k dané vété je s ni logicky ekvivalentni. Snadno se presvéd-
¢ime (pomoci tabulky pravdivostnich hodnot), Ze vyrok

Ve e D:p(x) = q(z)] < [~q(z) = —p(a)]
je tautologii, tedy vzdy pravdivy. Piivodni matematicka véta
Ve e D :p(z) = q(x).
a jeji obménéna veta
Ve € D : —q(x) = —p(z).

jsou ekvivalentni. Obmeénéna véta k dané matematické vété je tedy také matema-
tickou vétou.
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Poznamka 1.15 Matematickd véta 1.27 typu obecného vyroku ve tvaru ekvivalence
Ve e D :p(zr) < q(x)
vyjadiuje, ze plati véta 1.26 ve tvaru implikace a soucasné jeji obraceny vyrok 1.28.

Priklad 1.43 Uvazujme matematickou vétu ve tvaru implikace: ”Pro kazdé n € N plati:
Jestlize je ¢islo n délitelné Sesti, pak je n délitelné tfemi.” Utvoite k této véte:

a) vétu obménénou,
b) obréaceny vyrok,
c) mnegaci véty

a rozhodnéte o jejich pravdivosti.*

esent:
f a) Pro kazdé n € N plati: Jestlize ¢islo n neni délitelné tfemi, neni délitelné Sesti.
(pravdivy vyrok, jedna se o matematickou vétu)
b) Pro kazdé n € N plati: Je-li ¢islo n délitelné tfemi, je délitelné Sesti.
(nepravdivy vyrok, nejedné se o matematickou vétu)
c) Existuje n € N, pro které plati: Cislo n je délitelné Sesti a zaroveii neni délitelné tiemi.
(nepravdivy vyrok, nejedné se o matematickou vétu)

1.5.3 Pravidla odvozovani

V bézném zivoté Casto vyvozujeme ruzné zaveéry z danych predpokladi. Pokud vychazime
z pravdivych vyrokt (pfedpokladi) a tsudek je spravné formalné sestaven, je dusledek
(zaveér, tvrzeni) rovnéz spravny. Ne vSechny usudky bézného Zivota jsou vSak sestaveny
spravné. V dalsim textu si proto ukézeme, jak 1ze rozhodnout, zda vysloveny tsudek je
spravny.

Definice 1.1: Rikdme, %e z vyrokové formule p plyne (vyplyva) vyrokova
formule ¢ pravé tehdy, kdyz vyrokova formule p = ¢ je tautologie. Tuto skutecnost
zapiSeme %’.

Predpokladame-li s ohledem na definici 1.1, ze vyrokova formule p = ¢ je tautologie
(tj. z vyrokové formule p plyne vyrokova formule ¢), pak plati: nabyva-li vyrokova
formule p pravdivostni hodnoty 1, musi nabyvat pravdivostni hodnoty 1 i vyrokova
formule ¢ (viz tabulka 1.2). Rikdme proto také, 7e z pravdivosti vyroku p plyne
pravdivost vyroku g.

Napiseme-li obecné zapis

P1,P2, -3 Pn
q1, 492, --wqm’

4Pravidla pro negaci jednoduchych kvantifikovanjch vyrokt byla zavedena v kapitole 1.3.2 v tabulce
1.7.
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kde p1,p2, .oy Pns @1, G2, -5 @ jsOU vyrokové formule, znamena to, ze vyrokova formule

(Pr AP Ao App) = (@ AGa Ao A G) (1.30)

je tautologie, nebof z pravdivosti vSech vyrokd pi,ps,...,p, plyne pravdivost vSech
vyrokl q1, qo, .., G-

Na zékladé definice 1.1 miizeme nalézt celou fadu piipadd, kdy z pravdivosti
nékolika vyrokt vyplyva pravdivost jinych vyroki. Takové pripady nazyvame pravidla
odvozovani a uzivime je pro odvozovani pravdivych vyroka z vyroku, které jiz za
pravdivé predpoklddame. Pro posouzeni spravnosti pravidla staci sestavit tabulku
pravdivostnich hodnot pfislusné formule 1.30. Pouzivame-li pravidla odvozovani, fikame,
Ze spravné usuzujeme nebo téz, Ze nas tisudek je spravny.

Uvedeme nékolik pravidel odvozovani, z nichz fadu pouzivame, aniz si to uvédomu-
jeme. Podle definice 1.1 se lze snadno presvédcit, ze uvedené zapisy jsou zapisy pravidel
odvozovani (tj. pfislusné vyrokové formule jsou tautologie).

pAg p p, =(pAg) p=q, g
p pVQ’ -q -p

Priklad 1.44 Jsou dany vyrokové formule p, g. Rozhodnéte, zda dané zapisy jsou zapisy
spravného odvozovani:

a) p=4q, p7 b) p=q, _‘p‘
q -q
Resent:
=4),P . .. - , , :
a) Zapis =4a).p prepiseme do zapisu vyrokové formule [(p = ¢) A p] = ¢. Pravdi-

vostni hodnoty této vyrokové formule ur¢ime pomoci tabulky:

[(p = @ AN p] = ¢
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1

Z tabulky je zfejmé, Ze vyrokova formule [(p = ¢q) Ap] = ¢ je tautologie, tedy zapis

% je zapisem spravného odvozovani (z pravdivosti vyroki p = g a p vyplyva

pravdivost vyroku q).

, . DPp=(q, ™ o ;. , ,
b) Zapis ]%qp prepiseme do zépisu vyrokové formule [(p = ¢) A —p| = —q. Prav-

divostni hodnoty této vyrokové formule ur¢ime pomoci tabulky:
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(b = o AN »] = —q
1 1 1 0 0 1 0
10 0 0 0 1 1
0o 1 1 1 1 0 O
0O 1 0 1 1 1 1
Z tabulky je ziejmé, Ze vyrokova formule [(p = ¢) A =p| = —q neni tautologie, tedy
zapis p:>+;l—'p neni zapisem spravného odvozovani.

V nasledujicim odstavci ukazeme, jak lze vyuzit pravidel odvozovani k provadéni du-
kazi matematickych vét.
1.5.4 Dukaz matematické véty

Dikazem matematické véty je logické odvozeni jeji platnosti (pravdivosti), pfi
kterém se vychazi z definic, axiomil a matematickych vét diive dokazanych.

Pripomenme, ze matematickou vétu lze obvykle vyslovit jako obecny vyrok ve tvaru
implikace, kterou zapiseme symbolicky:

Vo € D :p(x) = qu). (1.31)

V dalsim textu si predstavime zakladni diikazy matematickych vét typu obecného vyroku
ve tvaru implikace 1.31:

1. Primy dukaz matematické véty je nejcastéji pouzivanym ditkazem ve Skolské mate-
matice. P¥imy diikaz implikace 1.31 vychdazi z pravdivosti pfedpokladu p(x), z néhoz
postupné odvozujeme dalsi pravdiva tvrzeni s cilem odvodit pravdivost zavéru ¢(x).
Piimy dikaz matematické véty 1.31 je tedy zalozeny na tautologii

Vz e D : [(p(x) = r(z) A (r(z) = q(z))] = [p(z) = q()].
Uvedenou tautologii lze zapsat strucné:
Vz € D : [p(x) = r(z) = q(z)] = [p(z) = q(z)].

Tato tautologie vyjadiuje skute¢nost, ze pokud pro Yz € D plati p(z) = r(z) a
soucasné r(x) = q(x), pak pro Vo € D plati p(z) = ¢(x). Obecné lze tedy tuto
tautologii napsat jako fetézec implikaci

Vz € D : [(p(x) = pu(x)) A (pr(x) = p2(2)) A A (pa(@) = q(2))] = [p(2) = q(2)].
Ve € D:[p(x) = pi(z) = p2(x) = ... = pu(z) = q(2)] = [p(z) = q(2)].

Postup primého ditkazu matematické véty je zalozen na sestaveni fetézce pravdivych
implikaci:
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Ve € D :p(x) = pi(x)
Ve € D :pi(z) = pa(x)

Ve e D :pn.(zz:) = q(z).

Na zékladé tohoto Fetézce odvodime z pravdivého predpokladu p(x) pravdivy zévér
q(x).

Metodu primého dikazu budeme ilustrovat na nasledujicim prikladu.
Priklad 1.45 Soucin sudého a lichého ¢isla je sudé ¢islo. Dokazte.

Resent: Matematickou vétu vyjadienou slovné zformulujeme do tvaru implikace:

Va,y € Z : (z je sudé A y je liché) = x - y je sudé.
Diikaz: Predpokldadame, ze x je sudé a y liché. Tato cisla lze tedy zapsat: v = 2 - k,
y=2-141, kde k,l € Z. Vyjdeme-li z tohoto vyjadieni ¢isel x, y, pak jejich soucin z -y
zapiseme:
roy=2-k-(2-1+1).

Oznaéme m =k -(2-1+ 1), kde m € Z. Pak x -y = 2 - m. Z posledni rovnosti je zfejmé,
ze x -y je sudé cislo. Dokazali jsme, zZe soucin sudého a lichého ¢isla je ¢islo sudé.

2. Neprimy dukaz matematické véty pouzivame zpravidla v situaci, kdy se nadm
danou vétu nepodatilo dokazat diikazem pfimym. Princip nepfimého diikkazu mate-
matické véty 1.31 tvaru implikace spociva v tom, ze piimym diikazem dokazeme jeji
vétu obmeénénou

Vo e D :—q(x) = —p(z),

ktera je s ni logicky ekvivalentni. P¥i nepfimém diikazu matematické véty 1.31 tedy
vyuzivame néasledujici tautologii:

Vr e D:[p(x) = q(z)] & [-q(x) = —p(z)].
Na nasledujicim prikladu ukazeme postup pfi nepfimém diitkazu matematické véty.

Piiklad 1.46 Jestlize je n? liché ¢&islo, pak i ¢islo n je liché. Provedte nepfimy dikaz
tohoto tvrzeni.

Reseni: Matematickou vétu vyjadienou slovné zformulujeme do tvaru implikace:

Vn € Z : n? je liché = n je liché.
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Piimym ditikazem bychom toto tvrzeni dokazovali obtizné. Budeme proto vétu dokazovat
nepiimo, tedy dokézeme vétu obménénou, kterou zapiseme v nasledujicim tvaru:

Vn € Z : n je sudé = n? je sudé.
Obménénou vétu nyni dokdzeme piimo:

Diikaz: 'V obménéné vété predpokladame, ze n je sudé, tedy n = 2 - k, kde k € Z. Pak
mocninu n? zapiseme:

n*=2-k-2-k=2-2-k-k.
Ozna¢me [ = 2-k -k, kde | € Z. Pak n? = 2 -1, tj. n? je sudé ¢islo. Dokézali jsme vétu
obménénou a tim jsme dokazali i pivodni vétu, tj. pokud je druh4 mocnina n? celého

¢isla n cislo liché, pak je n liché ¢islo.

3. Dikaz sporem matematické véty spociva v tom, ze dokadzeme nepravdivost jeji
negace. Pii dikazu sporem totiz pfedpoklddame, ze matematicka véta 1.31 tvaru
implikace neplati, tedy predpoklddame, ze plati jeji negace. Negaci tvrzeni

Ve e D :p(z) = q(x).
ziskévame existencéni vyrok®
dx € D :p(x) A ~q(z).

Z tohoto predpokladu odvodime pfimym dikazem (Fetézcem implikaci) vyrok, ktery
je se samotnym pfedpokladem v rozporu nebo néjaky jiny nepravdivy vyrok. Do-
kazeme tak, ze negace puvodni veéty neplati a plati piivodni véta 1.31, ¢imz je jeji
pravdivost dokazana.
Na nasledujicim prikladu ukazeme postup pti diikazu sporem matematické véty.
Piiklad 1.47 Jestlize je n? liché &slo, pak i &slo n je liché.® Dokazte sporem.
Resent: Matematickou vétu vyjadfenou slovné zformulujeme do tvaru implikace:
Vn € Z : n? je liché = n je liché.
Dtikaz sporem této matematické véty spociva v tom, ze piimym dikazem dokazeme ne-

pravdivost jeji negace, ktera je tvaru:

In € Z : n? je liché A n je sudé. (1.32)

SPravidla pro negaci jednoduchych kvantifikovanjch vyrokt byla uvedena v kapitole 1.3.2 v tabulce
1.7.
6Tutéz matematickou vétu jsme jiz dokéazali nepfimym ditkazem v piikladu 1.46.
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Diikaz: Piedpokladame, Ze n je sudé ¢&islo a soucasné n? je liché ¢islo. Jiz diive jsme
dokézali (viz neptimy dikaz v pifkladu 1.46), Ze pokud je n sudé ¢islo, pak i n? je sudé
¢islo. Tento zavér je vSak v rozporu s predpokladem tvrzeni 1.32, ze n je sudé cislo a
soucasné n? je liché ¢islo. Negace 1.32 piivodni véty tedy neplati a plati ptivodni véta:
Jestlize je n? liché ¢islo, pak i &islo n je liché.

4. Dukaz matematickou indukci vyuzivame specidlné u matematickych vét popi-
sujicich vlastnosti pfirozenych ¢isel, tj. matematickych vét typu:

Vn € N:v(n), (1.33)

kde v(n) je vyrokova forma proménné n (vlastnost pfirozenych ¢isel). Dikaz mate-
matickou indukci je zalozen na nasledujici vété, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta 1.1 Véta o tplné matematické indukci Necht vyrokova forma v(n) proménné
n je definovand pro vSechna pfirozené ¢isla n a necht v(1) je pravdivy vyrok. Nechtf pro
kazdé k € N plati implikace v(k) = v(k+1). Pak pro vSechna pfirozena ¢&isla n plati v(n).

Dtikaz véty 1.33 matematickou indukci spociva ve dvou krocich:

1. Dokézeme, ze dané vlastnost plati pro n = 1 (tj. dokdzeme, ze vyrok v(1) je prav-
divy).

2. Dokéazeme, 7ze kdyZ dand vlastnost plati pro n = k, pak plati i pro n = k + 1 (tj.
dokézeme, ze pro kazdé k € N plati implikace v(k) = v(k + 1)).

Na zéakladé véty 1.1 o aplné matematické indukei pak vlastnost v(n) plati pro vSechna
prirozena cisla n.

Poznamka 1.16 Druhy krok z pfedchazejiciho schématu je nazyvan indukéni krok.
Dokazujeme v ném, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo k vyplyva z platnosti vyroku v(k) platnost
vyroku v(k + 1). Tvrzeni v(k) je tzv. indukéni pFedpoklad.

Pti ditkazu matematickou indukci neni podstatné, Ze se zacina pravé od c¢isla 1. M-
zeme zacit od nejmensiho prirozeného cisla, pro které méa dokazovana vlastnost platit.
Postup pfi diikazu matematickou indukci budeme ilustrovat na nasledujicim prikladu.
Priklad 1.48 Soucet prvnich n pfirozenych ¢isel je roven ¢islu @ Dokazte
matematickou indukei.

Dukaz Tteba dokazat, ze pro kazdé n € N plati rovnost

n(n—i—l).

v(in):14+2+..+n= 5

Tuto rovnost dokadzeme ve dvou krocich:

1. Dokézeme, ze dand rovnost plati pro n = 1, tj. dokdzeme, Ze plati v(1) : 1 = %

Platnost této rovnosti je ziejma.



73

2. Predpokladejme, ze dana vlastnost plati pro n = k. Dokézeme, zZe tato vlastnost
platiipron =k + 1.

Necht tedy pro kazdé k € N plati vlastnost

k(k+1)
2 )
coz je indukéni predpoklad. Mame dokézat, ze potom pro kazdé k& € N plati

ok +1) 1424+ bkt k1= (’“+1)2(’f+2)_

o(k) 142+ ...+ k= (1.34)

Necht k je libovolné prirozené ¢islo. Pak

1 1) +2(k+1
1+2+...+k+k+1:@+k+1:k’(k’+ ); (k+1) _
R+ k+2k+2 KB 43k+2  (k+1)(k+2)
— 5 _ 2 _ . .

Vyuzili jsme indukéniho predpokladu 1.34 a dokéazali jsme, Ze vlastnost v(n) plati pro
vSechna pfirozend cisla n.

1.5.5 Ulohy k procviéeni

1. Rozhodnéte, které z danych gramatickych vét jsou definice a které jsou matematické
véty.

a) Pro vSechna pfirozend (isla, kterd jsou délitelna deseti, plati, Ze jsou délitelna
peti.
b) Existuje celé ¢islo, které je feSenim rovnice 5z — 2 = 8.

c¢) Prvodislo je prirozené ¢islo vétsi nez 1, které je délitelné pouze ¢islem jedna a
sebou samym.

d) Soucet vnitinich thla v libovolném trojuhelniku je 180°.

e) Pro vSechna pfirozend cisla, kterd jsou délitelnd péti, plati, ze jsou délitelna
deseti.

f) Celé ¢islo je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny
tremi.

g) Piimku o nazyvame osou usecky AB (A # B) pravé tehdy, kdyz jsou ptimky
AB a o navzajem kolmé a pfimka o prochéazi sttedem tusecky AB.

h) Soucin dvou ¢isel je roven nule pravé tehdy, kdyz je alespoii jeden ¢initel roven
nule.

i) Proti vétsi strané trojuhelnika lezi vétsi thel.
j) Obsah trojuhelnika je roven poloviné sou¢inu délky libovolné jeho strany a
vysky prislusné k této strané.
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2. Jsou dany vyrokové formule p, ¢, 7. Rozhodnéte, zda dané zapisy jsou zapisy spravného

odvozovani:
pP=49, 7q p=q, 7p D, g<=r p=q, T
a) -p b) —(pAr) ) pvr d) pV—r

3. Je dana véta ve tvaru implikace: "Pro vSechna z,y € N plati: Jestlize je soucin z - y
liché ¢islo, pak soucet x + y je sudé ¢islo.” Utvoite k této veéte

a) vétu obménénou,
b) obréaceny vyrok,
c) negaci véty,

zapiste je symbolicky a rozhodnéte o jejich pravdivosti.
4. Ke kazdé matematické vété formulujte vétu obménénou, resp. obraceny vyrok. V pii-
padé obraceného vyroku rozhodnéte o jeho pravdivosti.
a) Pro kazdy ¢tyfahelnik plati: Je-li étverec, pak mu lze opsat kruznici.

b) Pro kazdou kvadratickou rovnici plati: Je-li ve tvaru ax? + bz = 0, pak alespoii
jeden jeji kofen je roven nule.

c) Pro kazdé n € N plati: Jestlize je cifra 5 posledni cifrou ¢isla n v jeho dekadic-
kém zapisu, je ¢islo n délitelné péti.
d) Jsou-li ramena dvou ostrych hli rovnobéznd, pak jsou tyto thly shodné.

5. Provedte pfimy diikaz matematické véty: ” Soucin dvou libovolnych celych ¢éisel n, n+1
je cislo sudé.”

=]

. Dokazte, ze soucin libovolnych dvou lichych ¢isel je ¢islo liché.

N

. Dokazte, ze soucet libovolnych dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé.

Qo

. Dokazte, ze soucet tii po sobé nasledujicich celych ¢isel, z nichz prostiedni je sudé, je
delitelny Sesti.

9. Pro kazdé ptirozené éislo n plati: Jestlize n? + 6 je délitelné péti, pak n neni délitelné
péti. Dokazte.

Ly o Y s . ; v ;1 xe . v 2(n+1)?
10. Dokazte, ze soucet tfetich mocnin prvnich n prirozenych cisel je roven ¢islu %.

11. Dokazte, ze pro vSechna prirozené cisla n plati rovnost

1)(n + 2
124234 +nm+1) = "F ;(”Jr ).

Vysledky:

1. Vyroky c), g) jsou matematické definice; vyroky a), b), d), f), h) i), j) jsou matematické
véty; tvrzeni e) je nepravdivy vyrok (neni matematickd véta).



75

2.

a) Zapis

=g, T Iy ;. , ,
w prepiSeme do zépisu vyrokové formule [(p = ¢q) A =q] = —p.

Pravdivostni hodnoty této vyrokové formule ur¢ime pomoci tabulky:

(p = ¢ AN —q] = -p
1 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0
o 1 1 0 0 1 1
o 1 0 1 1 1 1

Z tabulky je zfejmé, Ze vyrokova formule [(p = ¢) A —¢] = —p je tautologie,
P=4, 7q

tedy zapis je zapisem spravného odvozovani (z pravdivosti vyroku

p = q a =g vyplyva pravdivost vyroku —p).

ZApis % prepiseme do zapisu vyrokové formule [(p < q)A—p] = —(pAr).
Pravdivostni hodnoty této vyrokové formule uréime pomoci tabulky:
[(p & a9 AN p] = = (p AN 1)
1 1 1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 O 1 0 1 1
1 0 0 0 O 1 1 0 0
0o o0 1 0 1 1 1 0 1
0O o0 1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1 0 1
0O 1 0 1 1 1 1 0 0

Z tabulky je ziejmé, Ze vyrokova formule [(p < ¢) A—p| = —(pAr) je tautologie,
. p=q, p . oy (. . . o

tedy zapis % je zéapisem spravného odvozovani (z pravdivosti vyroki

p < q a —p vyplyva pravdivost vyroku —=(p A 1)).

, . D, q=T

Zapis VT

Pravdivostni hodnoty této vyrokové formule uré¢ime pomoci tabulky:

prepiseme do zépisu vyrokové formule [p A (¢ < r)] = (p V r).

[p A (¢ & 1] = ( VvV 1)
1 1 1 1 1 1 1
1 01 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 1.0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0o 01 0 0 1 0
o0 0 0 1 1 1
00 0 1 0 1 0

Z tabulky je zfejmé, ze vyrokova formule [p A (¢ < )] = (pV r) je tautologie,
D, g=r
pVvr
q < r vyplyva pravdivost vyroku p V r).

tedy zapis je zapisem spravného odvozovani (z pravdivosti vyroki p a
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d) Zépis p}j/)ci,rr prepiseme do zapisu vyrokové formule [(p < ¢) Ar] = (pV —r).

Pravdivostni hodnoty této vyrokové formule ur¢ime pomoci tabulky:

[(p & o AN 1] = (p vV 1)
1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 1 11
1 0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 11
0o 0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 11
0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 11

Z tabulky je zfejmé, Ze vyrokova formule [(p < ¢) Ar] = (p V —r) neni tauto-

. (. P=q T
logie, tedy zapis PV

neni zapisem spravného odvozovani.

3. Matematickou vétu zapiseme nejdiive symbolicky formou kvantifikovaného vyroku:

Ve,yeN:x-y=2k+1=x+y =2k, kde k € N.

a) Pro v8echna z,y € N plati: Jestlize je soucet x + y liché ¢islo, pak souéin x - y
je sudé cislo. (pravdivy vyrok - matematicka véta)
Symbolicky zapis véty obménéné: Ve, y e Nz +y=2k+1=x-y =2k

b) Pro vSechna z,y € N plati: JestliZe je soucet x + y sudé ¢islo, pak souéin z - y
je liché ¢islo. (nepravdivy vyrok - neni matematicka véta)
Symbolicky zapis obraceného vyroku: Ve, y e N: v +y=2k=2x-y=2k+1
c) Existuji pfirozena ¢isla x, y, pro kterd plati: Soucin z -y je liché ¢islo a zaroven
soucet x + y je liché ¢islo. (nepravdivy vyrok - neni matematické véta)
Symbolicky zapis negace véty: dz,y e N:x -y =2k+ 1Az +y=2k+ 1.

4. a) Véta obménéna: "Pro kazdy ¢tyfuhelnik plati: Nelze-li mu opsat kruznici, neni
¢tverec.”
Obraceny vyrok: ”Pro kazdy ¢tyiihelnik plati: Lze-li mu opsat kruznici, je to
¢tverec.” (nepravdivy vyrok)

b) Véta obménéna: "Pro kazdou kvadratickou rovnici plati: Jestlize zadny jeji
kofen neni roven nule, pak rovnice neni ve tvaru ax?® + bx = 0.”

Obraceny vyrok: ”Pro kazdou kvadratickou rovnici plati: Jestlize alespon je-
den jeji koten je roven nule, pak je rovnice ve tvaru az?+bx = 0.” (pravdivy
vyrok)

c) Véta obménéna: "Pro kazdé n € N plati: Jestlize ¢islo n neni délitelné péti,
pak cifra 5 neni posledni cifrou ¢isla n v jeho dekadickém zapisu.”

Obraceny vyrok: ”Pro kazdé n € N plati: Jestlize je ¢islo n délitelné péti, pak
je cifra 5 posledni cifrou ¢isla n v jeho dekadickém zapisu.” (nepravdivy
vyrok)
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5. Provedeme ptrimy diikaz matematické véty, kterou zapiSseme symbolicky:

VneZ:n-(n+1)=2-Fk,

kde k£ € Z. Pro kazdé n € Z plati, ze z cisel n, n + 1 je pravé jedno sudé a prave
jedno liché, tj. nastane pravé jedna ze situaci:

a) pokud n je sudé (n =2-1), pakn+1jeliché (n+1=2-1+1),kdel € Z,
b) pokud n je liché (n=2-1—1), pak n+1jesudé (n+1=2-1),1 € Z.

V ptipadé situace a) plati, ze

n-(n+1)=2-1-(2-1+1).
Ozna¢me k =[-(2-1+ 1), kde k € Z. Dosazenim ziskdme rovnost n- (n+1) = 2k,
z niz je ziejmé, Ze souin n - (n + 1) je sudé ¢islo pro n sudé.
V ptipadé situace b) plati, ze

no(n+1)=2-1-1)-2-1=2-1-(2-1—1).
Ozna¢me m = [-(2-1—1), kde m € Z. Dosazenim ziskdme rovnost n-(n+1) = 2-m,
z niz je zfejmé, ze soucin n - (n + 1) je sudé ¢islo pro n liché.
Dokazali jsme, ze n - (n + 1) je sudé ¢islo pro kazdé n € Z.

6. Provedeme piimy dikaz. Je tieba dokazat néasledujici tvrzeni:
Va,y € Z : (z je liché Ay je liché) = x - y je liché.

Na zakladé predpokladu, ze x a y jsou licha cela cisla, lze tato ¢isla zapsat ve tvaru:
r=2-k+1,y=2-141, kde k,[ € Z. Pak soucin z - y zapiseme:

roy=02-k+1)-2-1+1)=4-k-1+2-k+2-1+1=2-2-k-l+k+1)+1

Ozname m =2 -k-l+k+1,kde m € Z. Pak x - y = 2 - m + 1. Dokézali jsme, Ze
soucin dvou lichych ¢isel je ¢islo liché.

7. Provedeme ptfimy dtikaz. Je tfeba dokazat nasledujici tvrzeni:
Va,y € Z : (x je liché Ay je liché) = x + y je sudé.

Na zakladé predpokladu, ze x a y jsou licha cela cisla, lze tato ¢isla zapsat ve tvaru:
r=2-k+1,y=2-1+1, kde k,l € Z. Pak soucet x + y zapiSeme:

c+y=2-k+1)+Q21+1)=2-k+142-1+1=2-k+2-142=2-(k+1+1).

Ozna¢me m = k+ 1+ 1, kde m € Z. Pak x + y = 2 - m. Dokazali jsme, Ze soucet
dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé.
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8. Provedeme pfimy dikaz. Predpokladejme tii po sobé nasledujici cela ¢isla x, vy, z, z
nichz prostfedni je sudé, tj. t =2-k—1, y=2-k, 2=2-k+ 1, kde k € Z. Pak
soucet = + y + z zapiSeme:

r+y+z2=2-k-1)+2-k+2-k+1)=2-k—-14+2-k+2-k+1=6-k.

Dokazali jsme, ze soucet tii po sobé nasledujicich celych ¢isel, z nichz prostfedni je
sudé, je délitelny Sesti.

9. Provedeme nepfimy dikaz. Danou matematickou vétu zapiseme:
Vn e N:5n*>+6=>5 fn. (1.35)
K matematické vété 1.35 vytvorime vétu obménénou:
vn € N:5n =15 fn®+6,

kterou dokadzeme primo. Z predpokladu vime, ze ¢islo n je délitelné péti, tj. n = 5-k,
kde k£ € N. Pak

n?+6=05-k?>+6=25-k*+6=5-(5-k*+1)+ 1.

Ozna¢me m = 5 - k + 1, kde m € N. Upravou ziskdme rovnost n? +6 =5-m+1, z
niz je zfejmé, ze ¢islo n? + 6 neni délitelné péti, tj. 5 fn? + 6. Dokazali jsme platnost
véty obménéné k matematické vété 1.35. Tedy jsme dokazali, ze pro kazdé prirozené
¢islo n plati: Jestlize n? + 6 je délitelné péti, pak n neni délitelné péti.

10. Je tfeba dokazat, ze pro kazdé n € N plati

n?(n + 1)2

v(n): 1P+ 224+ 3+ . +n’ = 1

Dikaz provedeme matematickou indukci ve dvou krocich:

1. Dokazeme, ze dané vlastnost plati pro n = 1, tj. dokdZeme, Ze plati v(1):
13 = % = 14 = 1. Pro n = 1 uveden4 rovnost plati.

2. Predpokladejme, Ze dana vlastnost plati pro n = k. Dokazeme, ze pak plati i
pron = k+1, tj. dokdzeme, Ze pro kazdé k € N plati implikace v(k) = v(k+1).
Necht tedy pro kazdé k € N plati

k2 (k + 1)

(k) : 1P+ 22433+ .+ k= I

(1.36)

Mame dokazat, ze potom také pro kazdé k € N plati

(k + 1)%(k + 2)?
. .

vk +1): P +22 433+ L+ B+ (k+1)% =
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Pro libovolné k£ € N ziskame

2 12
v(k+1):13+23+33+...+k3+(k+1)3:w+(k+l)3:

B k+1)2+4(k+1)3  (k+1)*K+4k+4) (k+1D*k+ 2)2.

4 - 4 - 4

S vyuzitim indukéniho pfedpokladu 1.36 jsme dokazali, ze vlastnost v(n) plati
pro vsechna prirozena cisla n.

11. Je tieba dokazat, ze pro kazdé n € N plati

v(n):1.2+2.3+...—|—n(n—|—1):n(n+1§(n+2).

Ditikaz provedeme matematickou indukci ve dvou krocich:

1. Dokazeme, ze dand vlastnost plati pro n = 1, tj. dokdzeme, Ze plati v(1):
3 3

2. Predpokladejme, ze dand vlastnost plati pro n = k. Dokazeme, ze pak plati i
pron = k+1, tj. dokdzeme, Ze pro kazdé k € N plati implikace v(k) = v(k+1).
Necht tedy pro kazdé k € N plati

= 2. Pro n = 1 uvedena rovnost plati.

v(k):1-2+2'3+...+k(k+1):k<k+1;(k+2). (1.37)

Mame dokazat, ze potom také pro kazdé k € N plati

(k+1)(k+2)(k+ 3)_

vk +1):1-242-34+ . +k(k+1)+(k+1)(k+2) = 3

Pro libovolné k € N ziskame

v(k+1):1-2+2-3+...+k(k+1)+(k;+1)(k+2):k<k+13)(k+2)+

k1) (k4 2) = k(k+1)(k+2)—£3(k+1)(k+2) _ (/{:—l—l)(k—é—Z)(k—i—S).

S vyuzitim indukéniho predpokladu 1.37 jsme dokazali, Zze vlastnost v(n) plati
pro vSechna prirozena cisla n.

1.6 Vyuziti vyrokové logiky a zakladnich poznatkt o mnozinach
ve $kolské matematice na 1. stupni ZS

e Vyrokova logika
Déti od ttlého véku formuluji viroky a uéi se rozhodovat o jejich pravdivosti. Uvahy

o pravdivosti daného tvrzeni vychazeji z konkrétni situace a vlastni zkuSenosti ditéte.
Zarazeni prvki vyrokové logiky do ¢innosti, které jsou realizovany s détmi predskolniho
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a mladsiho skolniho véku, si klade za cil, aby déti ziskaly potfebu argumentace a samy
pocitovaly dilezitost logiky pii pfesném formulovani pravidel. Soucasné se tak déti na
propedeutické trovni uci pouzivat jazyk logiky.

V tomto obdobi je tedy velmi dtilezité zatazovat do vyuky rizné otazky, tlohy a ¢in-
nosti, které jsou propedeutikou pojmi vyrok a pravdivostni hodnota vyroku. Pojem vyrok
je nahrazen slovem vyjadfeni, tvrzeni, véta, sdéleni apod. Zadani téchto tloh ma vést
déti k rozhodnuti o pravdivosti uvedeného vyroku. Ucitel mtze naptiklad vyslovit vyroky:

” Anicka je dnes ve skole.”
”Tonik je dnes ve skole.”
"Kéaja dnes neni ve skole.” apod.

a zaci majl rozhodnout o jejich pravdivosti. Obtiznost tuloh mitize byt stupmo-
vana tim, zZe ucitel tvori negace téchto vyroki, pripadné slozené vyroky, a zaci opét urcuji
jejich pravdivostni hodnoty. Tato c¢innost je vyznamnou strankou rozumové vychovy
zéki a pocatecnim krokem k vytvareni smyslu pro pravdivé poznani.

Zmalost pravdivych a nepravdivych vyroki lze vyuzit naptiklad u ¢innosti, pti kterych
deéti tiidi predmeéty na ty, které maji pozadovanou vlastnost a které danou vlastnost
nemaji: dfevéné, bilé, nejsou cerné apod. Vhodnym ptikladem takové tlohy o t¥idéni
muze byt tloha 17 z odstavce 2.3.2.

V hodindch matematiky se zaci jiz na zacatku prvniho stupné setkavaji s mnoha
vyroky s matematickym obsahem napiiklad pfi urcovani poc¢tu objektti zadaného
souboru, pfi porovnavani poc¢tu prvki zadanych souborti nebo u zakladnich pocetnich
operaci. Jedna se napiiklad o vyroky (pravdivé) typu:

5-3=2 1+3=4 3.4=12 28:7 =4
2 <6 5> 45 (246)+7=15 2. (34 6) =18

Vybrané ukazky 1.44 a 1.45 z uéebnice matematiky pro 1. roénik (Pottckova, 1998)
interpretuji pravdivé vyroky.

=

s WU W .
i e 413 4-2=0 4-3-1
Vis U : y VAT 4 | HE 2
Obr. 1.44: Obr. 1.45:

Déti ptredskolniho i mladsiho skolniho véku se déale v bézném zivoté casto setkavaji
s jazykovymi vyrazy: kaZdy, vsechny, Zddny, nékdo, néco, nic, nikdo, aspon jeden, pravé
jeden, které nazyvame kvantifikatory. Spravné pochopeni kvantifikatori vede k presnosti
mysleni, konani a vyjadfovani se. Vyznam slov vSechny, nékteré, nékdo, nikdo objevuji
déti pii béznych skolnich i mimoskolnich ¢innostech. V souvislosti s timto mohou byt ve
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skole ucitelem proneseny néasledujici véty:

”Jsou dnes ve skole vSechny déti nasi t¥idy?”

”Mate vsichni pripraveny domaci tkol?”

"Kazdy z vas si nyni polozi na lavici jednu ¢ervenou pastelku.”
"Vsichni si ted spoleéné zazpivame.”

"Kazdy z Vas si nyni polozi na lavici alespon jednu pastelku.”
”Chybi nékdo?”

”Nikdo nechybi.”

Na zakladé obdobnych vét jsou déti vedeny k pochopeni kvantifikatort a k jejich
spravnému pouziti v matematice pii presném vyjadfovani. Poznamenejme, ze ucitelovy
spravné formulace i s potfebnymi kvantifikatory jsou predpokladem toho, aby si zaci v
budoucnu vytvareli spravné predstavy o novych pojmech a vztazich mezi nimi. A také
jsou predpokladem k tomu, aby si lidé navzajem spravné rozuméli!

Na 1. stupni si zaci zacinaji vytvaret predstavu o proménnych a chapat jejich vyznam
napiiklad dosazovanim prirozenych ¢isel do ramecki v zapisech typu

[1]<4 nebo [0=6 nebo [0+2=5 nebo 8—-4=0 nebo 7-0=35,

v nichz ramecek [ pfedstavuje nezndmou (proménnou) a samotny zapis predstavuje vyro-
kovou formu jedné proménné. Po dosazeni prirozeného ¢isla do ramecku déti rozhoduji, zda
je nebo neni doplnény zapis pravdivy, tj. rozhoduji o pravdivosti vyroku, ktery vznikne ze
zadané vyrokové formy, pripadné hledaji piimo obor pravdivosti zadané vyrokové formy.
Zaméni-li se v zapise vyrokové formy ramecek za pismeno, fesi zaci rovnice o jedné pro-
ménné (neznamé), viz ukazka 1.46 z ucebnice matematiky pro 4. ro¢nik (Blazkova et al.,
1996b).

3. Myslim si &islo. Jestlize k nému prictu ¢islo 10, dostanu 25. Které &islo si myslim?

MlZeme zapsat +10=25 nebo Xx+10=25
myslené Cislo myslené &islo oznaéené pismenem
156+10=25 x=15

Odpovéd: Myslim si &islo 15

Zapis x + 10 = 25 se nazyva rovnice. Pismeno, kterym je zapsano hledané &islo, se |
nazyva neznama.

Obr. 1.46:

Postupné si déti osvojuji uziti proménnych v zapisech vlastnosti a vztaht, naptiklad:

a+10 || 15 80
a 3 25 17 32
a-10 || 50 250 400

Pozdéji mohou zaci prejit k dosazovani prirozenych ¢isel do zapist typu
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[0+ 0 <10 nebo 0O+0 =6,

které predstavuji vyrokové formy dvou proménnych, a opét rozhoduji o pravdivosti ¢i
nepravdivosti vytvorenych vyroki. Na obrazcich 1.47 a 1.48 mtzeme vidét ukazky vybra-
nych piikladi z uéebnice matematiky pro 1. ro¢nik ZS (Pottickova, 1998) reprezentujici
vyrokové formy jedné proménné.

2+| |=4 +2=4

yak je too
DOBOY ¢+ |5 +1=5 @ 9> | |o|1]2|3]4|5/6|7|8|9l0
1+ =3 +2=3 2= | |0|1]2|3|4|5|6|7|8|9/0
9< | |o]1]2|34|5|6|7|8]9h0
4+ =5 3+ =5 2+ =4
Obr. 1.47: Obr. 1.48:

e Mnoziny

Jednim ze zékladnich kol matematiky na 1. stupni ZS je vybudovani pojmu
prirozeného c¢isla a osvojeni si poc¢etnich vykont s pfirozenymi ¢isly. Zavedeni prirozenych
¢isel, vztahti mezi nimi a operaci s nimi se opird o pojem mnozina. Se samotnym pojmem
mnozina se na 1. stupni ZS nesetkdme, ale mnoziny jsou prostfedkem, ktery umoziiuje
pochopit podstatu probirané latky.

Porovnej: Ma kazdy pejsek svou misku? Staci kloboucky pro viechny holéicky? [

PP WHD | 2 2 =
== 288388
T | OV e
Obr. 1.49: Obr. 1.50:

Z nésledujicich ukéazek je patrné, jak se zndzornéni riznych soubort pfedméti (mno-
zin), s nimiz Zaci pracuji, uplatiiuje pfi seznamovani s pfirozenymi ¢isly (viz 1.49), pfi
jejich porovnavani (viz 1.50), s¢itani (viz 1.51) a od¢itani (viz 1.52) v 1. ro¢niku a pfi
déleni pfirozenych ¢isel (viz 1.53) v 2. ro¢éniku. Obrazky byly pievzaty z ucebnic mate-
matiky pro 1. ro¢nik ZS (Staudkové et al., 2019a) a (Pottickova, 1998) a pro 2. roénik
(Potuckova, 1999).

Dilezitou roli hraji mnoziny pii grafickém znazornéni slovnich tloh, které mizeme
vidét na ukdzkich 1.54 a 1.55 vybranych z u¢ebnic matematiky pro 3. ro¢nik (Blazkova
et al., 2006).

Ukazky slovnich tloh na obrazcich 1.56 a 1.57 vybrané z pracovnich sesitt
k ucebnicim matematiky pro 3. ro¢nik (Blazkova et al., 2011a) a (Blazkova et al.,
2011Db) reprezentuji grafické znédzornéni feseni loh s vyuzitim mnozinové operace pruniku.
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Scitani v oboru ¢isel do - : 2

® 4 - - i -
YL it

A4'!1 5- =4 P'A Ay 5. |=2

Obr 1.51: Obr. 1.52:

{1* Ve tfidé je 24 zaka.
a) Rozdélte je do 4 stejnych b) Rozdélte je do skupin
skupin. Kolik zakt bude po Ctyrech.
v kazdé skupiné? Kolik skupin vytvorite?

990009000000000000000000 s00000000

Vypocet: 24 4 b
Zkousku provedte nasobenim: 6 -4 =24

Odpovéd: ‘

V kazdé skupiné bude 6 zaku. Vytvorime 6 skupin.

Obr. 1.53:

e Logicka vystavba matematiky

Vyznamnym momentem ve vyucovani matematiky je, kdyz dité vybira ze znadmych
informaci podle urcitych kritérii a z téchto predpokladii pak odvozuje disledky. Pro
tyto dovednosti ditéte jsou kladeny naroky na samotného ucitele, u kterého je nezbytné,
aby sam usuzoval spravné. Nedbalé vyjadfovani podminek a nedtislednost pfi vyvozeni
disledki mtize negativné ovlivnit spravnost logického tusudku ditéte. Jako priklad
tohoto uvedme dvé tvrzeni: ”Jestli si nenapiSeS tlohu, nepustis si pocitac.” a "Kdo
spravné vypocita priklad, dostane jednicku.” Po téchto pronesenjych tvrzenich by se
nemélo stat, ze si dité pusti pocitac¢, aniz by mélo hotovou tlohu, a také musi dostat
jednicku za spravné vypocitany priklad. Ale pozor na nedbalou formulaci: "Kdo vypocita
priklad, dostane jednicku.” Pak by mélo dité dostat jednicku za jakkoli vypocitany priklad!

Dalsi naroky kladené na ucitele se tykaji znalosti definic a dikladného osvojeni si
matematickych pojmt. Ucitel by mél byt schopen najit zptisob, jak pojmy zaktm vysvétlit
na jejich myslenkové tirovni, aby si vytvorili spravné predstavy o nich. Pfesné vyjadifovani
ucitele pozitivné ovliviiuje tvorbu spravnych predstav konkrétnich pojmi, kultivaci jazyka
a slovni vyjadfovani déti.
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33. Honzik s Janou sazeli jahody.

a) Na prvni zahon zasadil Honzik 4 fady po péti sazenicich, Jana zasa-
dila 4 fady po trech sazenicich. Kolik sazenic jahod zasadili na prvni

zahon?
G R TRITY = e e . b) Na druhy zahon zasadil Honzik 4 fady po ¢tyfech sazenicich a Jana
12sHonzlnasel1 ke taniake Inaselcs kastanu vice nez Honzik. Ko- tam zasadila 4 fady po dvou sazenicich. Kolik sazenic jahod zasadili
lik kaStan(i nasel Vasik? na druhy zahon?
Honzik 10 4—_| a) Honzik 4 fady po péti b) Honzik 4 fady po &tyrech
Vasik o 5 vice nez Jana 4 fady po tiech Jana 4 fady po dvou
Vasik &ty
| Znézornéni: S 08. 0099 Znazornéni: 9.0:0.6:9.9
Znazornéni: Honzik 0000000000 5 10 e us e 4 QoS 9
Vasik 000000000060000 10+5 Sems N b fgne
Vypodet: eeccc e eecc e
‘ Odpovéd: Vasik nasel kastanu. Zkouska: 5 4
8 6
Pocitame: 4.5+4.3=  + = Pocitame:
nebo4.(5+3)=4.8= nebo:
Vyséazeli sazenic jahod. Odpovéd:
Obr. 1.54: Obr. 1.55:

8. Vsichni zaci 3. B odebiraji ¢asopisy. Casopis Barvitka odebira 15 24kl a Easopis Tuztitka

Ll trojuhelnikd.
odebira 13 zaku. = e 3.
5 et o i 1 2 A © 4
Pokud nevime, zda néktefi zaci neodebiraji souasné dva dasopisy, nemizeme pesné vypoditat, < L= A ® @ \
kolik zakil je ve tfid&. Nejméné jich mize byt nejvice @b) / \
2 3 Barvicka 24ki. (1b) ) 7
Kazdy zak odebira alespofi jeden Easopis. — i ’ \ / h
Podle obrazku vypotitej, kolik je ve tfidé Zakil NE N st Sa
jestlize oba &asopisy odebira pét zéki. Vysvétli 00000 (X XX X ]
© . ® : @ ®

nésledujic postup vypo&tu: 15 + 13 -5 = o0000 'YX ) A ? 2 — S ey

i) o / < = ) g \ /

(v g PN & A
Obr. 1.56: Obr. 1.57:

2 Binarni relace a zobrazeni

2.1 Kartézsky soucin dvou mnozZin

Piiklad 2.1 (motivacni) TFi hosi Adam, Boris a Cyril a tii dévcata Klara, Lucie a
Markéta se dohodli, ze béhem prazdnin posle kazdy hoch kazdé divce pohlednici. Kolik
pohlednic bylo celkem poslano?

Resent: Vyuzijeme pouze pocateénich pismen ve jménech hochtt a divek. Mno-
zinu hochti oznacme H, tj. H = {A,B,C} a mnozinu divek ozna¢me D, tj.
D = {K, L, M}. Kazdou poslanou pohlednici ozna¢ime pomoci usporadané dvojice, kde
prvni slozkou bude vzdy odesilatel (tedy jeden z hochil) a druhou slozkou piijemce (tedy
jedna z divek). Napiiklad pohlednice, kterou poslal Cyril Klafe, bude oznacena jako
usporadana dvojice [C, K|. MnoZina P vSech pohlednic bude zapsana pomoci téchto
uspotradanych dvojic

P = {[A7K]7 [Av L]? [A7M]7 [B7K]7 [B7 L]v [B,M], [C, K]7 [C: L]) [07 M]}
Hosi poslali celkem devét pohlednic.

V prikladu 2.1 jsme oznacili mnozinu hochit H a mnozinu divek D. Pomoci prvki
mnozin H a D jsme vytvorili mnozinu P vSech zaslanych pohlednic. Mnozina P je
vysledkem dal$i mnozinové operace, kterou budeme nasledné definovat.

Uvazujme dvé mnoziny A a B. V nasledujicich tivahach vyuZijeme zminény pojem
usporadané dvojice, kterou oznacime [z,y], kde € A a y € B. Prvek z se nazyva prvni

12. Pojmenuj a vyzna¢ barevné geometrické Utvary, které jsou spolecnou Easti narysovanych
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slozka uspotadané dvojice [z, y], prvek y se nazyva druha slozka uspotrddané dvojice [z, y].

Rovnost uspofadanych dvojic formulujeme takto: Usporadand dvojice [x,y] se rovna
usporadané dvojici [u, v] (piSeme [z, y] = [u,v]) pravé tehdy, kdyZz x = u a zroven y = v.

Definice 2.1: Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Mnozinu vSech usporaddanych
dvojic [z,y], kde x € A a y € B, nazyvame kartézsky soucin mnozin A, B, oznacujeme
A x B a symbolicky zapiseme

Ax B={[z,yl;xr € ANy € B}.

Poznamka 2.1  a) Prvky mnoziny A x B jsou tedy uspofddané dvojice [z,y], tj.
[z,y] € Ax B.

b) Jestlize A = B, potom kartézsky soucin A x A piSeme té% A% a hovoiime o kartézské
druhé mocniné mnoziny A.

c) Pojmy usporadana dvojice a kartézsky soucin dvou mnozin lze zobecnit. Uspotrada-
nou trojici rozumime skupinu tii objektl s uvedenim, ktery z objektt je na prvnim,
druhém a tretim misté ve skupiné - fikdme, ze je prvni, druhou a tfeti slozkou uspo-
fadané trojice. Kartézskym soucinem tii mnozin A, B, C' rozumime mnozinu vSech
usporadanych trojic [z,vy, 2], kde x € A, y € B, z € C. Oznacujeme A x B x C' a
symbolicky zapisujeme

Ax BxC=A{[r,y,z;r € ANye BAze C}.

Obdobné hovofime o uspofddané n-tici a kartézském soudinu n mnozin
Aq, Ag, ..., Ay, ktery zapisujeme A; X Ay X ... X A,.

Piiklad 2.2 Jsou dany mnoziny A = {a,b,c}, B = {1,2}. Urcete

a) Ax B, b) B x A, c) A? d) B2
;)senz x B ={[a,1],[a,2],[b,1], [, 2], [c, 1], [¢, 2]},
b) B xA={[l,al,[1,0],[L,d,[2,a],[2,0],[2, ]},
) A?=AxA={a,a][a,b],a,d], b al,[bb],b,c][c,al,[c,b], [, c]}
4) B =BxB={[1[12 2 1] 2.2])

V nasledujici vété uvedeme nékteré zakladni vlastnosti kartézského soucinu:

Véta 2.1 Pro libovolné t¥i mnoziny A, B, C' plati:

1) AxB=0<(A=0VvB=10),

2) AxB=BxA& (A=0vB=0VvA=DB),
3) ACB=(AxCCBxCO)N(CxAcCCxB),
4) (ANB)xC=(AxC)N(BxC),

5) (AUB)xC=(AxC)U(BxC),

6) (A—B)xC=(AxC)—(Bx().
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Dikaz Dokazeme pouze dvé tvrzeni véty 2.1, a to 1) a 5). Dikazy ostatnich tvrzeni
jsou bud zifejmé, nebo se tvrzeni dokazuji analogicky.

1) Ozna¢me vyroky
p: Ax B=1, ¢ A=0Vv B=1(.

Dokézeme nejdiive implikaci p = ¢. Dikaz provedeme sporem, tzn. doké-
zeme neplatnost negace —(p = ¢). Podle vztahu 1.10 v kapitole 1.1.2 dokazeme
neplatnost vyroku p A —gq.

Necht existuji dvé mnoziny A, B s vlastnostmi A x B = () a soucasné A # A B # ().
Pokud jsou obé mnoziny A, B neprazdné, potom existuji prvky a € A, b € B (v
kazdé mnoziné alespon jeden prvek). Podle definice 2.1 kartézského soucdinu vSak
usporaddand dvojice [a,b] € A x B, coz je spor s predpokladem, ze A x B = ().
Obracena implikace ¢ = p se dokaze analogicky.

5) Dokazujeme rovnost mnozin (AU B) x C' = (A x C) U (B x (). Ozna¢me mnoziny
L=(AUuB)xC, P=(AxC)U(BxC).

Mame-li dokazat rovnost L = P, musime dokézat, ze L. ¢ P AN P C L.
Nejprve dokézeme inkluzi L C P, tzn. zvolime libovolnou uspoifadanou dvojici
[z,y] € L a dokdZeme, Ze souCasné [z,y] € P. Necht

2,y e (AUB)xC = [re€(AUB)Aye(C] =

= [(x€eAVzeB)ANyelC] = [xeANyeC)V(zeBAye(l)] =
= [y e AxCVir,y e BxC = [zr,ye(AxC)U(BxC).

Dokazali jsme, ze [z,y] € P, tedy L C P. Inkluze P C L se dokéze
analogicky.

Poznamka 2.2 Tvrzeni 4), 5) a 6) véty 2.1 lze po fadé formulovat rovnéz ve tvaru
4*) Cx (ANB)=(CxA)N(C x B)
5%) Cx (AUB) =(CxA)U(C x B)
6*) Cx (A—B)=(CxA)—(C x B)

Poznamka 2.3  a) Pro kartézsky soucin obecné neplati komutativni zdkon. Pro ilu-
straci staci uvazovat mnoziny A x B a B x A z prikladu 2.2.

b) Pro kartézsky soucin neplati ani asociativni zdkon. Uvazime-li napf. mnoZinu
A = {a}, pak

(Ax A) x A={a,a]} x {a} ={[[a,a],a]}, zatimco
Ax (AxA)={a} x{[a,a]} =1
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Poznamka 2.4 Kartézsky soucin A x B dvou mnozin lze graficky znézornit pomoci kar-
tézského grafu (obdobné jako body v roviné). Prvky mnoziny A vyzna¢ime jako body na
vodorovné ose, prvky mnoziny B jako body na svislé ose. Usporadané dvojice kartézského
souc¢inu A x B pak tvori vsechny body roviny, jejichz souradnice jsou urceny usporada-
nymi dvojicemi kartézského souc¢inu A x B. Znazornéni kartézského soucinu dvou mnozin
A a B kartézskym grafem budeme ilustrovat na prikladu 2.3.

Piiklad 2.3 Znazornéte kartézsky soucin A x B kartézskym grafem, kde A = {a, b, ¢, d},
B=1{1,23).

Resent: Kartézsky soucin mnozin A a B je mnoZina
Ax B ={[a,1],[a,2],]a,3], b, 1], b, 2], [b, 3], [¢, 1], [¢, 2], [¢, 3], [d, 1], [d, 2], [d, 3]}

Kartézsky graf mnoziny A x B je znazornén na obrazku 2.58.

B
[a,3] [b,3 3]
5 9____], L____J,___Lf; ____________
[a,2ll [b2]l [, 2} 4, 215
5t J, ]. :
) [ﬂ,lL [b, 1]» [e,1], __[g__;_}’ =
1 ; | T
f | | L A
a: b c | d

Obr. 2.58:

2.1.1 Ulohy k procviéeni

1. Necht A ={k,l,m}, B = {t,u,v,w}. Zapiste vyc¢tem prvkia kartézské souciny A x A,
A X B, B x A, B x B a zakreslete jejich kartézské grafy.

2. Necht A = {1,2}, B = {A,0,Q}. Zapiste vyctem prvki kartézské souciny A x A,
AXx B, Bx A, BxB.

3. Necht A ={1,2}, B={A,0,0}, C = {x,y}. Zapiste vyctem prvki kartézské souciny
(Ax B)x C, Ax (B xC(C).

4. Dokazte, ze plati (ANB) x C = (Ax C)N (B x C).
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5. Alenka ma na panenku ¢tyfi sukénky (Cervenou, modrou, zelenou a hnédou) a tii
halenky (bilou, fialovou a zlutou). Kolika a kterymi zpusoby mtze Alenka svou

panenku obléci?
Vysledky:
1. Ax A=A{[kk][11, [m,m], k1, [, k], [k,m], [m, K], [I,m], [[,m]},
Ax B = {[k,t], [k, u], [k, 0], [k, w], [1,2], [, u], [I. ], [, w], [m, 1], [m, u], [m, v], [m, w]},
B x A= {[t,k].[t,1], [t,m], [u, k], [w, ], [u,m], [v, k], [0, 1], [v,m], [w, k], [w, ], [w, m]},
B x B ={[t,t], [t,u], [t,v], [t, w], [w, ], [u, V], [u, 1], [u, w], [v, 4], [v, 0], [0,2], [v, w], [w, u],
[w, ], [w, ], [w, w]}.

Kartézské grafy kartézskych soucini A x A, A x B, B x A, B X B jsou znazornény po
fadé na obrazcich 2.59, 2.60, 2.61 a 2.62.

AxB
AxA
B
A w
m
v
/
u
k
t
k I m A
k / m A
Obr. 2.59: Obr. 2.60:
B A BxB
B
A w
m
/
u
k
(2
B u v w B
L u v w B
Obr. 2.61: Obr. 2.62:

2. Ax A={[1,1],2,2],[1,2],[2.1]},
Ax B ={[1,A][1,0],[1,V],[2, A, [2,0], [2, V]},
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B x A={[A1],]0,1],[V,1],[A,2],[0,2], [©,2]},
B x B={[A,A][A, 0], [A,9), [0, Al [0, 0], [0, V)], [, A], [, 0], [, V]}.
3. (Ax B) x C={[[1,Al,],[[1, Ay, [[1, o], 2], [[1, o], y}, [[1, ©) 2], [[1, DL ], [[2, Al ],

[2, ALyl (12, 0], 2], [[2, 0], ], (12, 1, 21, (12, 9,
Ax (B xC) = {1, [A, 2], [L[A, 9] [L o, 2], [1, o, w]], [1, [Q, 2], [L, [V, ], [2, [A, 2],

2, (2,91 [2, [0, 2]], (2, [o, 9], 2, [©, 2]), [2, [9, wl}-

4. Tvrzeni (AN B) x C = (A x C)N (B x C) dokdzeme jako rovnost mnozin. Ozna¢me
mnoziny

L=(ANnB)xC, P=(AxC)n(BxC).

Méme-li dokazat, ze L = P, musime dokazat, ze L. C P A P C L. Nej-
prve dokadzeme inkluzi L C P, tzn. zvolime libovolnou usporadanou dvojici
[z,y] € L a dokdzeme, Ze soucasné [z, y] € P. Necht

z,y e (ANB)xC = [zre€(ANB)Aye(C] =

= [(re ANz eB)AnyelC] = [r,ye (AxC)N[x,yle (BxC)] =

= [r,yl e (AxC)N (B x ().
Dokéazali jsme, ze [x,y] € P, tedy L C P.
Inkluzi P C L dokézeme analogicky, tzn. zvolime libovolnou uspotradanou dvojici
[z,y] € P a dokdZeme, Ze soucasné [z,y] € L. Necht

[,y e (AxC)YN(BxC) = [xr,yle (AxC)A[x,y] € (B xC)]
= [(reANyeC)N(xeBAyeC)] = [re(ANB)Aye (]
= [zr,y € (ANB) xC.

Dokazali jsme, Ze [z,y] € L, tedy P C L. Z uvedeného vyplyva, ze P = L.

=
=

5. Oznac¢me S mnozinu vsech sukének a H mnozinu vSech halenek. Prvky obou mnozin
ozna¢me malymi po¢atecnimi pismeny, tj. S = {¢, m, z,h} a H = {b, f,z}. MozZnosti,
které Alenka méa pro obleceni panenky, jsou zapsany kartézskym soucinem

S x H ={[¢,b], [¢, f1,[¢, 2], [m, bl, [m, f1,[m, 2], [2, 0], [=, f1, [2, 2], [, 0, [, f1, [P, 2]}

Existuje 12 moznosti, jak panenku obléci.

2.2 Binarni relace
2.2.1 Pojem binarni relace

Piiklad 2.4 Jsou dény dvé mnoziny A = {1,2,3,4,5}, B = {6,7,8,9}. Uvazujme nésle-
dujici vztah (relaci) mezi prvky obou mnozin:
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"Cislo x € A je délitelem &isla y € B”.

Platnost tohoto vztahu pro prvky x, y zapiSeme pomoci usporddané dvojice [z,y].
Prozkoumejme vsechny prvky kartézského souc¢inu mnoziny A x B a vyberme z ni ty
usporadané dvojice [z, y], pro které vyse zadany vztah délitelnosti plati. Mnozinu vybra-
nych uspotfadanych dvojic spliujicich vztah délitelnosti zapiseme vyctem prvki takto:
R={[1,6],[1,7],[1,8],[1,9],[2,6], 2, 8],[3,6],[3,9], [4, 8] }. Zfejmé plati mnozinova inkluze
R C A x B, ktera nas motivuje k nasledujici definici.

Definice 2.2 Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Binarni relaci R z mnoziny A do
mnoziny B nazyvame libovolnou podmnozinu kartézského sou¢inu Ax B (tj. R C Ax B).
Jestlize A = B, potom podmnozinu kartézského souc¢inu A x A nazyvame binarni relaci
R v mnoziné A (tj. R C A x A).

Poznamka 2.5 a) Kazda binarni relace je podle definice 2.2 mnozina. VSechny po-
znatky o mnozinach, které jsme poznali v prvni kapitole, plati tedy i pro binarni
relace. Kazdou binérni relaci je mozno uréit vy¢tem prvki (samoziejmé pouze bi-
narni relaci na mnozinéch s neptili§ mnoha prvky) nebo charakteristickou vlastnosti
(vyrokovou formou dvou proménnych). Mnozina R z piikladu 2.4 je tedy binarni
relaci z mnoziny A do mnoziny B, kterou lze zapsat symbolicky charakteristickou
vlastnosti

R={[r,y] € Ax B;zly}
nebo téz slovné

R = {[x,y] € A x B;x je délitelem ¢isla y}.

b) Pojem binarni relace lze pfirozenym zptsobem zobecnit na pojem n - arni relace.
Pro n = 3 se tyto relace nazyvaji terndrni. S ternarnimi relacemi se setkdvame
pri zavadéni operaci s prirozenymi cisly. Prikladem ternarni relace je relace
T = {[z,y,2] € Ax Ax A;x+y = z} dand charakteristickou vlastnosti (tj.
vyrokovou formou tf¥i proménnych) a definovanid v mnoziné A = {1,2,3,4,5}.
Relace T je pak dana vyctem prvki takto:
T=A{[1,1,2],]1,2,3],[2,1,3],[2,2,4],[1,3,4],[3,1,4],[1,4,5],[4,1,5], [2, 3, 5], [3, 2, 5] }
Relacemi n - arnimi, kde n > 2, se ale nyni nebudeme zabyvat, proto lze v
nasledujicich tlohédch o binarnich relacich slovo ”binarni” vynechavat a hovotit
pouze o relacich. Pod kazdym pojmem "relace” bude dale myslena ”binarni relace”.

Binarni relaci R z mnoziny A do mnoziny B lze znazornit graficky nékolika zptisoby,
z nichz uvaddime dva nejbéznéjsi:

(1) Kartézsky graf: V tomto grafu jsou uspofadané dvojice dané relace znazornény v
roviné analogicky jako body v roviné v analytické geometrii. Je-li definovana relace
R z mnoziny A do mnoziny B, znazornime prvky z z mnoziny A na vodorovnou
osu a prvky y z mnoziny B na svislou osu. Usporadané dvojice relace R jsou pak
zobrazeny jako body v eukleidovské rovineé.

Na obrazku 2.63 je kartézsky graf relace R z prikladu 2.4.
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(2)

Uzlovy graf. V tomto grafu znazornime vsSechny prvky mnoziny A i B jako body
v roviné (tzv. uzly). Kazdou uspofddanou dvojici [z,y] relace R pak zndzornime
Sipkou (tzv. orientovanou hranou) s poc¢ate¢nim bodem z a koncovym bodem y.

Na obrazku 2.64 je uzlovy graf relace R z piikladu 2.4.

Uzlovy graf 1ze sestrojit cely pouze u relaci definovanych na mnozinach s nepfilis
mnoha prvky, pricemz vSechny prvky mnozin, na kterych je relace definovana, musi
byt v grafu vyznaceny (i kdyZz nejsou krajnimi body zZadné Sipky).

B A B
9 1
e6
8 2
.7
4 3
| L]
6| 3
e 9
1 2 3 4 51A
Se
Obr. 2.63: Obr. 2.64:

Poznamka 2.6 Relaci R v mnoziné A, tj. R C A x A, budeme graficky znazornovat
takto:

(1)

Kartézsky graf. Usporadané dvojice relace R v mnoziné A jsou opét znazornény v
roviné stejné jako body v roviné v analytické geometrii. Na vodorovnou osu zna-
zornime prvky z z mnoziny A a na svislou osu prvky y z mnoziny A. Uspotadané
dvojice relace R jsou pak zobrazeny jako body v eukleidovské roviné.

Uvazujme napiiklad relaci R = {[cc],[a,b],[b,a],[d,e]} v mnoziné
M = {a,b,c,d, e}. Kartézsky graf relace R je na obrazku 2.65.

Uzlovy graf. V tomto grafu zndzornime vSechny prvky mnoziny A jako body v roviné
(tzv. uzly). Kazdou usporadanou dvojici [z, y] relace R pak zndzornime Sipkou (tzv.
orientovanou hranou) s pocateénim bodem z a koncovym bodem y. Je-li z = y,
nazyvame Sipku smyckou, kterou znazornime kolem bodu x. Pokud soucasné plati
[z,y] € R, [y, x] € R, pak prislusné dvojici oboustranné orientovanych Sipek fikame
”dvojsipka”.

Uzlovy graf relace R = {[c, ], [a,b], [b,a], [d, €]} v mnoziné M = {a,b,c,d, e} je na
obrazku 2.66.

Uvedena interpretace grafického znazornéni relaci véetné terminologie koresponduje
s pojmem graf ve smyslu teorie grafii. V této souvislosti je grafem relace orientovany
graf, ktery mize obsahovat smycky, jednoduché Sipky a oboustranné orientované
Sipky.
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Obr. 2.65: Obr. 2.66:

Definice 2.3 Necht R je bindrni relace z mnoziny A do mnoziny B. Mnozinu vSech
prvnich slozek vsech usporadanych dvojic binarni relace R nazyvéame prvni obor binarni
relace R a oznac¢ujeme O;(R). Mnozinu vSech druhych slozek vSech usporadanych dvojic
bindrni relace R nazyvame druhy obor binarni relace R a oznacujeme O(R). Oba
obory zapisujeme symbolicky takto:

O1(R)={x € A;3y € B: [z,y] € R},
Os(R) ={y € B;3x € A: [z,y] € R}.

Je zfejmé, ze O1(R) C A a Oy(R) C B.
Jestlize R je binéarni relace v mnoziné A, pro kterou plati, ze O;(R) = A, pak relaci R
nazyvame relaci na mnoziné A.

Poznamka 2.7 Uvazujme mnoziny A, B a binarni relaci R z prikladu 2.4. Prvnim, resp.
druhym oborem relace R jsou mnoziny O;(R) = {1,2,3,4}, resp. O2(R) = {6,7,8,9}

Piiklad 2.5 Necht A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} a necht S je relace v mnoziné A, kterd je
definovana vyctem uspoiadanych dvojic:

S = {[L,3],[1,5],[1,7],[1,9],[3,5],[3,7],[3,9],[5, 7], 5,9],[7,9] }. Urcete prvni a druhy
obor relace S.

Resent: O1(S) = {1,3,5,7}, 02(S) = {3,5,7,9}. Poznamenejme, 7e relace S je
svou charakteristickou vlastnosti definovana jako tzv. ostré vzestupné usporadani vsech
lichych ¢isel mnoziny A:

S={[r,y e Ax A;x <y A xjeliché A y je liché}.

Poznamka 2.8 Uvazujeme-li situaci, Ze mnoziny A a B z definice 2.2 jsou podmnozinami
mnoziny R vSech redlnych ¢isel, mizeme pii vSech tivahéach o relacich s vyhodou vyuzit
znalosti o elementarnich funkcich, resp. analytické geometrie ze stfedoskolské matematiky.
To ilustruje nasledujici priklad.
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Priklad 2.6 V mnoziné R vSech realnych ¢isel jsou definovany relace:

a) Ry ={z,y e RxRjy=ux+3},
b) Ry ={[z,y] € R x R;y = 2?},
c) Rzy={[r,y) e RxR;(z—1)>+ (y+2)? =4}.

Urcete jejich prvni a druhy obor.

Resent:
a) Ol(Rl) = R, Og(Rl) = R,
b) O]_(R2) - R, O

C) Ol(Rg) = <—1,?))>, 02 Rg)

Priklad 2.7 Je dan obdélnik ABC' D. Oznac¢me jeho strany a, b, ¢, d a jeho uhlopficky
e, f, viz obrazek 2.67. Dale je definovana mnozina M vsSech usecek, jejichz krajni body
jsou vrcholy obdélnika ABCD, tj. M = {a,b,c,d,e, f}.

D c C

Obr. 2.67:

Uréete vyétem prvki binarni relaci R v mnoziné M danou vztahem: ”Usecka z je
shodna s tseckou y”. Relaci R zapiste vyctem prvkid, symbolicky a urcete jeji prvni a
druhy obor.

Resent: Relace R je dana vyc¢tem prvki

k= Ala,d,[b,b],[c.d,[d,d], [e,e], [, f],la, c], [¢,a], b, d], [d, b], e, f1,[f €]}, a zapsana
symbolicky

R=A{[x,y e M x M;z = y},
O1(R) ={a,b,c,d,e, f} = M, Os(R) = {a,b,c,d,e, f} = M.
V nésledujici pozndmce uvadime piiklad binarni relace ”ze zivota”.

Poznamka 2.9 Uvazujme pétic¢lennou rodinu s témito ¢leny: matka, otec, dcera Petra,
syn Jan a syn Kamil. Ozna¢me pro nase ucely jednotlivé ¢leny této rodiny malymi
tiskacimi pismeny: m (matka), o (otec), p (Petra), j (Jan), k£ (Kamil). Budeme pracovat
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s mnozinou M = {m,o,p,j,k}, kterd pfedstavuje uvazovanou rodinu, jejiz ¢lenové
jsou prvky mnoziny M. Zaméfime se déle na vSechny uspotddané dvojice [x,y] prvki
mnoziny M (tj. [x,y] € M x M), pro které plati, Ze "x je bratrem y”. Jednd se o tyto
uspotradané dvojice:

l7,p] ... 77 je bratrem p” (Jan je bratrem Petry),

17, k] ”j je bratrem k” (Jan je bratrem Kamila),
[k,p] ... 7k je bratrem p” (Kamil je bratrem Petry),
[k,7] ... 7k je bratrem j” (Kamil je bratrem Jana).

Vztah byt bratrem” je zde reprezentovan uvedenymi Ctyimi usporadanymi dvo-
jicemi. Mnozina R = {[j,p|, s, k], [k, p], [k, j]} pFedstavuje vztah "byt bratrem” v
mnoziné M a jednd se tedy o binarni relaci v mnoziné M. Z tohoto ptikladu je ziejmé,
ze binarni relace R v mnoziné M je mnozina nékterych usporadanych dvojic kartézského
souc¢inu M x M, a v dusledku toho je podmnozinou kartézského soucinu M x M.
Binarni relace R, ktera je zadana vyc¢tem prvki vyse, je urcena pomoci charakteristické
vlastnosti takto:

R ={[x,y] € M x M;z je bratrem y}.
Prvni a druhy obor relace R jsou mnoziny O;(R) = {j,k} a Os(R) = {p, k,j}.

Definice 2.4 Nechf R je binarni relace z mnoziny A do mnoziny B. Dopliikovou
relaci k relaci R nazyvame binarni relaci R* C A x B definovanou takto:

R ={[z,yl € Ax B;lr,y] ¢ R}.

Poznamka 2.10 Doplitkova relace R’ k relaci R je podle teorie mnozin doplnék mnozZiny
R v mnoziné A x B. Dopliikova relace R’ se tedy vzdy vztahuje k néjaké relaci R v zékladni
mnoziné A x B, pricemz plati mnoZzinova rovnost

R = (Ax B)—-R.

Je-li relace R dana charakteristickou vlastnosti prostfednictvim vyrokové formy v(z,y)
dvou proménnych z, y

R ={[z,y] € Ax B;v(x,y)}, (2.1)
pak doplikova relace R’ k relaci R je vyjadfena negaci vyrokové formy v(x,y)
R ={[z,y] € Ax B;~w(z,y)}.

Definice 2.5 Necht R je binarni relace z mnoziny A do mnoziny B. Inverzni relaci
k relaci R nazyvdme binarni relaci R~ C B x A definovanou takto:

R'={[z,y] € B x A;[y,r] € R}.
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Poznamka 2.11 Nechf R je bindrni relace z mnoZiny A do mnoziny B a necht R! je
inverzni relace k relaci R. Pak z definice 2.5 vyplyva pro libovolnou uspoiadanou dvojici
[z,y] € A x B nasledujici ekvivalence:

[z,y] € R & [y,2] € R.

Pokud je relace R dana charakteristickou vlastnosti 2.1 prostifednictvim vyrokové formy
v(z,y), pak vyjadieni charakteristické vlastnosti relace inverzni R~! obdrzime zdménou
proménnych z, y ve vyrokové formé v(x,y).

Piiklad 2.8 Jsou dany mnoziny A = {1,2,3,4,5}, B = {6,7,8,9}. Necht R je binirni
relace z mnoziny A do mnoziny B danéa vztahem: ”Cislo z € A je délitelem ¢isla y € B”.

Urcete
a) dopliikovou relaci R’ k relaci R pomoci charakteristické vlastnosti a vyétem prvki,

b) inverzni relaci R~ k relaci R vy¢tem prvki.
Resent:
a) Pro prvky [z, y] doplitkové relace R’ plati: " Cislo # € A neni délitelem ¢isla y € B”, tedy
R = {[l‘,y] € AxB;x )(?J} all = {[27 7]’ [279]7 [37 7]7 [378]7 [476]7 [47 7]7 [479]7 [576]7 [57 7]7 [578]7

[5,9]}.
b) R~ ={[6,1],[7,1],[8,1],(9,1],6,2], 8, 2], [6,3], [9, 3], [8, 4]}

Priklad 2.9 Necht R je binarni relace v mnoziné M z piikladu 2.7. Urcete vyctem
prvkil a charakteristickou vlastnosti doplikovou a inverzni relaci k relaci R.

Resent:

R ={[a,0],[b,a],la,d],[d,al,[ae],[e,al, [a, f].[f, al, [b,c], [c,b], [b, €], [e, B], [b, 1, [, ], [c, d],
[d. c], [c.e], [e,c], [c, 1, [f. c], [d. €], [e, d], [d, f], [, d]}.

Pro prvky [z, y| relace R plati: ”Usecka x je shodnd s useckou y”.

Pro prvky [z,y| dopliitkové relace R’ plati: ?Usecka z neni shodna s tseckou y”.

R~ ={la,a],[b,0],[c.c],[d,d],[e,el, [f, f. [c,a], [a, ], [d, 0], [b. d], [f, €], [e, f]}-

Pro prvky [z,y] inverzni relace R~! plati: ”Usecka y je shodna s tiseckou z”.

Pov§imnéte si, Ze pro tuto relaci plati rovnost R = R 1.

Priklad 2.10 V mnoziné R vSech realnych ¢isel jsou definovany relace:

a) R={[zr,y] € R xR;y =2z + 3},
b) S={[z,y] € R xR;y = 22},

Urcete inverzni relace k relacim R, S. Dale urcete prvni a druhy obor relaci
R1tasS™ !
Resent: Je-li relace definovana na nekone¢né mnoziné, neni mozné ji urcit vyctem prvki,

ale pouze pomoci jejich charakteristické vlastnosti.

a) R7! = {[x,y] € RxR;x = 2y+3}. Po tpravé vyrokové formy charakterizujici relaci
R~ do tvaru y = 32 — 2 zjistime, Ze plati O;(R™*) =R, O3(R™') =R.
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b) S7! = {[z,y] € R x R;z = y?}. Vyrokova forma x = y* charakterizujici relaci S~!
vyjadiuje parabolu s osou x a vrcholem v pocatku soustavy soutadnic, proto plati

01(5_1) = <0, OO>, 02(5_1) = R.

Pifiklad 2.11 V mnoziné M = {—2,—1,0,1,2} jsou dény relace R, S, T. Zakreslete
jejich kartézské i uzlové grafy. Dale urcete charakteristickou vlastnosti i vyc¢tem prvka
dopliikové a inverzni relace k relacim R, S, T' v mnoziné M.

a) R={r,ye M x M;y=ux+1},
b) S={[z,y] € M x M;y = —x},
c) T={lz,yleMxMy=|z|}.

Resent: Binarni relace R, S, T zapiseme vyctem prvki.
a) R={[-2,-1], [ 1,0, 10, 1], [1, 2]},
b) 5= {[~2.2]. [~1,1],(0,0]. [1, 1], [2.~2]},

c) T={[-22],[-1,1],[0,0],[1,1],[2,2]},

Kartézské a uzlové grafy relaci R, S a T danych v mnoziné M jsou znazornény
na obrazcich 2.68, 2.69 a 2.70 (v tomto potadi).

M
51— é
| -

1 1/'

0 STy
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= -1
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| M
1 2 0 1 2
Obr. 2.68:
M
2 o2
1 0
' ) )
0
2 1
I
3| 6
1 M
[ 2 1 0 1 2

Obr. 2.69:
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Obr. 2.70:

Dopliikové a inverzni relace k relacim R, S, T' zapiseme nejdiive jejich charakteristic-
kou vlastnosti.

a) R ={[zr,y] e M x M;y#x+1}, Rl {
b) S ={[r,y] € M x M;y # —x}, {[lz,yl € M x Mz = —y},
c) T'={[r,yl € M x M;y # |z|}, {[z,y] € M x M;z = [yl}.

Vyjadreni relaci dopliikovych a inverznich k relacim R, S, T vyctem prvka je
nasledujici:

[v,y] € M x Mz =y + 1},

a) R/_{[ 2,— ]7[ 2 0][ ) ]7[ 272]7[ 1_2][ L, 1]7[_171]7[_172]7[07_2]7
[ —15,[0,01, [0, 2, [1. 20,11, 1) [1,0]. [1. 1], [2, ~2]. 2.~ 1], 2,0, [2, 1], 2, 2]}, 1
{[ L, - ]7[0’_ ]7[17 ]’[ 71}}7
b) S {[=2,1],[=2,0], [=2,1], [-1, =2], [-1, =1], [-1, 0], [-1,2], [0, =2],
0, 11,0, 11,0,2],[1, 2. [1.0], [1, 1], [1,2], 2. 1], 2,0, 2, 1], 2,2},
S ={[2,-2], 1, -1],[0,0], [-1,1], [=2, 2]},
o) T"={[-2 0, [=2,1],

- ]7[ 2 1]7[
[0, —1], [0, 1}, [0, 2], [1, —2],

[ 0]7[ 17 ] [_17_1]’[_170]7[_1172]7[07_2]a
T = {[2,-2,[1,-1],[0,0, 1, 1 |

-
1L -1, (1,0) [1,2], 2, 2], [2, -1, 2,0], 2,1]
1 [1,1], 12,21},

Piiklad 2.12 Uvazujme relaci R = {[z,y] € M x M;z je bratrem y} z poznamky 2.9,
kde M = {m,o,p,j, k}.

a) ZapiSte vyctem prvki relaci R7! a charakteristickou vlastnosti relaci R'.
b) Zakreslete uzlovy graf relaci R a R7*.

Resent: Pfipometime, Ze relace R je ddna vyétem prvkia R = {[j,p], 4, k], [k, 7], [k, ]}
Pak

a) R ={[z,y] € M x M;x neni bratrem y}, R~ = {[p, jl, [k, jl, [j, k], [p, k] }.

b) Uzlové grafy relaci R a R™! jsou na obrazku 2.71.

Pozorujete né&jakou zajimavou souvislost mezi uzlovymi grafy relaci R a R™! na
obrazku 2.717

Definice 2.6 Necht R je binarni relace z mnoziny A do mnoziny B (R C Ax B) a S



Zaklady elementarni matematiky s didaktikou pro uéitelstvi 1. stupné ZS 98
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Obr. 2.71:

je binéarni relace z mnoziny B do mnoziny C' (S C B x (). Binérni relaci Ro S z mnoziny
A do mnoziny C' definovanou vztahem

RoS={[z,y e AxC;3z€ B:[zr,z] € RA[z,y] € S}
nazyvame relaci sloZzenou z relaci R a S (v tomto pofadi). Plati Ro S C A x C.

Poznamka 2.12  a) Relace R o S slozend z relaci R a S zavedena v definici 2.6 je
vysledkem operace, které fikame skladani relaci.

b) Operace sklddani relaci neni obecné komutativni, a to ani v pfipadé, jsou-li vSechny
skladané relace definovany v téze mnoziné. Z vyse uvedeného prikladu 2.14 je zjevné,

26R10R27&R20R1.

c) Operace skladani relaci je asociativni, tj. pro libovolné relace R, S, T' definované v
mnoziné A plati: (Ro S)oT = Ro (S oT). Pokuste se ovéfit tuto skutecnost na
konkrétnich prikladech.

Véta 2.2 Necht M je neprézdnd mnozina, R a S jsou relace v mnoziné M. Pak plati
RoS=SoR<«& [(R V S je prazdna relace v M) vV (R V S je relace rovnosti na M) vV (R = S).
Srovnej toto tvrzeni s Casti 2) véty 2.1 v odstavci 2.1.

Piiklad 2.13 Jsou ddny mnoziny A = {1,2,3,4,5}, B = {a,b,c,d}, C = {x,y, z}. Déle
jsou dany binarni relace R z mnoziny A do mnoziny B a S z mnoziny B do mnoziny C'
takto:

R=A{[1,0],[1,c],[3,a],[3,d], [4,0], 5, ]},
S = {[b7 Z]? [Ca I]v [Ca y]? [d7 l’], [dv Z]}

Urcete relaci R o S z mnoziny A do mnoziny C slozenou z relaci R a S (v
tomto potadi). Znazornéte kartézské a uzlové grafy relaci R a S.
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Resent: Ro S = {[1, 2],[1, 2], [3, 2], [4, 2], [3, 2], [1, 9], [, z], [5, ¥}

Poznamenejme, ze pro relaci S o R sloZenou z relaci S a R (v tomto pofadi) plati:
SoR=1{.

Kartézské a uzlové grafy relaci R a S jsou zndzornény na obrazcich 2.72 a 2.73 (v tomto
poradi).

B A B
d 1
L Yo}
(4 2e
.b
b 3
e
a 4
o d
A
1 2 3 4 5 P
Obr. 2.72:
R B c
z
ae
® x
¥ b
oy
X G
B .z
a b c d d
Obr. 2.73:

Priklad 2.14 Je ddna mnozina A = {1,2,3,4,5} a relace Ry, Ry v mnoziné A:
Ry =A{[1,2],1,3],[3,1],3,4], [4,2], [5, 3]}, R = {[1,4],[2,1], [3, 2]}
Urcete relace Ry o Ry a Ry 0 Ry.
Resent: Plati:
Ry o Ry ={[1,1],[1,2],[3,4], [4, 1], [5, 2]}, Ry o Ry =1{[1,2],]2,2],[2,3]}.

Definice 2.7 Necht M je nepréazdnd mnozina. Pak definujeme tii specidlni relace v
mnoziné M takto:
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(1) Necht R = (). Pak tato relace se nazyva prazdna relace v mnoziné M (zadny prvek
mnoziny M neni v relaci s Zddnym prvkem mnoziny M).

(2) Necht R = M x M. Pak tato relace se nazyva tiplna relace (kazdy prvek mnoziny
M je v relaci s kazdym prvkem mnoziny M).

(3) Necht R = {[z,y]; x = y}. Pak tato relace se nazyva relace rovnosti (kazdy prvek
mnoziny M je v relaci sdm se sebou).
2.2.2 Ulohy k procviéeni

1. Urcete

a) vyctem prvki vSechny relace ve dvouprvkové mnoziné M = {0, 1},
b) pocet vSech binarnich relaci na mnoziné o n prvcich.

2. Necht M = {0,1,2,3,4,5,6,7} a necht R = {[z,y] € M x M;y = x + 1} je binarni
relace v mnoziné M. Zapiste tuto relaci vyctem prvkl a sestrojte jeji uzlovy a
kartézsky graf.

3. Necht A = {2,3,4,5,6}, B = {4,5,6,7,8}. Urcete vy¢tem prvka nasledujici binérni
relace z mnoziny A do mnoziny B a urcete jejich prvni a druhy obor:

a) R={[z,yl € Ax B;z+y=10},
b) S ={[z,y] € Ax B;z|y},
c) T=A{[r,yl € Ax B;y=x+2}.

4. Necht M = {1,2,3,4} a nechf relace R, S jsou v mnoziné M dany takto:

a) R={[r,yle M x Mz <y=z+y=>5}
b) S={lr,ye M x M;z <3< y> 2}

Urcete relace R, S vyctem prvkd, urcete doplinkové a inverzni relace k
témto relacim. K relacim R, R', S a S’ sestrojte jejich uzlové a kartézské grafy.

5. Necht R, S jsou binarni relace v mnoziné M definované v predchozim piikladu. Urcete
vyctem prvki slozené relace Ro S, So R, RoRa SoS.

6. V mnoziné M = {2,3,5,7} jsou dany relace:

Rl:{[xay] 6MXM7w+y§8}a
Ry ={[x,y] € M x M;y > 2z}.

Urcete slozené relace Ry o Ry, R1 0 Ry, Ry o R1, Ry 0 Rs.

7. V. mnoziné M = {1,2,3,4} urcete relaci R tak, aby slozena relace R o R byla prazdna
mnozina.
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8. Zapiste symbolicky nasledujici relace v mnoziné R jako mnoziny vSech usporadanych

dvojic x, y, které jsou urceny vlastnostmi:

a) ¢islo y je rovno druhé mocniné ¢isla x,
b) dislo y je mensi nez 3z + 1,

c) dislo y je délitelem disla 3z,

d) ¢islo x je dvojnésobkem ¢isla v,

e) Cislo x je vétsi nebo rovno Cislu 7 — y.

9. Pomoci charakteristické vlatnoti zapiste relace doplnkové k relacim:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) Ry ={[r,y) e NxN:z=y},
b) Ry ={[z,y] e NxN:z >y},
¢) Rs={[z,y] € NxN:ylz},
d) Ry={[r,y e NxN:z+y=06}
V mnoziné A = {1,2,3,4,5,6} jsou definovany relace

m
R=A{[x,y € Ax A:y=2z—4},
S={[r,y € Ax A: 2% <y},

T=A{[zr,yje AxA:z+y <5}

Zapiste tyto relace vyc¢tem prvki. Déle zapiste symbolicky relace R, S/, T', SNT),
RNT', RUS.

V mnoziné A = {1, 2,3} jsou dany relace

Ry ={[z,y e AxA:ry=2—1},
Ry={lz,yl e AxA:y=—-2+1}.

Zapiste vyctem prvku relace Ry, Ry, Ry o Ry, Ry o Ry. Déale zapiste vyctem prvki
a charakteristickou vlastnosti relace R; U Ry a R; N Ry a urcete prvni a druhy obor
R1UR2 aRlﬂRg.

Je dana relace R = {[z,y] € R x R;y > 1+ 2x}. Zapiste charakteristickou vlastnosti
relaci inverzni R™! a sestrojte kartézsky graf relaci R a R™L.

Je déna relace R = {[z,y] € R x R;y — 1 = 2?}. Znazorndte kartézské grafy relaci R
a R7L.

Znazornéte kartézsky graf relace R = {[z,y] € RxR; (z—1)?+ (y+2)* > 9} a urcete
jeji prvni a druhy obor.

Urcete prvni a druhy obor relaci v mnoziné N a R danych charakteristickou
vlastnosti a zakreslete jejich kartézské grafy.
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a) Ry ={[r,y] e NxN;y=2zx—1},
b) Ry ={[z,y] e NxNjy ==z —3},
c) Ry={[r,y] € RxRjy=22"—1},
d) Ry={[r,y] €Rx Riy =[]},
€) Rsz{[w,y]GRxR;w2+y2=4},
£ Ry={le.y] € R x Riy =3},
16. Je dana mnozina mést M = {Praha, Dé&n,Bratislava} a mnozina fek

N

= {Dunaj, Dyje, Labe, Vltava}. Uréete vycétem prvka relaci R z

mnoziny M do mnoziny N, kterd je dana charakteristickou vlastnosti

R:

{[z,y] € M x N;méstem z protéka feka y}.

Vysledky:

1. a) Vsechny relace v mnoziné M = {0, 1} jsou nasledujici:

b)

prazdna relace: Ry = (),

jednoprvkové relace: Ry = {[0,0]}, Rs = {[1,1]}, Ry = {[0,1]}, Rs = {[1,0]},
dvouprvkové relace: Rg = {[0,0], [1,1]}, Rr = {[0,0], [1,0]}, Rs = {[0, 0], [0, 1]},
Ry = {[1,1],[1,01}, Ryo = {[1,1], [0, 1]}, Ry = {[1, 0], [0, 1]},

tiiprvkové relace: Rio = {[0,0],[1,1],[1,0]}, Rz = {[0,0],[1,1],[0,1]}, Ry =
{[070]7[071]7[170]}7 R15:{[1 1]7[ 707[ ]}

¢tyfprvkova relace: Ry = {[0,0], [1, 1], [1,0],[0,1]} = M x M, tj. aplné relace. Z
uvedeného vyctu je zfejmé, ze existuje celkem 16 relaci ve dvouprvkové mnoziné

M.

v v ez ’ , Ve v , . 2
Pocet vsech binarnich relaci v mnoziné o n prvcich je 2.

2. R={[0,1],[1,2],[2,3],3,4],[4,5], 5,6], [6,7]}.

Kartézsky a uzlovy graf relace R je na obrazku 2.74.

Obr. 2.74:
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3. Relace zadané vyctem prvki jsou nasledujici:

a) R=1{[2,8],[3,7],[4,6],[5,5],6,4]},
Ov(R) = {2,3,4,5,6}, O(R) — {4,5,6,7,8),
b) 5={[2,4],[2,6],[28],[3,6], [4,8]},
O1(S) = {2,3,4}, 05(S) = {4,6,8},
c) T ={[2,4],[3,5],[4,6],[57][6, 8]},
ON(T) = {2,3,4,5,6}, Os(T) = {4,5,6,7,8}.

4. Relace zadané vyctem prvki jsou nasledujici:

a) RZ{[1>4] 2,3], [1,1], 2,11, [2,2], 3, 1), 3, 2], [3, 3], [4, 1], [4, 2], [4, 3], [4, 4]},

={lx,y e M x M;x <yAx+y#b5},
= {[1,2],[1,3],[2,4], [3,4]},
R_l ={[4,1],[3,2], [1 15,1, 2], (2, 2], [1, 3], [2,3], [3, 3], [1, 4], [2,4], [3, 4], [4, 4]},
b) S ={[1,3],1,4],(2,3],(2,4],[3,2],[3, 1], [4,2], [4, 1]},
S'={[x,yl e M x M;2x <3V y>2}
St =A{[1,2],[1,1],[2,1],[2,2],[3,3],[3, 4], [4, 3], [4,4]},
St ={[3,1],[4,1],13,2],[4,2], 2, 3], [1, 3], [2,4], [1,4]}.

Kartézsky a uzlovy graf relaci R a R je na obrazku 2.75, kartézsky a
uzlovy graf relaci S a S’ je na obrazku 2.76,

Relace R
M
: _®
5
L i
3 M
1 2 3 4
Relace R’
i 2
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2 AR
3
1
M
1 2 3 4

Obr. 2.75:
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Obr. 2.76:

5. Slozené relace zadané vyctem prvkt jsou nasledujici:

12,21, [2,1], 1, 3], [1, 4], [2, 3], 2, 4], [3, 3], (3, 41, 3,2, [3, 1], [4, 3],

Ro S ={[1,2],[1,1]
[4,4],[4,2], 4, 1]},

SoR={[1,1),[1,2],[1,3],[1,4],(2,1],2,2,],[2,3],[2,4], 3, 3], 3, 1], [3,2], [3,4], [4, 3],
[4,1],[4,2],[4,4]},

Ro R={[1,1],[1,2],[1,3],[1,4],[2,1],[2,2],[2, 3], [2,4], [3,4], 3, 1], [3, 3], [3, 2], [4, 4],
[4,1],[4, 3], [4, 2]},

SoS={[1,2],[1,1],[2,2],[2,1],[3,3], [3,4], 4, 3], [4, 4] }.

6. R ={[2,2],[2,3],[2,5],[3,2],[3,3],[3,5], [5,2], 5, 3],

Ry = {[275]7 [27 7]7 [37 7] )

Ryo Ry = {[2,5],[2.7), [3,5],[3,7), [5,5], [5, 7},

Rio Ry ={[2,5],(2,3],[3,2],(3,3],[3,5], [5,2], [5, 3], 5,5},

Ryo Ry = {[272]7 [273] )

R2 o R2 = (Z)

7. Napiiklad relace R = {[1,2],[3,4]}. Plati, Ze slozen4 relace Ro R = ().

8. a) Ry ={[z,y) e RxR:y=2a?}
b) Ry ={[z,y] e RxR:y <3z + 1},
c) Rz ={[z,y] e RxR:y[3z},
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={[zr,y] e RxR:z =2y},
5 = {[:py]ERxR r>T— y}

9. a) R ={[z,y] e NxN:z#y},

b) Ry ={[z,y] e NxN:z <y},

¢) Ry={[z,y] eENxN:y fz},

d) Ry ={[r,y] e NxN:z+y+#6}.

10.  R=1{[3,1,4,2],[56]},

S =A[1.2],[1,3], [1,4], 1, 5], [1,6], 2, 5], [2, 6]},
T = {11, [1,2), 1,3],[2.2], 2, 1], [3,1]),
R ={[z,y| € Ax A:y # 2z — 4},
S ={[r,y] € Ax A: 2% >y},
T ={[x,y e Ax A: x4y >5}

SNT ={[z,y) e Ax A: 22 <yAx+y<b},
RNT ={lz,y) e AxA:y=2x—4ANx+y>5}
RUS={[r,y e Ax A:y=22—4Va? <y},

11. Ry = {[2,1],[3,2]}, R. = {[1,3],[3,2]},
Ryo Ry ={[2,3]}, Ryo Ry = {[1,2],[3,1]},
RiURy ={[z,y e AxA:y=-2+Ivy=2-1}={[1,3],[3,2],[2,1]},
RiNRy={[z,y)e AxA:y=—-2+IAny=2—-1}={3,2]},
O1(R1URy) ={1,2,3} = A, O3(R1 URy) ={1,2,3} = A,
O1(R1 N Ry) = {3}, O2( Ry N Ry) = {2}.

12. R ={[z,y] € RxR;y < L1}, kartézskeé grafy relact R a R™! jsou na obrazku 2.77.

1
2
1 1 o P 2 N N\ N\
1
1 2

Obr. 2.77:

13. Kartézské grafy relaci R a R™! jsou na obrazku 2.78, R™' = {[z,y] € RxR;z—1 = y?}
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[

Obr. 2.78:

Obr. 2.79:

14. Kartézsky graf relace R je na obrazku 2.79, O;(R) = O3(R) = R.

15.

a) O1(Ry1) =N, O3(Ry) = L, kde L je mnozina v8ech kladnych lichych ¢isel (Cast

kartézského grafu je na obrazku 2.80),

b) O1(R2) = N — {1,2,3}, O3(R2) = N (¢ast kartézského grafu je na obrazku
2.81),

c) O1(R3) =R, O2(R3) = (—1; +oo> (obrézek 2.82),
d) O1(R4) =R, O2(Ry) = (0; +00), (obrazek 2.83),

e) O1(Rs) = (—2;2), O3(Rs5) = ( 2;2), (obrazek 2.84),
£) O1(Rs) = R, O2(Rg) = {3}, (obréazek 2.85)

16. R = {[Praha, Vltaval, [Déc¢in, Labe], [Bratislava, Dunaj|}.
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Obr. 2.80: Obr. 2.81:
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Obr. 2.82: Obr. 2.83:

2.2.3 Binarni relace v mnoziné M a jejich vlastnosti

V celé této casti budeme pracovat s binarnimi relacemi definovanymi v mnoziné M.
Prvky uvazovanych relaci budou tedy usporadané dvojice, jejichz prvni a druhé slozky
budou prvky jedné mnoziny M. V nasledujicim textu vysvétlime zakladni vlastnosti
binarnich relaci v mnoziné M.

Definice 2.8: Rekneme, 7e binarni relace R je reflexivni v mnozingé M (zkra-
cené znacime R) pravé tehdy, kdyz plati:

(Ve € M)[[z,x] € R]. (2.2)

Poznamka 2.13 Je-li relace R reflexivni v mnoziné M, je kazdy prvek mnoziny M v
relaci sam se sebou. V uzlovém grafu se tato vlastnost projevi tak, ze kazdy uzel je opatien
smyckou. Kartézsky graf reflexivni relace obsahuje vSechny body na hlavni diagonale. V
pfipadé, ze relace R neni reflexivni (ve zkratce —R), musi platit negace vyroku 2.2 z
definice 2.8, tedy

(Fx € M)[[z,x] ¢ R].

Pokud tedy relace R neni reflexivni, existuje v mnoziné M prvek (sta¢i jeden!), ktery neni
sam se sebou v relaci. V uzlovém grafu se toto projevi tak, ze alespon jeden uzel neni
opatien smyckou.
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Obr. 2.84: Obr. 2.85:

Definice 2.9: Rekneme, 7e binarni relace R je antireflexivni v mnoziné M (zkrécend
zna¢ime AR) pravé tehdy, kdyz plati

(Vz € M)|[z,z] ¢ R]. (2.3)

Poznamka 2.14 Je-li relace R antireflexivni v mnoziné M, nesmi byt zadny prvek mno-
ziny M v relaci sdm se sebou, v uzlovém grafu relace tedy nesmi byt ani jedna smycka.
Kartézsky graf antireflexivni relace neobsahuje ani jeden bod na hlavni diagonale. V pii-
padé, Ze relace R neni antireflexivni (ve zkratce =AR), musi platit negace vyroku 2.3 z
definice 2.9, tedy

(Jx € M)[[z,x] € R].

Pokud tedy relace R neni antireflexivni, existuje v mnoziné M prvek (staci jeden!), ktery
je sam se sebou v relaci. V uzlovém grafu se toto projevi tak, ze v mnoziné M existuje
aspon jeden uzel, ktery je opatfen smyckou.

Je ziejmé, ze zaddnd relace nemiize byt reflexivni a soucasné antireflexivni. Existuji
vSak relace v mnoziné, které nejsou reflexivni ani antireflexivni (obsahuje-li uzlovy graf
alespon jednu smycku, ale ne vSechny). Tyto dvé vlastnosti tedy nejsou dopliikové.

Definice 2.10: Rekneme, Ze bindrni relace R je symetrickA v mnozing M
(zkracené znacime S) pravé tehdy, kdyz plati

(Vz,y € M)[[z,y] € R=[y,z] € R]. (2.4)

Poznamka 2.15 Symetrickd relace tedy s kazdou uspotfddanou dvojici [x,y] obsahuje i
dvojici [y, z]. To se uzlovém grafu projevi tak, ze kazdé dva rizné uzly mnoziny M jsou
spojeny bud oboustranné orientovanou Sipkou, nebo nejsou spojeny viibec. U symetrické
relace na poc¢tu smycek v uzlovém grafu nezalezi. Kartézsky graf symetrické relace musi
byt soumérny podle hlavni diagondly. V piipadé, Ze relace R neni symetricka (ve zkratce
—8), musi platit negace vyroku 2.4 z definice 2.10, tedy

(Bz,y € M)[[z,y] € RAly,2] ¢ RJ.
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Pokud tedy relace R neni symetricka, existuje v mnoziné M dvojice riznych prvki z,
y (staci jednal), kdy prvek z je v relaci s prvkem y, ale prvek y neni v relaci s prvkem
x. V uzlovém grafu pak staci k vylouceni symetrie relace R existence jediné jednoduché
sipky. Poznamenejme jesté uzitecné tvrzeni:

Relace R je symetrickd < R = R~L.

Definice 2.11: Rekneme, Ze binarni relace R je antisymetricka v mnoziné M (zkré-
cené znacime AS) pravé tehdy, kdyz plati

(Vo,y € M)[(z #yAlz,yl € R) = [y, 2] € R]. (2.5)

Poznamka 2.16 V uzlovém grafu antisymetrické relace musi byt kazdé dva rtzné uzly
x, y mnoziny M spojeny bud jednoduchou Sipkou, nebo nejsou spojeny viibec. Na poctu
smycek v grafu antisymetrické relace nezéalezi. V kartézském grafu antisymetrické relace
nejsou zadné dva ruzné body soumérné podle hlavni diagonaly (s vyjimkou bodi lezicich
na hlavni diagonéale). V piipadé, Ze relace R neni antisymetrickd (ve zkratce —.AS), musi
platit negace vyroku 2.5 definice 2.11, tedy

(Fz,y € M)[z #yA[z,yl € RA[y,z] € R].

Pokud relace R neni antisymetricka, existuje v mnoziné M dvojice rtznych prvki
x, y (staci jednal), kdy prvek = je v relaci s prvkem y a soucasné prvek y je v relaci
s prvkem z. V uzlovém grafu tedy staci k vylouceni antisymetrie dané relace existence
jediné oboustranné Sipky.

Z definice 2.10 a 2.11 je zfejmé, ze vlastnosti symetrie a antisymetrie nejsou
dopliikové. Existuji relace, které nejsou symetrické ani antisymetrické (obsahuje-li
jejich uzlovy graf jednoduché i oboustranné sipky). Existuji vSak i relace, které mohou
byt symetrické a antisymetrické soucasné. To nastane pouze v pripadé, kdy ani jedna
dvojice rtiznych prvkd mnoziny M neni spojena zadnou Sipkou. Naptiklad v mnoziné
M = {1,2,3} je relace R = {[1,1],[2, 2]} soucasné symetricka i antisymetricka.

V literature byva casto vlastnost antisymetrie relace R definovana takto:
(Va,y € M)[([z,y] € RA[z,y] € R) = x =y]. (2.6)

Snadno se lze presvédcit pomoci vyrokové logiky, ze vyroky 2.6 a 2.5 z definice 2.11
jsou ekvivalentni.

Definice 2.12: Rekneme, 7e binarni relace R je tranzitivni v mnoZiné M (zkrécend
znac¢ime 7)) pravé tehdy, kdyz plati

(Vo,y,z € M)|([x,y] € RAy,z] € R) = [z,2] € R]. (2.7)
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Poznamka 2.17 Relace R je tedy tranzitivni, kdyz s kazdymi dvéma usporadanymi
dvojicemi [z, 3], [y, z] obsahuje i uspofddanou dvojici [z, z|. Tranzitivita relace je vlastnost,
ktera se z uzlového i kartézského grafu urcuje obtizné. Obecné plati, Ze tranzitivitu relace
lze jednoduseji vyloucit nez ji prokazat. K tomu mitze slouzit negace vlasnosti 7. V

pfipadé, Ze relace R neni tranzitivni (ve zkratce —7 ), musi platit negace vyroku 2.7
definice 2.12, tedy

(Fz,y,z € M)[([z,y] € RA[y,z] € R) Nz, 2] ¢ R].

Pokud tedy relace R neni tranzitivni, existuje v mnoziné M dvojice prvki x, y, které
jsou spolu v relaci a soucasné dvojice prvkl y, z, které jsou spolu v relaci, ale prvky z, z
spolu v relaci nejsou. Nalezeni trojice prvki s touto vlastnosti (tedy vylouceni tranzitiv-
nosti relace) se v uzlovém grafu ¢éasto podaii. Jednou z variant napiiklad je, ze v uzlovém
grafu tranzitivni relace pro kazdou oboustrannou sipku musi byt oba jeji koncové uzly
opatfeny smyckou. Je-li relace R zadana vyctem prvki, je velmi uzite¢né nasledujici tvr-
zeni:

Relace R je tranzitivni < Ro R C R.

Definice 2.13: Rekneme, Ze binarni relace R je souvisla v mnoziné M (zkracend
ozna¢ime SO) pravé tehdy, kdyz plati

(Vz,y € M)z #y = ([z,y] € RV [y,z] € R)]. (2.8)

Poznamka 2.18 Souvisla relace musi pro kazdé dva rtzné prvky x, y obsahovat alespon
jednu z uspotradanych dvojic [z, y], [y, z]. V uzlovém grafu souvislé relace musi byt kazdé
dva rizné uzly mnoziny M spojeny bud jednoduchou sipkou, nebo oboustrannou Sipkou.
Na poc¢tu smycek v grafu nezalezi. V piipadé, Ze relace R neni souvisla (ve zkratce ~SO),
musi platit negace vyroku 2.8 definice 2.13, tedy

(Fz,y € M)z #y Alx,yl ¢ RA [y, x] ¢ R].

Pokud tedy relace R neni souvisla, existuje v mnoziné M dvojice riznych prvki x, y
(staci jednal), kdy prvek = neni v relaci s prvkem y a soucasné prvek y neni v relaci s
prvkem z, neboli prvky ani jedné z dvojic [z,y], [y, z] nejsou v relaci. V uzlovém grafu
staci k vylouceni souvislosti dané relace existence jediné dvojice riiznych uzl, které nejsou
spojeny zadnou Sipkou.

Piiklad 2.15 Je ddna mnozina M = {z,y, z}. Urcete vlastnosti relaci v mnoziné M a
zakreslete jejich grafy:

)
)

w [ &) —
I
—

Uz, 2, [y, 9, [2, 2], [z, v], [y, ]},

[z, 9, [y, =], [y, v, [2, 2]},
2, ], [2, ], [z, 9]},

Resend:

)
a) R; mé vlastnosti: RA-ARASA-AS AT AN=SO,
b) Ry mé vlastnosti: "R A AR A =S A =AS A =T A =SO,
c¢) Rs ma vlastnosti: “R AARA-SANASANT NSO,

Grafy relaci Ry, Ry, R3 jsou na obrazku 2.86.

T

@)

avliev ey
<
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Relace Ry Relace Rz Relace Ra ’
Obr. 2.86:

Priklad 2.16 Rozhodnéte, jaké vlastnosti maji nasledujici binarni relace v mnoziné

M ={a,b,c,d}.

a) Ry ={[c,0],[b,c],la,a],[b0],c,c],[d,d]},

b) Ry = {[av b]’[qd]’[a’a’]’[b?b]}:

c) Rsy={la,b],|d,c,[b,d][a,d,[a,d]bcl},

d) Ry = {[c,b],[b,c],[b, CL]},

e) Rs={[a,a],[b0][c,d],[c0],[bcl,[ba], [a,b],]a, c], [c,a], |d, d]},
f) Re = {[07 CL], [d, b]}7

g) Rr={la,d]}.

Reseni: Doporucujeme c¢tenafi, aby si pro urceni vSech vlastnosti jednotlivych
relaci, znazornil tyto relace uzlovym grafem.

a) Ry ma vlastnosti: RA " ARASA-ASANT NSO,

b) R; ma vlastnosti: “R A “ARAN-SANASANT NSO,
c) Rs maé vlastnosti: “R AARAN-SANAS AT NSO,

d) R4 mé vlastnosti: “R A AR A =S A —AS A =T A =SSO,
e) R; ma vlastnosti: RA-ARASA-AS AT NSO,

f) R ma vlastnosti: "R AARA-SANASANT NSO,

g) Rr mé vlastnosti: “R A - ARANSAAS AT N =SO.

Y

Piiklad 2.17 Urcete vlastnosti relace R = {[z,y] € M x M;z = y} z ptikladu 2.7, kde
M ={a,b,c,d,e, f} je mnoZina vSech tsecek, jejichz krajni body jsou vrcholy obdélnika
ABCD.

Reseni: Ptipomenme, ze relace R je dana vyctem prvki:

R ={[a,al,[b,b],[c,c],[d,d],[e e, [f, f],|a,cl[c,al,[b,d],[db] e fl,[f el}.
Relace R mé vlastnosti: RA - ARASA-AS AT AN -SO.
2.2.4 Ulohy k procviéeni

1. Je dana mnozina M = {1,2,3,4,5,6}. Zapiste druhym zptsobem (vyétem prvki,
resp. charakteristickou vlastnosti) nésledujici bindrni relace v mnoziné M:
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a) Ty ={[r,yl € M*y <z Ay* >z},

b) Ty ={[r,y] e M*y=1=x+y=>5},

c) Ty={[r,yl € M*z=y"V2y=u},

d) Ty = {[17 1]’ [272]7 [37 ]’ [4’4]7 [575]7 [6a6]}7

e) Ts = {[173]7[2’4]7[375]?[4’6]}7

f) Te={[1,1],[1,3],[3,1],[3,3],[3,5], [5.3],[5,5], [1,5], [5, 1] }.

Urcete oba obory danych relaci. Sestrojte jejich uzlovy i kartézsky graf a
zapiste jejich vlastnosti.

2. Je ddna mnozina A = {a, b, ¢, d, e}. Urcete vlastnosti relaci Ry, Ry, R3, R4y v mnoziné
A, které jsou znazornény na uzlovych grafech na obrazku 2.87.

Relace Ry Relace R;

a a

b, O bO
g 5,
Od“\fO L E
3 f<\b. A
Obr. 2.87:

3. V mnoziné M = {1,2,3} definujte osm binarnich relaci, sestrojte jejich grafy a urcete
jejich vlastnosti.

4. Vmnoziné M = {1, 2, 3} definujte binarni relaci, kterd nebude mit zadnou z vlastnosti:
reflexivni, antireflexivni, symetricka, antisymetricka, tranzitivni, souvisla.

5. V. mnoziné A = {a,b, ¢, d} definujte alespon jednu neprazdnou binérni relaci, ktera je:

a) RAS, b) RA-S, c) RASAN-T,
d) ARANAS, e -RA-ASAS, f) SASO,
g) SASO, h) “RA-ARAN-SA-T, i) -ARAN-T ANAS NSO,

6. V mnoziné M = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} jsou dany binarni relace:

a) Ry ={[x,y] € M x M;dcislo = je soudélné s ¢islem y},
b) Ry ={[x,y] € M x M;x+ 2y = 10}.
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Urcete jejich vlastnosti.”
7. Vmnoziné M = {0,1,2,3,4,5,6} je ddna binarni relace
R ={[x,y] € M x M;y je zbytek pfi déleni ¢isla = ¢islem 3}.
Urcete vlastnosti relace R a zakreslete jeji uzlovy a kartézsky graf.

8. Urcete, které vlastnosti maji relace Ry, Ry a R3 znazornéné na obrazku 2.88.

QO . \j Oq—;__,.
\./ O/O Relace R3
Obr. 2.88:

9. Rozhodnéte o kazdé z téchto relaci, zda je reflexivni, symetricka, tranzitivni a souvisla:

Q

) shodnost trojuhelniki v roving,

) kolmost pfimek v roviné,

) mimobéZznost pfimek v prostoru,

) délitelnost pfirozenych ¢isel,

) inkluze mnozin v libovolném systému mnoZin,
) relace "byt vétsi” v mnoziné realnych ¢isel,

g) rovnost v mnoziné celych ¢isel.

oo o

R

10. Je déana mnozina M = {-2,-1,0,1,2}. Urcete vlastnosti relaci R;, Rs, R3 v
mnoziné M, kde

a) Ry =A{lr,yle M xM;y=ux+1},
b) Ry = {[r,y] € M x Miy =},
c) Rs={lr,yl € M x M;y = |z[}.

11. Vratme se nyni k poznamce 2.9 v odstavci 2.2.1, kde jsme uvazovali rodinu, jejiz
jednotlivé ¢leny jsme oznacili malymi tiskacimi pismeny:
m (matka), o (otec), p (Petra), j (Jan), & (Kamil).
Uvazovanou rodinu zde pfedstavuje mnozina M = {m,o0,p, j,k}. V mnoziné M je
dana relace R = {[x,y] € M x M;x je bratrem y}. Urcete vlastnosti relace R.

12. Urcete vlastnosti relaci Ry, Ry, R3 z prikladu 2.6 v odstavci 2.2.1.

"P¥ipomeiime, Ze piirozena &isla = a y nazyvame soudélné pravé tehdy, kdyz jejich nejvétsi spolecny
délitel je vétsi nez jedna, tj. NSD(z,y) > 1.
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13. V mnoziné M = {a,b,c,d,e, f, g} je dana relace R = {[a, ], [b, ], [f,9],[g,a]}. Do-
pliite relaci R co nejmensim poctem usporadanych dvojic tak, aby doplnéna relace
Ry byla tranzitivni v mnoziné M. Zakreslete uzlovy graf nové vzniklé relace R;.

14. Na hristi si hraje Sest déti: Pavel, Kaja, Zdenék, Jana, Alena a Tonda. Definujte
alesponi jednu relaci R danou charakteristickou vlastnosti ”dité x se kamaradi s
ditétem 3", kde x,y € A, pricemz A je mnozina vSech déti na hristi. Urcete vlastnosti
relace R a zakreslete jeji uzlovy graf.

15. Dopliite uzlovy graf relaci R; a Ry na obrazku 2.89 tak, aby nové vzniklé relace byly

AR N AS N SO.
Relace R 1 Relace R;
1’. Zq : by
6 o4 /
/ .3 .

/ |

c® *y da--—._.__’.e
Obr. 2.89:

16. Uvazujme Z mnozinu vsech lidi. Které z nasledujicich relaci jsou symetrické a které
jsou tranzitivni v mnoziné 27

a) Sy ={[r,y] € Z x Z:x je otcem y},

b) Sy ={[z,y] € Z x Z : x bydli ve stejném mésté jako y},
c) Ss3={lzr,y] € Z x Z : x navstévuje stejnou skolu jako y},
d) Si={[r,y] € Z x Z : 2 m4 mensi hmotnost nez y},

e) Ss={[r,y] € Zx Z:x jevySsi nez y}.

17. Je déna mnozina B = {xz,y}. Urfete vyétem prvki vSechny relace v mnoziné B,
které jsou:

a) reflexivni, b) antireflexivni,
c) symetrické, d) nejsou tranzitivni,
e) reflexivni a nejsou tranzitivni, f) souvislé.

Vysledky:
1. a) 71 = {[3,2],[4,3],[5,3],[5,4],16,3],[6,4],[6,5]}, O1(T1) = {3,4,5,6}, Os(17) =
{2,3,4,5},
relace T} mé vlastnosti: “R AAR A -SANAS AN =T AN=SO,
b) 15 = {[17 2]7 [173]7 [174}7 [175]7 [176]7 [272]7 [27 3]7 [274]7 [275]7 [276}7 [372]7 [373]7 [374]7
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[3,5],[3, 6], [4,1], [4,2], [4, 3], [4,4], [4,5], 4, 6], [5,2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [5, 6], [6, 2],
[6,3], 6, 4], [6,5],[6,6]},
O1(Ty) = {1,2,3,4,5,6} = M, Oo(T) = {1,2,3,4,5,6} = M,
relace T ma vlastnosti: "R A " AR A S A —-AS AT NSO,
c) Ty = {[1,1], 4, 2], [2,1],[6, 3]}, O1(T3) = {1,2,4,6}, Oo(T5) = {1,2,3},
relace T3 ma vlastnosti: =R A AR A -S AN AS AN =T AN =SO,

d) T4 = {[ZL‘,y] e M x M,[E = y}, 01(T4) = {1,2,3,4,5,6} = M, 02(T4) =
{1,2,3,4,5,6} = M,

relace Ty ma vlastnosti: RA - ARANSANAS AT A =SSO,

e) Ty = {[z,y] € M x Mz <yAzx+2 =y}, Or(T5) = {1,2,3,4}, Os(T) =
{3.4,5,6},

relace T5 ma vlastnosti: “R A AR AN S ANAS AT NSO,
£) Ts =A{[x,y) € M x M;2 jz N2 Jy}, O1(Ts) = {1,3,5}, O5(Ts) = {1,3,5},
relace Tg méa vlastnosti: =“R A - ARASA-ASANT N -=SO.

Kartézské a uzlové grafy relaci 711, ..., Ty jsou po fadé znazornény na obrazcich 2.90,
...y 2.95.

Relace Ty

RN wl sl w] e
/'.
<

S I NS N Y

1 2| 3| al 5|

1 2 3] 4 5 6

Obr. 2.90: Obr. 2.91:
M Relace T3 ™
3 . Relace T.
5 Ol‘\% 5| Ol Oz
4 4
3 6* 3 3 ()6 Os
5t ?) .
1 5- o : M O 04
M 1 2] 3 a] 5 &
1, 2 3 4 5| 6
Obr. 2.92: Obr. 2.93:

2. Relace
Ry ma vlastnosti: “R A AR A -S A —-AS AN =T N-=SO,
Ry mé vlastnosti: RA " ARASA-AS AT NSO,
R3 ma vlastnosti: “R AN ARA-SNAS A =T NSO,
R4 mé vlastnosti: “RANARA-SANASAT NSO,
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Relace Ts

| w N wl sl wl ol
=
o
oy w s w e B
oo

|

s vl o2
o
Q

of rl N w

M

of 1] 2 3 4 5 6

Obr. 2.96: Obr. 2.97:

4. Naptiklad relace R = {[1,1], [3,1],[2,1], [1, 2]} graficky zndzornéna na obrazku 2.96.

6. Relace
a) Ry ma vlastnosti: RA " ARAS AN -AS AN -T A=SO,

b) R, ma vlastnosti: “R A AR A =S ANAS A =T A =SO.
7. R={[0,0],1,1],(2,2],[3,0], [4,1], [5, 2], [6, 0]},

relace R mé vlastnosti: "R A= ARA-SANAS AT AN—=SO, kartézsky a uzlovy graf relace
R je na obrazku 2.97.

8. Relace
R; ma vlastnosti: “R A AR AS A -AS AN —T A -SO,

Ry ma vlastnosti: RA - ARA-SANASAT A=SO,
R3 ma vlastnosti: "R A AR AS A -AS A =T AN -=SO.

9. Relace
a) shodnost trojuhelnikt v roviné je: RAS AT A =SSO,
b) kolmost pfimek v roviné je: “R AARAS AT A =SO,
¢) mimobéZnost pfimek v prostoru: “R A AR AS A =T AN -SO,
d) délitelnost prirozenych ¢isel: R A =S AN AS AT A -SO,

inkluze mnozin v libovolném systému mnozin je R A -S A AS AT A -SO,
"byt vétsi” v mnoziné realnych cisel je: “R AARA-SANASANT NSO,
rovnost v mnoziné celych ¢isel je: RAS AT N -SO.

(D
— ~— " L — .

oQ
~—

10. Relace R;, R; a R3 nejdiive zapiseme vyctem prvkid a nasledné urcime jejich
vlastnosti:
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a) Rl = {[27_1]7[_170]7[07 1]7[172]}‘

R; ma vlastnosti: “R A ARA-SNAS AN =T N =8O,
b) R, ={[-2,2],[-1,1],[0,0],[1,—1],[2, —2]}.

Ry ma vlastnosti: “R A - ARAS A -AS N T A =SO,
c) Ry={[-2,2],[-1,1],[0,0],[1,1],[2,2]}.

R3 ma vlastnosti: “R A - ARA-SANASANT N-SO.

11. Relace R, ktera je dana vyétem prvka R = {[j,pl, [4, k], [k, J], [k, p|}, ma& vlastnosti:
“RANARNA-S AN-AS N =T N =SO.
12. a) Ry ={[z,y] e Rx R;y =z + 3},
R; ma vlastnosti: “R A AR A =S ANAS A =T AN =SO.
b) Ry = {[z,y] € R x Rjy =z},
Ry ma vlastnosti: "R A AR A -S N AS AN —-T AN -SO.
c) Ry ={[z,y] e RxR;(z —1)>+ (y +2)> = 4},
R3; ma vlastnosti: "R AN AR A -SANAS AN =T AN =SO.

13. Ry ={l[a,b],[b,c],[f, 9], lg,al,[a,cl,[f,al,lg,b], [f,cl, [f,b], g, c|}, uzlovy graf relace Ry
je na obrazku 2.98.

e

GT‘ °

de e J =

Obr. 2.98: Obr. 2.99:

14. Vyuzijeme pouze pocatec¢nich pismen ve jménech hochti a divek na hiisti, tj. A =
{p,k, z,7,a,t}. Relaci R danou charakteristickou vlastnosti "dité = se kamaradi s
ditétem y” mutzeme zadat napiiklad takto: K4ja se kamaradi s Pavlem, ale Pavel
se s Kajou nekamaradi. Tonda a Pavel se kamaradi navzajem, Jana se kamaradi se
vSemi ostatnimi, ale s Janou se kamaradi pouze Alena. Alena se déle kamaradi jesté
se Zdenkem. Relace R takto zadand vyjadiena vyctem prvkh

R = {[k,p),[t,pl. [p,t], 5, 0], [J, al. [4, k], [4, 2], [, 2], [@, J], [a, 2]} mé vlastnosti: =R A
AR N =S AN—AS A =T N =S0O. Uzlovy graf zvolené relace R je na obrazku 2.99.

15. Na obrazku 2.100 je uvedeno jedno z moznych feSeni uzlovych grafti u relaci Ry,
resp. Ry, vzniklych z relaci Ry, resp. Rs.

16. Relace S5, S3 jsou symetrické v mnoziné Z. Relace S, S3, Sy, S5 jsou tranzitivni v
mnoziné 7.
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Relace Ry i Relace Rax

Obr. 2.100:

17. a) Rl = {[Z’,l‘], [yvy]}a R2 = {[l’,.ﬁl?], [y>y]> [Z’,y]}, R3 = {[.CC,ZE], [yay]a [y,flf]}, R4 =
{[z,z], [y, yl, [y, z], [z, y]} (existuji étyfi relace ve dvouprvkové mnoziné B, které
jsou reflexivni),

b) S1 = {[z,y]}, Sz = {[y,z]}, S5 = {[z, 9], [y, 2]}, Sa = 0 (existuji ¢ty¥i relace ve
dvouprvkové mnoziné B, které jsou antireflexivni),

C) T = {[I,ZL’]}, Ty = {[yay]}a T3 = {[I,.I],[y,y]}, Ty = {[l‘,I],[ZE,y],[y,I]},
relaci ve dvouprvkové mnoziné B, které jsou symetrické),

d) Ur = {[z,z], [z,y], [y, 2]}, Ua = {[y,y], [z, 9], [y, 2]}, Us = {[z, 9], [y, 7]} (exis-

tuji tii relace ve dvouprvkové mnoziné B, které nejsou tranzitivni),

e) nema Feseni,

f) Vvl = {[:B,x],[:v,y],[y,x]}, Vv2 = {[y,y],[:v,y],[y,x]}, ‘/3 = {[x,y],[y,x]},
V;L = {[:U7y]}7 ‘/5 = {[l’,y],[l‘,ﬂ}, Vé = {[x,y],[y,y]}, ‘/7 = {[y,x]},
Vs = {[y,x],[a:,x]}, Vo = {[y,x],[y,y]}, Vio = {[y,x],[y,y],[a:,x]},

Vi = {[z, 9], [y, vl [x. 2]}, Viz = {[y. 2], [z, 2], [y, yl. [z, y]} (existuje dvandct
relaci relaci ve dvouprvkové mnoziné B, které jsou souvislé).

2.3 Relace ekvivalence a relace usporadani

V nasledujicim textu se budeme zabyvat specidlnimi relacemi definovanymi v neprazdné
mnoziné M. Jedna se o relaci ekvivalence a relaci uspotfadani, s jejichz aplikacemi se
setkdvame v u¢ivu matematiky na 1. stupni ZS.

2.3.1 Relace ekvivalence a rozklad mnoziny

Definice 2.14: Binarni relaci R definovanou v mnoziné M nazyvame relaci ekvivalence
praveé tehdy, kdyz R je reflexivni, symetricka a tranzitivni relace.

Poznamka 2.19 a) Relace ekvivalence R je vzdy relaci na mnoziné M, nebot
O1(R) = M, coZ plyne z reflexivnosti relace R.
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b) Relaci ekvivalence na mnoziné M zna¢ime ¢asto symbolem ~. Pokud pro prvky
xr,y € M plati, ze [x,y] € ~, fikdme, Ze prvky z, y jsou ekvivalentni a piSeme
T~ .

Piiklad 2.18 Je dana mnozina M = {a,b,c,d}. Nasledujici relace jsou priklady relaci
ekvivalence na mnoziné M.

El - {[CL, a]v [bv b]? [07 C]v [d7 d]? [CL, C]v [C, a]’ [b, d], [d, b]}:
Ey ={[a,al, [b,b],[c, ], [d,d],[a,D], [b,al},
B3 ={[a,a], [b,b],[c, ], [d,d], [b,c], [c, ], b, d], [d, 0], [c,d], |d, ]},
E4 - {[CL, CL], [b7 b]? [C> C]? [d’ d”?
Es=MxM
= 9) E 5 Es b
<l / g /b a é\D
= O & 0 & O
o c, L
Es o) Es cc\?
S _ O@b
3, s
Obr. 2.101:
Vsimnéte si jednotlivych uzlovych grafi relaci Ej, ..., E5 na obrazku 2.101, které

jsou ekvivalencemi na mnoziné M. Je z nich ziejmé, Ze mimo relaci F5 se nejednd o
grafy souvislych relaci. Na uzlovych grafech téchto relaci je také vidét, ze vSechny prvky
mnoziny M jsou urcitym zptisobem "rozdéleny” do skupin. Tento poznatek nas motivuje
k nasledujici definici:

Definice 2.14: Necht M je neprizdnd mnozina. Systém T = {A;, Ay, A, ..., Ay}
podmnozin mnoziny M nazveme rozklad mnoziny M pravé tehdy, kdyz plati:

1) A; # 0 prokazdé i € {1,2,3,...,n},
2) AJUAUA3U..UA, =M,
3) A;NA;=0prokazdéi,je{1,2,3,...,n}, kde i # j.

Prvky systému T se nazyvaji tFidy rozkladu mnoziny M.

Poznamka 2.20 a) Tridy A;, As, As,..., A, rozkladu T z definice 2.14 jsou navzajem
disjunktni podmnoziny mnoziny M.

b) VSechny tii podminky definice 2.14 lze slovné formulovat takto: Rozklad mnoziny
M je systém neprazdnych podmnozin mnoziny M s vlastnosti, ze kazdy prvek
mnoziny M patii pravé do jedné z téchto podmnozin. Zvyraznéné slova vyjadiuji
tfi podminky definice 2.14.
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Piiklad 2.19 Je dana mnozina M = {a,b,c,d}. Nasledujici systémy jsou piiklady
rozkladd mnoziny M.

T = {{a’vc}v {b’ d}},

Ty = {{avb}7 {C}, {d}},
13 = {{a}7 {b? ¢ d}}a

Ty = {{a}, {6}, {c},{d}},
Ts = {{a,b,c,d}}.

Poznamka 2.21 Vratime-li se k uzlovym grafim relaci ekvivalence E1, ..., E5 z ptikladu
2.18, vidime, Ze skupiny (v odborné terminologii podgrafy), na které jsou uzlové grafy
jednotlivych relaci Ei, ..., F5 "rozdéleny”, odpovidaji po fadé rozkladim T3, ..., Tj
mnoziny M z prikladu 2.19. Tato skutecnost nas motivuje k nasledujici véte:

Véta 2.3 Kazda relace ekvivalence F definovana na neprazdné mnoziné M vytvaii roz-
klad mnoziny M.

Diikaz: Na mnoziné M je definovana relace ekvivalence FE. Kazdému prvku a
mnoziny M pfifadme podmnozinu A, = {x € M;|[a,z] € E}. Protoze relace E je relace
ekvivalence na mnoziné M, je reflexivni a tedy pro kazdé a € M plati [a,a] € E. To
znamena, ze a € A, pro kazdé a € M a vSechny mnoziny A, jsou tedy neprazdné. Odtud
je zfejmé, Ze sjednoceni vSech mnozin A, je pro kazdé a € M rovno mnoziné M.

Zbyva dokazat, ze zadny prvek x € M nemuze byt prvkem soucasné dvou podmnozin
A, Ap, kde A, # A,. Predpokladejme, ze plati z € A, a soucasné x € A,.

1. Z pfedpokladu dostéavame [a,z] € FE a [b, z] € E. Uvazujeme-li libovolny prvek y € A,,
pak plati [a,y] € E. Protoze relace E je symetrické, z pfedpokladu [a,z] € E vyplyva
[x,a] € E. Relace E je také tranzitivni, odtud z platnosti [z,a] € E, [a,y] € E plyne
[z,y] € E. Protoze plati [b,x] € E a zaroven [z,y] € E, dostavame, ze [b,y] € E. To ale
znamena, ze y € A,. Dokazali jsme tak mnozinovou inkluzi A, C A,.

2. Mnozinovou inkluzi A, C A, dokdzeme analogicky.

Spojenim 1. a 2. kroku ditkazu jsme dokazali mnozinovou rovnost A, = Ap. Dospéli jsme
tak k néasledujicimu zavéru: Jestlize a # b, potom bud A, = A;, nebo A, N A, = 0.
VSechny navzajem ruzné podmnoziny A, mnoziny M, kde a € A, definované
A, = {z € M;[a,z] € E} tvorl rozklad 7" mnoziny M. Tento rozklad symbolicky
zapiSeme T = {A,;a € M}.

Definice 2.15: Rozklad T mnoziny M 2z véty 2.3 se nazyva rozklad mnoziny
M generovany ekvivalenci FE. Nékdy uzivame téz nazev rozklad T indukovany
ekvivalenci E nebo téz rozklad T prislusny ekvivalenci E.

Poznamka 2.22 Tvrzeni véty 2.3 fika, Ze kazda relace ekvivalence F na mnoziné M
jednoznacné generuje rozklad 7' mnoziny M. V nésledujici vété si ukazeme, ze toto tvrzeni
plati i naopak.

Véta 2.4 Kazdy rozklad 7' mnoziny M jednoznacné generuje relaci ekvivalence £ na
mnoziné M.



121

Diikaz: Dokézeme, ze binarni relace F je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Necht x € M. Protoze T je rozklad mnoziny M, existuje t¥ida rozkladu T' obsahujici
prvek x, ozna¢me ji X. Zfejmé plati [z,x] € E pro kazdé x € M, tedy relace E je
reflexivni.

Dokazeme, ze relace E je symetrickd. Necht z,y € M a [z,y] € E. Potom existuje
mnozina X € T takova, ze x € X a zaroven y € X. Tuto vlastnost 1ze ekvivalentné
zformulovat zptsobem, Ze existuje mnozina X € T takova, ze y € X a zaroven x € X.
Odtud [y, z] € E, tedy relace E je symetricka.

Zbyva dokazat tranzitivnost relace E. Necht z,y,z € M, pfitemz [r,y] € E a
zaroven [y,z] € E. Potom existuje mnozina X € T takovd, ze * € X a zaroven
y € X. Protoze plati [y,z] € FE, plati také z € X. Existuje tedy mnozina X € T
takova, ze © € X asoucasné z € X, to znamend, ze [z, z| € F. Relace E je tedy tranzitivni.

Definice 2.16: Relace ekvivalence F na mnoziné M z véty 2.4 se nazyva ekvi-
valence na mnoziné M generovana rozkladem 7T mnoziny M.

Poznamka 2.23  a) Vratme se k piikladim 2.18 a 2.19. Rozklad T; mnoziny M gene-
ruje relaci ekvivalence F; na mnoziné M a naopak relace ekvivalence F; na mnoziné
M generuje rozklad T; mnoziny M (proi=1,...,5).

b) Piiklady relaci ekvivalence, s nimiz se setkavame ve $kolské matematice jsou napii-
klad shodnost trojuhelnikii v rovin€, shodnost tsecek v roviné, rovnost prirozenych
¢isel nebo rovnobéznost pifimek v roviné. V ramci tloh k procviceni jsme s témito
relacemi pracovali v odstavci 2.2.4.

2.3.2 Ulohy k procviéeni

1. Dopliite relace R; a Ry zadané uzlovym grafem na obrazku 2.102 co nejmensim poctem
sipek, abyste ziskali relace ekvivalence.

Relace R: 1 Relace Rz
._‘—‘—-—~—..E. a b
. .
\.g
6e ( ) f
3 O .
5® *q de '
Obr. 2.102:

2. Vmnoziné M = {x € Z;0 < z < 7} je definovana relace

R = {[z,y] € M x M;¢&isla x,y davaji pii déleni ¢tyfmi stejny zbytek}.
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Urcete vlastnosti relace R. V pripadé, Ze se jedna o relaci ekvivalence na mnoziné
M, urcete ptislusny rozklad mnoziny M.

3. Na zakladé vasich poctarskych dovednosti urcete vlastnosti nasledujicich relaci a
rozhodnéte, které z nich jsou relacemi ekvivalence na zadanych mnozinach.

a) Ry ={[r,y] e NxN:2[(z+y)},

b) Ry ={[r,y] e RxR:z =3y},

c) Ry={[r,y] eRxR:a?+y> <4},
d) Ry={[r,y e NxN:z+y>5}

e) Rs={lr,y e RxR:x#vy}

4. Je ddna mnozina S = {1,2,3,...,50}. Urcete vlastnosti zadanych relaci a rozhodnéte,
zda jsou relacemi ekvivalence na mnoziné S.

a) Ry ={[r,yeSxS:y|z},
b) Ry={[r,yjeSxS:z=y}

5. Zapiste vSechny rozklady t¥iprvkové mnoziny M = {a,b, c}. Déle zapiste relace ekvi-
valence generované jednotlivymi rozklady mnoziny M a znazornéte je graficky.

6. Je ddna mnozina M = {a,b,c,d, e, f}. Zjistéte, kterd z mnozin G, H, I, J je, pfipadné
neni rozkladem mnoziny M, je-li dano:

G = {{avd}’{cvea f}7{b}}v H = {{a> b, C}v{da f}}a
I ={{a,b},{c,d e}, {a, f}}, J =M.

7. Uvazujme Z mnozinu vsech lidi. Které z nasledujicich relaci jsou relacemi ekvivalence
na mnoziné 77?7

a) Sy ={[zr,y| € Z x Z: x je matkou y},

b) Sy ={[z,y] € Z x Z: x ma stejnou narodnost jako y},
c) Ss={[r,y] € Z x Z:x mé stejné zaméstnani jako y},
d) Si={[r,y] € Z x Z: x hodi dil mi¢em nez y},

e) Ss={[z,y] € Zx Z:x vaz vic nez y}.

8. Zjistéte, které z uvedenych mnozin jsou rozklady mnoziny vSech pfirozenych cisel N:

a) Ty ={L,S}, kde S je mnozina vSech sudych pfirozenych ¢isel a
L je mnozina vsech lichych prirozenych ¢isel,

b) Ty ={A B,C}, kde A=1{1,2,3}, B={x € N;z je nidsobkem ¢isla 2},
C = {z € N;z je ndsobkem ¢isla 3},

c) T3={A, B,C}, kde A={1}, B={x € N;x je prvocislo},
C = {z € N;z je ¢islo slozené}.

9. Na mnoziné K rovinnych geometrickych utvari z obrazku 2.103 definujte rtizné re-
lace ekvivalence, které generuji rozklad mnoziny K, a u kazdého pripadu uvedte
jednotlivé tridy rozkladu.
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Obr. 2.103:

Vysledky:

1. Uzlové grafy relaci Ry,, resp. Ry, vzniklych z relaci Ry, resp. Ry jsou na obrazku 2.104.

Relace Rix 1 Relace Rax
G 2

GO\ oo >(
s€) Oy b«_._ﬁ,{'e)/

Obr. 2.104:

2. R={[0,0],[1,1},[2,2], 3, 3], [4,4],[5,5], 6, 6], [4, 0][0,4], [5, 1], [1, 5], [2, 6], [6, 2]},
relace R m4 vlastnosti: RA—ARASA-ASAT A—=SO. Jedna se o relaci ekvivalence
na mnoziné M, kterd generuje rozklad 7' = {{0,4}, {1,5},{2,6},{3}}.

3. Relace
a) Ry ma vlastnosti: RA-ARASA-AS AT NSO,

Ry ma vlastnosti: “R A AR A -SANAS N —-T AN—=SO,
R3 ma vlastnosti: "R A AR NS A -AS N —-T AN =SSO,
R4 ma vlastnosti: “R A AR AS A -AS AN =T AN =SSO,
R5 ma vlastnosti: “RAARANS A-AS AN =T NSO.

Ze zadanych relaci je pouze relace R; relaci ekvivalence na mnoziné N.

~

b
c
d

@
— =

4. Relace
a) R; mé vlastnosti: RA-ARA-SAASANT N=SO,

b) Ry ma vlastnosti: RA - ARASANASAT A -=SO.

Ze zadanych relaci je pouze relace Ry relaci ekvivalence na mnoziné S.
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5. VSechny rozklady mnoziny M a k nim pfislusné ekvivalence na M jsou:
T, = {{a}7{b}7{c}}7 Ty = {{a,b},{c}}, T3 = {{G,C},{b}},
Ty = {{CL}7 {ba C}}, T5 = {{a7 ba C}}
Rozklad

Ty generuje relaci ekvivalence Fy = {[a, al,

[a a], b, 8], [e, ]},
T5 generuje relaci ekvivalence Ey = {[a, al, [b, 0], [c, c], [a, b], [b, a]},
T3 generuje relaci ekvivalence F3 = {[a, al, [b,b], [c, ], [a, ], [c, a] },
T, generuje relaci ekvivalence Fy = {[a, al, [b,b], [c, c], [b, ], [c, b]},
Ts generuje relaci ekvivalence F5 = {[a, al, [b, ], [c, ], [a, ], [¢, a],

la,b], [b,al, b, ], [c,b]}.

Uzlové grafy relaci Ey, ..., E5 jsou na obrazku 2.105.

Relace E; Relace E; Relace E3

D B -

5

O : <
Relace Eq Relace Es
a [ C)L_"CO
b N/
S @)
Obr. 2.105:

6. Pouze mnozina G je rozkladem mnoziny M. Mnoziny H, I, J nejsou rozkladem mno-
ziny M. Poznamenejme, ze dle zapisu J = M mnozina J netvori rozklad mnoziny
M, ale pii zapisu M = {J} by se o rozklad mnoziny M jednalo.

7. Pouze relace S5 a S3 jsou relacemi ekvivalence na mnoziné Z.
8. Pouze systémy T} a T3 jsou rozklady mnoziny vsech prirozenych c¢isel N.
9. Prvky mnoziny K miizeme roztiidit naptiklad:

a) podle barvy: relace, kterd generuje rozklad mnoziny K podle barvy je
Ry = {[z,y] € K x K;x mé stejnou barvu jako y}. Rozklad mnoziny K
obsahuje ¢tyfi tiidy A;, Ay A3 a A4, kde mnozZina
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Aj obsahuje vSechny geometrické atvary mnoziny K modré barvy,
As obsahuje vSechny geometrické atvary mnoziny K zelené barvy,
Az obsahuje vSechny geometrické atvary mnoziny K cervené barvy,
Ay obsahuje vSechny geometrické ttvary mnoziny K zluté barvy.

Obrazek 2.106 =zachycuje grafické znazornéni rozkladu mnoziny K
generovaného relaci ekvivalence Ry (t¥idéni utvart mnoziny K podle barvy).

b) podle tvaru: relace, kterd generuje rozklad mnoZiny K podle tvaru je
Ry ={[z,y] € K x K;x mé stejny tvar jako y}. Rozklad mnoziny K obsahuje
tfi tridy By, By a Bs, kde mnozina

B; obsahuje vSechny trojuhelniky mnoziny K,
B5 obsahuje vSechny ¢tverce mnoziny K,
B3 obsahuje vSechny kruhy mnoziny K.

Obrazek 2.107 zachycuje grafické znazornéni rozkladu mnoziny K
generovaného relaci ekvivalence Ry (t¥idéni utvart mnoziny K podle tvaru).

4 @7 ‘ e
Y B

& 00 3 0.@ w ..
| 4 | A 4 %
e Wil R <

Obr. 2.106: Obr. 2.107:

2.3.3 Relace usporadani a usporadané mnoziny

Definice 2.17: Binarni relaci R definovanou v mnoziné M nazyvame relaci usporadani
pravé tehdy, kdyz R je antisymetricka a tranzitivni.

Je-li navic relace R souvisld, nazyva se linearni usporadani.

Je-li relace R reflexivni, resp. antireflexivni nazyva se toto usporadani neostré, resp.
ostré.

Poznamka 2.24 7 definice 2.17 plyne, Ze kombinaci ” pfivlastkti” linearni, ostré a neostré
lze definovat celkem Sest typt usporadani v mnoziné M. Piehledné je nyni uvedeme s
vyuzitim zavedenych zkratek pro jednotlivé vlastnosti relaci:

1. Ostré usporadani v M, které neni linearni, mé vlastnosti: AR AN AS AT A =SO;
2. Neostré usporadani v M, které neni linearni, ma vlastnosti: R A AS AT A -SO;

3. Uspotadani v M, které neni linearni, neni ostré ani neostré, ma vlastnosti: =R A

“ARNASNT N=S0O;

4. Ostré linearni usporadani v M mé vlastnosti: AR A AS AT A SO;
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5. Neostré linearni usporadani v. M ma vlastnosti: R A AS AT A SO;

6. Linearni usporadani v M, které neni ostré ani neostré, ma vlastnosti: =R A = AR A

ASNT ANSO;
Usporadani, které neni linearni, se téz nazyva ¢astec¢né usporadani.

Piiklad 2.20 Je dédna mnozina M = {a,b,c,d}. Zakreslete uzlové grafy nésledujicich
relaci usporadani v mnoziné M a urcete ptresné jejich typ viz 2.24.

a) Ur={la,dl,[b,b],[c,d,[d d][ad,[bd]},

b) U = {[a,bl},

C) Us = {[a’a]’[b’ C]a[bad]a[cvd]}v

d) Uy = {[aaa]’[ba b],[c,c],[d,d]},

e) Us={la,al,[b,b],[c.d],[d d][b,c][cd],[bdl,[ballca]ldal},
f) Us={lc.d],[c.a],[c],[d a],[d],[a 0]}
Resent:

U, je neostré usporadani, které neni linearni,

U, je ostré usporadani, které neni linearni,

Us je usporadani, které neni linearni, neni ostré ani neostré,

U, je neostré usporadani, které neni linearni. Toto uspofadani na mnoziné M je jediné,
které je soucasné ekvivalenci na mnoziné M.

e) Us je neostré linedrni usporadani,

f)  Us je ostré linearni usporadani.

22z eE

Grafy relaci usporadani Uy, ..., Ug jsou na obrazcich 2.108 a 2.109.

Relace Uy Relace Uz Relace Us
a a
O — o
>< . . ) /
Od L@ d c e—
Obr. 2.108:
Relace U Relace Us Relace Us
o>

e

Obr. 2.109:

O 2@
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Poznamka 2.25 Uvazujme neprazdnou mnozinu M a relaci usporadéani U v mnoziné M.
Je-li [z,y] € U, kde x # y, fikdme, Ze prvek x predchazi pied prvkem y vzhledem k
usporadani U v M a zapiseme x <y y.

Poznamka 2.26 Ze skolské matematiky zndme symboly <, <, >, >. Cteme je po fadé
takto: "mensi nez”, "mensi nebo rovno nez”, ”vétsi nez”, ”vétsi nebo rovno nez”. Jedna
se o symboly pouzivané pii zapisovani nerovnosti realnych, racionélnich, celych nebo pii-
rozenych ¢isel. Symboly < a >, resp. <, > oznacuji ostré, resp. neostré nerovnosti.

Priklad 2.21 Urcete vlastnosti nasledujicich relaci:

) Rl:{ )
) R2:{

)
)

Reseni: Relace

) Ry ma vlastnosti: "R AARA-SANASANT NSO,
)

]eNxN:z <y},
] e NxN:z <y},
| e NxN:z >y},
]eNXxN:z >y}

SRR

(oW
8 R RR
NS SN S~

o ®

Ry ma vlastnosti: RA " ARA-SANASANT NSO,
) Rs mé vlastnosti: “RAARA-SANASAT NSO,
) R, mé vlastnosti: RA - ARA-SANASAT NSO.

o0

Poznamka 2.27  a) Relace R; a R; z ptikladu 2.21 oznacované ve skolské matematice
symboly < a > jsou relacemi ostrého linedrniho uspofadani na mnoziné N. Relace
Ry a R4 oznacované symboly < a > jsou relacemi neostrého linearniho uspotradani
na mnoziné N.

b) Ostré linearni usporadani < v &iselnych mnozindch se ¢asto nazyva prirozené
usporadani ¢iselné mnozZiny. Specialné relace R; na mnoziné N z prikladu 2.21
je tzv. prirozené usporadani mnoziny pfirozenych déisel.

Definice 2.18: Necht M je neprazdnd mnozina a U je relace usporadéni v
mnoziné M. Uspofdddnand dvojice (M,U) se nazyva usporfadanid mnozina, kterou
oznacujeme [M], tedy [M] = (M, U). Mnozina M se nazyvé pole usporadané mnoziny.

Néazvy usporadanych mnozin z definice 2.18 lze specifikovat podle uvedenych Sesti typt
usporadani, viz poznamka 2.24. Pokud je napiiklad usporadani U v mnoziné M ostré i
linearni, hovofime o ostie linedrné usporadané mnoziné [M] = (M, U) apod.

Poznamka 2.28 Nyni se dohodneme na jednodus$im zapisu usporadané mno-
ziny. Necht [K] = (K,U) je ostie linearné uspofadand mnozina, jejiz pole je
K = {a,b,c,d} a uspotddani U = {[¢,d],][c,al,[c,b],][d,al,[d,b],|a,b]}. Zépis
(K] = ({a,b,¢,d},{[c,d], [c,al,[c,b], [d,al,[d,b], [a,b]}) neposkytuje piehlednou informaci
o usporadéani prvki. Vyuzijeme poznamky 2.25, kde jsme zavedli misto zapisu [z,y] € U
oznaceni x <y y, které ¢teme "prvek x predchazi pred prvkem y”. Usporddanou mnozinu
[K] = (K,U) zapiSeme vyctem prvka takto: [K] = [{c,d,a,b}|. V dalsich tvahéach se
ukéze vyhoda tohoto zkraceného zapisu, nebot je z néj ihned ziejmé poradi prvka v
usporadané mnoziné. Je dilezité si uvédomit, ze
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e /{ je mnozina, nezalezi v ni na poradi prvki, ve kterém jsou zapsany,

e [K] je uspofadand mnozina, v niz kazdy jeji prvek ma jednozna¢né urcené poradi,
které je dano usporadanim v mnoziné K,

Naptiklad [K] = [{¢,d,a,b}] a [L] = [{a,b,d,c}] jsou dvé rizné usporddané mnoziny, tj.
[K] # [L]. Ob& maji stejné pole, kterym je mnozina {a, ¢, b, d}, ale rizna usporadani:

(K] = ({a,b,¢,d}, {[e, d], [¢, a], [¢, b], [d, al, [d, D], [a, 0] }),
(L] = ({a, b, ¢, d}, {[a, d], [a, b], [a, d], [c, B], [c, d], [b, d] }).

Poznamka 2.29 a) Ze Skolské matematiky zname usporddané Ciselné mnoZiny s
prirozenym usporadanim <, které v kontextu s definici 2.18 zapisujeme

Nl =(N,<), [Z]=(Z <), [Q=(Q<), R=R <)

Pole téchto usporadanych ciselnych mnozin jsou po fadé mnoziny N, Z, Q,
R.

b) Ze skolské matematiky rovnéz zname usporadané mnoziny
e (N,<), (N,g), (N,>), (N,>),

jejichz polem je mnozina vSech pfirozenych ¢isel N. Porovname-li relace
usporadani Ry,...,R, z pfikladu 2.21, vidime, ze koresponduji po fadé s rela-
cemi usporadani <, <, >, > v pravé popsanych usporadanych mnozinach s polem N.

e (N]),

kde polem je opét mnozina vSech pfirozenych ¢isel N a symbol | znadi
relaci délitelnosti.

Definice 2.19: Necht (M;, Uy), (Ma, Us) jsou ostie linedrné usporadané mnoziny. Pak
fekneme, Ze ostie linedrné usporddand mnozina (My, U;) je podmnozinou ostie linedrné
usporadané mnoziny (Ms, Us) pravé kdyz plati:

M, C My A U1:U2ﬂ(M1XM1).

V matematické terminologii fikdme, ze usporadani U; je zUZeni (restrikce) usporadani
U na mnozinu M;.

Poznamka 2.30 Z definice 2.19 vidime, Ze relaci inkluze pro usporadané mnoziny nelze
definovat jen ve smyslu prvni kapitoly, ze kazdy prvek mnoziny M; je prvkem mnoziny
M, ale je potieba provést i zuizeni relace usporadani z mnoziny My na mnozinu M.

Uvazujme naptiklad nésledujici linedrné usporadané mnoziny: (K,U), (L, V'), (M,T), kde
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K = {a,b,e.d}, U = {[e.d] [e,al. V), [d,a), [d.8] [a, ]},
L ={a,b}, V=A{[b,al},
M = {a, b}, T = {[CL, b]}’

Uspofadana mnozina (L, V') neni podmnozinou usporadané mnoziny (K, U), pfestoze plati
L C K. Je zfejmé, Ze v usporadané mnoziné (K, U) plati a <y b, zatimco v uspofadané
mnoziné (L,V) plati b <y a (tj. prvek a predchéazi pred prvkem b v usporadani U v
mnoziné K, zatimco prvek b predchéazi pred prvkem a v usporadani V' v mnoziné L).
Naopak (M, T) je podmnozinou (K, U), nebot M C K a soucasné v obou usporadanych
mnozinach (K,U), (M,T) plati, ze a <y b a zaroveni a <r b (tj. prvek a pfedchézi pred
prvkem b v usporadani U v mnoziné K a soucasné prvek a pfedchazi pred prvkem b i v
usporadani 7' v mnoziné M).

Definice 2.20: Necht [K] = (K,U) je ostie linedrné usporddand mnozina. Prvek
a € [K] se nazyva prvni prvek mnoziny [K], jestlize plati:

(Vo € [K])[x # a = a <y z].

Slovy tedy mtzeme Tici, ze prvni prvek a ostfe linearné uspotfadané mnoziny piedchazi
pred vsemi ostatnimi prvky této mnoziny.

Definice 2.21: Necht [K] = (K,U) je ostfe linedrné uspofddand mnozina.
Prvek b € [K] se nazyva posledni prvek mnoziny [K], jestlize plati:

(Vz € [K])[x #b=x <y b].

Slovy tedy miizeme Tici, ze posledni prvek b ostfe linearné usporadané mnoziny ma tu
vlastnost, ze vSechny ostatni prvky této mnoziny predchazi pred prvkem b.

Poznamka 2.31  a) Vidime, Ze oznacdeni prvni a posledni prvek ma stejny vyznam,
jaky zname z bézného zivota. Pfedstavime-li si kone¢nou ostie linedrné usporadanou
mnozinu jako frontu osob napft. v supermarketu u pokladny, pak prvni je ten, ktery
stoji pred vSemi ostatnimi, zatimco posledni je ten, pred kterym stoji vsichni ostatni.

b) Vratime-li se k usporddané mnoziné [K| = [{c, d, a,b}] z poznadmky 2.28, je z jejiho
zépisu zfejmé, Ze prvek ¢ je prvnim prvkem uspofddané mnoziny [K| (¢ predchézi
pred vSemi ostatnimi prvky mnoziny [K| v uspofddani U) a prvek b je poslednim
prvkem mnoziny [K] (vSechny ostatni prvky mnoziny [K| pfedchazi pied prvkem b
v usporadani U).

Priklad 2.22 V mnoziné A = {a, b, c} jsou dany relace:

a) Ry = {[070’]7[%1)}7[07 b]}:
b) Ry = {[b’ C], [ba a}a [C’ a]}
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Vysetiete vlastnosti danych relaci. V pripadé, Ze se jednd o ostré linearni uspo-
radani, zapiste mnozinu [A] vzhledem k danému uspofddani a urcete prvni a posledni
prvek mnoziny [A].

Reseni: Relace

a) R; mé vlastnosti: “R A AR A -SANAS AT ANSO. R; je ostré linedrni usporadani.
Prvnim prvkem mnoziny [A] je ¢, poslednim prvkem mnoziny [A] je b, linedrné
upofddand mnozina dle usporadéani R; je zapsana jako [A] = (A, Ry) = [{c,a, b}].

b) Ry mé vlastnosti: “R A AR A-SANAS AT ANSO. Ry je ostré linearni usporadani.
Prvnim prvkem mnoZiny [A] je b, poslednim prvkem mnoziny [A] je a, linedrné
upofadana mnozina dle uspofadani Ry je zapsand jako [A] = (A, Re) = [{b, ¢, a}].

Definice 2.22: Necht [M] je ostfe linearné uspofddand mnozina. Pak Fekneme, ze
mnozina [M] je dobfe usporfadani a uspofadani na této mnoziné nazveme dobré
usporadani, jestlize kazda neprazdnd podmnozina mnoziny [M] mé prvni prvek.

Vztah inkluze z definice 2.22 chapeme ve smyslu definice 2.19 jako inkluzei mezi
usporadanymi mnozinami. Jako priklad dobfe usporadané mnoziny lze uvést mnozinu
IN] = (N, <) vSech pfirozenych ¢isel s relaci piirozeného usporadéani ¢isel podle veli-
kosti (vzestupné). Jako pfiklad mnoziny, kterd neni dobfe usporadand, lze uvést mnozinu
[Z] = (Z, <) vsSech celych ¢isel, uspofadanou opét relaci prirozeného usporadani.

Priklad 2.23 Sledujte rtizna usporadani mnoziny vSech prirozenych ¢isel N. Rozhodnéte,
ve kterych piipadech je mnozina prirozenych ¢isel dobfe usporadana.

Nl = [{1,2,3,...}], Nl =[{..,3,2,1}], N3 = [{1,3,5,...,2,4,6,...}],
INls =[{...,6,4,2,1,3,5,...}], [N]s=[{2,3,4,...,1}].
Resen:
Mnozinu N lze uspofddat mnoha zptisoby, pfi¢emz vySe uvedené mnoziny [N]q, ...,
[N]5 jsou navzdjem rtizné, prestoze obsahuji tytéz prvky. Kazdé dvé mmnoziny se lisi
usporadanim.
Mnoziny [N]; a [N]; nejsou dobfe uspofddané, nebof nemaji prvni prvek. Dobie
usporadané mnoziny jsou [N}, [N]3 a [N]s.

2.3.4 Ulohy k procviéeni

1. Doplite uzlové grafy relaci Ry, Rs, R3 na obrazku 2.110 tak, aby predstavovaly relace
ostrého linedrniho uspofadéni v mnoziné M = {a, b, ¢, d, e}.

2. V mnoziné M = {a,b,c,d} je dana relace R = {[b,c|, [c,d], [b,a], [b,d],[d,al,][c,al}.
Ovérte, ze relace R je ostrym linedrnim usporadanim v mnoziné M. Zapiste linedrné
uspofddanou mnozinu [M].
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Relace R Relace Ry Relace Rs

a
. be

a®

do—_~_’.E

Obr. 2.110:

. V mnoziné A = {1,2,3,4} je ddna relace R = {[1, 3], [4, 2], [4, 1], [3, 2]}. Dopliite relaci

R dalsimi usporadanymi dvojicemi tak, abyste ziskali relaci ostrého linearni uspo-
rfadani R;. Zakreslete uzlovy graf relace R; a zapiste linearné usporadanou mnozinu

[A].

Urcete prvni a posledni prvek linedrné uspofadané mnoziny [B] = (B, <), kde
20 81 17 11 5 15 7

167187 97 6737 874J)"

. Uvedte piiklady linearné usporadanych mnozin (M, R), pro které plati:

(M R) ma prvni a posledni prvek,

(M, R) mé prvni a nemé posledni prvek,
(M, R) nemé prvni a mé posledni prvek,
(M R) nemé prvni ani posledni prvek.

a)
)
)
)

Zapiste vSechny linearné ostfe usporadané mnoziny, jejichz pole je mnozina

M ={a,b,c}.

oo o

Zdena ma tmavsi vlasy nez Nela, Karla mé svétlejsi vlasy nez Adéla a tmavsi nez
Zdena. Kterd z divek ma nejsvétlejsi a kterd nejtmavsi vlasy? Sefadte divky od
nejsvéetlejsi po nejtmavsi.

V mnoziné M = {a,b,c,d} definujte vy¢tem prvka vzdy alesponl dvé binarni relace,
které jsou relacemi

) ekvivalence,

) usporadani, kterd nejsou linearni,

) usporadani, kterd nejsou linearni a jsou ostra,

) usporadani, kterd jsou téz ekvivalence,

) usporadani, kterd nejsou linearni a jsou neostra,
) linedrni usporadéni, které neni ostré ani neostré.

Q0 o

R

9. Je ddna mnozina A Sesti déti. Jména a dalsi idaje o téchto détech (misto bydlisté, da-

tum narozeni, vyska, vdha, doméaci mazlicek) jsou uvedeny v tabulce nize. Vytvoite
alespon jednu relaci v mnoziné A, ktera je relaci
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a) ekvivalence na mnoziné A,

b) ostrého linearniho usporadani na mnoziné A a urcete prvni prvek takto uspo-
fadané mnoziny [A].

Jméno | Misto bydlisté | Datum narozeni | Vyska | Vaha | Domaci mazlicek
Kamil Brno 5.6.2010 138 cm | 26 kg kocka
Mirka Ostrava 3.4.2011 129 cm | 24 kg pes
Tomas Olomouc 12.7.2010 140 cm | 30 kg papousek
Lenka Plzen 30.11.2011 133 cm | 29 kg kocka
Jarka Brno 6.4.2010 142 cm | 33 kg kocka
Pavel Olomouc 21.6.2010 136 cm | 25 kg pes

V piipadé a) doplitte i rozklad mnoziny A generovany relaci ekvivalence,
v pfipadé b) nakreslete uzlovy graf usporadani.

10. Usporadejte mnozinu A = {x € N;z < 6} tak, aby sudé ¢islo pfedchazelo pred lichym
a mensi sudé pred vétsim sudym c¢islem. Kolika zptisoby lze mnozinu A usporadat?

11. V mnoziné M = {1, 2,3} jsou dany néasledujici relace:

a) By =A{[z,y) e M x Mz #y= =y},
b) Ry ={[z,y]€ M x Mz #y=z+y=3},
c) Ry={[r,y e M x M;z <3=2x+y=23},
d) Ri=A{[r,ye M x M;z<y<z=y}

V pripadé, zZe se jednd o relaci ekvivalence na mnoziné M, zapiste pfi-
slusny rozklad mnoziny M; v ptfipadeé, Ze se jedna o usporadani, rozhodnéte presné
o jeho typu.

12. Pavla je starsi nez Karla a mladsi nez Martina. Jana je starsi nez Pavla a mladsi nez
Martina. Martina je mladsi nez Olga. Sefadte divky od nejmladsi po nejstarsi.

Vysledky:

1. Relaci R; nelze doplnit tak, abychom ziskali relaci ostrého linedrniho usporadani, nebot
doplnime-li relaci R; uspofadanou dvojici [b, €], aby byla splnéna jeji tranzitivita,
porusime antisymetrii relace Ry, nebot [e,b] € R;.

Uzlové grafy relaci Rs,, resp. Rs, vytvofenych z relaci Ro, resp. R3 jsou na obrazku
2.111.

2. Relace R ma vlastnosti: "R AARAN-SAASANT ANSO. Relace R je ostrym linedrnim
usporadanim v mnoziné M, [M]| = [{b, ¢, d, a}].

3. Ry ={[1,3],[4,2],[4,1],[3,2],[1,2],[4, 3]}, [A] = [{4,1,3,2}], uzlovy graf relace R; je
na obrazku 2.112.

4. Prvni prvek je 2, posledni prvek je .
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Relace Ry Relace Rix

Obr. 2.111:

*4

Obr. 2.112:

6. M)y =[{a,b,c}],  [M]=[{a,cb}], [Mls=[baci], [Ml=[{bca}l,
[M]s = [{c,a,03],  [M]s = [{c, b, a}].
Vsech moznosti ostrého linearniho usporadani v tfiprvkové mnoziné M je 6.

7. Nela, Zdena, Karla, Adéla.

9. Pro zjednoduseni zapiseme prvky mnoziny A pomoci malych poc¢atecnich pismen podle
jmen jednotlivych déti, tj. A = {k,m,¢,l,j,p}.

a) Relace ekvivalence £ na mnoziné A je napiiklad:
E = {[z,y] € AxA;z Zije ve stejném mésté jako y} = {[k, k], [m, m], [t,t], [I,]],
U 31 [, 1, U, ), 1 K], (6], [ 1)
Relace E generuje rozklad T' = {{j, k},{t,p},{l},{m}}. Uzlovy graf relace £
je na obrazku 2.113.

b) Relace ostrého linedrniho usporadani na mnoziné A je napiiklad:
U={lr,yl € AxAsz je starsi nez y} = {[j, k], [7,m], [5,4], [5,1], [, p, [k, p], [k, m],
[k7t]7[k7l]7[p7m]7[ Jt]JI: 71]7[t7m]7[t71]7[m7l]}' [A]:[{j7k7p7t7m7l}]'
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Prvni prvek této relace je j (Jarka je nejstarsi z déti), uzlovy graf relace U je
na obrazku 2.114.

Relace £

D mo

Relace U

Obr. 2.113: Obr. 2.114:

10. Mnozinu A = {1,2,3,4,5,6} lze dle zadani usporadat Sesti riznymi zptsoby:

(Al = [{2,4,6,1,3,5}], [A]s = [{2,4,6,1,5,3}], [Als = [{2,4,6,3,1,5}],
[Als = [{2,4,6,3,5,1}], [Als = [{2,4,6,5,1,3}], [Ale = [{2,4,6,5,3,1}].

11. a) Relace Ry = {[1,1],[2, 2], [3, 3]} ma vlastnosti: RA—-ARASANASANT N=SO.
Relace R; je relaci ekvivalence a na mnoziné M generuje rozklad
Ty = {{1},{2},{3}}. Relace R; je soucasné relaci neostrého uspotradani, které
neni ostré a neni linearni.

b) Relace Ry = {[1,1],[2,2],[3,3],[1,2],[2, 1]} ma vlastnosti: RA=ARASA-ASA
T N =S0. Relace R, je relaci ekvivalence a na mnoziné M generuje rozklad
T, = {{1,2},{3}}. Relace R, neni uspotradani.

c) Relace Ry = {[1,2], [2,1],[3,1],[3,2],[3, 3]} mé vlastnosti: “R A AR A =S A
= AS N =T N SO. Relace R3 neni relaci ekvivalence ani usporadanim.

d) Relace Ry = {[2,1],[3,1],[3,2]} ma vlastnosti: “RAARA-SAASAT ASO.

Relace Ry je relaci ostrého linearniho usporadani, neni relaci ekvivalence.

12. Karla, Pavla, Jana, Martina, Olga.
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2.4 Zobrazeni a jeho vlastnosti

vvvvvv

ud¢ivu matematiky 1. stupné ZS. Zavadi se jako specialni typ binarni relace z mnoziny A
do mnoziny B.

Definice 3.1: Necht A, B jsou mnoziny. Binarni relace R C A x B z mnoziny
A do mnoZiny B se nazyva relace zobrazeni z mnoZiny A do mnozZiny B (nebo
struéné zobrazeni), jestlize ke kazdému prvku = € A existuje nejvyse jeden prvek y € B
takovy, ze [x,y] € R.

Poznamka 2.32 Relaci zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B lze chapat jako jisty pred-
pis, ktery kazdému prvku z mnoziny A pfifadi nejvyse jeden prvek z mnoziny B (tzn.
jeden nebo zadny). Dodejme, ze v dal$im textu budeme relaci zobrazeni zpravidla ozna-
covat pismenem Z a ve struc¢nosti hovorit pouze o zobrazeni.

Pro zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B budeme c¢asto pouzivat zapis Z : A — B
a misto zapisu [x,y] € Z budeme psat Z(x) = y. Je-li [z,y] € Z, pak prvek x € A se
nazyva vzor prvku y € B v zobrazeni Z a prvek y € B se nazyva obraz prvku x € A v
zobrazeni Z.

Definice 3.2: Necht Z je relace zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Pak prvni obor
relace 7, tj. mnozina

O(Z)={zxe€ A;Fy € B: [x,y] € Z},
se nazyva defini¢ni obor zobrazeni Z. Druhy obor relace 7, tj. mnozina
Ox(Z)={ye B;3z € A:[x,y] € Z},

se nazyva obor hodnot zobrazeni 7. Je-li A = B, hovofime o zobrazeni v mnoziné

A.

Piiklad 2.24 Jsou dany mnoziny A = {a,b,c} a B = {u,v}. Necht R;, Ry jsou binarni
relace z mnoziny A do mnoziny B dané vyctem prvki:

a) Ry = {[CL,U], [b? U]’ [67 u]}’ b) Ry = {[avu]’ [bu U]’ [b7 u]? [67 U]}

Sestrojte uzlové grafy binarnich relaci R, R, a rozhodnéte, zda se jedna o zob-
razeni z mnoziny A do mnoziny B.

Resent:

a) U relace R; vidime, Ze ke kazdému prvku mnoziny A existuje pravé jeden prvek
mnoziny B, se kterym je v relaci R;. To znamena, ze binarni relace R; je zobrazeni
z mnoziny A do mnoziny B.
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b) U relace Ry si povsimnéte, ze prvek b € A je v relaci s prvkem u € B a soucasné
s prvkem v € B (relace Ry obsahuje vice nez jednu uspofaddanou dvojici, v niz se
prvni slozky rovnaji, zatimco druhé slozky jsou rizné). Proto binarni relace Ry neni
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Uzlové grafy zobrazeni R; a relace Rs jsou na obrazku 2.115.
Ri R2

ae e U 0.7.U
be b'7'-v

LA"

Obr. 2.115:

Poznamka 2.33 Je ziejmé, Ze pro zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je O1(Z) C A
a 09(Z) C B. Na zékladé toho budeme rozliSovat ¢tyfi typy zobrazeni Z z mnoziny A
do mnoziny B.

1. Pro O1(Z) # A a O5(Z) # B hovoiime o zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.
2. Pro O1(Z) = A a O3(Z) # B hovofime o zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B.
3. Pro O1(Z) # A a O3(Z) = B hovofime o zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B.
4. Pro O1(Z) = A a O3(Z) = B hovotime o zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B.

Graficky lze jednotlivé typy zobrazeni 1. - 4. interpretovat na obrazku 2.116

Zna . 4dzev "zobrazeni z mnozin 0 mnozinu ouzivame obecné

Poznamka 2.34 N 7 z0b A d B b

pro oznaceni relace zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B podle definice 3.1; pokud ale
” 0

rozhodujeme o typu zobrazeni, pak predlozky ”"z” a "do” maji vyznam a urcuji 1. typ
zobrazeni uvedeny v poznamce 2.33.

Piiklad 2.25 Jsou ddny mnoziny A = {a,b,c} a B = {u,v}. Necht Ry, Ry, R3, Ry jsou
binarni relace z mnoziny A do mnoziny B definované takto:

a) Ry = {[a7v]7 [bv U]? [67 u]}? b) Ry = {[avu]7 [b7 U]}7
C) R3 = {[CL?U]v [ba U]v [07 U]}? d) Ry = {[CL,U], [bv u]}

Rozhodnéte, zda tyto relace jsou relacemi zobrazeni z mnoziny A do mnoziny
B. Pokud ano, urcete typ zobrazeni. Znazornéte uzlové grafy relaci.

Resent: Relace
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.

Obr. 2.116:

a) R; je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, nebot O1(R;) = A a Oz(Ry) = B,

b) R, je zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B, nebot Oy(R2) # A a O2(Ry) = B,

c) Rjs je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, nebot O,(R3) = A a Os(R3) # B,

d) Ry je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, nebot O1(R,) # A a O3(R,) # B.
Uzlové grafy zobrazeni Ry, Ry, R3, R4 jsou na obrazku 2.117.

A 5 B A b B
ae ou a.\».u
b'%lv bt ——upy
ce Cce

v
\

Obr. 2.117:

Definice 3.3 Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B se nazyva prosté zobrazeni
pravé tehdy, kdyz relace Z~! je zobrazeni z mnoziny B do mnoZiny A.
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Poznamka 2.35 Uzlovy graf prostého zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je cha-
rakteristicky tim, ze do kazdého bodu, ktery znazornuje prvek y € B, sméfuje nejvyse
jedna Sipka. Miizeme tedy Tici, ze plati nasledujici véta:

Véta 2.5 Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdé
y € B plati, Ze je obrazem nejvyse jednoho prvku z € A v zobrazeni Z.

V praxi pouzivame pro rozliSeni prostého zobrazeni nasledujici matematickou vétu:

Véta 2.6 Zobrazeni Z z mnoziny A do mnoziny B je prosté pravé tehdy, kdyz

Ve, y € O1(2))lx #y = Z(x) # Z(y)]. (2.9)

Poznamka 2.36 a) Symbolicky zépis 2.9 véty 2.6 vyjadiime slovné takto: Kazdé dva
rlizné vzory maji riizné obrazy v zobrazeni Z.

b) Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B dané vy¢tem prvki neni prosté pravé tehdy,
kdyz obsahuje vice nez jednu usporadanou dvojici, jejiz druhé slozky se rovnaji,
zatimco prvni slozky jsou rtzné.

Definice 3.4 Necht Z je relace zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Necht Z~! je
relace z mnoziny B do mnoziny A inverzni k relaci Z (ve smyslu inverzni relace zavedené v
Definici 2.5). Je-li relace Z~! zobrazenim, pak se nazyvé inverzni zobrazeni k zobrazeni

Z.

Priklad 2.26 Necht R;, R,, R3, R4 jsou zobrazeni z piikladu 2.25. Rozhodnéte, zda
jsou tato zobrazeni prosta a urcete k nim inverzni relace.

Reseni: Zobrazeni R, je prosté zobrazeni. Zobrazeni R;, Rz, R4 prostd nejsou
(dvéma riznym vzorim z mnoziny A existuje jeden obraz z mnoziny B). Inverzni relace
k zobrazenim R, Ry, R3, R4 jsou nasledujici:

a) Rl_1 = {[Uva]v [Uvb]v [uac]}7 b) }%2_1 = {[uaa}v [Uab]}v
C) R?jl = {[U,CL], [U’b]v ["U,C]}, d) R4_1 = {[u,a}, [uvb]}'

Relace R;', R;', R;' nejsou zobrazeni. Relace R;' je zobrazeni mmnoziny B do
mnoziny A, tzn. R, ' je inverzni zobrazeni k zobrazeni Rj.

Definice 3.5 Necht Z je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, které je prosté. Pak Z
se nazyva vzajemné jednoznacéné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Poznamka 2.37 V odborné matematické literatute ¢asto misto nézvu
a) ”prosté zobrazeni” pouzivime nazev injektivni zobrazeni nebo téz injekce,

b) ”"zobrazeni na mnozinu” pouzivime nazev surjektivni zobrazeni nebo téz
surjekce,
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¢) "vzajemné jednoznaéné zobrazeni” mnoziny A na mnozinu B pouzivime nazev bi-
jektivni zobrazeni nebo téz bijekce mnoziny A na mnozinu B.

Definice 3.6 Mnoziny A, B nazyvame ekvivalentni mnoZiny pravé tehdy, kdyz
existuje prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Symbolicky zapisujeme A ~ B.

Piiklad 2.27 Jsou dany mnoZiny A = {a,b,c}, B = {z,y}, C = {1,2,3}. Rozhodnéte,
které z téchto mnozin jsou navzajem ekvivalentni.

Resent: Mnoziny A a C jsou ekvivalentni, nebot existuje prosté zobrazeni Z
mnoziny A na mnozinu C, napt. Z = {[a, 1], [b, 2], [c, 3]}. Plati tedy A ~ C.

Mnoziny A a B nejsou ekvivalentni, nebof neexistuje prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu B. TaktéZz mnoziny B a C nejsou ekvivalentni, nebot neexistuje prosté zobrazeni
mnoziny B na mnozinu C.

Priklad 2.28 Urcete vSechna bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu C' z ptikladu
2.27 a znazornéte je uzlovymi grafy.

Reseni: Hledana bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu C' jsou:

Zl = {{OJ? 1]7[b72]7[673]}7 ZQ = {[CL, 1],[[),3],[0,2]}, Z3:{[a72}7[b7 1]7[673]}7
Z4:{[a>2]7[b73]7[cv 1]}7 Z5:{[a73]7[b7 1]7[672]}7 ZGZ{[CL,?)L[Z),2],[C, 1]}
Zobrazeni Zy, ..., Zg jsou znazornéna uzlovymi grafy na obrazku 2.118.
Obr. 2.118:

Definice 3.7: Rekneme, Ze mnozina A je nekonecna, je-li ekvivalentni s néjakou
svou vlastni podmnozinou. Rekneme, Ze mnozina A je koneéna, neni-li ekvivalentni se
zaddnou svoji vlastni podmnozinou.

Povsimnéme si toho, Ze definice 3.7 zavadi konecnou a nekonecnou mnozinu bez
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pouziti obratu ”"pocet prvka”. Tuto skutecnost ocenime pozdéji pri konstrukci oboru
vSech pfirozenych cisel.

Nésledujici ptiklad ilustruje skutec¢nost, ze nekonec¢néd mnozina je ekvivalentni s né-
kterou svou vlastni podmnozinou.

Priklad 2.29 Necht N je mnozina v8ech pfirozenych ¢isel a S je mnozina vSech kladnych
sudych cisel. Mnoziny N, S zapiSeme:

N=1{1,2,3,..}, S=1{2,4,6,...}.
Necht Z je zobrazeni mnoziny N na mnozinu S definované takto:
Z =A{[z,y] e NxS;y =2zx}.

Pak Z je vzajemné jednoznacné zobrazeni celé mnoziny N na mnozinu S. Plati tedy N ~ S
a pritom S je vlastni podmnozina mnoziny N (S C NA'S # N).

Definice 3.8 Permutace P mnoziny A je libovolné prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu A.

V nasledujicim textu budeme pracovat s permutacemi kone¢nych mnozin.

Piiklad 2.30 Je ddna mnozina A = {1,2,3}. Urcete vSechny permutace mnoziny A.

Reseni: Nejprve zapiseme vSechny permutace mnoziny A vyctem prvki:

Pl:{[172]’[271]7[373]}a PQZ{[171]7[273]7[3’2]}7 P3:{[173]7[2’2]7[37
P4:{[172]’[273]7[371]}a P5:{[172]7[271]7[3’3]}7 Pﬁz{[1>3]7[2’1]7[3a

Vidime, Ze existuje celkem 6 permutaci t¥iprvkové mnoziny A.

Nyni se dohodneme na vyhodném a v matematické literatute bézném zapisu permu-
taci. Napf. permutaci P, = {[1, 2], [2, 1], [3, 3]} budeme zapisovat do dvoutddkové tabulky

(tzv. matice) takto:
1 2 3
H‘(213)’

V hornim fadku matice jsou zapsany vSechny prvky mnoziny A (vzory) v zékladnim
poradi, v dolnim fadku matice jsou zapsany jejich obrazy v permutaci P;.

VsSechny permutace P, ..., Ps t¥iprvkové mnoziny A z prikladu 2.30 zapsané pomoci
matic jsou nasledujici:

123 123 123
H—(213>’%—(132)’%_(321)’

123 123 123
P“:(Qg1)’135:(123)’136 (312)'
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Povsimnéte si, ze jednotlivé matice permutaci P, ..., P se od sebe lisi pouze poradim
prvkid mnoziny A v dolnich fadcich matic.

Poznamka 2.38 Permutaci Ps z ptikladu 2.30 nazyvame identické zobrazeni mnoziny
A, kde kazdy prvek mnoziny A se zobrazi sim na sebe. Identické zobrazeni znacime I a
symbolicky jej zapiseme:

(Ve € A)[I(x) = x].

Véta 2.7 Necht A je konecnd mnozina a ma n prvki. Pak existuje n! riznych permutaci
mnoziny A.8

Diikaz: Jednotlivé permutace mnoziny A zapiseme maticemi podle poznamky 2.38, ve kte-
rych budou zapsany v prvnim fadku vzdy vsechny prvky mnoziny A v zdkladnim poradi.
Otazkou nyni je, kolika zptsoby mohou byt zapsany prvky mnoziny A ve spodnim fadku
tabulky - prvky se pritom nemohou opakovat a zalezi na jejich poradi. Z kombinatoriky
vime, Ze pocet vSech permutaci mnoziny o n prvcich je pravé n!. Proto i pocet vSech per-
mutaci chapanych jako bijekce n prvkové mnoziny je n!. Zajimavé je, ze ackoli se oznaceni
permutace vyskytuje v kombinatorice i v kapitolach o zobrazeni, vyjadiuje toto oznaceni
v obou teoriich totéz.

Véta 2.8 Necht Z; je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a necht Z je zobrazeni z
mnoziny B do mnoziny C'. Potom binarni relace Z; o Z5 definovanana vztahem

ZyolZy={[x,z] € AxC;3y e B: ([zv,y] € Z1 Ny, 2] € Zy)}
je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny C.

Diikaz: Necht Z; je zobrazeni z A do B a nechf Z, je zobrazeni z B do C. Protoze Z;
je zobrazeni z A do B, existuje k libovolnému prvku z € A nejvyse jedno y € B takové,
ze y = Z1(x). Déle Zy je zobrazeni z B do C, tedy existuje k libovolnému prvku y € B
nejvyse jedno z € C takové, ze z = Z5(y). Potom tedy v relaci slozené Z; o Z, existuje
k libovolnému prvku z € A nejvyse jedno z € C v relaci takové, ze z = (7, o Zy)(x).
Relace Z; o Z, je tedy zobrazeni z A do C'.

Definice 3.9 Necht Z; je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a necht Z5 je
zobrazeni z mnoziny B do mnoziny C'. Pak zobrazeni Z; o Zs z mnoziny A do mnoziny
C' uvedené ve vété 2.8 nazyvame zobrazeni slozené ze zobrazeni Z; a Z, (v tomto
pofadi).

Poznamka 2.39 Zobrazeni Z; a Zy z definice 3.9 jsou binarni relace, operaci skladani
zobrazeni tedy provadime analogicky jako u binarnich relaci v odstavci 2.2.1. Zobrazeni
71075 je neprazdna mnoZina jen v pripadé, ze Oy(Z;) C O1(Z2), tj. obor hodnot zobrazeni
71 je podmnozinou defini¢niho oboru zobrazeni Z,.

8Poznamenejme, Ze n! ¢teme ”n faktoridl”, kde n! =n-(n—1)-(n —2)-...-3-2-1.
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Piiklad 2.31 Jsou dany mnoziny A = {a,b,c,d}, B = {z,y,2}, C = {u,v}. Zobrazeni
Zy:A— B, Zy: B— C jsou dana vyc¢tem prvki:

Zy = {[aa Z][bv Z]a [Cv y]? [da x]}, Zy = {[mau]a [yau]a [Z,U]}.

Urcete vyctem prvki zobrazeni Z; o Zy a Zy 0 Z;.

Resent: Zy 0 Zy = {[a,v], [b,v], [c,u],[d,u]}, Zo0 Z1 = 0.
Pro skladani zobrazeni plati nasledujici tvrzeni, ktera uvedeme bez diikazu:

Véta 2.9 Necht Z;, Z,, Z3 jsou libovolna zobrazeni takova, Ze vSechna uvazovana slozena
zobrazeni jsou neprazdna. Pak plati:

1. (Z10Zy) 0 Zy = 71 0 (Zy 0 Z3), tj. skldadani zobrazeni je asociativni.

2. Jsou-li 71, Zy prosta zobrazeni, pak Z; o Z5 je opét prosté zobrazeni.

3. Jsou-li Z, Z5 bijektivni zobrazeni, pak Z; o Z, je opét bijektivni zobrazeni.

4. Jsou-li 7y, Zs permutace mnoziny M, pak Z, o Z5 je opét permutace mnoziny M.

Priklad 2.32 UvaZujme permutace P; a P, t¥iprvkové mnoziny A z ptikladu 2.30.

12 3 12 3
H:(213)%:(132)

Urcete permutace Py o Py, Py o P;.

123 123
HO%:<312) EOH:<231)

Vsimnéte si, ze Py o P, = Py, zatimco Poo Py = Py, tj. PLo Py # Py o Py.

Resent:

Poznamka 2.40 Skladani zobrazeni neni obecné komutativni, tj. neplati vzdy Z; 0 Zs =
Zy 0 Zy, coz muzeme vidét v TfeSenych prikladech 2.31 a 2.32.

Poznamka 2.41 V piikladu 2.30 jsme zapsali celkem 6 permutaci t¥iprvkové mnozZiny
A. Podle véty 2.9 mé smysl urcit permutace slozené pro kazdou dvojici vybranou z per-
mutaci Py, Py, P;, Py, Ps, Ps. VSechny permutace slozené (po dvou) z permutaci Pi,...,
Ps zapiseme do tabulky nize. S touto tabulkou budeme pracovat pozdéji v navazujicim
textu.
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Poznamka 2.42  a) V nékteré literatufe je mozné se setkat s jinym oznacenim pro
zobrazeni slozené. Uvazujeme-li zobrazeni Z; : A — B, Zy : B — (), pak zobrazeni
Zy0Zy: A — C slozené ze zobrazeni Z; a Zy (v tomto potadi) zapiSeme:

(Z1 0 Zy)(x) = Zy(Z1(x)) pro kazdé = € A.

b) UvaZzujeme-li A = R a B = R, kde R je mnozina vSech reélnych ¢isel, pak zobrazeni v
mnoziné R nazyvame realnou funkci realné proménné x a znacime ji f. Redlnou
funkci f redlné proménné z zapisujeme f : R — R nebo symbolicky f(z) = v.
Defini¢ni obor, resp. obor hodnot redlné funkce f oznacujeme D(f), resp. H(f).
Zobrazeni f, g z prikladu 2.33 nize jsou realné funkce realné proménné x.

Priklad 2.33 Necht R je mnozina vSech redlnych ¢isel a f, g jsou zobrazeni v mnoziné
R dana predpisem:

f(z) = —x pro kazdé x € R,
g(x) =z + 1 pro kazdé = € R.

Urcete slozena zobrazeni f o g, go f.
Resent:

(fog)(x) =—x+ 1 pro kazdé = € R.

(go f)(x) =—(x + 1) pro kazdé = € R.

V zavéru kapitoly se budeme vénovat podrobnéji binarni relaci ekvivalence mnozin,
kterou v dalsim studiu vyuzijeme k zavedeni pojmu pfirozeného disla.

Ptipomenime: Mnoziny A, B jsou ekvivalentni, piSeme A ~ B, pravé tehdy, kdyz
existuje prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B (vzajemné jednoznacéné zobrazeni
mnoziny A na mnozinu B).

Uvazujme nyni systém mnozin 91 a na tomto systému binarni relaci ~ ekvivalence
dvou mnozin:

A ~ B & existuje vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.
Plati nésledujici véta:

Véta 2.10 Relace ~ ekvivalence dvou mnozin definovana v libovolném systému mnozin
M ma vlastnosti:

a) (VA e IM)[A ~ A], tedy relace ~ je reflexivni,
b) (VA, B € M)[A ~ B = B ~ A, tedy relace ~ je symetricka,
c) (VA,B,C e M)[(A~BANB~C)= A~ (], tedy relace ~ je tranzitivni.
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Relace ~ je relaci ekvivalence na systému mnozin 1.

Dukaz:

a) Pro kazdou mnozinu A € 9 je identické zobrazeni I mnozZiny A prostym zobrazenim
A na A. Plati tedy, ze A ~ A, tj. relace ekvivalence ~ dvou mnozin je reflexivni.

b) Necht pro libovolné dvé mnoziny A, B € 9 plati A ~ B. Existuje tedy prosté
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Ozna¢me toto zobrazeni Z. K nému existuje
inverzi zobrazeni Z 1, které je prostym zobrazenim mnoZiny B na mnoZinu A, tedy
plati B ~ A, tj. relace ekvivalence ~ dvou mnozin je symetricka.

c) Necht pro libovolné tfi mnoziny A, B,C € 9 plati A ~ B a souasné B ~ C.
Existuje tedy prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B - ozna¢me jej Z;. Soucasné
existuje prosté zobrazeni mnoziny B na mnozinu C' - ozna¢me jej Z,. Zobrazeni
Z1 0 Zy je pak prostym zobrazenim mnoziny A na mnozinu C, plati tedy A ~ C| tj.
relace ekvivalence ~ dvou mnozin je tranzitivni.

Dokazali jsme, ze relace ~ ekvivalence dvou mnozin definovana v libovolném sys-
tému mnozin 9 je reflexivni, symetricka a tranzitivni; tedy relace ~ je relaci ekvi-
valence na systému mnozin 901.

Poznamka 2.43 Relace ~ ekvivalence dvou mnozin definované na libovolném systému
mnozin M vytvari rozklad systému 91 na t¥idy ekvivalentnich mnozin. Tuto skutecnost
ilustruje nasledujici priklad.

Piiklad 2.34 Uvazujme systém mnozin I = {A, B,C, D, E, F,G, H}, kde

A = {a,b,c}, B = {u,v}, C={1,23}, D={A},
E={0,0,9 0}, F={«,p0,7v4, G={xy,z2}, H={k/I,[m,n]}.

Rozhodnéte, které z mnozin systému 991 jsou navzajem ekvivalentni a urcete
rozklad systému 991 generovaného relaci ~ ekvivalence mnozin.
Reseni: Navzajem ekvivalentni mnoziny systému 9 jsou:

An A, C~nC GG AnC AnG, G A GO, C~ A, C~G,
B~B H~H H~B,B~H,

E~E F~F,E~F, Fn~E,

D~ D.

Rozklad 7 systému mnozin 901, ktery je generovany relaci ~ ekvivalence mnozin, obsahuje

tf‘idy ,]-17 ,]éa 7?’)) ,]:L:
T.={A,C,G}, L ={B,H}, T, ={E, F}, T, = {D}.
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Obr. 2.119:
Rozklad 7 systému mnozin 9 zapisSeme 7 = {71,75,73,7,} nebo také

T = {{ACG}H{B H}{E F} {D}}. Kazda tiida rozkladu 7 obsahuje navza-
jem ekvivalentni mnoziny systému 901. Grafické znazornéni rozkladu 7 systému mnozin
I generovaného relaci ~ je na obrazku 2.119.

Rozklad systému 91 generovany relaci ~ ekvivalence dvou mnozin na tiidy ekviva-
lentnich mnozin vyuzijeme pozdéji pti konstrukci oboru vSech prirozenych cisel.

2.4.1 Ulohy k procviéeni

1. Jsou dédny mnoziny A = {1,2,3,4,5} a B = {z,y,z}. Rozhodnéte, zda nasledujici
relace jsou relacemi zobrazeni. V pripadé, Ze se jedna o zobrazenni, urcete jeho
typ, defini¢ni obor, obor hodnot a zjistéte, zda je prosté.

a) Ry :{[173/}7[27y]7[37y]7[47y]7[57y]}7

b) Ry =A{[Ly].[2,9],[3,2],[4,2],[3, 2], [4, 2], 5, 2]},

C) R3:{[1,3/},[2,1‘],[3,2’],[4,y],[5,!)§]},

d) R4:{[1,y},[3,1’],[4,2’]},

e) R5:{[172]7[57$]}7

f) RGI{[171]7[272]7[373}7[474]7[575]}7

g) R7_{[172]7[2’3]7[374}7[475]’[571]}7

h) Rs={[1,2],(2,1],3,1],1,3],[1,4], [4,1], [1,5], 5, 1]},
.]) R9:{[175]7[275]’[375}7[475]7[5’5]}

2. Definujte zobrazeni mnoziny C' na mnozinu D, je-li dano:

a) C={ab,c}, D={34},

b) C ={a,b}, D={3,4,5},

c¢) C =N, D je mnozina vSech sudych pfirozenych ¢isel,
d) C=72Z,D={1,2,3},

e) C=R,D={1}.

Pro kazdy pripad rozhodnéte, zda je uvazované zobrazeni prosté.
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3. Jsou dany mnoziny M = {a,b,c,d,e}, N = {1,2,3,4,5}. Uvedte piiklad relace z
mnoziny M do mnoziny N, ktera

je zobrazenim mnoziny M na N, které je prosté,
je zobrazenim mnoziny M do N, které neni prosté,
je zobrazenim mnoziny M do N, které je prosté,
neni zobrazenim.

o o
~— —

oo

4. Rozhodnéte, zda dané relace jsou relacemi zobrazeni v mnoziné N a R. V pripadé
zobrazeni zdivodnéte, zda je prosté:

a) Ry ={[r,y] e NxN;y =2z —1},
b) Ry ={[x,y] e Nx N;y=x— 3},
c) Rz={[zr,y] € R xR;y=22%—1},
d) Ry={[z,y] € RxR;y = |z[},

e) Rs={[r,y] € R xR;z*+y? =4},
f) Re={[r,yl € RxRyy =3},

g) Rr={[z,y) e R xRy =1},

h) Rs={[zr,y e RxR;y <z}.

5. Jsou dany mnoziny A = {a,b,c,d} a B ={1,2,3,4,5}. Urcete vyctem prvki inverzni
relace B!, R;' k relacim Ry, Ry. Rozhodnéte, zda relace R;', R;' jsou relacemi
zobrazeni z mnoziny B do mnoziny A:

a) Ry = {[a7 2]’ [b’ 1]a [67 3]’ [da 5}}7 b) Ry = {[a7 2]’ [b7 2]’ [07 3]7 [da 4]}’
6. Naleznéte inverzni zobrazeni k nasledujicim zobrazenim v mnoziné R:

a) Zy:y=2x—1, b) Zy:y=2a*+3,
c) Zy:y=lz|+2, d) Zy:y=-2

7. Jsou dany mnoziny A = {a,b,c} a B = {1,2,3}. Rozhodnéte, zda uzlové grafy relaci
Ry, Ry, R3 na obrazku 2.120 jsou relacemi zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Relace R, Relace R; Relace Rj
A B A B A B
de ® X ae ® X ae ® X
m%-y be ey b°><ov
ce ® Ce e 7 Ct—-———._*. 7
Obr. 2.120:

8. Zobrazeni Z je dano charakteristickou vlastnosti: Z = {[z,y] € Q x Q;2y = 3z — 5}.
Urcete
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a)
b)

vzory prvkia 1, 0, —5, 2 v zobrazeni 7,
obrazy prvki 0, —3, —2, 4 v zobrazeni Z.

9. Zobrazeni Z je ddno charakteristickou vlastnosti: Z = {[z,y] € R x R;y + 2 = 3z}.
Doplnte tabulku:

10.

11.

12.

13.

x 3 0 -1 —
yl0 =2 1

I
2

1
2

V mnoziné B = {z € N;3 < 2 < 10} pfifadime kazdému ¢islu x nejvétsi prvodislo v,
pro které plati y < x. Znazornéte uvedenou relaci R; pomoci kartézského grafu a
zjistéte, zda se jedna o relaci zobrazeni.

Vysvétlete, jak poznate, zda je zadané relace zobrazenim:

NI

d)

na kartézském grafu,

na uzlovém grafu,

prostym na kartézském grafu,
prostym na uzlovém grafu.

Ve tiidé je 25 zakt, z nichz 23 psalo pisemnou praci z ceského jazyka. Kazdy zak
ziskal za svou pisemnou praci jednu znamku, pricemz hodnoceni dopadlo nasledovné:
12 zaku ziskalo jednicku, 6 zakt dvojku, dva zaci ziskali trojku a dva zaci ziskali
pétku. Rozhodnéte, zda prirazeni znamky za pisemnou praci jednotlivym zakdm je
zobrazeni, pripadné urcete jeho typ a zjistéte, zda je prosté.

Maminka mé pét déti (Tonik, Sofinka, Adamek, Zbynék a Vasik) a koupila jim 5
lizatek, z nichz kazdé mélo jinou ovocnou piichut (jahodové, borivkové, citronové,
pomerancové a ananasové).

a)

b)

c)

Kolika moznymi zptisoby miize maminka mezi své déti rozdélit lizatka tak, aby
rozdéleni bylo spravedlivé, tj. aby kazdé dité dostalo prave jedno lizatko?

Jsou uvazovana pfifazeni lizatek détem z bodu a) zobrazenimi? Pokud ano,
urcete jejich typ a rozhodnéte, zda jsou prosta.

Uvazujme situaci, ze si déti rozdélily lizatka takto: Tonik dostal bortvkové,
Sofinka pomerancové, Adamek jahodové, Zbynék ananasové a Vasik si nevzal
zadné. Je toto prirazeni zobrazenim? Pokud ano, urcete jeho typ a rozhodnéte,
zda je prosté.

Uvazujme situaci, ze si déti rozdélily lizatka takto: Tonik dostal bortavkové,
Sofinka pomerancové, Adamek si vzal jahodové a ananasové, Zbynék citronové
a na Vasika nezbylo zadné. Je toto pfifazeni zobrazenim? Pokud ano, urcete
jeho typ a rozhodnéte, zda je prosté.

14. Urcete pravdivost téchto vyrok:

a)
b)

u: Kazdé dvé mnoziny, které se sobé rovnaji, jsou ekvivalentni.
v: Kazdé dvé ekvivalentni mnoziny se sobé€ rovnaji.
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15. Rozhodnéte, které z mnozin jsou navzajem ekvivalentni:

A=A{x,y,z}, B = {modra4, zluté, zelena, oranzova}, C={% &0}
D:{a7/87776}7 E:{A7*7O}7 FZN?
G =1{3,6,9,12,...}, H = {x e N;2? — 5z + 6 = 0}, I = Ny,

J = {jedna, dva}.

16. V mnoziné A = {1,3, 4 2 T 11 je definovéna relace

R ={[x,y] € A x A;y je zédkladni tvar zlomku z}.

Rozhodnéte, zda relace R je zobrazeni, pfipadné urcete jeho typ, obor
hodnot a zda je prosté.

17. Uvazujme mnozinu A vsSech obrazctl, které 1ze ziskat vystiizenim ze ¢tverce K LM N
o strané 2 em podle vyznadenych stfednich pticek, viz. obrazek 2.121 (jako soucést
feSeni pfitom samotny ¢tverec K LM N neuvazujeme).

N L M

Uy maeee T

K R L
Obr. 2.121:

a) Vypiste pomoci oznacenych bodu vSechny prvky mnoziny A.

b) Je ddna mnozina B = {1,2,3,4}. Relace R z mnoZiny A do mnoziny B pfifa-
zuje kazdému z € A takové y € B, Ze y je obsah obrazce x (v cm?). Rozhodnéte,
zda relace R je zobrazeni, ptipadné urcete jeho typ, obor hodnot a zda je prosté.

18. V mnoziné M = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} je ddna relace
R ={[z,y] € M x M;y je zbytek pfi déleni ¢isla x tfemi}.

Zapiste relaci R vyctem prvki a urcete, zda R je zobrazeni v mnoziné M. Pokud
ano, urcete jeho typ a rozhodnéte, zda je prosté.

19. V mnoziné M = {1,2,3,4,5,6,7,8} je dana relace

R ={[z,y] € M x M;y je zbytek pti déleni ¢isla x tfemi}.
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Zapiste relaci R vyctem prvki a urcete, zda R je zobrazeni v mnoziné M. Pokud
ano, urcete jeho typ a rozhodnéte, zda je prosté.

20. Jsou ddny mnoziny A = {x,y, z}, B = {1, 2}. Urcete vyétem prvki vSechna zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B.

21. Je dana mnozina M = {1,2,3}. V mnoziné M jsou dany binarni relace R, S takto:
R={le,y) € M x Mz #3Ay =1}, 8 = {[1,2,[2,3], 3, 1]}

Rozhodnéte, zda relace R, S jsou zobrazeni v mnoziné M, pokud ano, urcete jejich
typ a zda jsou prosta. Urcete Ro S, So R a rozhodnéte, zda jsou tyto slozené relace
zobrazeni v mnoziné M.

22. Je dédna mnozina M = {1,2,3}. V mnoziné M jsou dany binarni relace R, S takto:
R={lz,yl e M x M;x #y=x=y}, S={[1,3],[2,1],[3,2]}.
Rozhodnéte, zda relace R, S jsou permutace mnoziny M.
Vysledky:
1. Relace

a) R; je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, které neni prosté,
O1(B1) = A, Oz(B1) = {y}-

b) R, neni zobrazeni.

c) Rs je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, které neni prosté,

d) R, je zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B, které je prosté,
Ol(R4) = {]—a 374}7 02(R4> = B.

e) Rj je zobrazeni z mnoziny A do mnozZiny B, které je prosté,
O1(Rs) = {1,5}, O2(Rs) = {=, 2}.

f) R je zobrazeni mnoziny A na mnozinu A, které je prosté,
O1(Rg) = A, Oz2(Rg) = A.

g) Ry je zobrazeni mnoziny A na mnozinu A, které je prosté,
01(R7) - A, 02(R7) - A

h) Rg neni zobrazeni.

i) Ry je zobrazeni mnoziny A do mnoziny A, které neni prosté,
O1(Ry) = A, O3(Ry) = {5}.

2. a) Napiiklad Z; = {[a, 3], [b, 3], [c, 4]}, Z1 je zobrazeni mnoziny C' na D, které neni
prosté.

b) Neexistuje zobrazeni mnoziny C' na D.
c¢) Naptiklad

() = x : kde x € N je sudé,
BTl 241 ¢ kde z € N je liché.

Z3 je zobrazeni mnoziny C' na D, které neni prosté.
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d) Napriklad
1 : proxz <0,
Zy(r)=4¢ 2 : proz =0,
3 : proz>0.

Z4 je zobrazeni mnoziny C' na D, které neni prosté.
e) Naptiklad Z5(x) = 1, pro vSechna =z € R, Z5 je zobrazeni mnoziny C' na D,
které neni prosté.
3. a) Napiiklad Ry = {[a,2], [0, 4],[c,5], [d, 1], [e, 3]},
b) Napiiklad R, = {[a, 2], [b,4],[c, 5], [d, 1], [e, 1]},
c¢) Neexistuje zobrazeni mnoziny M do N, které je prosté,
d) Napiiklad Ry = {a, 2], [b, 4], [a, 5], [b, 1], [e, 3]}

4. Relace

R; je prosté zobrazeni mnoziny N do mnoziny N,
R, je prosté zobrazeni z mnoziny N na mnozinu N,
R3 je zobrazeni mnoziny R do mnoziny R, které neni prosté,

oo
— —

(@)
~

d) R, je zobrazeni mnoziny R do mnoziny R, které neni prosté,
e) Rs neni zobrazeni,

f) R je zobrazeni mnoziny R do mnoziny R, které neni prosté,
g) Ry je prosté zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R,

h) Rg neni zobrazeni.

5. a) R je prosté zobrazeni mnoziny A do B. Relace R;* = {[2,a],[1,8],[3,c],[5,d]}
je inverzni zobrazeni k zobrazeni R;.

b) Ry, je zobrazeni mnoziny A do B, které neni prosté. Relace R,' =
{[2,4a],[2,0],[3, |, [4,d]} neni zobrazeni.

¢ : 4 -1, _ z+1

6. a) Zobrazeni Z; je prosté, Z| :y = =,
razeni Z, neni prosté, tj. v mnoziné R neexistuje inverzni zobrazeni k zob-
b) Zobrazeni Zs ne osté, t oziné R neexistuje inve obrazeni k zob

razeni Z,

c¢) Zobrazeni Z3 neni prosté, tj. v mnoziné R neexistuje inverzni zobrazeni k zob-
razeni /s,

d) Zobrazeni Z3 neni prosté, tj. v mnoziné R neexistuje inverzni zobrazeni k zob-
razeni Zy,

7. Relace R; je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, které neni prosté. Relace Ry neni
zobrazeni. Relace R3 je zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B, které je prosté.
8. a) vzory prvka 1, 0, —5, 2 v zobrazeni Z jsou po fadé ¢isla %, g, —g, 3,

b) obrazy prvka 0, —3, —2, 4 v zobrazeni Z jsou po fadé ¢isla —g, -7, -4

PR
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10. Relace Ry = {]3,3],[4,3],[5,5],6,5],[7,7],[8,7],9, 7] je zobrazeni mnoziny B do mno-
ziny B, které neni prosté. Kartézsky graf zobrazeni R; je na obrazku 2.122.

Obr. 2.122:

12. Uvazujeme-li A mnozinu v8ech zakt ve t¥idé a B = {1,2,3, 4,5} mnozinu vSech moz-
nych znamek hodnoceni pisemné prace, pak prifazeni znamky jednotlivym zaktm
dané tfidy je zobrazeni z mnoziny A (2 zéaci pisemku nepsali) do mnoziny B (¢tyfku
nedostal zadny zak), které neni prosté (napf. jednicku dostalo vice zaki nez jeden).

13. Uvazujme mald poc¢ateéni pismena jmen déti a ozna¢me A = {t, s, a, z,v} mnoZinu
vSech zadanych déti. Dale uvazujme pocatecni pismena piichuti lizatek a oznacme
B ={j,b,c,p,a} mnozinu vsech lizatek.

a) Existuje celkem 5! = 5-4-3-2-1 = 120 rliznych zpusobt, kterymi miize
maminka mezi své déti rozdélit lizatka spravedlive.

b) Uvazovana pfifazeni lizatek détem z bodu a) jsou zobrazenimi mnoziny A na
mnozinu B, ktera jsou prosta.

c) Uvazovanou situaci lze =zapsat jako relaci danou vy¢tem prvki
Ry = A{[t,b],]s,pl,[a,]j],[z,a]}. Relace R; je zobrazenim z mnoZiny A
do mnoziny B, které je prosté.

d) UvaZzovanou situaci lze zapsat jako relaci danou vyc¢tem prvki
Ry = {[t, V], [s,pl, [a, ], [a, a], [z, c]}. Relace Ry neni zobrazenim.
14. Vyrok u je pravdivy, vyrok v je nepravdivy.
15. A~C A~FE C~E, B~D, H~J, F~G F~IG~I.

16. R = {[%7 %]7 [gu g]v [%7 %]7 [%7 %]7 [%7 %]7 [2_717 %]7 [%7 %]}

elace R je zobrazeni mnoziny A
do mnoziny A, které neni prosté, Oz(R) = {3,2, 3}.
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17. a) A= {KRSV,RLTS,TMWS,VSWN, KLTV, RLMW,TMNV,WNKR,
KLTSWN, RLMNVS, TMNKRS,WNKLTS},

b) Relace R je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, které neni prosté, Oz(R) =
{1,2,3}.

18. Relace R = {][0,0],[1,1],[2,2],[3,0], [4,1],[5,2],[6,0],[7,1],[8,2]} je zobrazeni mno-
ziny M do mnoziny M, které neni prosté. Obor hodnot zobrazeni R je mnozina
02(R) = {07 17 2}

19. Relace R = {[1,1],[2,2],[4,1],[5,2],[7,1],[8,2]} je zobrazeni mnoziny z M do mno-
ziny M, které neni prosté. Obor hodnot zobrazeni R je mnozina Oy(R) = {1, 2}.

20. Ry = {[%, 1]’ [ya 1]7 [Z’ 1]]” Ry = {[17,2], [ya 2]7 [Z’ 2]}

21. Relace R dana vy¢tem prvka R = {[1,1], [2, 1]} je zobrazeni z mnoziny M do mnoziny
M, které neni prosté. Relace S je zobrazeni mnoziny M na mnozinu M, které je
prosté (permutace). Relace R oS = {[1,3],[2,3]} je zobrazeni z mnoziny M do
mnoziny M, které neni prosté. Relace S o R = {[1, 1], [3, 1]} je zobrazeni z mnoziny
M do mnoziny M, které neni prosté.

22. Relace R dana vyc¢tem prvka R = {[1,1],[2,2],[3,3]|} je permutace mnoziny M.
Relace S je rovnéz permutace mnoziny M.

2.4.2 Binarni relace v uéivu matematiky na 1. stupni ZS

V kazdodennim zivoté se setkavame s mnoha situacemi, které predstavuji konkrétni mo-
dely binarnich relaci.

Jiz v predskolnim véku déti ziskavaji zkusenosti se vzajemnymi vztahy mezi riznymi
objekty. Poznavaji napriiklad piibuzenské vztahy mezi ¢leny rodiny matka - dité, bratr -
sestra, mladsi - starsi apod. Rozhoduji, zda dané kostky maji stejnou (rtiznou) barvu, tvar
¢i velikost. Vnimayji, ze jedno dité€ méa vice pastelek nez druhé, pométuji se podle velikosti.
Pf1i riznych aktivitach tvori dvojice hrnecek - talitek, dévce - chlapec, dité - obrazek na
skrifice, zvite - mladé atd. Vytvareji tedy dvojice podle ur¢itého vztahu, tiidi predméty
podle urcité vlastnosti, usporadavaji predméty.

Na tyto zkusSenosti navazuje skola. V hodinach matematiky se zaci 1. stupné postupné
seznamuji s riznymi relacemi danymi charakteristickou vlastnosti a intuitivné poznavaji
nekteré jejich vlastnosti. V aritmetice to jsou naptiklad vztahy mezi prirozenymi cisly
(relace v mnoziné piirozenych ¢isel):

¢islo z je mensi/vétsi nez ¢islo v,
¢islo  se rovna/nerovnd ¢islu y,
¢islo  je/neni nasobkem d¢isla y.

V geometrii zaci pracuji se vztahy mezi geometrickymi utvary (relace v mnoziné
geometrickych ttvart):
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pfimka p je rovnobézna/riznobézné s piimkou g,
primka p je kolméa k primce ¢,

usecka AB je shodna s tseckou C'D,

trojuhelnik ABC' je shodny s trojuhelnikem K LM,
tthel ZAV B je vétsi/mensi nez thel ZCUD.
tsecka P(Q) je vétsi/mensi nez tisecka RS.

Binarni relaci z mnoziny geometrickych utvart do mnoziny realnych cisel ziskame
napiiklad tak, Ze ur¢ime délku tsecky, obsah rovinného obrazce ¢i objem télesa.

7 vyse uvedeného je jisté zfejmé, zZe relace prostupuji uc¢ivem matematiky na 1. stupni
ZS. O nékterych specidlnich typech binarnich relaci ve $kolské matematice pojednime
podrobnéji v dalsim textu.

¢ Relace usporadani

S usporadanim se déti seznamuji pfi riznych hrach a ¢innostech, prostfednictvim
ptibéhti a pohadek (napf. O veliké fepé). Porovnavaji objekty podle velikosti a na
zékladé toho je uspotddavaji v dané skupiné (mnozing). Intuitivné poznavaji jeho
vlastnosti antisymetrie, tranzitivnosti, pripadné souvislosti. Déti pracuji s konecnymi
linearné usporadanymi mnozinami, kde relace usporadani je reprezentovana vztahem

e " jepred y”,
o "xijezavy”.

O kazdych dvou prvcich linearné usporadané mnoziny jsou déti schopny rozhodnout,
ktery prvek je pred kterym. Vzhledem k tomu, ze kazdé linedrni usporadani konecné
mnoziny je dobré, je mozné vzdy urcit prvni i posledni prvek dané mnoziny. Aby déti
pochopily podstatu pojmu usporadani, je tfeba ukazat rizna usporadani téze mnoziny.
Srovnani danych prvki do fady slouzi jako pomocny prostiedek a déla se pro lepsi na-
zornost. Napftiklad mnozinu zaki ve tiidé 1ze usporadat podle abecedy, podle vysky zakt
(nejvyssi/nejmensi) nebo podle hodnoty naméfeného ¢asu pfi sprintu na 50 m v hodiné
télocviku (nejrychlejsi/nejpomalejsi). Kazdé uspotradani je tedy dohoda, ktera trva, dokud
ji nezrusime ¢i nenahradime tmluvou jinou.

Zvlastni vyznam ma na 1. stupni pfirozené usporadani mnoziny vsech pfirozenych
¢isel a bezpec¢né orientace v Ciselné radé, ktera je nezbytnym predpokladem pro tspésné
provadéni pocetnich vykond. O tomto typu usporadani jsme se zminili v poznamce 2.27
kapitoly 2.3.3.

e Relace ekvivalence a rozklad mnoziny

Relace ekvivalence se uplatiiuje jiz v matefské skole pfi rozdélovani (t¥idéni) objektii
do skupin podle urcité charakteristické vlastnosti

e ’predmét x mé stejnou barvu/tvar/velikost jako pfedmét y”.

Relace ekvivalence je reflexivni, symetricka a tranzitivni v mnoziné M danjch objektt
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a na této mnoziné generuje rozklad, tj. systém neprazdnych navzajem disjunktnich pod-
mnozin mnoziny M, jejichz sjednocenim je opét mnozina M. Je tedy dilezité, aby v ramci
riznych predskolnich aktivit byla uvedena charakteristicka vlastnost pro tfidéni objektt
zformulovana jednoznacné tak, aby kazdy objekt mnoziny M byl zarazen do pravé jedné
skupiny.

V ramci t¥idéni podle urcité charakteristické vlastnosti déti nejdfive t¥idi do skupin
dané predméty na ty, které pozadovanou vlastnost maji, a na ty, které ji nemaji. Vznikaji
tak dvé skupiny (tzv. t¥idéni dichotomické), pozdéji vice skupin. Uvazujeme-li napiiklad
M mnozinu déti jednoho roc¢niku, lze je tridit podle barvy vlast, barvy o¢i, mista bydlisté
atd. Podobné funguje vztah "mit stejnou barvu” v pripadé kostek ulozenych v krabici,
ktery generuje rozklad na tridy, kde v kazdé t¥idé jsou kostky stejné barvy, pricemz kazdé
dvé riazné tiidy obsahuji kostky jiné barvy, a kazdou kostku z krabice jsme nékam zaradili.
Pro zafazeni do vjuky matematiky 1. ro¢niku ZS je vhodné napiiklad tiloha 9 z odstavce
2.3.2, pri které zaci tridi rovinné geometrické utvary podle barev ¢i tvaru.

Zéaci 1. roéniku ZS mohou tfidit vybrana pfirozena ¢isla v oboru do dvaceti, ktera
jsou/nejsou mensi nez dané ¢islo (opét t¥idéni dichotomické). Ve 2. ro¢niku zaci tfidi
v hodinach matematiky pfirozend ¢isla do dvaceti podle toho, zda jsou/nejsou nasobky
dvou - vznikaji dvé t¥idy rozkladu: ¢isla, ktera jsou ndsobky dvou (zavede se pojem sudého
Cisla) a ¢isla, ktera nejsou nasobky dvou (zavede se pojem lichého ¢isla).

Po rozsiteni ¢iselného oboru do 100 ve 2. ro¢niku mohou zéci ttidit ¢isla dané mnoziny
naptiklad podle toho, zda jsou/nejsou nasobky ¢tyt - vzniknou dvé t¥idy rozkladu: do
jedné patii vSechny nasobky ¢ty z dané mnoziny, do druhé patii ¢isla dané mnoziny,
kterd nejsou nasobky ctyr.

Po zavedeni déleni se zbytkem ve 3. ro¢niku mohou zaci tridit ¢isla zadané mnoziny
podle toho, jaky zbytek davaji naptiklad pti déleni ¢tyimi. Jde o relaci danou charakteris-
tickou vlastnosti ”¢islo x dava pri déleni ¢tyimi stejny zbytek jako ¢islo y”, kterd vytvari
rozklad zadané mnoziny ¢isel na ¢tyii tiidy podle zbytku po déleni ¢tyimi (0, 1, 2, 3).

Dalsi relace ekvivalence, se kterymi se Zaci na 1. stupni ZS seznamuji, jsou rovnost
¢isel, shodnost tsecek, shodnost trojihelnikii, rovnobéznost ptimek. Ukéazka z ucebnice
matematiky pro 5. ro¢nik (Justové, 2015) na obrazku 2.123 ilustruje t¥idéni navzajem
shodnych tsecek.

SHODNE USECGKY

5. Porovnej usecky pomoci kruzitka a zjisti, které z nich jsou shodné. Dvojice

shodnych usedek zapis: A

= B N
G K

Obr. 2.123:
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¢ Relace zobrazeni z mnoziny do mnoziny

Relace zobrazeni je vyuzivana v hodinach matematiky jiz v 1. ro¢niku pfi zavadéni
prirozenych cisel a jejich porovnavani. Vychodiskem je porovnavani poc¢tu prvki zadanych
mnozin (skupin) pomoci prostého zobrazeni z jedné mnoziny do druhé.

Jiz. v matefské skole dokaze dité urcit, kterd ze dvou skupin objekti ma vice ¢i méné
prvkl nebo maji-li zadané skupiny prvki stejné. Dité toto urcuje jen na zakladé vytvareni
uspotradanych dvojic, kde prvni prvek patii do prvni skupiny a druhy prvek do druhé
skupiny (aniz by dité prvky pocitalo!). Modeluje tak prosté zobrazeni z jedné mnoziny
do druhé a podle vysledku (typu zobrazeni) porovnava skupiny pomoci vztahtt "ma vice
- méné - stejné” prvki:

1. Na obrazku 2.124 a) se jedna o zobrazeni z mnoziny M na mnozinu N, fikdme pak,
ze "mnozina M mad vice prvki nezZ mnozZina N 7.

2. Na obrazku 2.124 b) se jedné o zobrazeni mnoziny M do mnoZiny N, fikdme pak,
ze "mnozina M md méné prvki nez mnozZina N 7.

3. Na obrazku 2.124 ¢) se jedné o zobrazeni mnoZiny M na mnozinu N, fikdme pak,
ze "mmnozina M ma stejné prvki jako mnoZina N 7.

a) b) c)
ZKXAAA ?;ff Tl TT
= L M 3 M
. eeeee mEEEN
et ] N eeeme N
Obr. 2.124:

Vsechna tato uvedena zobrazeni jsou prosté, tedy jsou prosté i k nim prislusna inverzni
zobrazeni. Vzhledem k tomu mohou Zaci v jediném znazornéni vyuzit obé navzajem in-
verzni zobrazeni, coz je vede ke zjisténi: Jestlize mnozina M ma vice prvkd nez mnozina
N, pak mnozina N ma méné prvkd nez mnozina M. Na zakladé toho pak zaci provadi
porovnavani prirozenych ¢isel, viz ukazky vybranych tloh 2.125 z ucebnice matematiky
pro 1. roénik ZS (Pottickova, 1998).

Vratime-li se zpét k predskolnim détem, je tfeba zminit jesté jeden dilezity proces, s
nimz se v ramci riznych aktivit setkavaji v souvislosti se zobrazenim mezi mnozinami.
Je jim vzajemné jednoznacné prifazovani (prosté zobrazeni mnoziny M na mnozinu
N), béhem kterého si déti uvédomuji, Ze skupiny, jejichz prvky lze vzédjemné jednoznaéné
pritadit, maji stejny pocet prvki, pricemz nezalezi na tom, jakého druhu prvky jsou.
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4| 12 21 41
Obr. 2.125:

Podle Blazkové (2017) lze postupné s timto uvédoménim zvySovat u déti naroc¢nost na
abstrakci a vzajemné jednoznac¢né pritazovat

e piredméty predmétam - dévcata chlapctim, aktovky détem, zidlicky détem, hr-
nicky na podsalky, vidlicky noztim, dale pak kazdé dité z dané mnoziny dostane
jeden bonbon, atd. K nacviku procesu pritazovani lze vyuzit zviratek ze statku ak-
tivitou "kdo ke komu patii” (koza - kiizlatko, krava - telatko, ki - hiibétko, slepice
- kutatko, kocka - kotatko, pes - sténatko, atd.),

e symboly predmétiim - vybereme nékolik déti, kterym pfifazujeme orisky, ka-
minky, kastanky, koralky, apod.,

e symboly symbolim - obrazkim pfifazujeme puntiky, ¢arky, apod. (viz ukazka
2.126 z ucebnice matematiky pro 1. roénik ZS (Staudkova et al., 2019a)),

e predmétiim a symbolam Cd¢isla - skupindm pfedméti nebo symbolt pfifadime
¢islo - kolik jich je (viz ukézka 2.127 z uéebnice matematiky pro 1. ro¢nik ZS (Staud-
kova et al., 2019a)).

Dalsim piikladem zobrazeni, které se uplatiiuje v matematice od 1. roéniku ZS, je
zobrazeni ¢isel na ¢iselné ose. Ciselna osa je chdpana jako tisecka. Pfi znézornéni mnoZiny
ptirozenych ¢isel (véetné nuly) do dvaceti jde o prosté zobrazeni mnoziny pfirozenych
Cisel (v€etné nuly) z intervalu (0,20) do mnoZiny bodi na tse¢ce s krajnimi body v 0
a 20, viz ukazky 2.128 a 2.129 z udebnic matematiky pro 1. roénik ZS (Staudkové et
al., 2019b). V pozdgjsich roénicich 1. stupné ZS je ¢iselna osa chapana jako polopiimka,
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PieCti: seden hiemyzd, jedna tyéinka, edno kolecko, @ Domaluj kolecka. [s=)

I I Dopln ¢islice. =
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I I Pi§ cislice. =S ==
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Obr. 2.126: Obr. 2.127:

tzn. pii znazornéni prirozenych ¢isel (véetné nuly) na ¢éiselné ose jde o prosté zobrazeni
mnoziny Ny do mnoziny bodi na polopfimce s po¢atkem 0).

[E Vyznat na &iselné ose. E== 5 i 5 > =g .
St [E Dusan koupil 20 metri provazku. 10 metru pfivazal k drakovi. ==

o e e 150 et 1’5 et 210 Kolik metra provazku mu zbylo?

0 5
] Zatzont

d 5 1 15 2 et sew A

0123456789 1M12131415117181920

@3) F———————————————————— ke

0 5 10 15 20 Vypotitej
) —+— ] MepiE Dpres

[ 5 10 15 20

Obr. 2.128: Obr. 2.129:

Na 1. stupni ZS (nejen v matematice) dale Zaci poznavaji uréité zmeény a zévislosti,
doplnuji tabulky, analyzuji zavislosti z tabulek a grafii, v jednoduchych ptipadech je vyja-
diuji matematickym predpisem. To smétuje k pochopeni pojmu funkce. Ptiklady tabulek,
které zaci 1. a 2. roéniku mohou dle zadaného predpisu doplnovat, mizeme vidét na
obrazku 2.130.

+4

355040

Obr. 2.130:

Zéci se na 1. stupni ZS seznamuji s pifmou timérnosti, rozhoduji, zda mezi veli¢inami
je nebo neni pfima imérnost, a fesi tlohy typu: "Dveé vstupenky stoji 40 K¢, kolik korun
stoji 1, 3, 4,... vstupenky.” V ukézce 2.131 uvadime ptiklad slovni ilohy zakladajici se na
pifmé timérnosti. Uloha byla vybrana z u¢ebnice matematiky pro 2. ro¢nik ZS (Eichlerov
et al., 2019).

Pocetni vykony s prirozenymi ¢isly jsou také zobrazeni. Usporadané dvojici piirozenych
Cisel (v€etné nuly) je pfifazen vysledek pocetniho vykonu. Napiiklad pii operaci séiténi,
resp. nasobeni je dvojici prirozenych ¢isel pfifazen jejich soucet, resp. soucin, coz jsou
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[l V potitatovém stredisku stoji 42 poéitadi v 7 kanceldfich.

Kolik pocita¢t je v kazdé kanceldfi?
celkem poéitaci

kanceldfi

Precti otdzku.

Regent:

Odpoved:

Kanceldii 18319 6415

Pofitath 6

Obr. 2.131:

opét prirozena cisla. U obou operaci jde pritom o zobrazeni mnoziny Ny x Ny na mnozinu
Ny, které neni prosté.

Rovnéz déleni se zbytkem v mnoziné ptirozenych ¢isel je zobrazeni mnoziny Ny x N na
mnozinu Ny x Ny, které neni prosté. Kazdé usporadané dvojici prirozenych ¢isel a, b € N,
kde b # 0, 1ze jednoznac¢né prifadit usporadanou dvojici ¢isel g € Ny, r € Ny tak, ze

a=b-q+r,
kde 0 < r < b. Prirozené ¢islo
a nazyvame délenec,
b# 0 nazyvame délitel,
q nazyvame neuplny podil,
r nazyvame zbytek po déleni ¢isla a c¢islem b.

Napiiklad délime-li ¢islo 17 (délenec) cislem 5 (délitel), dostdvame neuplny podil
3 a zbytek 2, nebot 17 = 5 - 3 + 2. Ukdzky vybranych tloh zaméfenych na déleni se
zbytkem na obréazku 2.132 byly vybrany z u¢ebnice matematiky pro 3. ro¢nik (Blazkova
et al., 2006).

9. Pani ucitelka rozdala zakim 15 sesitt tak, ze kazdy dostal 2 seSity.
Kolik zaku podélila?

Znazorni:
el e e Kazdé tseéka mé urcitou dé1k u. Délku tsetky mizeme zméfit. BE
Vypogitej:
Gpiny Jiny zplsob zapisu: [E Zméf dané tsecky. (Bod, ktery oznatuje nulu na pravitku, poloz presné k prvnimu krajnimu
délenec délitel podil zbytek bodu tisegky, u druhého krajniho bodu zjistss jejf délku.)
A5 2~ = Ty 2D 15:2 =7 nedplny podi
1 zbytek R | ~
Zkouska: 7 .2 + 1 = u v M
Odpovéd: Pani ucitelka podélila 7 zaku a 1 sesit ji zbyl. |
/ i ‘
10. Vypocitej. zbytek ¢ vt vid nsi nez délit o 0 k N
Dél T délka GseckyUV=_____ cm. délka Gsecky MN=_____ cm.
panes LM R R e CREH B PR ‘ LA BT délka tsetky CD = ___ cm. délka dsecky OP = cm.
Délitel 2 21112 23 [ 202 20 k2 2 =
Neuplny podil |
Zbytek
Kolik dvojic utvoii 19 (3, 11,17, 9, 1, 15, 7, 13, 5) zaka? Kolik zéka zbyde?
Obr. 2.132: Obr. 2.133:

V geometrii se Zaci na 1. stupni ZS setkévaji se shodnymi zobrazenimi, zejména s
osovou soumeérnosti a stredovou soumeérnosti, coz jsou prosta zobrazeni roviny na sebe. Pti
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méfeni geometrickych ttvari, tj. zjistovani délky tsecky, obsahu rovinnych geometrickych
utvarli, objemu téles, jde obecné o prifazeni nezaporného realného ¢isla danému objektu,
tedy o zobrazeni mnoziny vSech méfitelnych geometrickych utvart na mnozinu vsech
nezapornych realnych cisel. Ukazka tlohy o méfeni tisecek z ucebnice matematiky pro 2.
ro¢nik (Staudkova et al., 2013) je na obréazku 2.133.

Poznamka 2.44 VysSe uvedené piiklady s vybranymi ukdzkami z ucebnic matematiky,
jejichz vycet neni zdaleka vycerpavajici, dokladaji dilezitost pojmi relace a zobrazeni v
matematice na 1. stupni ZS.
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