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0.1 Konvexni a nekonvexni mnoZiny bodu

Definice 0.1 Mnozina bodu se nazyva konvexnt, jestlize pro kazdé dva jeji body X,
Y plati, Ze tsecka XY je jeji podmnozinou. Prazdnou mnozinu a jednobodové mnoziny
povazujeme také za konvexni.
Symbolicky zapséano:

M je konvexni mnozina < (VX,Y € M) XY C MV M=0vM={X}].

Mnozina bodi, ktera neni konvexni se nazyva nekonvexns.

Priklad 0.1 Priklady konvexnich mnozin bodt jsou znazornény na obrazku 1. Pfikladem
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Obr. 1

konvexni mnoziny bodi je také pfimka, rovina, uisecka, poloptimka, polorovina a po-
loprostor.
Priklady nekonvexnich mnozin bodt jsou znazornény na obrazku 2.

Obr. 2



Abychom dokazali, ze dany geometricky ttvar U je nekonvexni, sta¢i nalézt jedinou
jeho dvojici bodi X, Y takovych, ze tisecka XY neni podmnozinou utvaru U, tj.
symbolicky zapsano

U je nekonvexni mnozina bodi < (3 X,Y € U)[XY ¢ U].

Dokazat konvexnost utvaru byva obtiznéjsi. Nékdy lze s vyhodou uzit nasledujici vétu:

Véta 0.1 Prunik dvou konvexnich mnozin bodi je konvexni mnoZina bodi.

Dukaz: Oznac¢me uvaZované mnoziny My, My. Je-li My N My = 0 nebo je My N M,
jednoprvkovd mnoZina, je ziejmé, Ze véta plati. Necht tedy M, N My obsahuje alespori
dva rizné body (viz obr. 3). Pak pro kaZdé dva rizné body X,Y € M; N M,y plati:
XeM,YeM,XebM,Y e M. MnoZiny My, M, jsou konvexni a tedy XY C M,
a XY C M,. Odtud plyne, Ze usecka XY C My N Msy. MnoZina My N My je tedy
konvexni.
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Obr. 3

Uzitim véty 0.1 Ize indukci snadno dokéazat, Ze priinik konec¢ného poctu konvexnich
mnozin je konvexni mnozina bodi.

0.2 Uhel, trojahelnik, ¢tyfstén

V souladu s axiomatickou vystavbou geometrie uzijeme dosud zavedenych pojmt k
definicim konvexniho a nekonvexniho thlu, trojuhelniku a ¢tyrsténu.

Na stiedni skole jsme tfidili ihly vétSinou podle jejich velikosti. Rozlisovali jsme
napt. uhly duté, jejichz velikost byla vétsi nez 0° a mensi nez 180°, thly primé, thly o
velikosti vétsi nez 180° a mensi nez 360°. Charakteristickymi pojmy spojenymi s thlem
byly vrchol thlu a ramena thlu, pomoci nichz se tihel obvykle intuitivné zavadi.

V dalsi textu budeme definovat konvexni a nekonvexni tthel a pozname, ze vSechny
thly patiici k nékterému diive poznanému typu lze zafadit bud mezi konvexni nebo
mezi nekonvexni thly.
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Definice 0.2 Necht A,V, B jsou tii libovolné navzdjem rtzné body. Konvexnim
thlem AVB pak nazyvame:

a. Prinik polorovnin AV B a BV A v piipadé, ze body A, V, B nelezi v pfimce (viz
obr. 4 a).!

b. Lezi-li body A, V', B v pfimce a bod V' lezi mezi body A, B, lze za mnozinu vSech
bodi konvexniho thlu AV B povazovat kazdou polorovinu s hrani¢ni primkou AB
(viz obr. 4 b).?

c. Lezi-li body A, V, B v pfimce a bod V nelelezi mezi body A, B, lze za mnozinu
vSech bodt konvexniho thlu AV B povazovat kazdou rovinu obsahujici pfimku
AB (viz obr. 4 c) i kazdou poloptimku V' A (viz obr. 4 d).

Vrcholem konvexniho thlu AV B nazyvame ve vSech pripadech bod V, rameny kon-
vexniho thlu nazyvame ve vSech pripadech poloptimky VA, V B.
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Obr. 4

Pro konvexni tthel AV B uzivame oznaceni <AV B.

Konvexni thly definované ve vSech pripadech jsou konvexnimi mnozinami bodi,
coz plyne z konvexnosti roviny, poloroviny, poloptimky a véty 0.1. Nazev konvexni tihel
tedy vyjadruje, ze se jedna o konvexni geometricky utvar.

Poznamka 0.1 Uvédomime si, Ze v definici konvexniho tihlu je obsazen whel duty —
viz ptipad a), dhel primy — viz piipad b), dhel plny — viz p¥ipad c) i thel nulovy — viz
ptipad d).

1Je zfejmé, Ze takto lze definovat ihly ostré, pravé a tupé.
2Je ziejmé, ze v tomto piipadé jde o p¥imy thel s vrcholem V a rameny VA, VB.



Poznamka 0.2 Konvexni thel AV B, ktery je definovan v pfipadé a) definice 0.2, tj.
thel duty, jehoz ramena lezi v riiznobéznych piimkach, 1ze definovat také takto:
Nelezi-li body A, V, B v pfimce, nazyvame konvexnim thlem AV B mnozinu vSech
bodu X roviny AV B, k nimz existuje bod Y tsecky AB takovy, ze X patii polopfimce
VY (viz obr. 5).

Obr. 5

Definice 0.3 Necht A, V, B jsou tfi body, které nelezi v pfimce. Potom sjednoceni
dopliiku konvexniho thlu AV B v roviné AV B a polopfimek VA a VB nazyvame
nekonvexnim uhlem AV B (viz obr. 6).

Obr. 6
Pro nekonvexni tthel AV B uZivdme oznadeni z AV B.

Poznamka 0.3 Nazev nekonvexni ihel AV B vyjadiuje, Ze jde o nekonvexni mno-
zinu bodt, coz vyplyva napt. z toho, ze A € AV B, B € &<AVB a AB ¢ <AV B.

Sjednocenim mnoziny vSech konvexnich a mnoziny vSech nekonvexnich thld je mno-
Zina vsech dhli.
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Definice 0.4 Uhly AV B, BV C nazjvame stycéné pravé tehdy, kdyz jejich prinikem
je polopfimka V' B a zéroven lezi oba v téze roviné (viz obr. 7).

Definice 0.5 Dva stycné tuhly, jejichz sjednocenim je pfimy thel, nazyvame vedlejsi
thly (viz obr. 8).

Obr. 7 Obr. 8

Definice 0.6 Necht A, B, C jsou tii libovolné body nelezici v ptimce. Trojuhelni-
kem ABC nazveme prunik polorovin ABC, ACB, BCA (viz obr. 9).
Symbolicky zapséano:

ANABC =+— ABC N— ACB N~ BCA.

C Body A, B, C' nazyvame vrcholy trojihelnika ABC),
usecky AB, BC, CA nazyvame strany trojuhel-
nika ABC auhly <BAC, <ABC, <AC B nazyvame
vnittnt whly trojihelnika ABC.

A Poznamka 0.4 7 definice 0.6 a véty 0.1 vyplyva,
7e trojuhelnik je konvexni ttvar, nebot je definovan
jako prunik polorovin, coz jsou konvexni mnoziny.

Obr. 9

------

zavedenych:



Definice 0.7 Necht A, B, C jsou t¥i libovolné navzajem rtizné body nelezici v pfimce.
Trojiuhelnikem ABC nazveme mnozinu vSech bodt X prostoru, které patii vSem
tseckdm AY, kde Y patii tseéce BC' (viz obr. 10).

Symbolicky zapsano:

AABC ={X € Z; X € AY Y € BC}.

Definice 0.6 a 0.7 jsou priklady ekvivalentnich de-
finic jednoho a téhoz pojmu. Pii zavedeni troj-
thelniku definici 0.7 je uzito pouze pojmi bod,
usecka a vztahu bod patrici tisecce. Tento princip
urceni bodu nalezicich trojuhelniku mutze byt uzit
k prohloubeni intuitivniho chapani trojihelniku na
B 1. stupni zakladnich skol.

Obr. 10

Trojthelnik je rovinny mnohothelnik s nejmensim poc¢tem vrcholi. V prostoru je
mnohostén s nejmensim poc¢tem vrchola ¢tyistén. Jde tu o jistou analogii mezi témito
dvéma tutvary, ktera je patrna i pti porovnani nasledujicich dvou definic s definicemi
0.6 a 0.7 trojuhelnika.

Definice 0.8 Necht A, B, C, D jsou ¢tyii body nelezici v jedné roviné. Ctyrsténem
ABCD nazveme prunik poloprostort ABCD, ABDC, ACDB, CDBA.
Symbolicky zapséano:

ctyisten ABCD = — ABCD N+— ABDC Nw— ACDB N+~ CDBA.

Body A, B, C, D nazyvame vrcholy ctyisténu ABCD), tsecky AB, BC, CA, AD,
BD, CD nazyvame hrany ¢tytsténu ABC'D a trojuhelniky AABC, ABCD, ACDA,
NABD nazyvame stény Ctytsténu ABCD.

Definice 0.9 Necht A, B, C, D jsou ¢tyii body nelezici v jedné roviné. Ctyrsténem
ABC'D nazveme mnozinu vSech bodt X prostoru, které patii vSsem tseckdm AY', kde
Y patii trojihelniku BC'D (viz obr. 11).

Symbolicky zapsano:

Ctyfstén ABCD ={X € Z; X € AY A\Y € ABCD}.
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Poznamka 0.5 Z definice 0.8 a véty 0.1 vyplyva,
Ze Ctyfstén je konvexni mnozina bodi, nebot je de-
finovan jako prinik poloprostori, coz jsou konvexni
mnoziny.

Princip urceni bodt nalezejicich ctyisténu v de-
finici 0.9 mize byt uzit k prohloubeni intuitiv-
niho chapani ¢tyrsténu na 1. stupni zakladnich skol
(podobné jako definice 0.7 k intuitivnimu chapéni
pojmu trojihelnik). Neznamenda to vsak, Zze by se
Obr. 11 zaci seznamovali s témito definicemi pravé v této
podobé.

Cviceni:
B 0.1 Srovnejte zavedenou definici tthlu s definici thlu z Eukleidovych zakladt na
strané 7?7, definice VIII. V ¢em se tyto definice 1isi?

B 0.2 Nacrtnéte dva konvexni rovinné utvary takové, ze jejich

a) sjednoceni je mnozina konvexni,

b) sjednoceni je mnozina nekonvexni,

¢) prinik je mnozina konvexni,

d) prinik je mnozina nekonvexni.

Totéz zadani a) — d) provedte pro dva nekonvexni rovinné atvary.

B 0.3 Nacrtnéte a rozhodnéte, zda se jedna o konvexni bodovou mnozinu:

a) trojuhelnik ABC' bez svych vrcholi,

b) trojuhelnik K LM bez jednoho vnitiniho bodu jedné své strany,

¢) sjednoceni vnitiku libovolného trojihelnika a dvou rtiznych bodi jeho obvodu,
d) rozdil konvexniho tthlu AV B a jeho ramene V' A,

e) rozdil ¢tverce ABC'D a sjednoceni dvou jeho stran,

f) sjednoceni vnitiku ¢tverce ABC'D a dvou jeho stran,

g) kruznice,
h) kruh.

B 0.4 Vysetiete vSechny geometrické utvary, které mohou vzniknout jako prinik dvou
trojuhelnikl. Znazornéte a popiste.

B 0.5 Volte dvojice konvexnich thla (nikoliv thly plné nebo nulové). Vysetiete, které
geometrické itvary mohou vzniknout jako prinik téchto thl4? vSechny pfipady zna-
zornete a popiste.

B 0.6 Zopakujte si definici nekonvexniho thlu AV B a nekonvexni tthel AV B defi-
nujte jesté jinym zpusobem (ekvivalentni definici). Lze definovat nekonvexni tihel jako
sjednoceni nebo prinik dvou polorovin? Odpovéd zdiavodnéte.



B 0.7 Definujte trojihelnik K'LM jako a) prunik t¥{ polorovin,
b) prinik konvexniho tihlu a poloroviny.
Zmazornéte a definice symbolicky zapiste.

B 0.8 V trojihelniku ABC vyznacte vnitini ihly. Ke kazdému z vnitinich thlt urcete
uhel vedlejsi, tzv. vnéjsi uhel trojuhelniku. Kolik existuje v kazdém trojihelniku jeho
vnéjsich thla?

B 0.9 Zvolte rtiznobézné piimky p, ¢, jejich prisecik oznacte V. Na pfimce p zvolte
bod P, na pfmce ¢, bod ). Kazdou z dvojic vrcholovych a vedlejsich thld uréenych
riznobézkami p, g definujte pomoci polorovin p@), ¢ P nebo polorovin k nim opac¢nych.
Zapiste symbolickym zapisem.

B 0.10 Na zakladé znalosti ze stfedni Skoly zobrazte: a) rovnoramenny trojthelnik,
b) rovnostranny trojihelnik, c¢) ¢tverec, d) pravidelny Sestitthelnik, e) pravidelny pé-
tithelnik.

B 0.11 Nacrtnéte pravidelny Sestitthelnik ABC'DEF se stfedem S a na obrazku vy-
znacte dvojice thlt a) styénych (nikoliv vedlejsich), b) vedlejsich, ¢) vrcholovych, d)
souhlasnych, e) st¥idavych, f) prilehlych.

B 0.12 Zobrazte ¢tytstén ABC'D a urcete jeho prinik s poloprostorem EFGH , jestlize
bod A lezi mezi body E, C, bod B mezi body F, C' a bod G mezi body D, C.
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