MATEMATICKA OLYMPIADA

pro zaky
zakladnich $kol a nizSich roéniku viceletych gymnazii

65. ROCNIK, 2015/2016

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vas k Gcasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolné a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zcCastnit Zaci 5. az 9. ro¢nikd zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nika viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

ro¢nik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 7.6
5 — — 75

Se souhlasem svého ulitele matematiky muZete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stiednich $kol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uvefejnény v letdku Matematickd olympidada na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tiech kolech.

Kategorie Z9 ma skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7, 76 a Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéZe, organizovaném na $kolach,
fesi 7zéci ve svém volném Case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym uciteltim
matematiky feSeni alespon ¢tyt tloh. VSem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim pribéhu soutéze
mohou byt zadany podobné tlohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym ucitelim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, 7Z9: prvni trojici iiloh do 24. listopadu 2015 a druhou
trojici uloh do 5. ledna 2016.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici tloh do 5. ledna 2016 a druhou trojici
tloh do 22. brezna 2016.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vyborne, 2 —
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u ¢tyr tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Préace vsech uspésnych resiteltl kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi Fesitele a pozve je k ucasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastnikid v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO $koly, které okresni kolo potfadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 19. ledna 2016,

pro kategorii Z6 az Z8 5. dubna 2016,
pro kategorii Z5 19. ledna 2016.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az Z9 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probiha na nékolika skoldch okresu
povéfenych poradanim.

Z4ci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v prubéhu 4 hodin 4 soutézni ilohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani Zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v priitbéhu 90 minut.

Ve vsech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souc¢tu ziskanych
bodti se sestavi pofadi idastnikt okresniho kola. Ucastnici, ktefi ziskaji
predepsany pocet bodu (zpravidla aspon polovinu z dosazitelnych bodi),
se stanou uspésnymi TFesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 22. bfezna 2016 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pfi okresnim kole. Nejlepsi ticastnici krajského kola jsou vyhléSeni jeho
vitézi.



Matematickou olympiddu poradaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a
telovychovy, Jednota ceskiych matematiki a fyziki o Matematicky tstav
Akademie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje tstvedni komise MO,
v krajich ji ¥idi krajské komise MO pii pobockach JCMF a v okresech
okresni komise MO. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji povéreni ucitelé
matematiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni soutéZnich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahote zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté nam. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2015/2016

Uloha 7Z8-1-3

ReSeni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému
vedly.

Préce, které nebudou splinovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchézejicich rocénikd MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznac¢ime a, b. Novy obdélnik mé délky
stran a+4, b—5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniki plati

2ab = (a +4)(b—5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a —20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) =—40 rozlozit na soudin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. Pfitom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5>5. Jsou dvé moznosti:

(-2)-20=—-40 a  (—1) 40 = —40.

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, &’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. §' = 28.

V druhém ptipadé dostaneme obdélnik o stranach a = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S = 210. Opét je S = 2.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 cestovala vlakem. Vlak mél tii vagény
a v kazdém se vezla pravé tii ¢isla. Cislo 1 se vezlo v prvnim vagénu
a v poslednim vagénu byla vSechna ¢isla licha. Pravod¢i cestou spocital
soucet ¢isel v prvnim, druhém i poslednim vagénu a pokazdé mu vysel
stejny soucet.

Urcete, jak mohla byt ¢éisla do vagdnti rozdélena. (V. Hucikova)

Z5-1-2

Marta nesla své nemocné kamaradce Marusce 7 jablek, 6 hrusek a 3
pomerance. Cestou ale dva kusy ovoce snédla. Urcete, ktera z nasledujicich
situaci mohla nastat a jaké dva kusy ovoce by Marta v takovém ptipadé
musela snist:

a) Maruska nedostala zddny pomeranc.

b) Maruska dostala méné hrusek nez pomeranéu.

¢) Maruska dostala stejny pocet jablek, hrusek i pomeranci.

d) Maruska dostala stejny pocet kusti ovoce dvojiho druhu.
)

e) Maruska dostala vice jablek nez zbyvajicich kust ovoce dohromady.
(L. Hozova)

Z5-1-3

Maminka vyprala ¢tvercové utérky a vési je vedle sebe na pradelni
$niru natazenou mezi dvéma stromy. Pouzila snuru o délce 7,5 metru, pfi-
¢emz na uvazani kolem kment potiebovala na kazdé strané 8 dm. VSechny
utérky maji sitku 45 cm. Mezi krajni utérkou a kmenem maminka nechéava
mezeru alesponi 10 cm, utérky se ji nepiekryvaji a nemé je slozené ani skr-
Cené.

Kolik nejvice utérek miize takto povésit na natazenou sniru?

(L. Dedkovad)

Z5-1-4

Kdyz pan Beran zakladal chov, mél bilych ovci o 8 vice nez ¢ernych.
V soucasnosti mé bilych ovci ¢tyfikrat vice nez na zacatku a Cernych
t¥ikrét vice nez na zacatku. Bilych ovci je ted o 42 vice nez ¢ernych. Kolik
nyni pan Beran chova biljch a éernjch ovei dohromady? (L. Simiinek)
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Z5-1-5
Ctvercova sit se sklada ze ¢tvercii se stranou délky 1cm. Narysujte do
ni alespoii tfi riizné obrazce takové, aby kazdy mél obsah 6cm? a obvod

12 cm a aby jejich strany splyvaly s pfimkami sité. (E. Semerddovd)
Z5-1-6

V nepiestupném roce bylo 53 nedéli. Na jaky den tydne piipadl Stédry
den? (M. Volfova)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1

Archeologové zjistili, ze vlajka bajného mate-
matického kralovstvi byla rozdélena na Sest poli,
tak jako na obrazku. Ve skutecnosti byla vlajka
tfibarevna a kazdé pole bylo vybarveno jednou bar-
vou.

Védci uz vybadali, ze na vlajce byla pouzita
cervend, bila a modra barva, ze vnitini obdélnikové
pole bylo bilé a Ze spolu nesousedila dvé pole stejné
barvy. Urcete, kolik moznosti vzhledu vlajky musi archeologové v této fazi
vyzkumu zvaZovat. (V. Huctkovd)

Z6-1-2

Jifik sel do sluzby k carodéjovi. Ten mél v prvnim sklepé€ vic much
nez pavoukt, ve druhém naopak. V kazdém sklepé méli mouchy a pavouci
dohromady 100 nohou. Urcete, kolik mohlo byt much a pavouk v prvnim
a kolik ve druhém sklepé. (M. Krejéovd)

Z6-1-3

Na obrézku je ¢tverec ABCD, ¢tverec EFGD a obdélnik HIJD. Body
J a G lezi na strané CD, pfi¢emz plati |[DJ| < |DG|, a body H a E lezi
na strané DA, pfi¢emz plati |DH| < |DE|. Déle vime, ze |DJ| = |GC].
Sestitihelnik ABCGF E mé obvod 96 cm, Sestitthelnik EFG.JIH mé obvod
60 cm a obdélnik H1.JD mé obvod 28 cm.

D J G C

= 1
E F
A B
Urcete obsah Sestithelniku EFGJIH. (L. Siminek)
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Z6-1-4
Na obrazku je obdélnik rozdéleny na 7 policek. Na kazdé policko se
mé napsat praveé jedno z cisel 1, 2 a 3.

Mirek tvrdi, Ze to 1ze provést tak, aby soucet dvou vedle sebe napsanych
Cisel byl pokazdé jiny. Zuzka naopak tvrdi, ze to neni mozné. Rozhodnéte,
kdo z nich méa pravdu. (V. Hucikova)

Z6-1-5
Pan Cuketa mél obdélnikovou zahradu, jejiz obvod byl 28 metri. Ob-
sah celé zahrady vyplnily pravé Ctyfi ¢tvercové zahony, jejichz rozmeéry
v metrech byly vyjadieny celymi cisly.
Urcete, jaké rozméry mohla mit zahrada. Najdéte vSechny moznosti.
(L. Hozovad)

Z6-1-6

V zamecké kuchyni pfipravuji nudlovou polévku v hrncich a kotlich.
V pondéli uvarili 25 hrncd a 10 kotld polévky. V utery uvarili 15 hrnca
a 13 kotlt. Ve stredu uvarili 20 hrnct a ve ¢tvrtek 30 kotld. Pritom v pon-
déli a v atery uvafili stejné mnozstvi polévky.

Kolikrat vic polévky uvafili ve étvrtek nez ve sttedu? (K. Pazourek)



KATEGORIE Z7

Z7-1-1

Myska Hryzka nasla 27 stejnych krychlicek syra. Nejdiive si z nich
poskladala velkou krychli a chvili pockala, nez se syrové krychlicky k sobé
prilepily. Potom z kazdé stény velké krychle vyhryzla stfedni krychlicku.
Poté snédla i krychlicku, kterd byla ve stfedu velké krychle. Zbytek syra
chce Hryzka spravedlivé rozdélit svym ¢tyfem mladattim, a proto ho chece
rozfezat na ¢tyfi kusy stejného tvaru i velikosti. Rezat bude jen podél stén
krychli¢ek a nic k sobé uz lepit nebude.

Jaky tvar mohou mit kusy syra pro mladdata? Najdéte alespon dvé
moznosti. (V. Huctkovd)

Z7-1-2
Vlickovi maji 4 déti. Ondra je o 3 roky starsi nez Matéj a Kuba o 5 let

starsi nez nejmladsi Jana. Vime, zZe je jim dohromady 30 let a pfed 3 lety
jim bylo dohromady 19 let. Urcete, jak jsou déti staré. (M. Volfovd)

Z7-1-3
Uvnitt pravidelného pétithelniku ABCDE je bod P takovy, Ze troj-
thelnik ABP je rovnostranny. Jak velky je ihel BC'P? (L. Hozovad)

Z7-1-4

V roboti skole do jedné tiidy chodi dvacet robotti Roberti, ktefi jsou
ocislovani Robert 1 az Robert 20. Ve tfidé je zrovna napjata atmosféra,
mluvi spolu jen néktefi roboti. Roboti s lichym ¢islem nemluvi s roboty
se sudym c¢islem. Mezi Roberty s lichym ¢islem spolu mluvi pouze roboti,
ktefi maji ¢islo se stejnym poctem ¢islic. Roberti se sudym ¢islem se bavi
pouze s témi, jejichz ¢islo zacina stejnou Cislici.

Kolik dvojic robotti Robertii se mize spolu vzajemné bavit?

(K. Pazourek)

Z7-1-5

V kocourkovské skole pouzivaji zvlastni ¢iselnou osu. Vzdalenost mezi
¢isly 1 a 2 je 1cm, vzdalenost mezi ¢isly 2 a 3 je 3cm, mezi Cisly 3 a 4
je bcm a tak dale: vzdalenost mezi kazdou nasledujici dvojici pfirozenych
¢isel se vzdy zvetsi o 2 cm.

Mezi kterymi dvéma prirozenymi ¢isly je na kocourkovské ¢iselné ose
vzdélenost 39 cm? Najdéte vSechny moznosti. (K. Pazourek)
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Z7-1-6
Na vystavé dlouhosrstych kocek se seslo celkem deset vystavujicich.

Vystavovalo se v obdélnikové mistnosti, ve které byly dvé fady stold jako
na obrazku.

Kocky byly oznaceny navzajem rdaznymi ¢isly v rozmezi 1 az 10 a na
kazdém stole sedéla jedna kocka. Urcete, kterd kocka byla na vystavé
hodnocena nejlépe, pokud vite, Ze:

a) soucet Cisel kocek sedicich naproti sobé byl vzdy stejny,
b) soudet ¢isel kazdych dvou koéek sedicich vedle sebe byl sudy,
c) souéin ¢isel kazdych dvou kocek sedicich vedle sebe v dolni fadé je

nasobek cisla 8§,

d) kocka ¢islo 1 neni na kraji a je vic vpravo nez kocka ¢islo 6,
e) vyhrala kocka sedici v pravém dolnim rohu. (M. Mach)
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KATEGORIE Z8
Z8-1-1

Misa mél na poli¢ce malé klavesy, které vidite na obrazku. Na biljch
klavesach byly vyznaceny jejich tény.

C|DIE|F|G|A|H

Klavesy nasla mala Klara. Kdyz je brala z policky, vypadly ji z ruky
a vSechny bilé klavesy se z nich vysypaly. Aby se bratr nezlobil, zacala
je Klara skladat zpét. Vsimla si pfitom, ze se daly vlozit jen na néktera
mista, nebot jim piekazely ¢erné klavesy umisténé presné doprostied mezi
dvé bilé.

Klare se podarilo klavesy néjak slozit, avSak tény na nich byly po-
michané, protoze jesté neznala hudebni stupnici. Zjistéte, kolika zpisoby
mohla Kléara klavesy poskladat. (E. Nowvotnd)

Z8-1-2

Na louce se pasou koné, kravy a ovce, dohromady jich je méné nez 200.
Kdyby bylo krav 45krat vic, koni 60krat vic a ovci 35krat vic, nez kolik
jich je nyni, jejich pocty by se rovnaly. Kolik se na louce pase koni, krav
a ovci dohromady? (M. Krejcovad)

78-1-3
Je dan rovnoramenny lichobéznik ABC' D, v némz plati
|AB| =2|BC| =2|CD| =2|DA|.
Na jeho strané BC' je bod K takovy, ze |BK| = 2|KC|, na jeho strané
CD je bod L takovy, ze |CL| = 2|LD|, a na jeho strané DA je bod M
takovy, ze |[DM| = 2| M A.
Urcete velikosti vnitfnich thla trojuhelniku K LM. (J. Zhouf)
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Z8-1-4

V komore, kde se rozbilo svétlo a vSe z ni musime brat poslepu, mame
ponozky ¢tyf riznych barev. Chceme-li si byt jisti, ze vytahneme alespon
dvé bilé ponozky, musime jich z komory pfinést 28. Abychom meéli takovou
jistotu pro Sedé ponozky, musime jich prinést také 28, pro ¢erné ponozky
staci 26 a pro modré ponozky 34.

Kolik je celkem v komote ponozek? (E. Semerddovd)

Z8-1-5

Cislo dne je potadové ¢islo daného dne v prislusném mésici (tedy napf.
¢islo dne 5. srpna 2016 je 5). Ciferny soudet dne je sou¢et hodnot vSech
¢islic v datu tohoto dne (tedy napf. ciferny soucet dne 5. srpna 2016 je
54+8+2+0+1+6=22). Stastny den je takovy den, jehoz ¢islo dne je
rovno cifernému souc¢tu dne.

Urdéete, kolik stastnych dni je v roce 2016 a které dny to jsou.

(L. Ruzickova)

Z8-1-6

Katka narysovala trojuhelnik ABC. Stfed strany AB si oznacila
jako X a stfed strany AC jako Y. Na strané BC chce najit takovy bod Z,

aby obsah c¢tyftuhelniku AXZY byl co nejvétsi. Jakou ¢ast trojuhelniku
ABC muZe maximalné zabirat ¢tyfihelnik AXZY? (A. Bohinikovd)
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KATEGORIE 79

Z9-1-1

Objem vody v méstském bazénu s obdélnikovym dnem je 6 998,4 hek-
tolitrd. Propagacni letak uvadi, ze kdybychom chtéli vSechnu vodu z ba-
zénu prelit do pravidelného ¢tyfbokého hranolu s podstavnou hranou rov-
najici se primérné hloubce bazénu, musel by byt hranol vysoky jako blizky
televizni vysila¢ a pak by byl naplnény az po okraj.

Dodavame, ze kdybychom chtéli uplavat vzdélenost stejnou, jako je
vyska vysilade, museli bychom pieplavat bud osm délek, nebo patnact
sifek bazénu. Jak vysoky je vysilac? (L. Simiinek)

Z9-1-2
Uzasnym ¢islem nazveme takové sudé éislo, jehoz rozklad na souéin
prvocisel ma pravé tii ne nutné ruzné Cinitele a soucet vsech jeho déliteld

je roven dvojnasobku tohoto ¢isla. Najdéte vSechna tizasna ¢isla.
(M. Mach)

79-1-3

Jirka sestrojil ¢tverec ABCD o strané 12 cm. Do tohoto ¢tverce nary-
soval ¢tvrtkruznici k, kterd méla stfed v bodé B a prochéazela bodem A,
a pulkruznici [, ktera méla stfed v poloviné strany BC' a prochazela bo-
dem B.

RAd by jesté sestrojil kruznici, ktera by lezela uvnitt ¢tverce a doty-

kala se ¢tvrtkruznice k, pulkruZnice [ i strany AB. Urcete polomér takové
kruznice. (M. Volfova)

79-1-4

V tabulce je kurzovni listek sménarny, avSak nékteré hodnoty jsou
v ném nahrazeny otazniky. Sménarna vymeénuje penize v uvedenych kur-
zech a netuctuje si jiné poplatky.

nakup prodej
1 EUR 26,20 CZK 28,00 CZK
1 GBP 7?7 CZK 7?7 CZK

1. Kolik eur dostane zdkaznik, pokud zde sméni 4 200 K¢?
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Kdyz sménarnik vykoupi od zakaznika 1000 liber a poté je vSechny
proda, jeho celkovy zisk je 2200 K¢. Kdyby misto toho sménarnik prodal
1000 liber a poté by vSechny utrzené koruny sménil s jinym zakaznikem
za libry, vydélal by na tom 68,75 liber.

2. Za kolik korun sménarnik nakupuje a za kolik prodéava 1 libru?
(L. Siminek)

Z9-1-5

Bétka napsala pfirozené ¢islo s navzajem rtznymi c¢islicemi. Pod néj
zapsala Cislice ptivodniho ¢isla odzadu a tak ziskala nové cislo se stejnym
poctem cislic. Sec¢tenim téchto dvou c¢isel dostala éislo, které opét mélo
stejny pocet ¢islic jako myslené ¢islo a sklddalo se pouze z ¢islic mysleného
¢isla (avSak nemuselo obsahovat v8echny jeho ¢islice).

Erice se Bétc¢ino cislo zalibilo a chtéla si najit jiné Cislo se stejnymi
vlastnostmi. Zjistila, Ze neexistuje mensi takové ¢islo nez Bétéino a vétsi
se ji hledat nechce. Urcete, jaké ¢islo si mysli Bétka a jaké ¢islo by mohla
najit Erika, kdyby méla vic trpélivosti. (K. Jasenédkovd)

Z9-1-6
Na stranach AB a AC' trojuhelniku ABC' lezi po fadé body FE a F|,
na usecce EF lezi bod D. Piimky EF a BC' jsou rovnobézné a soucasné

plati
|FD|:|DE|=|AE|: |EB|=2:1.

Trojihelnik ABC' mé obsah 27 hektari a tseckami FF, AD a DB je
rozdélen na Ctyti ¢asti. Urcete obsahy téchto Gty ¢asti. (V. Zdadnik)
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