Kapitola 4

Zaklady elementarni teorie cCisel

Elementarni teorie ¢isel se zabyva délitelnosti v oboru celych ¢&isel (Z) nebo
v oboru piirozenych ¢isel (N). Zakladnimi pojmy jsou prvocislo, &slo slo-
zené,, spole¢ny délitel a spoleény néasobek. Miizeme sem také zaradit také
pojmy jako sudé a liché ¢islo (slovensky ‘parne a nepérne), trojuhelnikové
¢islo, ¢tvercové ¢islo, ¢islo dokonalé, spratelena ¢isla, prvoéiselnd dvojcata a
podobné.

Co se tim mysli?

OBRAZKY

Jakymsi zdkladnim problémem je nalezeni feSeni rovnice ax = b v oboru
celych ¢isel, tzn. zajimaji nds pouze celoCiselna feseni. Celociselnym reSenim
rovnice 2z = 3 neni (pochopitelné) ¢islo 1, 5; tedy dané rovnice nema feSeni
v boru celych ¢isel, ale v oboru racionalnich (realnych, komplexnich ... ) ¢isel
samoziejmé ano.

V zapalu TeSeni rovnici nékdy zapominame, v jakém oboru jsme ji méli
fesit. Pro¢ viitbec omezovat vysledky déleni na celoCiselné, kdyz si napt. do-
kazeme pfedstavit, Ze kola¢ lze rozdélit na sedm dila? Napfiklad proto, Ze
praktické provedeni (rozkrajeni kolace na sedm stejnych nebo dokonce i jen
stejné velkych kouskt) neni tplné jednoduché.Podobné asi nelze dost dobie
rozdélit na sedminy plod lesni jahody nebo tfeba knihy. RozliSujme tedy
mezi délitelnosti, ktera se tyka vyhradné celych ¢&isel, a operaci délent, ktera
probiha v tom oboru, ktery si zvolime. Formalni definice délitelnosti vypada
nésledovné:

Definice 4.1 Nechfa, b jsou celd éisla. Rikdme, Ze éislo a je délitelné cislem
b prdavé tehdy, kdyZ existuje celé ¢islo q takové, Ze plati a = bq. Cislo a
nazgvdme q-ndsobkem (nebo jen ndsobkem) c¢isla b.

Lehce nahlédneme, Ze plati nésledujici tvrzeni:

Véta 4.2 (Zakladni postiehy) Pro libovolnd a,b,c € Z plati:
(a) Pokud a déli b a soucasné b déli ¢, pak také a déli c.
(b) Pokud a déli b a soucasné a déli ¢, pak a déli rozdil b — c.

(¢) Pro nenulovd c plati: a déli b prdvé tehdy kdyz ac déli be.
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(d) Pokud a déli b a b je kladné, pak a je mensi nebo rovno b.

Tato tvrzeni lze dokazat napriklad tak, Ze si zapiSeme b jako k-nasobek a
a analogicky c zapiSeme jako m-nésobek b, kde k£ a m jsou vhodnéa celé ¢&isla.
Tvrzeni (b) je zdkladem postupu zvaného Eukleidiv algoritmus (viz dale).
Dale plati véta:

Véta 4.3 (O déleni se zbytkem) Pro libovolné celé cislo a a pFirozené
¢islo m existugi pravé jedno celé ¢islo q a pravé jedno ¢islo v z mnoZiny cisel
{0,1,...(m — 1)} takovd, Ze plati: a = mq + r.

Zapis ¢isla pomoci véty o déleni se zbytkem. Piedchozi vétu lze dobie
vyuzit k tomu, abychom mohli odpovédét na otazky:

e Jaky zbytek po déleni davaji mocniny ¢isla, které po déleni Sesti dava
zbytek 17

e Jaky zbytek po déleni davaji mocniny ¢isla, které po déleni Sesti dava
zbytek 57

e Ukazte, Ze soucin tii po sobé jdoucich ¢isel je vzdy délitelny tiemi.

4.1 Znaky délitelnosti (zname &asto ze ZS)

Vs8echna pravidla uvadéné ve Skolské matematice jsou zaloZena na zéapisu
¢isel v desitkové soustavé pozicni soustavé. Tento zpuisob zapisu &isel se dnes
déti uei v prvni t¥idé ZS. Pouzivame p¥i ném deset cifer (0, ..., 9) a jejich
vyznam souvisi{ s mistem, které v ¢fselném zapisu zaujimaji: tak 910 je jiné
¢islo nez napt. 109. Jednotlivé cifry stoji na misté (zprava doleva) jednotek,
desitek, stovek, tisici atd.

Zapis cisla v pozi¢ni desitkové soustaveé. Cisla mizeme zapisovat riz-
nymi zpusoby. Podivame-li se do historie, najdeme tzv. pozicéni i tzv. ne-
pozi¢ni systémy, systémy se zékladem 10 (staroveéky Egypt), 20 (Mayové)
nebo 60 (Mezopotamie), systémy, které k vyjadreni ¢islic pouzivaji pismena
(starovéké Recko), &islice .

formadlni zapis:

a(n)-a(n-1)-\1ldots - a(1) - a(0) =
a x (10 na n) + \ldots + a(1l) x 10 + a(0)

Shriime nyni nékteré poznatky o délitelnosti, které znate ze zakladni a
stfedni skoly:

- délitelnost 10, 5, 2 ur¢ime podle posledni cifry.

- délitelnost 4, resp. 8 ur¢ime podle toho, zda je posledni dvojéisli
délitelné 4, resp. posledni trojéisli 8.

- délitelnost 3 a 9 ur¢ime pomoci ciferného souctu.
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Dikaz pravidla délitelnosti 3 a 9 (v desitkové pozi¢ni soustaveé):
V desitkové soustavé zapiSeme ¢islo obecné takto:

anl0™ + ap_110" 1 4+ - 4+ a910% + 4110 + ag

Je zfejmé, Zze 10a; = 9a,_1la,_1, kde 9a,_1 je délitelné 9, zatimco o
a1 to nevime. Analogicky se daji rozepsat ostatni ¢leny na nasobky deviti a
dané cifry, napi. 10%2as = 99as +as. Potom tedy kazdé ¢islo miizeme rozepsat
takto:

an-99...94a,-1-99...94+---+a2-994a1-9+a,+a,_1+---+as+ai+ag
Odtud je pfimo vidét, Ze

ap-99...94+a,-1:99...94+---4+a2-994+a1 -9

a o délitelnosti 3, resp. 9, rozhoduje délitelnost ciferného souctu 3, resp. 9.
Abychom zjistili, zda je dané ¢islo délitelné tfemi nebo deviti, staci zkoumat
délitelnost pfislusného ciferného souctu.

an+an71+"'+a2+a1+a0.

Tento postup mutzeme opakovat, dokud nedostaneme ¢islo, o jehoz déli-
telnosti tFfemi ¢i deviti dokdzeme rozhodnout na zakladé znalosti nasobilky.
Nejpozdé&ji muze proces skoncit v okamziku, kdy dostaneme jednociferny vy-
sledek.

Jako cvideni dokazte pravidla o délitelnosti vyse uvedena (10, 5, 2, 4 a 8)

Pro zajimavost uvedeme pravidla pro uréeni toho, zda je dané ¢&islo déli-
telné 7 nebo 11.

Délitelnost 7 lze urcit napt. takto: (Eva Davidova, Wichterlovo g., Ostrava-
Poruba)

(a) rozdil souctu ¢isel vzniklych ze ,sudych“ a ,lichych® trojic cifer je
délitelny 7,

(b) je-li 7 délitelny soucet nasobku &islic daného ¢isla odzadu postupné
¢isly 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, ldotst (atd., periodicky se opakuje), pak je
¢islo délitelné 7.

(c) rozdil dvou ¢isel, z nichZ prvni je tvofeno ¢islicemi daného ¢isla vy-
jma posledni a druhé je dvojnasobkem posledni ¢islice, je délitelny 7
(periodicky opakujeme, podobné jako kdyz pouzivame kritérium pro
deélitelnost 3 a 9).

Pouziva se pro ¢isla letenek nebo ¢isla zakdzek, odhali 94 procent nesrovnalosti

k tomu slouzi teorie kdédovani --- na konci ¢isla zakazky nebo letenky byva
tzv. kontrolni ¢islice --- rozmyslete si, Ze staci jedna Cislice.
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Procé to plati?

nap?. (c)

n=10a +b

je-1i a - 2b délitelné 7, pak
existuje m prirozené: a-2b=7Tm
Pak a = 7Tm + 2b, tedy 10a=70m+20b

jelikoZz n = 10a+b (pfedpoklad), pak 10a=n-b
ale je-1li a-2b=7m, pak také 10a= 70m +20b

dohromady: n-b=70m+20b, tedy n=70m+21b = 7(10m+3b)
tedy n je délitelné 7

Po pfecteni vyse uvedenych pravidel vznikd otazka, zda neni rychlejsi
dané ¢islo sedmi vydélit. U délitelnosti 11 vypadaji pravidla na prvni pohled
schidnéji:

Délitelnost 11 lze urcit tfemi zptisoby:
(a) rozdil sou¢tu ¢islic na sudych a lichych mistech je délitelny 11;
(b) soucet jednotlivych dvojéisli je délitelny 11;
(c) rozklad troj¢isli na sudych a lichych mistech délitelny 11.

K zamySleni:
Rozmyslete si, odkud se pocitaji trojcisli, ev. dvojcisli.
Nebo je to jedno?

Kontrola délitelnosti 11 se pouziva jako kontrolni znak pro rodna ¢isla
nebo ¢isla uctt. U rodnych &isel je prvnich Sest cifer uréeno pohlavim a datem
narozeni, dalsi dvé Cislice byvaly kodem pro misto narozeni a posledni dvé
¢islice byly kontrolni — byly doplnény tak, aby vysledek byl délitelny 11.

Je evidentni, Ze vySe uvedené pravidla nelze pouZzivat, pracujeme-li se
zépisem ¢isla v jiné nez nasi bézné, tedy desitkové pozi¢ni, soustavé.

Délitelnost 6, 15, a dalsimi sloZenymi ¢isly muzeme zkoumat na zakladé
délitelnosti nesoudélnymi &isly.

4.2 Prvocisla a ¢isla slozena. Zakladni véta aritme-
tiky.

Pojmy prvocislo a ¢islo slozené znate patrné jiz ze zakladni skoly. Pro nase
ucely budeme pouzivat nasledujici definici, ktera muze, ale nemusi, odpovidat
domu, jak jste si prvocisla definovali na zakladni ¢i stfedni 8kole. Budeme se
drzet dohody (konvence), ze ¢islo 1 neni prvoéislem (ale ani ¢islem slozenym).

Definice 4.4 (Prvocislo) Nechtp je prirozené cislo. Rikdme, Ze p je prvo-
¢islo, prdavé tehdy, kdyZ md p dva rizné prirozené délitele.
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¢islo slozené - vice nez dva ruzni kladni délitelé
zvlastni pripad - ¢islo 1

Samozrejmé pokud a déli b, pak také a déli -b; -a déli b; -a déli -b
trividlni délitelé: ¢isla 1 a -1

0 ma nekonecéné mnoho déliteud
ale nulou nelze délit

rikat, Ze nula déli pouze nulu miZe byt matouci,
ale podle definice je to tak:

pokud O=km,

pak je k = 0 nebo je m=0

(Poznamka: spojka "nebo" je zde vyuZzita tak, jak jste
se s ni seznamili ve vyrokové logice, napr. v predmétu
Zaklady matematiky: miZe nastat i situace, kdy k=0=m)

Tohoto tvrzeni vyuZivame napf. hledame-1i body na ose X,
v nichz dand funkce vyjadfend polynomem nabjyva hodnoty O

Pfinejmensim intuitivné znate nésledujici tvrzem’ﬂ

Véta 4.5 (Zakladni véta aritmetiky) KaZdé prirozeni ¢islo lze jednoznacné
vyjadrit ve tvaru soucinu mocnin proocisel.

Definice 4.6 (Nejvétsi spoleény délitel) Necht a, b jsou celd cisla. Celé
¢islo m, pro nez plati, Ze m déli a 1 Ze m déli b, se nazyvd spolecnym déli-
telem techto dvou cisel. Kladng spolecny délitel cisel a, b, ktery je délitelny
libovolnygm spolecnym délitelem téchto dvou cisel, se nazyvd jejich nejuétsim
spolecnym délitelem.

Analogicky lze definovat nejmensi spoleény nasobek dvou &isel:

Definice 4.7 (Nejmensi spoleény nasobek) Necht a, b jsou cela ¢isla.
Celé ¢cislo m, pro néz plati, Ze m je ndsobkem a i Ze m je ndsobkem b, se
nazyvd spolecnym ndsobkem téchto dvou cisel. Kladny spoleény ndsobek cisel
a, b, ktery je délitelem libovolného spolecného ndsobku téchto dvou cisel, se
nazyvd jejich neymensim spolecnym ndsobkem.

Zname-li nejvétsiho spole¢ného délitele, mizeme nejmensiho spole¢ného
délitele ur¢it pomoci néasledujici vét:

Véta 4.8 (Nejmensi spoleény nasobek) PODMINKY

(axb)
nsn(a,b) = —————
(a,) NSD(a, b)

! Je-li zakladni vét aritmetiky formulovana takto, pot¥ebujeme, aby 1 nebylo prvoéislo.
Na druhou stranu, kdyby 1 byla povazovéina za prvocislo, jisté bychom si s definici poradili;
napiiklad tak, Ze bychom do ni zahrnuli podminku, Ze Zzadné z prvocisel pouzitych v
rozkladu nesmi byt rovno 1. Jinymi slovy, to, Ze 1 nepovazujeme za prvodislo, je konvence.
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Nesoudélna dcisla

Dvé cisla jsou nesoudélnd, pokud
jejich nejvétSim spoleénjm délitelem je 1.
NSD (a, b) =1

NejvétsSi spolecny nésobek dvou
nesoudélnych Cisel je jejich soucin, tj.
nsn (a, b) =axb

4.3 Kongruence

Véta o déleni se zbytkem ndm déava tusit, Ze je mozné rozdélit vSechny cela

¢isla podle toho, jaky zbytek davaji po déleni jistym ¢islem m. Toto je spe-

cialni pripad relace zvané ekvivalence, kterd je na dané mnoziné reflexivni,

symetrickd a tranzitivni. Takova relace indukuje na mnoziné tzv. rozklad na

tzv. tiidy; v naSem piipadé se bude jednat o zbytkové t¥idy (modulo m).
Uvedme jako piiklad zbytokové tfidy modulo 5:

0) ...,-10,-5,0,5,10, ...
(1) ...,-9,-4,1,6,11, ...
(2) ...,-8,-3,2,7,12, ...
(3) ...,-7,-2,3,8,13, ...
(4) ...,-6,-1,4,9, 14, ...

X ok ok skok

Uvedme (zatim bez dikazu) nasledujici tvrzeni:

Véta 4.9 (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a, b existugi celd ¢isla x, y
takovd, Ze NSD(a,b) = ax + by.

Pak také plati, jakékoliv celé ¢islo tvaru az + by je nasobkem d.
Nez Bezoutovu vétu dokdZeme, uvedem si postup znamy jako
FEukleidiv algoritmus.

X X X X

4.4 Diofantické rovnice a Eukleidiv algoritmus

Obecné jsou jako diofantické (diofantovské) rovnice oznacovany vSechny rov-
nice (libovolného stupné a s libovolnym poétem neznamych), které maji ce-
lo¢iselné koeficienty a pro které maji vyznam jen celociselna feseni. Takovou
rovnici je tak i Pythagorova véta
2?4 y? =22

pokud hledame pouze celoéiselna feseni. Takovymi FeSenimi jsou napfi-
klad pythagorejské trojicex = 3,y =4,z = 5 nebo x = 5,y = 12,z = 13.

Diofantické rovnice lze nalézt v riznych starSich sbirkidch tloh, napt. v
této tloze ze sbirky Ulohy k bystieni mladiki Alcuina z Yorku, tj. z doby
kolem roku 800 naseho letopoctu:
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Uloha o kupci kupujicim sto zviFat (Alcuin, Propositiones, &. 38):
Néjaky muz chtél koupit sto zvitat za sto zlatych, pri¢emz ktun se kupuje za
trii zlaté, krava za jeden zlaty a 24 ovci za jeden zlaty. Rekni, kdo jsi s to,
kolik bylo koni, kolik krav a kolik ovci.

Reseni: sestavime dvé rovnice o trech neznédmych, v nichz x bude predsta-
vovat pocet koni, y pocet krav a z pocet ovci.

z+y+z = 100
z

3 — = 100
x+y+24

Druhou rovnici vynasobime 24 a prvni ¢islem —1

—r—y—z2 = —100
T2z + 24y +2 = 2400

Obé rovnice secteme a dostavame rovnici
Tlx + 23y = 2300,

z niz po vydéleni ¢islem 23 ziskdvame rovnici

71

737 + y = 100,

ktera bude mit celoc¢iselné feSeni pouze tehdy, bude-li x nasobkem 23. Pak
zfejmé y = 100 — %x Dosadime-li z = 23, vypoctem y = 29; odtud z = 48.
Dosaddime-li za x dalsi ndsobek 23, tedy 46, vyjde y zaporné, coz nevyhovuje
zadéani prikladu. Jedinou mozZnosti ndkupu zvirat je tedy koupé 23 koni (69
zlatych), 29 krav (29 zlatych) a 48 ovci (2 zlaté).

Nyni uvedeme postup feSeni nejjednodussi netrivialni diofantovské rov-
nice (jednodussi je jen linearni rovnice o jedné neznamé, tj. rovnice tvaru
ax = b, u niz je podminka TFeSitelnosti v oboru celych ¢&isel zfejma: ¢islo b

musi byt ndsobkem ¢isla a.

Linearni diofantovskou rovnici o dvou neznamych nazveme rovnici
tvaru ax + by = ¢, kde a,b, ¢ jsou cela ¢isla a hledame pouze celoc¢iselna
feSeni (z,z € Z, ne nutné kladna). Zda méa tato rovnice TeSeni lze zjistt
pomoci nésledujici véty:

Véta 4.10 Linedrni diofantovskd rovnice ax + by = ¢ (a,b,c € Z ) md
alespoti jedno (celociselné) Fesend pravé tehdy, kdyz ¢ je ndsobkem nejvétsiho
spolecného délitele cisel a,b.

Poznamka: Predchozi véta mé tvar ekvivalence A < B, mizeme tedy ¥ici,
Ze B je nutnou a také dostate¢nou podminkou pro A (tedy feSitelnost dio-
fantovské rovnice). V predmétu Zaklady matematiky jste si fekli, Ze obecné
v implikaci A = B plati, Ze B je nutnou podminkou pro A. Platnost této
implikace (,zleva doprava®) je zfejmé, totiz rovnice ax + by = ¢ nemiize mit
feSeni v oboru celych ¢&isel, pokud prava strana neni nasobkem nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a a b.
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Pokud plati i opacna implikace, tj. B = A, tedy pokud z toho, Ze prava
strana rovnice je nasobkem nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a b, piimo
plyne existence celo¢iselného Teseni rovnice, nazyvime B podminkou dosta-
tecnou; dohromady potom jde o podminku nutnou a dostatecnou.

Uvedme nyni piiklad diofantovské rovnice a postupu nalezeni jejich fe-
Seni.

Piiklad 4.11 Reste v oboru celych ¢&isel rovnice

(a) 2z+3y =1
(b) x4+ 3y =4
(c) 3z + 11y = 28

Reseni: Néjaké Teseni dokazeme ve vSech pripadech odhadnout:
(a)
(b)
(¢c) z=2y=2neboxr =13y =—1

8
I

—1l,y=1nebor=2y=-1

8
I

l,y=1nebozx =7y = -1

Co maji tato feSeni spole¢ného a jak najdeme v8echna? To ukaZzeme za chvili.

Poznamka: Dtikaz néasledujici véty podavéa navod, jak najit nejvétsiho spo-
le¢ného délitele dvou &isel P

Vétu [.10] mizeme prefprmulovat pro libovolny poéet nesoudélnijch ne-
znamych. Je-li totiz prava i leva strana rovnice délitelna nejvétsim spoleénym
délitelem koeficienti na levé strané, pak miZzeme timto ¢islem vydélit pravou
i levou stranu.

Véta 4.12 Linedrni diofantovskd rovnice

a1T1 + a2 + - - - ATy = C,
kde a; € Z a nejuétsi spolecny délitel koeficientd a; je roven 1, md viZdy
celociselné Teseni. Vsechna celociselnd Tesent této rovnice lze popsat pomoci

n — 1 celociselnijch parametri.

zopakujte si, co vite z kongruencich
z predmétu Zaklady matematiky

2Pro zajimavost: z hlediska filosofie matematiky miiZeme rozligovat mezi dikazy
existence a dikazy pomoci pomoci konstrukce daného objektu (v tomto p¥ipadé jde o
nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele). Eukleidiv algoritmus d4va navod, jak nalézt nej-
vétsiho spoleéného délitele, a tim déava i dikaz o jeho existenci pro ibovolna dvé cela ¢isla;
naopak to neplati: je-li ndm znamo, Ze jisty objekt existuje, neznamené to, Ze jej umime
najit.
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Dikaz: K dukazu této véty vyuZijeme vlastnostni zvané kongruence, tj.
vyjadieni, ze dva vyrazy davaji stejny zbytek po déleni danym ¢islem (tzv.
modulem). Pfipomenmé, Ze zapis a = b( mod m) ¢teme ,a je kongruentni
s b modulo m“.

P1i dikazu budeme postupovat matematickou indukci vzhledem k poctu
nezndmych. Pro jednu neznamou dostéavame rovnici ajz = 1. Podminka
NSD(a) = 1 znamen4, ze a; muze nabyvat hodnot 1 nebo —1.Pro kazdou z
téchto hodnot méa rovnice jediné feseni, které nezavisi na zadném parametru
(ve shodé s tvrzenim véty, nebot (n-1)=(1-1)=0).

Piedpokladame tedy, Ze pocet neznamych v rovnici je alespon 2 (n > 2).
Potom pro libovolné feSeni musi platit:

a1x1 + agre + -+ - apxy, = ¢ mod d),

kde d je nejvétsi spolecny délitel koeficientt aq, aso, . . ., ap—1. Musi tedy platit
také kongruence
anTy = c¢( mod d)

(od levé strany kongruence jsme odecetli nasobek ¢isla d, tedy zbytek po
déleni pravé a levé strany ¢islem d se nezménil). Podle predpokldau jsou
¢isla a, a d nesoudélna, tedy plati:

T, =k+d-t,

kde k je vhodné celé ¢islo a t je libovolné celé ¢islo. Tim je dikaz hotov,
nebot rovnice s (n — 1) neznamymi mé podle predpokladu feSeni zavislé na
(n — 2) parametrech, a my jsme pravé vyjadfili n-tou neznamou s pomoci
parametru ¢, tedy méame vSechna FeSeni dané rovnice vyjadrena pomoci (n —
1) parametri.

Postup nyni ukdZeme na konkrétnim piikladu:
Piiklad 4.13 Reste v oboru celych ¢&isel rovnici
(d) 3z +Ty=2
Reseni: Podle piedchozi véty musi platit:
3z + Ty =2( mod 3),

tedy 7y = 2( mod 3).

Dalsimi upravami ziskdvame: y = 2( mod 3), a tedy y = 2 + 3t (slovné
vyjadifme: y dava po déleni tfemi zbytek 2).

Dosadime do pivodni rovnice:

32+ 7(2+ 3t) = 2

a odtud
3r=2—14 - 21t = —12 — 21¢,

tedy
r=4-—"Tt.

Regenim rovnice jsou vichny dvojice celych ¢isel tvaru [4 — 7t;2 + 3t], kde ¢
je libovolné celé ¢islo.
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Postup zvany Eukleidiav algoritmus se pouzivéa k hledéni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele dvou ¢&isel. Vyuzivame pii ném (zfejmého?!?) k tvrzeni z
predchoziho odstavce:

(b) Pokud a déli b a soucasné a déli ¢, pak a déli rozdil b-c.

Je vypocetné jednodussi nez hledani NSD pomoci rozkladu ¢isla na pr-
vocisla, o jejichz existenci jsme se v ramci tohoto textu dosud nezminili. Pro
vypocet NSD pomoci Eukleidova algoritmu tento pojem ani nepotiebujeme.

XXX

4.5 Ulohy na zbytkové tiidy (diikazy)
Cviceni 4.14 Dokazte: 2. mocnina lichého ¢isla ddvd po déleni 4 zbytek 1.

Cviceni 4.15 Dokazte: 2. mocnina ndsobku 3 ddvd po déleni 9 zbytek O nebo
3 nebo ©.

Cvi€eni 4.16 Necht m je prvocislo. Dokazte, Ze m nedéli (m — 1)!.

Cviceni 4.17 Necht m je cislo sloZené. Dokazle, Ze m déli (m — 1)!.
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