
MA0005 Algebra 2, 5. seminá̌r
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Literatura
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Maticový zápis SLR

Mějme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x2 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2y + · · ·+ amnxn = bm

kde m, n ∈ N.

Maticový zápis soustavy

Matici

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn


nazýváme matićı systému SLR.
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am1x1 + am2y + · · ·+ amnxn = bm

kde m, n ∈ N.

Rozš́ı̌rená matice SLR

Matici

A|b =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm


nazýváme rozš́ı̌renou matićı systému SLR.
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Hodnost matice, elementárńı řádkové úpravy

Hodnost matice

Hodnost́ı matice A (typu m × n) rozuḿıme počet lineárně nezávislých
řádk̊u matice A. Ṕı̌seme h(A).

Elementárńı řádkové úpravy

Elementárńımi řádkovými úpravami matice, resp. samotného SLR jsou:

1 vynásobeńı řádku (rovnice) nenulovým reálným č́ıslem,

2 výměna pǒrad́ı dvou řádk̊u (rovnic),

3 p̌ričteńı násobku jiného řádku (rovnice) k danému řádku (rovnici).

Důležitá poznámka: Elementárńı řádkové úpravy nezměńı hodnot matice,
resp. nezpůsob́ı změnu řešeńı SLR.
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Schodový tvar matice

Schodový tvar matice

V každém daľśım řádku je zleva v́ıce nul než v tom p̌redchoźım, p̌ŕıpadně
je celý daľśı řádek nulový.

Poznámka: p̌revodem na schodový tvar pomoćı elementárńıch řádkových
úprav zjist́ıme hodnost zadané matice. Hodnost matice je počet
nenulových řádk̊u ve schodovém tvaru, který vznikne ze zadané matice
elementárńımi řádkovými úpravami.

Př́ıklad 1: rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı matice ve schodovém tvaru. 1 2 3 9
0 0 5 3
0 1 3 6

  0 0 0 9
0 0 5 3
0 1 3 6

  1 2 3 9
0 7 5 3
0 0 3 6
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(a)

A =


0 4 10 1
4 8 18 7

10 18 40 17
1 7 17 3


(b)

A =


2 −4 8 0 4
3 −6 1 4 −3
−4 2 5 −1 7
5 −4 −12 5 −14



Výsledky: (a) h(A) = 2, (b) h(A) = 3.
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(c)

A =



3 −1 2
4 1 1
1 2 −1
−2 3 −3
5 3 0
1 −5 4


(d)

A =



2 1 3 4 6
3 −2 1 −3 −2
7 0 7 5 10
−4 5 1 10 10
5 −1 4 1 4
8 −3 5 −2 2



Výsledky: (c) h(A) = 2, (d) h(A) = 2.
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(c)

A =
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1 −5 4


(d)

A =



2 1 3 4 6
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5 −1 4 1 4
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(c)

A =



3 −1 2
4 1 1
1 2 −1
−2 3 −3
5 3 0
1 −5 4


(d)

A =



2 1 3 4 6
3 −2 1 −3 −2
7 0 7 5 10
−4 5 1 10 10
5 −1 4 1 4
8 −3 5 −2 2


Výsledky: (c) h(A) = 2, (d) h(A) = 2.
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Soustavy ťŕı lineárńıch rovnic o ťrech neznámých

Mějme následuj́ıćı soustavu ťŕı rovnic:

a11x + a12y + a13z = b1

a21x + a22y + a23z = b2

a31x + a32y + a33z = b3

Rovnice definuj́ı ťri roviny, u nichž řešeńım SLR urč́ıme vzájemnou polohu.

Počet řešeńı soustavy

Soustava lineárńıch rovnic (SLR) o 3 neznámých

(a) má právě jedno řešeńı, je-li h(A) = h(A|b) = 3 (roviny se prot́ınaj́ı
v jednom bodu);

(b) má nekonečně mnoho řešeńı, je-li h(A) = h(A|b) < 3 (roviny se
prot́ınaj́ı bud’ v jedné p̌ŕımce, když h(A) = h(A|b) = 2, nebo splývaj́ı
v jednu rovinu, je-li h(A) = h(A|b) = 1);

(c) nemá řešeńı, je-li h(A) 6= h(A|b) (geometricky to může vyj́ıt r̊uzně).
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Vzájemná poloha ťŕı rovin

Vzájemná poloha ťŕı rovin

1 všechny ťri roviny jsou rovnoběžné a nemaj́ı pr̊useč́ık, ani pr̊usečnici

2 dvě roviny jsou rovnoběžné a ťret́ı je prot́ıná ve dvou rovnoběžných
pr̊usečnićıch

3 všechny jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se v jedné pr̊usečnici
(svazek rovin)

4 všechny jsou r̊uznoběžné a po dvou se prot́ınaj́ı v pr̊usečnici
(tyto ťri pr̊usečnice jsou rovnoběžné)

5 všechny jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se v jednom bodě (trs rovin)

6 všechny ťri roviny splývaj́ı v jednu

Ilustrace prvńıch pěti p̌ŕıpadů jsou dostupné na této stránce.
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Vzájemná poloha ťŕı rovin

Př́ıklad 15.6.40: Vyšeťrete vzájemnou polohu ťŕı rovin.

a) %1 : 2x − y + z − 5 = 0, σ1 : x + y + 3z − 6 = 0,
τ1 : 3x + 2y − 4z + 7 = 0

b) %2 : x + y + z − 3 = 0, σ2 : 3x − 2y + z − 8 = 0,
τ2 : 4x − y + 2z + 1 = 0

c) %3 : x − y + 2z − 1 = 0, σ3 : x + 2y − z + 2 = 0,
τ3 : x − 2y + 3z − 2 = 0

d) %4 : x + y − z − 1 = 0, σ4 : x + y + z + 2 = 0,
τ4 : 2x + 2y − 2z + 1 = 0

Výsledky:
a) ťri r̊uznoběžné roviny, společný bod P[1;−1; 2],
b) ťri r̊uznoběžné roviny, žádný společný bod,
c) ťri r̊uznoběžné roviny, společná p̌ŕımka p = {[t;−1− t;−t], t ∈ R},
d) dvě rovnoběžné roviny, ťret́ı je s nimi r̊uznoběžná.
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Gaussova eliminačńı metoda

Věta (Frobenius – Kronecker – Capelli): SLR má nějaké (alespoň
jedno) řešeńı ⇐⇒ h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminačńı metoda

Při řešeńı SLR o m řádćıch a n (m, n ∈ N) neznámých postupujeme takto:

1 Převedeme SLR na rozš́ı̌renou matici systému A|b.

2 Převedeme matici A|b na schodový tvar.

3 Je-li h(A) 6= h(A|b), nemá SLR řešeńı.

4 V opačném p̌ŕıpadě stanov́ıme počet parametr̊u jako n − h(A|b).

Je-li n − h(A|b) = 0, pak má SLR právě jedno řešeńı.
Je-li n − h(A|b) > 0, pak n − h(A|b) neznámým “uvážlivě” p̌rǐrad́ıme
parametr, ostatńı neznámé vyjáďŕıme pomoćı těchto parametr̊u ze
zbývaj́ıćıch rovnic.
V obou p̌ŕıpadech postupujeme tzv. zpětným chodem, tj. bereme
rovnice zdola a voĺıme za parametry počet neznámých v dané rovnici
MINUS jedna, abychom posledńı neznámou v každé rovnici mohli
dopoč́ıtat pomoćı ostatńıch neznámých – parametr̊u.
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Je-li n − h(A|b) = 0, pak má SLR právě jedno řešeńı.
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Př́ıklad 5.1.B1

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
3x1 + 2x2 + x3 = 5
2x1 + 3x2 + x3 = 1
2x1 + x2 + 3x3 = 11

(c)
3x1 − x2 − x3 − 2x4 = −4
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = −3
2x1 + 3x2 − x3 − x4 = −6
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = −4

Výsledky: (a) (2,−2, 3), (c) (−1,−1, 0, 1).
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Př́ıklad 5.1.B2

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
5x1 − 9x2 + 5x3 = 1
2x1 + 3x2 + 3x3 = 2
x1 + 8x2 + = 1
x1 − 2x2 + x3 = 0

(c)
2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7
2x1 + 6x2 + 8x3 + 3x4 = 3
x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 2

3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12
5x1 + 7x2 + 9x3 + 2x4 = 20

Výsledky: (a) SLR nemá řešeńı, (c) SLR nemá řešeńı.
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Př́ıklad 5.1.B2
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Př́ıklad 5.1.B2
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Př́ıklad 5.1.B3

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
2x1 − 3x2 + 2x3 = 1
x1 − 2x2 + x3 = 0

5x1 − 9x2 + 5x3 = 1

(c)
x2 + x4 = 1

3x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 = −2
x1 + x2 − x3 + x4 = 2
x1 − x3 = 1

Výsledky: (a) {(2− t, 1, t), t ∈ R},
(c) {(1 + t, 3

2 , t,−
1
2 ), t ∈ R}.
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Dodatečný p̌ŕıklad

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

x2 + x4 = 1
3x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 = −2
x1 + x2 − x3 + x4 = 2

3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12
x1 − x3 = 1

Výsledek: ( 5
2 ; 3

2 ;− 1
20 ;−1

2 )
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