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Náplň cvičeńı
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Determinant

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.
Co je to determinant matice M?

Determinant

Determinant čtvercové matice M řádu n× n je č́ıslo, které je dáno vzorcem

|M| =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)N(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · . . . · an,jn

kde (j1, j2, . . . , jn) je libovolná permutace sloupcových index̊u z množiny
{1, 2, . . . , n} a N(j1, j2, . . . , jn) je počet inverźı v dané permutaci.

Důležité otázky:
Co je to permutace konečné množiny {1, 2, . . . , n}?
Co je to inverze v dané permutaci?

Lukáš Másilko 7. cvičeńı 9. 11. 2021 3 / 17



Determinant

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.
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|M| =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)N(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · . . . · an,jn
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Inverze v permutaci

Př́ıklad: Mějme matici

M =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



Vezměme v každém řádku a každém sloupci matice M jeden prvek, nap̌r.
a13, a24, a32, a41. Sloupcové indexy prvk̊u se prohodily dle permutace
p = (3, 4, 2, 1).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvk̊u a, b taková, že a < b a zároveň
p(a) > p(b).

Kolik inverźı najdete v permutaci p = (3, 4, 2, 1)?

Celkem 5, nap̌r. p(1) = 3 > 2 = p(3).
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a13, a24, a32, a41. Sloupcové indexy prvk̊u se prohodily dle permutace
p = (3, 4, 2, 1).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvk̊u a, b taková, že a < b a zároveň
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Př́ıklad: Mějme matici

M =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44


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Geometrický význam inverze

Př́ıklad: Mějme matici

M =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



Které prvky určuj́ı hlavńı diagonálu? A které vedleǰśı diagonálu?

Vezměme opět v každém řádku a každém sloupci matice M jeden prvek,
znovu nap̌r. a13, a24, a32, a41. Propojte tyto prvky čarou, každý s každým.

Otázka: Kolik hran má sklon “p̌ŕıbuzný” s vedleǰśı diagonálou?
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Př́ıklad 4.2.B5

Užit́ım pouze definice determinantu spočtěte:

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

0 0 a23 0
a31 0 a33 a34

a41 0 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −a12 · a23 · a34 · a41, (b) 0.
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Užit́ım pouze definice determinantu spočtěte:
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Výsledky: (a) −a12 · a23 · a34 · a41,

(b) 0.
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Výpočet determinantu matice řádu 2 a 3

Kř́ıžové pravidlo: Determinant čtvercové matice (̌rádu 2)

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
je roven č́ıslu a11 · a22 + a12 · a21

(tj. součin prvk̊u na hlavńı diagonále − součin prvk̊u na vedleǰśı diagonále).

Sarusovo pravidlo: slouž́ı pro výpočet determinantu matice řádu 3.
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je roven č́ıslu a11 · a22 + a12 · a21
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A =

(
a11 a12

a21 a22

)
je roven č́ıslu a11 · a22 + a12 · a21
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Důležitá pravidla pro výpočet determinantu

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.

1 |M| = |MT |, kde MT je transponovaná matice M.

2 Jestliže matice M ′ vznikne z matice M výměnou dvou řádk̊u, pak
|M| = −|M ′|.

3 Jestliže matice M ′ vznikne z matice M vynásobeńım některého řádku
nenulovým č́ıslem k ∈ R− {0}, pak |M| = 1

k · |M
′|.

4 Determinant matice M se nezměńı, p̌ričteme-li k některému řádku
nenulový k-násobek jiného řádku (k ∈ R− {0}).

Důležité d̊usledky:

Determinant matice M se dvěma stejnými řádky je roven 0.

Determinant matice M obsahuj́ıćı nulový řádek je roven 0.

Je-li některý řádek matice M lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak
|M| = 0.
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|M| = 0.
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Laplace̊uv rozvoj determinantu

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.

Rozvoj podle k-tého řádku:

|M| =
n∑

j=1

(−1)k+j · akj · |Mkj |,

kde Mkj jsou matice vzniklé z M vypuštěńım k-tého řádku a j-tého
sloupce.

Rozvoj podle l-tého sloupce:

|M| =
n∑

i=1

(−1)i+l · ail · |Mil |,

kde Mil jsou matice vzniklé z M vypuštěńım i-tého řádku a l-tého sloupce.
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Př́ıklad 4.2.B11

Spočtěte determinant

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1 −2
−3 −5 2 0
2 1 −2 −4
−1 0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −195, (b) 18.
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Př́ıklad 4.2.B11

Spočtěte determinant

(c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 2 −1
−4 3 2 −1 1
3 5 −2 1 −2
2 2 −1 3 −1
−1 2 3 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(d) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
1 2 1 0 2
0 2 2 1 1
2 1 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −28, (b) 30.
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Př́ıklad 4.2.B11

Spočtěte determinant

(c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Př́ıklad 4.2.B12

Pouze užit́ım Laplaceova rozvoje a definice determinantu spočtěte:

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 0 0
4 3 2 1 0 0
1 2 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −105, (b) −18.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Mějme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:
a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Řešeńı této soustavy lze vypoč́ıtat takto:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

,

kde následuj́ıćı determinanty spoč́ıtáme ǩŕıžovým pravidlem:

|A| =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ |A1| =

∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ |A2| =

∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Mějme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Řešeńı této soustavy lze vypoč́ıtat takto:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

, x3 =
|A3|
|A|

kde následuj́ıćı determinanty spoč́ıtáme Sarusovým pravidlem:

|A1| =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A2| =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A3| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.30]:

(a) 7x − 3y = 15
5x + 6y = 27

(b) 3x + 2y = 20
2x + 3y = 20

(c) 3(x − 2) + 2y = x + y
4x + 5(y + x) = 3x − 6

(e) x − 5y = 7
x − 5y = 6

(f) 2x − 3y = 5
4x − 6y = 10

Výsledky: (a) [3; 2], (b) [4; 4], (c) [9;−12], (e) nelze spoč́ıtat
Cramerovým pravidlem, (f) nelze spoč́ıtat Cramerovým pravidlem.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.31]:

(a) x + y + 2z = −1
2x − y + 2z = −4
4x + y + 4z = −2

(b) 2x + 3y + z = 15
7x − y + z = 9
x + 2y + z = 9

(c) 2x + y − z = 0
4x + 2y + z = 0
x − y + 3z = 0

Výsledky: (a) [1; 2;−2], (b) [2; 4;−1], (c) [0; 0; 0].
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.31]:

(d) 2x − y = 6
y + 4z = 8
x − z = 1

(e) 2x + y − z = 0
x + y + 2z = 4
4x + 3y + 3z = 5

(f) 3x + 2y + z = 3
x + y + z = 2
4x + 3y + 2z = 5

Výsledky: (a) [3; 0; 2], (b) nelze spoč́ıtat Cramerovým pravidlem, (c) nelze
spoč́ıtat Cramerovým pravidlem.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.31]:

(d) 2x − y = 6
y + 4z = 8
x − z = 1

(e) 2x + y − z = 0
x + y + 2z = 4
4x + 3y + 3z = 5

(f) 3x + 2y + z = 3
x + y + z = 2
4x + 3y + 2z = 5

Výsledky: (a) [3; 0; 2], (b) nelze spoč́ıtat Cramerovým pravidlem, (c) nelze
spoč́ıtat Cramerovým pravidlem.
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