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Napli cviceni

Determinant matice
m Inverze v permutaci
m Vypolet determinantu matice ¥ddu 2 a 3
m Dilezitd pravidla pro vypoclet determinantu
m Laplacellv rozvoj determinantu
m Pt¥iklady na vypocet determinantu
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Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?
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Determinant

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?

Determinant

Determinant ¢tvercové matice M ¥adu n X n je &islo, které je dano vzorcem
_ E N(j1:j25---4jn) . . .
’M’— (_1) eary @y e dng,
(714f2,---1jn)

kde (j1,/2,---,Jn) je libovolnd permutace sloupcovych indexi z mnoZiny
{1,2,...,n} a N(j1,J2,--.,Jn) je polet inverzi v dané permutaci.
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Determinant

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?

Determinant
Determinant ¢tvercové matice M ¥adu n X n je &islo, které je dano vzorcem

M= > (VBRI gy a g an,
(J1:/2,-++udn)

kde (j1,/2,---,Jn) je libovolnd permutace sloupcovych indexi z mnoZiny
{1,2,...,n} a N(j1,J2,--.,Jn) je polet inverzi v dané permutaci.

DiileZité otazky:
Co je to permutace kone&né mnoziny {1,2,...,n}?
Co je to inverze v dané permutaci?
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In v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-

Kolik inverzi najdete v permutaci p = (3,4,2,1)?
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-

Kolik inverzi najdete v permutaci p = (3,4,2,1)?
Celkem 5, napt. p(1) =3 > 2 = p(3).
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

di1 412 413 di4
a a a a
M — 21 d22 a3 az
d31 432 4a33 4as
d41 442 a43 444
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?

Vezméme opét v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek,
znovu napr. ais, ana, asz, as1. Propojte tyto prvky &arou, kazdy s kaZzdym.
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?

Vezméme opét v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek,
znovu napr. ais, ana, asz, as1. Propojte tyto prvky &arou, kazdy s kaZzdym.

Otazka: Kolik hran ma sklon “p¥ibuzny” s vedlejsi diagonalou?
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
a1 a2 a3 au
0 0 djn3 0
a1z 0 a3z amu
az1 0 a3 O
(b)

a11 412 4d13 di4 dis
dp1 a2 423 424 as

da31 dads2 0 0 0
d4q1 a4 0 0 0
ds1 ds2 0 0 0
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
ail ap a3 a4
0 0 djn3 0
a1 0 a3z az
az1 0 a3 O
(b)

a11 412 4d13 di4 dis
dp1 a2 423 424 as

da31 dads2 0 0 0
d4q1 a4 0 0 0
ds1 ds2 0 0 0

Vysledky: (a) —a12 - a3 - a34 - a41,
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
ail ap a3 a4
0 0 djn3 0
a1 0 a3z az
az1 0 a3 O
(b)

di1 d12 4d13 di4 4dis

a1 a2 d23 d24 4dx

da31 dads2 0 0 0

d4q1 a4 0 0 0

ds1 ds2 0 0 0
)

Vysledky: (a) —a12 - a23 - a34 - as1, (b) 0.
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

ajp a
A— 11 a1
ar  ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. soutin prvkii na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

ajp a
A— 11 a1
ar  ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. soutin prvkii na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypocet determinantu matice ¥adu 3.
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

a1 a
A— 11 a1
a ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. soucin prvki na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypocet determinantu matice ¥adu 3.

a1l d12 a3
dp1 a2 a3 | =
a3l 4a32 ass
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

ail a2
A=
a  ax
je roven &islu arp - ax + a2 - a1

(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

dilr 412 4a13
ap1 dx a3 | =
d31 432 433

= a11a22a33+
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 413
dp1 4822 a3 | =
d31 432 4a33

= a11a22a33 + a13a21432
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 4a13
ap1 dx azz | =
d31 432 4a33

= 211822333 + a13a21a32 + 312323331
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

dil1 412 4a13
ap1 dx a3 | =
a31 432 4a33

= 211822833 + a13a21432 + 312323331 — a134a22a31
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 4a13
ap1 dx az | =
d31 432 4a33

= 211822833 + a13a21a32 + 312823431 — a134822a31 — 311323432
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu agg - axp + a12 - an1
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 413
ap1 dx a3 | =
d31 432 4a33

= 311822333 + 313321832 + 3123233831 — 313322831 — 11323432 — 312321433
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

M| = |MT]|, kde MT je transponovana matice M.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vymé&nou dvou ¥adkd, pak
M| = —IM'].

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = ¢ - M.

Determinant matice M se nezméni, p¥i¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

M| = |MT]|, kde MT je transponovana matice M.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vymé&nou dvou ¥adkd, pak
(M| = —|M|.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = ¢ - M.

Determinant matice M se nezméni, p¥i¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).

Diilezité dasledky:
m Determinant matice M se dvéma stejnymi Fadky je roven 0.
m Determinant matice M obsahujici nulovy ¥adek je roven 0.

m Je-li néktery ¥adek matice M linedrni kombinaci ostatnich, pak
M| = 0.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku:

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého
sloupce.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku:

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého
sloupce.

Rozvoj podle /-tého sloupce:

M= (1) a5 - | My,

i=1

|
A

kde M jsou matice vzniklé z M vypusténim i-tého ¥adku a /-tého sloupce.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195,
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195, (b) 18.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (a) —28,

Lukas Masilko 7. cviteni 9. 11. 2021 11 /17



Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (a) —28, (b) 30.
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 0 90
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 0 90
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105,
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 0 90
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105, (b) —18.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Mé&jme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
ai1xi + apxe = by
axxi + axnxa = b

Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Redeni této soustavy lze vypoditat takto:

Ll 1Al
Al Al

kde ndsledujici determinanty spoéitdme kFizovym pravidlem:

ain b

a1 b

b1 a1
by ax

11 412

a
A= 2
21 a2

|Az| =

=
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamy

Mé&jme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
aiixi + apxe + aizxz = by
a2 X1 + axnxo + axnx3 = by
as1xi + axe + azxz = bs

Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 nezndmych

Redeni této soustavy lze vypoditat takto:

N YR 1
Al Al |A|

kde nasledujici determinanty spo&itdme Sarusovym pravidlem:

b1 ap a3 air b1 a3 ain ane b
A1l =| b2 ax a3 |, |A2]=|ax b a3 |, |As]=|ax ax b
b3 a3 a3z a1 b3 ass a3 axp b3

v
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Pomoci Cramerova pravidla YeSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,

2.16.30]:

(a) 7x—3y =15
5x + 6y =27

(b) 3x+2y =20
2x 4+ 3y =20

(€) 3(x=2)+2y =x+y
Ax +5(y +x)=3x—6

() x=5by=7
x—5y =26
(f) 2x—3y =5

4x — b6y =10
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Pomoci Cramerova pravidla YeSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.30]:

(a) 7x—3y =15

5x + 6y =27
(b) 3x+2y =20
2x 43y =20

(€) 3(x=2)+2y =x+y
Ax +5(y +x)=3x—6
() x=5by=7
x—5y =26
(f) 2x—3y =5
4x — b6y =10
Vysledky: (a) [3;2], (b) [4; 4], (c) [9; —12], (e) nelze spotitat
Cramerovym pravidlem, (f) nelze spotitat Cramerovym pravidlem.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla ¥eSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(@) x+y+2z=-1
2x —y+2z=—-4
Ax+y+4z=-2

(b) 2x 43y +2z=15
xX—y+z=9
X+2y+z=9

(c)2x+y—z=0
dx +2y +2z=0
x—y+3z=0

Lukas Masilko 7. cviteni 9. 11. 2021 16 / 17



Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla ¥eSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(@) x+y+2z=-1
2x —y+2z=—-4
Ax+y+4z=-2
(b) 2x 43y +2z=15
xX—y+z=9
X+2y+z=9
(c)2x+y—z=0
4x4+2y4+2z=0
x—y+3z=0
Vysledky: (a) [1;2; —2], (b) [2;4; —1], (c) [0;0;0].
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavy rovnic ([Petdkova,

2.16.31]:

(d) 2x—y =6
y+dz=
X—z=

(e) 2x+y—z=0
X+y+2z=4

4x 43y +3z=5H
(f) 3x+2y+2z=3

X+y+z=2

4x+3y +2z=5
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavy rovnic ([Petdkova,
2.16.31]:

(d) 2x—y =6
y+dz=
X—z=

(e) 2x+y—z=0
X+y+2z=4

4x 43y +3z=5H
(f) 3x+2y+2z=3

X+y+z=2

4x+3y +2z=5
Vysledky: (a) [3;0; 2], (b) nelze spotitat Cramerovym pravidlem, (c) nelze
spocitat Cramerovym pravidlem.
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