
Kapitola 1

Integrál

1.1 Úvod

V kurzu Matematická analýza 1 jsme se seznámili s pojmem derivace, naučili se
derivovat některé elementárńı funkce a řekli si též některé aplikace derivaćı. Jednou
z nich byla i aplikace fyzikálńı, a to v(t) = s′(t)—slovy okamžitá rychlost je prvńı
derivaćı dráhy podle času. Je-li nám známo jak se měńı dráha pohybuj́ıćıho se tělesa
v závislosti na čase, snadno spoč́ıtáme, jakou rychlost́ı se hmotný bod v daném
čase pohybuje. Co když však známe závislost okamžité rychlosti na čase a neznáme
dráhu? Z fyziky v́ıme, že u pohybu rovnoměrně zrychleného plat́ı pro rychlost vztah
v = at, kde a je zrychleńı; pro tento typ pohybu se jedná o konstantu. Vı́me, že
dráha pohybu rovnoměrně zrychleného je dána vztahem s = 1

2
at2 + s0, kde s0 je

konstanta, jej́ıž fyzikálńı význam je dráha v čase t = 0. Snadno se přesvědč́ıme, že
s′(t) = v(t) = at.

Zamysleme se však nad problémém trochu z jiné stránky. Zopakujme si, co je
zadáno, je to vlastně rovnice, nebot’ znaménko rovná se pominout nelze. Máme
s′(t) = a.t, tato rovnice obsahuje zprava nezávisle proměnnou t, konstantu a a
prvńı derivaci závisle proměnné s(t). Posledńı položka je kĺıčová, my funkce s(t)
neznáme, hledáme ji. Takovým rovnićım, které obsahuj́ı derivaci/ce jisté neznámé
funkce budeme nazývat rovnic

Def. 1.1 Necht’ F (x) a f(x) jsou funkce definované v otevřeném intervalu I. Funkci
F (x) nazýváme funkćı primitivńı k funkci f(x), jestlǐze pro všechna x ∈ I plat́ı
F ′(x) = f(x).

Z úvodńıch poznámek nám plyne rovněž naše prvńı věta, kterou si jistě sami
dokážete coby cvičeńı.

Věta 1.1 Necht’ F (x) je primitivńı funkćı k funkci f(x). Pak i libovolná funkce
G(x) = F (x) + c, kde c ∈ R je libovolná konstanta, je funkćı primitivńı k funkci
f(x).

K této větě uvedu dvě poznámky. Graf primitivńı funkce G(x) vznikne posu-
nut́ım grafu funkce F (x) o c ve směru osy y. Mezi množinou všech primitivńıch
funkćı k f(x) a množinou R existuje bijekce. V předmětu Teorie množin se pak
dozv́ıte, že tyto množiny maj́ı stejnou mohutnost, ale to poněkud předb́ıhám.

Je namı́stě situaci z předchoźı věty nějak pojmenovat.
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Def. 1.2 Množinu všech funkćı primitivńıch k funkci f(x) nazýváme neurčitým
integrálem funkce f(x) v intervalu I. Ṕı̌seme∫

f(x)dx = F (x) + c, x ∈ I

Funkci f(x) nazýváme integrandem, symbol
∫

integračńım znakem. Celý proces
budeme nazývat integrováńım (integraćı) funkce f(x).

Záhadný symbol dx tam zat́ım pǐste a nepřemýšlejte o něm. Jakmile se probojujeme
k integrálu určitému, tak jeho význam ozřejmı́me.

Otázku, zda uvedený proces má smysl řeš́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.2 Ke každé funkci spojité na intervalu I existuje v tomto intervalu funkce
primitivńı.

Pust’me se tedy chutě do hledáńı funkćı primitivńıch, tedy do integrováńı.
Někteř́ı národové čtou zprava doleva, vezmeme-li si z nich př́ıklad a přečteme-
li vzorce pro derivováńı t́ımto směrem, dostaneme sadu základńıch vzorc̊u pro
neurčitý integrál.

1.1.
∫

0.dx = c

1.2.
∫
dx = x+ c

1.3.
∫
xndx = xn+1

n+1
+ c, n 6= −1

1.4.
∫

1
x
dx = ln |x|+ c

1.5.
∫
exdx = ex + c

1.6.
∫
axdx = ax

ln a
+ c, a < 0, a 6= 1

1.7.
∫

sinxdx = − cosx+ c

1.8.
∫

cosxdx = sinx+ c

1.9.
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ c

1.10.
∫

1
sin2 x

dx = − cotg x+ c

1.11.
∫

1√
1−x2dx = arcsinx+ c

1.12.
∫

1
1+x2

dx = arctg x+ c

U všech vzorc̊u předpokládáme, že plat́ı pro všechna př́ıpustná x.
Sami ćıt́ıme, že podle uvedených vzorc̊u bychom moc integrál̊u nevyřešili. Zkuśıme

tedy pátrat, zda bychom nemohli obrátit i jiné vzorce a věty z derivaćı. V př́ıpadě
lineárńı kombinace funkćı budeme úspěšńı, neb ta se integruje na stejném principu
jako se i derivuje, jak nám to ř́ıká následuj́ıćı věta.
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Věta 1.3 Necht’ v intervalu I existuj́ı neurčité integrály funkćı f1(x), f2(x), . . . , fn(x)
a necht’ c1, c2, . . . , cn jsou libovolné konstanty. Pak existuje i neurčitý integrál funkce

f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x)

a plat́ı∫
(c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x))dx = c1

∫
f1(x)dx+c2

∫
f2(x)dx+· · ·+cn

∫
fn(x)dx

Některé integrály můžeme jednoduchou úpravou převést na tzv. integrály ta-
bulkové, jak se o tom přesvědč́ıme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.1∫
tg2 xdx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx

Nyńı s využit́ım vzorce 1. 9. a věty 1. 3. máme∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx =

∫
1

cos2 x
dx−

∫
1dx = tg x− x+ c

Bohužel výše uvedená je věta je naš́ım posledńım úspěchem v tomto směru. Na
rozd́ıl od derivaćı neexistuj́ı vzorce pro integraci součinu a pod́ılu. Malou útěchou
nám budiž skutečnost, že ze vzorce pro derivaci součinu lze odvodit vzorec pro
tzv. integraciper partes, po česku po částech. Toto pro snadnost ponecháváme jako
domáćı cvičeńı a budeme pokračovat patřičnou větou.

Věta 1.4 Necht’ funkce u(x) a v(x) jsou spojité v intervalu (a, b) (m̊uže být i a =
−∞ či b =∞) a necht’ maj́ı v tomto intervalu spojité derivace. Pak zde plat́ı∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x)dx

či stručněji ∫
uv′dx = uv −

∫
u′vdx

Použit́ı této metody si ukážeme na několika př́ıkladech.

Př́ıklad 1.2 Vypočtěte integrál
∫
xexdx. Jelikož máme integrovat součin funkćı,

m̊užeme to zkusit metodou per partes. Nadějné je i to, že oba součinitele umı́me
derivovat a integrovat. Jelikož se ex neměńı ani při integraci ani při derivaci,
zaměř́ıme svou pozornost na druhého činitele. Zat́ımco

∫
xdx = x2

2
+ c, tak de-

rivace x′ = 1. Volba je tedy jasná— u = x, u′ = 1, v′ = ex, v = ex. Podle vzorce
je ∫

xexdx = xex −
∫
exdx = xex − ex + c.

Metodu per partes lze použ́ıt i opakovaně, muśıme však vidět světlo na konci
tunelu, nikov však od protijedoućıho vlaku.
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Př́ıklad 1.3 Vypočtěte integrál
∫
x2 sinxdx. Voĺıme u = x2, u′ = 2x, v′ = sinx,

v = − cosx. Podle vzorce je∫
x2 sinxdx = −x2 cosx+ 2

∫
x cosxdx

Na integrál
∫
x cosxdx použijeme opět metodu per partes s volbou u = x, u′ = 1,

v′ = cosx, v = sinx a obdrž́ıme∫
x cosxdx = x sinx−

∫
sinxdx = x sinx+ cosx.

Je tedy ∫
x2 sinxdx = −x2 cosx+ 2(x sinx+ cosx) + c

Daľśı zp̊usob použit́ı metody per partes ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.4 Vypočtěte integrál
∫

lnxdx. Zpočátku nás asi zaraźı, že zde neńı
žádný součin. To nás však nesmı́ odradit, podle Palackého věty si ho prostě vy-
tvoř́ıme—1.x. Pak už je volba jednoznačná, a to u = ln x, u′ = 1

x
, v′ = 1 a v = x.

Aplikaćı metody per partes máme∫
lnxdx = x lnx−

∫
1

x
.x = x lnx− x+ c.

Obdobným zp̊usobem můžeme integrovat i funkce cyklometrické, jejichž integrály
jste v přehledu základńıch vzorc̊u jistě postrádali. Závěrem ještě jeden zp̊usob, jak
lze využit tuto metodu.

Př́ıklad 1.5 Vypočtěte integrál
∫
ex sinxdx. Zde součin máme, obě funkce lze snadno

derivovat i integrovat, tady je těžké si vybrat. Po deľśım přemýšleńı zvoĺıme následuj́ıćı
možnost: u = sinx, u′ = cosx, v′ = v = ex. Aplikujeme patřičný vzorec a máme∫

ex sinxdx = ex sinx−
∫
ex cosxdx.

Z výsledku jsme trochu rozpačit́ı, máme však pevnou v̊uli a z nastoupené cesty ne-
sejdeme. Volba bude u = cosx, u′ = − sinx a v′ = v = ex. Výsledkem pak bude∫

ex sinxdx = ex sinx−
(
ex cosx+

∫
ex sinxdx

)
.

Ocitli jsme se ve stejné situaci, v jaké byl jistý Australan, který na dotaz svého
kamaráda, proč má na hlavě bouli, odpověděl: Ale koupil jsem si nový bumerang
a ten starý jsem odhodil. Nám tato rána do hlavy ale nevad́ı, naopak se nám v
ńı rozsv́ıt́ı, protože si všimneme, že po odstraněńı závorek maj́ı integrály opačná
znaménka. Výše uvedený vztah m̊užeme tedy chápat tak, že se jedná o rovnici, v ńı̌z
je neznámou zadaný integrál, či chcete-li zavedeme substituci

∫
ex sinxdx = t. Po

vyřešeńı rovnice zjist́ıme, že je∫
ex sinxdx =

ex(sinx− cosx)

2
+ c.
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Podobně neexistuje univerzálńı vzorec pro integraci funkce složené, na základě věty
o derivaci složené funkce však můžeme odvodit větu o substituci v integrálu.

Věta 1.5 Necht’ funkce F (t) je primitivńı funkćı k funkci f(t) v intervalu (α, β).
Necht’ funkce t = ϕ(x) má derivaci ϕ′(x) v intervalu (a, b) (intervaly mohou být i
nekonečné). Pro každé x ∈ (a, b) necht’ je č́ıslo ϕ(x) ∈ (α, β). Pak v intervalu (a, b)
je funkce F (ϕ(x)) primitivńı funkćı k funkci f(ϕ(x)), tedy plat́ı∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx = F (ϕ(x)) + c

či obvykleji ∫
f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫
f(t)dt = F (t) + c,

kde t = ϕ(x)

Metodu substitučńı můžeme použ́ıvat v dvoj́ı podobě. Vy byste měli zvládnout
situaci, kdy je v integrandu nějaká složená funkce vynásobena derivaćı jej́ı vnitřńı
složky, jak je to ukázáno v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.6 Vypočtěte integrál
∫

sin8 x cosxdx. Zvolme substituci t = sinx, po-
tom je dt = cos xdx. Tyto údaje dosad́ıme do integrandu, č́ımž jsme postaveni
před nový problém spoč́ıtat integrál

∫
t8dt. Toto jest tzv. integrál tabulkový, který

spoč́ıtáme podle vzorce 1. 3. U neurčitého integrálu je slušnost vrátit se k p̊uvodńım
proměnnným, takže máme∫

sin8 x cosxdx =

∫
t8dt =

t9

9
+ c =

sin9 x

9
+ c.

Někdy v integrandu nemáme př́ımo derivaci vnitřńı složky, avšak po úpravě ji
tam dostaneme. V následuj́ıćım př́ıkladu je úkol pro děti v mateřské škole.

Př́ıklad 1.7 Vypočtěte integrál
∫
x2ex

3
dx. Vnitřńı složka je x3. Zvoĺıme substituci

x3 = t, dt = 3x2dx. Jak vid́ıme, v integrandu chyb́ı č́ıslo 3, proto je tam dodáme
známou fintou ve formě vynásobeńı jedničkou tvaru 3 · 1

3
. Máme tedy∫

x2ex
3

dx =
1

3

∫
3x2ex

3

dx =
1

3

∫
etdt =

1

3
et + c =

1

3
ex

3

+ c.

Ne vždy je úprava takto snadná a je třeba trochu invence jak si ukážeme v
daľśım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.8 Vypočtěte integrál
∫

sin6 x
cos8 x

dx. Než se pust́ıme do hledáńı literatury
abychom tento ošemetný integrál spoč́ıtali, tak se trochu zamysĺıme. Určitě si všimneme,
že se exponenty lǐśı o dvojku a dáme-li si to do souvislosti s faktem, že v derivaci
funkćı tangens či kotangens se funkce z integrandu vyskytuj́ı ve jmenovateli právě
v druhé mocnině. Zkuśıme tedy následuj́ıćı úpravu.∫

sin6 x

cos8 x
dx =

∫
sin6 x

cos6 x
· 1

cos2 x
dx =

∫
tg6 x · 1

cos2 x
dx.

Substituce t = tg x, dt = 1
cos2 x

dx je nab́ıledni a m̊užeme pokračovat.∫
tg6 x · 1

cos2 x
dx =

∫
t6dt =

t7

7
+ c =

tg7 x

7
+ c.
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Důležité jsou integrály typu
∫ f ′(x)

f(x)
dx. Tento typ integrálu řeš́ıme substitućı t =

f(x), dt = f ′(x)dx, která vede na integrál
∫

dt
t

= ln |t|+ c. Do vašeho vzorcovńıčku
si tedy můžete připsat daľśı vzorec.∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c

Když už jste v tom připisováńı, tak si dodejte daľśı dva.∫
tg xdx = − ln | cosx|+ c

a ∫
cotg xdx = ln | sinx|+ c

Na tento vzorec si dáme ještě tři př́ıklady, kdy integrand muśıme nejdř́ıve upra-
vit.

Př́ıklad 1.9 Vypočtěte integrál
∫

1
sinx cosx

dx. Integrand uprav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem.∫
1

sinx cosx
dx =

∫
1

sinx
cosx
· cos2 x

dx =

∫ 1
cos2 x

tg x
dx = ln | tg x|+ c

Př́ıklad 1.10 Vypočtěte integrál
∫

1
sinx

dx. Využit́ım známého vzorce integrand uprav́ıme
následuj́ıćım zp̊usobem.∫

1

sinx
dx =

∫
1

2 sin x
2

cos x
2

dx =

∫ 1
cos2 x

2

tg x
2

dx

2
= ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣+ c.

Př́ıklad 1.11 Vypočtěte integrál
∫

1
cosx

dx. Př́ıklad je podobný jako předchoźı, proto
si vzpomeneme, že chce-li matematik vařit čaj, muśı být čajńık prázdný a v kredenci.
No a my dostaneme čajńık do kredence za pomoci vzorce cosx = sin(x+ π

2
). Je tedy∫

1

cosx
dx =

∫
1

sin(x+ π
2
)
dx = ln

∣∣∣∣tg 1

2

(
x+

π

2

)∣∣∣∣+ c

Připomı́náme, že jsme vložili substituci x+ π
2

= t, dx = dt.

Vrat’me se ještě k předchoźı substituci a proved’me obecnou úvahu. V integrálu∫
f(ax+ b)dx provedeme substituci ax + b = t, adx = dt či dx = 1

a
dt. Proces

integrace proběhne jako v př́ıpadě integrace funkce f(x), jen nesmı́me zapomenout
výsledek podělit č́ıslem a. Připǐste si daľśı vzorec∫

f(ax+ b)dx =
1

a
F (ax+ b) + c

Při použit́ı tohoto vzorce jakož při neurčitém integrováńı v̊ubec je třeba fištrón,
jako je tomu v daľśım př́ıkladu.
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Př́ıklad 1.12 Vypočtěte integrál
∫

1
x lnx·ln lnxdx, x ∈ (e,∞). Ten interval jsem tam

dal proto, abych nemusel použ́ıvat absolutńı hodnotu v jǐz tak složitém výrazu. Inte-
grand má smysl i pro jiná x, podumejte. Po deľśı úvaze jsem se rozhodl pro substituci
t = lnx, dt = dx

x
. Máme tedy∫
1

x lnx · ln lnx
dx =

∫
dt

t ln t
dt =

∫ dt
t

ln t
= ln ln t+ c = ln ln lnx+ c

Pokud se však odvážeme a zavedeme substituci t = ln ln x, dt = 1
lnx

1
x
dx, je∫

1

x lnx · ln lnx
dx =

∫
dt

t
= ln t+ c = ln ln lnx+ c

Substituci můžeme použ́ıvat i v ”opačném směru”, návod nám k tomu poskytne
následuj́ıćı věta.

Věta 1.6 Necht’ funkce f(x) má v intervalu (a, b) primitivńı funkce F (x). Necht’

dále funkce x = g(t) má v intervalu (α, β) derivaci g′(t) a necht’ k této funkci
existuje v (α, β) funkce inverzńı t = ψ(x), x ∈ (a, b). Pak plat́ı∫

f(x)dx =

∫
f [g(t)]g′(t)dt = Φ(t) + C = F{g[ψ(x)]}+ c

Použit́ı této věty si ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklad 1.13 Vypočtěte integrál
∫ √

xdx
6(
√
x− 3√x) , x ∈ (a, b). Daný integrand je v inter-

valu (0, 1) spojitý. Abychom odstranili druhou a třet́ı mocninu současně, polož́ıme
x = t6, dx = 6t5dt. Tato funkce je spojitá v intervalu (0, 1), má zde i spojitou deri-
vaci, je v něm rostoućı a zobrazuje tento interval na interval (0, 1) pro proměnnou
x. Př́ıslušná inverzńı funkce je zřejmě t = 6

√
x.∫ √

xdx

6(
√
x− 3
√
x)
dx =

∫
t3

6(t3 − t2) · 6t5dt
=

∫
t6

t− 1
dt

Provedeme-li naznačené děleńı v integrandu, obdrž́ıme∫
t6

t− 1
dt =

∫
(t5 + t4 + t3 + t2 + t+ 1 +

1

t− 1
)dt = =

t6

6
+
t5

5
+
t4

4
+
t2

2
+t+ln |t− 1|+c

Jak jsme jǐz ř́ıkali, slušné vychováńı nám veĺı vrátit se k p̊uvodńı proměnné x, v
konečném d̊usledku tedy je∫ √

xdx

6(
√
x− 3
√
x)
dx =

x

6
+

6
√
x5

5
+

3
√
x2

4
+

2
√
x

3
+

3
√
x

2
+ 6
√
x+ ln | 6

√
x− 1|+ c

Zkusme ještě jeden.

Př́ıklad 1.14 Vypočtěte integrál
∫ √

a2 − x2, a > 0, x ∈ (−a, a). Zde použijeme
substituci x = a sin t, t ∈

(
−π

2
, π
2

)
, dx = a cos tdt. Dosad́ıme do integrandu a

uprav́ıme.∫ √
a2 − x2dx =

∫ √
a2 − a2 sin2 t cos tdt = a2

∫ √
1− sin2 t cos tdt = a2

∫
cos2 tdt
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K výpočtu tohoto interálu m̊užeme použ́ıt v́ıce zp̊usob̊u, nejlepš́ı a nejkraťśı cesta k
výsledku vede přes vzorec pro polovičńı úhel.

a2
∫

cos2 tdt =
a2

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ c

Abychom ukázali, že se nám dostalo slušného vychováńı, vzpomeneme si na vzorec
pro dvojnásobný úhel a tzv. goniometricou jedničku. Výsledek uprav́ıme na tvar

a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
=
a2

2
(t+ sin t cos t) =

a2

2
(t+ sin t ·

√
1− sin2 t)

Ze substitučńı rovnice x = a sin t máme t = arcsin x
a
, po dosazeńı a drobné úpravě,

kterou jistě odhaĺıte sami máme∫ √
a2 − x2 =

a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + c

1.2 Integrace racionálńı lomené funkce

Velice často jsme postaveni před úkol integrovat racionálńı lomenou funkci, proto se
této problematice budeme věnovat podrobněji. Nejprve si vezměte vaše poznámky z
algebry a zopakujte si vše, co v́ıte o polynomu a racionálńı lomené funkci. Definice
a věty budu zmiňovat, jen někdy je však budu uvádět v jejich klasické podobě.
Začnu připomı́nkou skutečnosti, že každá neryze lomená racionálńı funkce může být
vyjádřena jako součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce. Jelikož integrace
polynomu je brnkačka, budeme se věnovat pouze integraci ryze lomené racionálńı
funkce.

Již stař́ı Egypt’ané použ́ıvali tzv. kmenové zlomky, tedy zlomky typu 1
n
. ostatńı

zlomky vyjadřovali právě pomoćı těchto kmenových, tedy např́ıklad 11
15

= 21
5

+ 11
3
.

U ryze lomené racionálńı funkce plat́ı něco obdobného. Zopakujte si pojem kořen
polynomu a vězte, že každý polynom lze rozložit na součin polynomů stupně nejvýš
dva. Pak lze formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 1.7 Necht’ je dána ryze lomená racionálńı lomená funkce P (x)
Q(x)

a necht’ plat́ı

Q(x) = a(x− α1)
k1 . . . (x− αm)km(x2 + p1x+ q1)

l1 . . . (x2 + pnx+ qn)ln ,

přitom αi je kořen polynomu Q(x) násobnosti ki a kvadratické polynomy odpov́ıdaj́ı
komplexně sdruženým kořen̊um násobnosti li. Pak existuj́ı jednoznačně určená reálná
č́ısla označená velkými ṕısmeny tak, že plat́ı

P (x)

Q(x)
=

A1

x− α1

+
A2

(x− α1)2
+ · · · Ak1

(x− α1)k1
+ · · ·

+
B1

x− αm
+

B2

(x− αm)2
+ · · · Bkm

(x− αm)km

+
K1x+ L1

x2 + p1x+ q1
+

K2x+ L2

(x2 + p1x+ q1)2
+ · · ·+ Kl1x+ Ll1

(x2 + p1x+ q1)l1
+ · · ·

+
M1x+N1

x2 + pnx+ qn
+

M2x+N2

(x2 + pnx+ qn)2
+ · · ·+ Mlnx+Nln

(x2 + pnx+ qn)ln
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Uznávám, že ta věta je strašná a dokáže odpudit většinu lid́ı od studia mate-
matiky. Leč neházejte flintu do žita, mohl by ji tam někdo naj́ıt a vy byste měli
problémy. Na následuj́ıćıch př́ıkladech uvid́ıte, že je to věta velmi jednoduchá a
porozumı́ j́ı každý z vás. Než se pust́ıme do vlastńıho rozkladu, uvedu ještě dvě
věty.

Věta 1.8 Necht’ P (x) a Q(x) jsou mnohočleny stupně n a necht’ se shoduj́ı pro
n+ 1 hodnot proměnné x. Pak jsou tyto mnohočleny totožné.

Věta 1.9 Necht’ P (x) a Q(x) jsou mnohočleny stupně n a necht’ se shoduj́ı všechny
koeficienty u týchž mocnin Pak jsou tyto mnohočleny totožné.

Nyńı se s optimismem pust́ıme do řešeńı př́ıklad̊u. Budeme hned řešit integrál.

Př́ıklad 1.15 Vypočtěte integrál
∫

5x2−39x+64
x3−11x2+34x−24dx. Je to integrál ryze lomené

racionálńı funkce, nejdř́ıve rozlož́ıme jmenovatel na součin polynom̊u stupně nejvýš
dva. Po jistém úsiĺı, např́ıklad pomoćı Hornerova schématu zjist́ıme, že polynom
má tři reálné kořeny x = 1, x = 4 a x = 6. Věř́ım, že jste začali hledat kořeny jen
mezi děliteli č́ısla 24. Patřičný rozklad bude

5x2 − 39x+ 64

x3 − 11x2 + 34x− 24
=

A

x− 1
+

B

x− 4
+

C

x− 6

Zat́ım neurčité koeficienty A, B a C urč́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Rovnici vynásob́ıme
společným jmenovatelem a obdrž́ıme

5x2 − 39x+ 64 = A(x− 4)(x− 6) +B(x− 1)(x− 6) + C(x− 1)(x− 4)

Vzpomeneme si na větu 1. 8. a přinut́ıme polynomy na levé a na pravé se rovnnaly
dosazeńım tř́ı r̊uzných hodnot x . Samozřejmě m̊užeme dosadit libovolné hodnoty,
ale pod́ıváme-li se na pravou stranu, mělo by nás trknout, že bude velmi výhodné
dosadit právě kořeny.

x = 1⇒ 30 = 15A⇒ A = 2

x = 4⇒ −12 = −6B ⇒ B = 2

a konečně
x = 6⇒ 10 = 10C ⇒ C = 1

Je tedy∫ (
5x2 − 39x+ 64

x3 − 11x2 + 34x− 24

)
dx =

∫ (
2

x− 1
+

2

x− 4
+

1

x− 6

)
dx = ln |(x− 1)2(x− 4)2(x− 6)|+c

Pokud koukáte na výsledek poněkud ned̊uvěřivě, zopakujte si pravidla pro loga-
ritmováńı.

Př́ıklad 1.16 Vypočtěte integrál
∫ −x2+27x−32

(x−1)2(x−7) dx. Zde jsou kořeny jǐz naznačeny,
př́ıslušný rozklad bude

−x2 + 27x− 32

(x− 1)2(x− 7
=

A

(x− 1)2
+

B

x− 1
+

C

x− 7
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Volba x = 1 dává −6 = −6A ⇒ A = 1, volba x = 7 dává 136 = 36C ⇒ C =
3. Jelikož nám kořeny došly, zvoĺıme ještě x = 0 a s využit́ım jǐz spoč́ıtaných
koeficient̊u máme −32 = −7 + 7B + 3, tedy B = −4. Je tedy∫

−x2 + 27x− 32

(x− 1)2(x− 7)
dx =

∫ (
1

(x− 1)2
− 4

x− 1
+

3

x− 7

)
dx =

−1

x− 1
+ ln

(x− 7)3

(x− 1)4
+ c

S př́ıpadem, kdy polynom má pouze reálné kořeny jsme se již popasovali, hod́ıme
nyńı čučku na př́ıpad, kdy ve jmenovateli je nerozložitelný (ireducibilńı) polynom
stupně dva. Budeme se pro začátek zabývat jen patřičným parciálńım zlomkem.

Př́ıklad 1.17 Vypočtěte integrál
∫

x+3
x2+6x+10

dx. Diskriminant je roven č́ıslu -4, trojčlen
nelze dál rozložit. Máme však štěst́ı, v čitateli je skoro derivace jmenovatele, jen je
ten výraz poněkud malý. Tak si ho zvěťśıme známým trikem, když ho vynásob́ıme
jedničkou tvaru 2 · 1

2
. Máme tedy∫

x+ 3

x2 + 6x+ 10
dx =

1

2

∫
2x+ 6

x2 + 6x+ 10
dx =

1

2
ln (x2 + 6x+ 10)+c = ln

√
x2 + 6x+ 10+c

Jistě v́ıte, proč mı́sto absolutńı hodnoty tam vyskočily jen závorky a kde se nakonec
vzala ta odmocnina.

Př́ıklad 1.18 Vypočtěte integrál
∫

1
x2+16

dx. Tady nám zase vad́ı ta šestnáctka,
kdyby tam byla jednička, tak je to jasný arkustangens. Tož si ji tam podle Palackého
věty vytvořme.∫

1

x2 + 16
dx =

1

16

∫
1

x2

16
+ 1

dx =
1

16

∫
4tdt

t2 + 1
=

1

4
arctg t+ c =

1

4
arctg

x

4
+ c

Př́ıklad 1.19 Vypočtěte integrál
∫

x+6
x2+4x+5

dx. Spoj́ıme-li poznatky z předchoźıch
dvou integrál̊u, m̊užeme psát∫

x+ 6

x2 + 4x+ 5
dx =

1

2

∫
2x+ 12

x2 + 4x+ 5
dx =

1

2

∫
2x+ 4

x2 + 4x+ 5
dx+

∫
4

x2 + 4x+ 5
dx

Jednotlivé sč́ıtance budeme integrovat zvlášt’.

I1 =
1

2

∫
2x+ 4

x2 + 4x+ 5
dx = ln (x2 + 4x+ 5) + c

I2 =

∫
4

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
4

(x+ 2)2 + 1
dx = 4 arctg (x+ 2) + c

Doufám, že jste si vzpomněli na úpravu zvanou doplněńı na čtverec. Zadaný integrál
je tedy ∫

x+ 6

x2 + 4x+ 5
dx = ln (x2 + 4x+ 5) + 4 arctg (x+ 2) + c

Na závěr ještě jeden př́ıklad.
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Př́ıklad 1.20 Vypočtěte integrál
∫

2x2+13x−25
(x+1)(x2+2x+10)

dx. Nejprve rozlož́ıme na parciálńı
zlomky

2x2 + 13x− 25

(x+ 1)(x2 + 2x+ 10)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 10

Známou úpravou obdrž́ıme

2x2 + 13x− 25 = A(x2 + 2x+ 10) + (Bx+ C)(x+ 1)

a po roznásobeńı

2x2 + 13x− 25 = Ax2 + 2Ax+ 10A+Bx2 +Bx+ Cx+ C

Koeficienty spoč́ıtáme porovnáńım součinitel̊u u odpov́ıdaj́ıćıch si mocnin, č́ımž
obdrž́ıme soustavu tř́ı rovnic o tř́ı neznámých.

2 = 2A +C
13 = 2A +B +C
−25 = 10A +C

Řešeńım jsou č́ısla A = −4, B = 6, C = 15. Využit́ım výše uvedených poznatk̊u
máme∫

2x2 + 13x− 25

(x+ 1)(x2 + 2x+ 10)
dx =

∫
−4dx

x+ 1
+3

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 10
dx+9

∫
dx

(x+ 1)2 + 9
=

= −4 ln |x+ 1|+ 3 ln (x2 + 2x+ 10) + 3 arctg
x+ 1

3
+ c

Takto jsouce vybaveni, můžeme konečně přistoupit k výpočtu integrálu, bude
hodně záležet na tom, kolik úloh spoč́ıtáte. Mám pro vás ještě dvě zprávy, jedna
z nich je dobrá a druhá špatná, já je uvedu v opačném pořad́ı než jak je obvyklé
u vtip̊u. Špatnou zprávou je to, že přes všechnu uvedenou teorii se nám nepodař́ı
vždy naj́ıt analytické vyjádřeńı neurčitého integrálu. Např́ıklad

∫
sinx
x
dx =?. To je

rozd́ıl oproti derivováńı, kdy umı́me zderivovat každou elementárńı funkci. Dobrou
zprávou je skutečnost, že existuje mnoho kńıžek, kde jsou r̊uzné integrály tabe-
lovány, ty pořádné správočńıky obsahuj́ı stovky vzorc̊u a t́ım se vyhneme často
mnoha složitým výpočt̊um. Dřinu stroj̊um, pardon tabulkám. Závěrem této ka-
pitolky vám ještě řeknu, že zat́ımco derivace představuje jednosměrnou ulici, k
integrálu můžeme doj́ıt mnoha cestami, jde o to vybrat tu nejpohodlněǰśı.
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Kapitola 2

Určitý integrál a jeho užit́ı

2.1 Definice a metody výpočtu

Nyńı se pust́ıme do integrálu určitého, nemohu jinak, než zač́ıt problémem z fyziky.
Naš́ım úkolem je vypoč́ıtat práci, kterou vykoná plyn při ději izotermickém, změńı-li
se jeho objem z hodnoty V1 = 1m3 na hodnotu V2 = 2m3. My sice máme k dispozici
poměrně jednoduchý vzorec W = p∆V , leč tento plat́ı jen pro děj izobarický, kdy
je tlak konstantńı, kdežto při ději izotermickém se tlak měńı v závislosti na objemu
podle Boyle-Mariotova zákona pV = konst.. My pro jednoduchost polož́ıme tuto
konstantu rovnu jedné, prostě si vybereme tu teplotu, při ńıž to tak je. Je tedy
p = 1

V
. Tato funkce je na intervalu [1; 2] spojitá, dokonce je zde klesaj́ıćı.

Jelikož je to problém technický, nepotřebujeme výsledek přesný na miliony de-
setinných mı́st. Proto budeme uvažovat takto: Jelikož tlak během celého děje klesá,
nemáme k dispozici žádný vzorec. Rozdělme tedy děj na několik fáźı, kdy se tlak
sice změńı, ale ne zase tak moc, abychom ho s přimhouřeńım obou oč́ı nemohli
považovat za konstantńı. Pak můžeme použ́ıt vzorec pro děj izobarický a celkovou
práci urč́ıme tak, že sečteme jednotlivé d́ılč́ı výsledky. Řekněme, že budeme objem
brát po 0,2, dostaneme následuj́ıćı hodnoty.

V 1, 0 1, 2 1, 4 1, 6 1, 8 2, 0
p 1, 00 0, 83 0, 71 0, 63 0, 56 0, 50

Pesimista si řekne, že vezme nejmenš́ı hodnotu z každého intervalu a vyjde mu
W = (0, 83 + 0, 71 + 0, 63 + 0, 56 + 0, 5).0, 2=̇0, 65. To optimista v́ı, že parńı stroj
je úžasné śıly zdroj a vezme si naopak ty hodnoty největš́ı, č́ımž źıská W = (1 +
0, 83+0, 71+0, 63+0, 56).0, 2=̇0, 75. Je jasné, že pesimista to podcenil a že skutečně
vykonaná práce bude větš́ı, zat́ımco u optimisty je tomu naopak. Řekněme, že
p̊ujdeme zlatou středńı cestou a prohláśıme, že plyn vykonal práci W = 0, 70J .
Také v́ıme, že kdybych nebyl ĺıný a rozdělil interval na v́ıce d́ılk̊u, byl by výsledek
přesněǰśı. Také jsem mohl zvolit jiný zp̊usob děleńı a to takto. Zpočátku klesá tlak
poměrně rychle, intervaly budou kratš́ı. Ke konci pak mohu volit úseky deľśı, nebot’

tlak již tak prudce neklesá. K tomuto př́ıkladu se ještě vrát́ıme.
Zkusme ještě jeden př́ıklad, a to výpočet obsahu obrazce omezeného křivkami

y = 0, x = 0, x = 1, y = x2. Uděláme-li si obrázek, jedná se o lichoběžńık,
jehož jedna strana se nám poněkud pokřivila. Zopakujeme-li postup z předchoźıho
př́ıkladu, tak zjist́ıme, že děĺıme-li po 0,2, obdrž́ı pesimista hodnotu s = 0, 24 a

13
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optimista S = 0, 44. Tentokrát nebudeme ĺıńı a děleńı zjemńıme na polovinu, tedy
délka úsečky na ose x bude 0,1. Pesimista źıská hodnotu s = 0, 285, optimista
pak S = 0, 385. Již od dob Archimédových v́ıme, že správná hodnota je 1

3
. K této

hodnotě se oba přibližuj́ı, jeden odspodu a druhý od vrchu. Z hlediska konstrukce
je zřejmé, že ji ani jeden z nich nemůže překročit.

Nyńı již můžeme definovat určitý integrál.

Def. 2.1 Necht’ je v intervalu [a, b] dána spojitá funkce f(x). Zvolme v tomto in-
tervalu n− 1 bod̊u x1, x2, . . . , xn−1, které vyhovuj́ı nerovnostem

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

Interval [xk−1, xk] nazveme k−tým podintervalem, jeho délka je ∆xk = xk − xk−1.
Necht’ fmink(x), respektive fmaxk(x) je minimálńı, resp. maximálńı hodnota funkce
v daném intervalu. Dolńı součet př́ıslušný tomuto děleńı je

s =
n∑
k=1

fmink(x)∆xk.

Množina dolńıch součt̊u je ohraničená shora, má tedy suprémum, které nazveme
dolńı integrál funkce f(x). Analogicky definujeme horńı součet

S =
n∑
k=1

fmaxk(x)∆xk.

Množina všech horńıch součt̊u je omezená zdola, má tedy infimum, které nazveme
horńı integrál. Jsou-li tyto hodnoty stejné, nazveme Riemannovým integrálem funkce
f(x) a ṕı̌seme

∫ b
a
f(x)dx.

Zamysleme se nad t́ım, co by se stalo, kdybychom vypreparovali jednu funkčńı
hodnotu f(xi). Matematický čuch nám napov́ıdá, že by hodnota integrálu byla
stejná, jeho definici bychom museli pozměnit. Zmı́rńıme požadavek na funkci, bude
nám stačit když bude na intervalu [a, b] ohraničená. Rovněž nemůžeme uvažovat v
jednotlivých podintervalech maxima či minima funkce, ale vzhledem k ohraničenosti
maj́ı funkčńı hodnoty v každém podintervalu infimum a suprémum. Uprav́ıme-li
v tomto smyslu výše uvedenou definici, pak dostaneme opět Riemann̊uv integrál.
Tento postup jsem zvolil proto, že v otázce ke státnićım budete mı́t Riemann̊uv
integrál zmı́něn. Uvědomte si ještě, že Riemann̊uv integrál z ohraničené funkce
nemuśı existovat. Např́ıklad

∫ 1

0
D(x)dx neexistuje, protože horńı integrál je roven

jedné, kdežto dolńı je roven nule. D(x) je v mém pojet́ı označeńı Dirichletovy
funkce, která je definována pro všechna reálná č́ısla a má hodnotu D(x) = 1, x
racionálńı a D(x) = 0 pro x iracionálńı.

My však budeme pracovat většinou s funkcemi spojitými. Pokud se omeźıme
výhradně na ně, můžeme definici integrálu zjednodušit následuj́ıćım zp̊usobem.
Vrat’me se k rozděleńı intervalu [a, b] tak, jak je uvedeno v definici (2.1).

Def. 2.2 Norma děleńı d intervalu [a, b] je dána vztahem ν(d) = max∆xk.
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Def. 2.3 Integrálńım součtem rozumı́me výraz

Sn =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk,

kde ξk je libovolné č́ıslo z intervalu ∆xk.

Jinak řečeno mı́sto součtu dolńıho a horńıho máme jeden součet integrálńı. Daľśı
d̊uležitý pojem je limita integrálńıch součt̊u.

Def. 2.4 Čı́slo I nazveme limitou integrálńıch součt̊u Sn, jestlǐze ke každému ε > 0
existuje takové δ > 0, že nerovnost

|Sn − I| < ε

je splněna pro každé děleńı d daného intervalu, pro které plat́ı ν(d) < δ, a to
nezávisle na volbě bod̊u ξk. Ṕı̌seme

I = lim
ν→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

Zd̊urazňuji, že tato limita je reálné č́ıslo závislé na funkci a intervalu, nikoliv
však na děleńı intervalu či volbě bod̊u ξk. Konečně následuje pointa celého procesu.

Věta 2.1 Necht’ f(x) je spojitá v intervalu [a, b]. Pak limita integrálńıch součt̊u
existuje a plat́ı

I = lim
ν→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk =

∫ b

a

f(x)dx.

Této větě se ř́ıká základńı věta integrálńıho počtu.
V dnešńı době výkonných poč́ıtač̊u lze určitý integrál snadno spoč́ıtat např́ıklad

tak, že budeme zjemňovat děleńı intervalu tak dlouho až se horńı a dolńı součet
nebudou v rámci požadované přesnosti lǐsit. Integruje se vesele v́ıce než tři sta let
a naši pradědové neměli co se týče výpočetńı techniky takové možnosti jako my.
Jak si tedy poč́ınali? To naznač́ı následuj́ıćı definice.

Def. 2.5 Necht’ funkce f(x) je spojitá v intervalu I a necht’ F (x) je libovolná funkce
k ńı primitivńı. Pak je ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

Takto definovaný určitý integrál se nazývá Newton̊uv.

Nyńı máme integrály dva, matematici v rozmachu tv̊urč́ı činnosti definovali
integrály daľśı (Lebesque, Stielts,...). Jestli si mysĺıte, že t́ım vnesli do matematiky
pěkný nepořádek, tak jste na velkém omylu, nebot’ plat́ı věta:

Věta 2.2 Necht’ k funkci f(x) existuje v́ıce určitých integrál̊u. pak jsou si rovny.
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Tedy žádný zmatek, naopak výhoda, že výpočet nějakého integrálu můžeme
nahradit výpočtem jiného, kdy je postup snazš́ı.

Vrat’me se k úvodńım př́ıklad̊um. Práce plynu je poč́ıtána podle vzorce∫ 2

1

dV

V
= [lnV ]21 = ln 2− ln 1 = ln 2=̇0, 69

V tomto př́ıpadě jsme se skoro trefili, a to je děleńı po 0,2 hodně hrubé.
Podobně je ∫

x2dx = [
x3

3
]10 =

1

3
.

Archimédes měl pravdu a my jsme se t́ım to postupem taky moc nezmýlili, vždyt’

kdybychom vzali pr̊uměrnou hodnotu, tak bychom měli 0,335.
Nyńı si ukážeme výpočet určitého integrálu, jsme-li nuceni při hledáńı primitivńı

funkce použ́ıt metodu per partes. Postup je jednoduchý:∫ b

a

u(x)v′(x)dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x)dx

No a jeden př́ıklad.

Př́ıklad 2.1 ∫ π

0

x sinxdx = [−x cosx]π0 +

∫ π

0

cosxdx = π

S metodou substitučńı je to poněkud složitěǰśı, ale zvládneme to.

Věta 2.3 Necht’ je v uzavřeném intervalu I s krajńımi body a, b integrand tvaru
f [g(x)]g′(x), kde funkce t = g(x) a jej́ı derivace g′(x) jsou spojité funkce v I a
zároveň f(t) je spojitá funkce pro všechna t = g(x), kde x ∈ I. Pak plat́ı∫ b

a

f [g(x)]g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

f(t)dt.

Př́ıklad 2.2 Vypočtěte integrál
∫ π

2

0
sin6 x cosxdx. Samozřejmě že bychom se mohli

po substituci navrátit k p̊uvodńım proměnným, ale byla by to zbytečná oklika. Nej-
vodněǰśı substitućı se jev́ı t = sinx, dt = cos xdx. Přetransformujeme meze x =
0⇒ t = 0, x = π

2
⇒ t = 1. Potom je∫ π

2

0

sin6 x cosxdx =

∫ 1

0

t6dt =

[
t7

7

]1
0

=
1

7

Věta 2.4 Necht’ funkce f(x) je spojitá v uzavřeném intervalu I1 s krajńımi body a,
b, funkce ϕ(t) a ϕ′(t) necht’ jsou spojité v uzavřeném intervalu I2 s krajńımi body
α a β, přičemž plat́ı ϕ(α) = a a ϕ(β) = b a ϕ(t) je v I2 ryze monotónńı. Pak plat́ı∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt.

Následuje jeden př́ıklad.
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Př́ıklad 2.3 Vypočtěte integrál
∫ 2

0

√
4− x2dx. Integrovaná funkce je v intervalu

[0; 2] spojitá. Použijeme substituce x = 2 sin t, dx = 2 cos tdt. Nové meze urč́ıme ze
vztah̊u 0 = 2 sinα a 2 = 2 sin β. Máme mnoho možnost́ı, nejjednodušš́ı je α = 0,
β = π

2
. Funkce ϕ(t)2 sin t a ϕ′(t) = 2 cos t jsou v intervalu [0; π

2
] spojité a ϕ(t) je

zde rostoućı. Máme tedy∫ 2

0

√
4− x2dx =

∫ π
2

0

√
4− 4 sin2 t · 2 cos tdt = 4

∫ π
2

0

cos2 tdt.

Využijeme vzorec pro polovičńı úhel a máme

4

∫ π
2

0

cos2 tdt = 2

∫ π
2

0

(1 + cos 2t)dt = [2t+ sin 2t]
π
2
0 = π.

Jestli pak jste si uvědomili, že jsme vypoč́ıtali obsah čtvrtkruhu s poloměrem r = 2

2.2 Vlastnosti určitého integrálu

Zat́ımco ve cvičeńı trénujete výpočet určitého integrálu, my si dáme trochu teorie
a uvedeme si některé vlastnosti určitého integrálu.

Věta 2.5 Při záměně meźı určitého integrálu se měńı znaménko.∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx

Určitý integrál je aditivńı, jak nám prav́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.6 Necht’ f(x) je spojitá v intervalu I, obsahuj́ıćım libovolně položené body
a < c < b. Pak je ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

Zobecněńı této věty si laskavě udělejte jako domáćı cvičeńı.
Také v př́ıpadě určitého integrálu máme větu o středńı hodnotě.

Věta 2.7 Necht’ funkce f(x) je spojitá v intervalu [a; b]. Pak existuje aspoň jeden
bod c ∈ (a; b) takový, že plat́ı∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c)

Def. 2.6 Funkčńı hodnotu f(c) danou rovnićı

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

nazveme středńı hodnotou funkce f(x) v intervalu [a; b].
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Abychom si udělali názornou přestavu, vrat’me se k rovnici v předchoźı větě.
Je-li f(x) spojitá a nezáporná v intervalu [a; b], je výraz na pravé straně roven
obsahu křivočarého lichoběžńıka ohraničeném úsečkami |AB| = b− a, x = a, x = b
a funkćı f(x) v intervalu [a; b]. Tento obsah je stejný jako obsah obdélńıka se
základnou |AB| = b− a a výšce rovné f(c).

Př́ıklad 2.4 Určete středńı a efektivńı hodnotu stř́ıdavého proudu, je-li i(t) =
I0 sinωt = I0 sin 2π

T
t. Jen tak pro zaj́ımavost uvád́ım, že I0 je amplituda, i(t) je

okamžitá hodnota proudu a ω = 2π
T

, je úhlová frekvence, T je perioda. Středńı
hodnotu budeme poč́ıtat pro polovičńı periodu.

is =
2

T

∫ T
2

0

I0 sin
2π

T
tdt =

2

T
· T

2π

[
− cos

2π

T
t

]T
2

0

= I0
2

π
.

Efektivńı hodnota je pak odmocnina ze středńı hodnoty i2(t). Tož se do toho
pust’me.

ief =
1

T

∫ T

0

I20 sin2 ωtdt =
1

T

∫ T

0

I20 (1− cos 2ωt)dt =
I20
2

=̇0, 707I20 .

Efektivńı hodnota stř́ıdavého proudu je ief = I0√
2
=̇0, 707. Jen pro vysvětleńı

nefyzik̊um. Efektivńı hodnota stř́ıdavého proudu je hodnota intenzity proudu stej-
nosměrného, který má na témže odporu stejný výkon jako proud stř́ıdavý. Za domáćı
cvičeńı si totéž proved’te pro napět́ı. V našich končinách je efektivńı napět́ı 230 V.

Daľśı věty jsou zřejmé.

Věta 2.8 Je-li f(x) spojitá a nezáporná funkce v intervalu [a; b] , plat́ı∫ b

a

f(x)dx ≥ 0,

přičemž rovnost plat́ı pouze v př́ıpadě, je-li funkce na tomto intervalu rovna nule.

Věta 2.9 Necht’ f(x) a g(x) jsou spojité na intervalu [a; b] a necht’ pro všechny
body tohoto intervalu plat́ı f(x) ≤ g(x). Pak je∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Věta 2.10 Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu [a; b] a necht’ pro všechny body
tohoto intervalu plat́ı m ≤3 f(x) ≤M . Pak plat́ı

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a)

Tato věta se nazývá prvńı věta o středńı hodnotě a použ́ıv́ı se k odhadu hodnoty
určitého integrálu v př́ıpadě, že se nám nedař́ı naj́ıt primitivńı funkci. Ukážeme si
to na př́ıkladě.
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Př́ıklad 2.5 Odhadněte hodnotu integrálu

I =

∫ 1

0

1

10 + x3 − 0, 5 cos10 x+
√

7x4 + 9
dx

Funkci ve jmenovateli si označ́ıme ϕ(x). Tato funkce je rostoućı v intervalu [0; 1],
bo všechny sč́ıtance jsou funkce rostoućı. Je 12, 5 ≤ ϕ(x) < 15. Ostrá nerovnost je
proto, že odeč́ıtáme kv̊uli kosinu malou hdonotu, kterou neznáme. Je tedy 1

15
< I ≤

1
12,5

. Délka intervalu je jedna, proto jsem ji tam nepsal.

Věta 2.11 Necht’ f(x) je spojitá v [a; b]. Pak plat́ı∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx

Nu a ještě druhou větu o středńı hodnotě.

Věta 2.12 Necht’ f(x) a g(x) jsou spojité v intervalu [a; b] a necht’ g(x) je v tomto
intervalu nezáporná a nerostoućı. Pak existuje aspoň jeden bod c ∈ [a; b] takový, že
plat́ı ∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ c

a

f(x)dx.

Obdobnou větu lze formulovat i pro př́ıpad, že g(x) je v tomto intervalu nezáporná
a neklesaj́ıćı. Jen meze integrálu budou od c do b.

Jej́ı použit́ı si opět ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 2.6 Odhadněte hodnotu integrálu∫ 1000π

100π

sinx

x
dx

Funkce f(x) = sinx a g(x) = 1
x

jsou v uvažovaném intervalu spojité, funkce
g(x) je zde kladná a klesaj́ıćı. Je tedy∫ 1000π

100π

sinx

x
dx =

1

100π

∫ c

100π

sinxdx =
1

100π
(1− cos c)

c je jisté č́ıslo z uvedeného intervalu, muśı pro ně platit 0 ≤ 1 − cos c ≤ 2. Je
tedy

0 ≤
∫ 1000π

100π

sinx

x
dx ≤ 1

50π
.

Závěrem tohoto odstavce si uvedeme dvě věty, které nám mohou značně zjed-
nodušit výpočet některých integrál̊u.

Věta 2.13 Necht’ f(x) je funkce sudá. Pak plat́ı∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

Věta 2.14 Necht’ f(x) je funkce lichá. Pak plat́ı∫ a

−a
f(x)dx = 0.
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2.3 Užit́ı určitého integrálu

V této části si ukážeme užit́ı určitého integrálu v praxi, zejména v matematice a
fyzice. Z definice integrálu je patrná prvńı aplikace. Je-li f(x) ≥ 0 v intervalu [a; b]

je
∫ b
a
f(x)dx roven obshu křivočarého rovnoběžńıka ohraničeného osou x, funkćı

f(x) a př́ımkami o rovnićıch x = a a x = b. Výpočet si ukážeme na př́ıkladech.
Je-li obrazec ohraničen křivkami f(x) a g(x), přičemž pro všechna x ∈ [a; b] je
f(x) ≥ g(x), spoč́ıtáme jeho obsah podle vzorce

P =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.

V tomto př́ıpadě neńı nutné, aby funkčńı hodnoty obou funkćı byly nezáporné,
vzpomeňte si na Cavalieriho princip.

Př́ıklad 2.7 Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného grafy funkćı f(x) = 2
1+x2

a
g(x) = x2. Grafy obou funkćı maj́ı dva společné body A[−1; 1] a B[1; 1]. Obsah
tohoto obrazce je

P =

∫ 1

−1

(
2

1 + x2
− x2

)
dx = 2

∫ 1

0

(
2

1 + x2
− x2

)
dx = 2

[
2 arctg x− 1

3
x3
]1
0

= π−2

3
.

Př́ıklad 2.8 Vypočtěte obsah rovinného obrazce ohraničeného křivkami y = 2x−x2
a y = −x. Grafem prvńı funkce je parabola, která má vrchol V [1; 1] a je čumákem
nahoru. Grafem druhé funkce je osa druhého a čtvrtého kvadrantu. Muśıme spoč́ıtat
x−ové souřadnice pr̊useč́ık̊u těchto dvou křivek, budeme tedy řešit rovnici 2x−x2 =
−x. Tato rovnice má dvě řešeńı, totǐz x1 = 0 a x2 = 3, což jsou současně meze
integrálu.

P =

∫ 3

0

[2x− x2 − (−x)]dx =

[
3

2
x2 − x3

3

]3
0

=
9

2
.

Objem tělesa, které vznikne rotaćı nezáporné funkce f(x) v intervalu [a; b] se
spoč́ıtá podle vzorce

V = π

∫ b

a

f 2(x)dx.

Těleso jednoduše rozřežeme kráječem na salám na tenké plátky, které můžeme
považovat za válec, jehož objem je πf 2(x0)dx. Potom jednotlivé plátky zase slož́ıme
dohromady, to je ten integrál.

Jako př́ıklad si odvod́ıme vzorec pro objem rotačńıho kužele.

Př́ıklad 2.9 Odvod’te vzorec pro objem rotačńıho kužele. Toto těleso vznikne rotaćı
př́ımky y = r

v
x kolem osy x. Je tedy

V = π

∫ v

0

r2

v2
x2dx =

[
π
r2

v2
x3

3

]v
0

=
1

3
πr2v

A ještě jeden.
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Př́ıklad 2.10 Vypočtěte objem tělesa ohraničeného plochami, které vzniknou ro-
taćı parabol y = 1− x2, y = x2 + 2 a př́ımek x = −1 a x = 1 kolem osy x. Obrázky
neumı́m, ale je zřejmé, že v daném intervalu je parabola č́ıslo dva vždy nad para-
bolou č́ıslo jedna, m̊užeme použ́ıt stejný trik jako při výpočtu obsahu křivočarého
lichoběžńıka.

V = π

∫ 1

−1
[(x2 + 2)2 − (1− x2)2]dx = 2π

∫ 1

0

(6x2 + 3)dx = 2π
[
2x3 + 3x

]1
0

= 10π.

Pro výpočet délky křivky je d̊uležitá následuj́ıćı věta.

Věta 2.15 Necht’ křivka je dána parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t),
t ∈ [α; β]. Maj́ı-li tyto funkce v tomto intervalu spojité derivace (v krajńıch bodech
zprava či zleva), pak je tato křivka schopna rektifikace.

Slova rektifikace se nelekejte, matematici t́ım jen vyjadřuj́ı skutečnost, že má
konečnou délku. Tuto délku spoč́ıtáme na základě následuj́ıćıch vět.

Věta 2.16 Jsou-li funkce ϕ′(t) a ψ′(t) spojité v intervalu [α; β], pak délka l křivky
dané parametricky x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α; β] je dána vzorcem

l =

∫ β

α

√
ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt

Jestliže si uvědomı́me, že i funkce y = f(x) představuje vlastně parametrické
rovnice, kde x = t a y = f(t), lze snadno formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 2.17 Délka oblouku grafu funkce y = f(x), x ∈ [a; b] je dána vzorcem

l =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx.

Př́ıklad 2.11 Zkusme si nejprve odvodit vzorec pro délku kružnice. Zde nám přijdou
vhod jej́ı parametrické rovnice, které jsou x = r cos t, y = r sin t, t ∈ [0; 2π]. Deri-
vace jsou x′ = −r sin t a y′ = r cos t. Obvod (délka) kružnice je tedy

l =

∫ 2π

0

√
r2 sin2 t+ r2 cos2 tdt = r

∫ 2π

0

dt = 2πr.

A př́ıklad na druhý vzorec.

Př́ıklad 2.12 Vypočtěte délku grafu funkce y = ln cos x, x ∈ [0; π
3
].

l =

∫ π
3

0

√
1 + tg2 xdx =

∫ π
3

0

1

cosx
dx =

[
ln tg

(x
2

+
π

4

)]π
3

0
=̇1, 317.

Jednu fyzikálńı aplikaci jsme si uvedli v motivačńım př́ıkladu, podobně řeš́ıme
i daľśı problémy, jako př́ıklad mohu uvést výpočet polohy těžǐstě a statických mo-
ment̊u. Toto je však poměrně složité a jelikož jste většinou nefyzici, tak to ke ko-
lokviu konkrétně vyžadovat nebudu. Závěrem vám odvod́ım vzorec pro potenciálńı
energii pružiny.
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Př́ıklad 2.13 Je-li deformace pružná, je p̊usob́ıćı śıla př́ımo úměrná výchylce,
plat́ı F = Kx, K je tuhost pružiny (Hooke̊uv zákon). Koncový bod pružiny umı́st́ıme
do počátku a pružinu potáhneme o d vpravo. Vypoč́ıtáme-li vynaloženou práci,
máme i potenciálńı energii pružiny.

W =

∫ d

0

Fdx =

∫ d

0

Kxdx =

[
Kx2

2

]d
0

=
1

2
Kx2.

Jak již bylo řečeno, v mnoha př́ıpadech se nám nepodař́ı nalézt primitivńı funkci,
ačkoliv určitý integrál zcela jistě existuje. Jak bylo ukázáno, umı́me aspoň odhad-
nout jeho hodnotu, ne vždy se s t́ım však můžeme spokojit. Z definice můžeme
integrál spoč́ıtat alespoň přibližně, my si ukážeme tři metody.

Metoda obdélńıková spoč́ıvá v tom, že interval [a; b] rozděĺıme na n stejných
d́ılk̊u, jejichž délka je ∆x = b−a

n
,to bude jedna strana obdélńıka. Druhou bude

funkčńı hodnota v bodě xi. Vypoč́ıtáme obsah každého z obdélńık̊u a výsledky
sečteme. Obdrž́ıme∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

[f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1)]

Za předpokladu, že funkce má v tomto intervalu spojitou derivaci, umı́me odhad-
nout i chybu Rn.

Rn ≤
D1(b− a)2

n
, D1 = maxa≤x≤b|f ′(x)|.

Interval opět rozděĺıme na n stejných d́ılk̊u, jenže mı́sto obdélńık̊u sestroj́ıme
lichoběžńıky. Potom je∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2n

[f(a) + 2f(x1) + 2f(x2) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(b)]

Má-li funkce f(x) v intervalu [a; b] ohraničenou druhou derivaci |f ′′(x)| ≤ D2, je
chyba

Rn ≤
(a− b)3D2

12n2

Simpsonova metoda spoč́ıvá v tom, že interval [a; b] rozděĺıme na 2n d́ılk̊u.
Obrázek opět neumı́m vložit, ale v p̊uvodńım rozděleńı nahrad́ıme oblouk křivky
parabolou. Jelikož parabola je určena třemi body, tak ten třet́ı źıskáme rozp̊uleńım
p̊uvodńıho intervalu. Pak je∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
6n

[f(a)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+2f(x4)+· · ·+2f(x2n−2)+4f(x2n−1)+f(b)]

s chybou

R2n ≤
D4(b− a)5

180.(2n)4
|f (4)(x)| ≤ D4
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2.3.1 Nevlastńı integrál

Nyńı vám zadám zdánlivě nesmyslný problém, a sice spoč́ıtat integrál
∫∞
1

1
x2
dx.

Tak dobře, respektuji vaše t’ukáńı si na čelo a změńım zadáńı, spoč́ıtáme integrál∫ 10

1
1
x2
dx. ∫ 10

1

1

x2
dx =

[
−1

x

]10
1

= − 1

10
+ 1 =

9

10
= 0, 9.

Mı́rně pozměńıme zadáńı a vypoč́ıtáme daľśı integrál.∫ 100

10

1

x2
dx =

[
−1

x

]100
10

= − 1

100
+

1

10
=

9

100
= 0, 09.

jak již v́ıme, je integrál aditivńı, takže je∫ 100

1

1

x2
dx = 0, 9 + 0, 09 = 0, 99.

Snadno se přesvědč́ıme, že
∫ 1000

100
1
x2
dx=0,009, tedy∫ 1000

1

1

x2
dx = 0, 999.

Tuš́ıme, že když budeme horńı mez zvyšovat nehorázným zp̊usobem, hodnota in-
tegrálu se sice bude zvětšovat, ale r̊ust nebude nic moc, za desetinou čárkou budou
jen přibývat dev́ıtky, ale jedničky se nikdy nedobereme, natož abychom ji překročili.

Zkusme podobnou úvahou rozebrat
∫ e
1

1
x
dx. Vzhledem k tomu, že již v́ıme, jaká

bude funkce primitivńı, bude výhodné brát meze v řadě 1, e, e2, e3, . . ..∫ e

1

1

x
dx = [lnx]e1 = 1− 0 = 1∫ e2

e

1

x
dx = [lnx]e

2

e = 2− 1 = 1

Vzhledem k aditivitě integrálu máme∫ e2

1

1

x
dx = [lnx]e

2

1 = 1 + 1 = 2

Výsledek nás asi překvaṕı. Necht’ kdokoliv řekne jakkoliv velké (přirozené) č́ıslo,
tak t́ımto zp̊usobem po určitém počtu krok̊u toto č́ıslo překroč́ıme. Přitom grafy
funkćı 1

x2
a 1
x

jsou podobné, obě maj́ı za asymptotu osu x, i když pravda ta prvńı
se k ńı přimyká rychleji. Přesto obsah křivočarého lichoběžńıku ohraničeném prvńı
funkci je tam v dáli tam za těmi lesy prakticky stejný, zat́ımco ten ohraničený
funkćı druhou překračuje myslitelné hodnoty.

A do třetice vám předvedu jednu záhadu.
∫ 1

0
1√

1−x2dx neexistuje, nebot’ inte-

grovaná funkce neńı v intervalu [0; 1] spojitá, ba ani ohraničená, abychom se mohli
pokusit o integrál dle Riemanna. K integrované funkci však funkce primitivńı exis-
tuje (až na tu nešt’astnou nulu), ale arcsinx je pro ni definován. Je tedy následuj́ıćı
výpočet správný nebo ne?∫ 1

0

1√
1− x2

dx = [arcsinx]10 =
π

2
− 0 =

π

2

Nejdř́ıve uvedeme jednu definici.
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Def. 2.7 Každou funkci F (x) spojitou v intervalu I, pro kterou plat́ı F ′(x) = f(x)
v každém bodě intervalu I nejvýše s výjimkou konečného počtu bod̊u, nazýváme zo-
becněnou primitivńı funkćı k funkci f(x) v intervalu I. V př́ıpadě uzavřeńı intervalu
rozumı́me derivaci zprava či zleva v krajńıch bodech.

Z definice plyne, že F (x) je v I spojitá, nemuśı však mı́t v konečném počtu
bod̊u derivaci. Funkce f(x) nemuśı být v konečném počtu bod̊u definována. Nyńı
se můžeme vrátit k prvńım dvěma př́ıklad̊um a definovat nevlastńı integrál s ne-
konečnými mezemi.

Def. 2.8 Nevlastńı integrál
∫∞
a
f(x)dx se nazývá konvergentńı, jestlǐze má funkce

f(x) v intervalu [a;∞) zobecněnou primitivńı funkci F (x) a existuje vlastńı limita
limx→∞ F (x) = B. Hodnota tohoto integrálu je∫ ∞

a

f(x)dx = B − F (a).

Je-li limita nevlastńı či neexistuje, ř́ıkáme, že integrál diverguje.

Prvńı dva př́ıkladu z úvodu této části máme vyřešené.

Př́ıklad 2.14 ∫ ∞
1

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
1

= lim
x→∞

(
−1

x

)
+ 1 = 0 + 1 = 1

Integrál skutečně konverguje a jeho hodnota je rovna jedné.

Př́ıklad 2.15 ∫ ∞
1

1

x
dx = [lnx]∞1 = lim

x→∞
lnx− 0 =∞.

Tento integrál diverguje, jeho hodnota roste nade všechny meze.

Zbývá nám vyřešit záhadu třet́ıho př́ıkladu z úvodu k této části. K tomu nám
poslouž́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.18 Funkce f(x), která je spojitá v intervalu [a; b) a neohraničená v okoĺı
bodu b, je integrovatelná v intervalu [a; b] tehdy a jen tehdy, existuje-li vlastńı limita

lim
x→b−

∫ x

a

f(t)dt = B

Za zobecněnou primitivńı funkci k funkce f(x) lze v tomto př́ıpadě zvolit funkce{ ∫ x
a
f(t)dt x ∈ [a; b)

B x = b

Jelikož F (a) = 0, je∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = B = lim
x→b−

∫ x

a

f(t)dt

Pokud by funkce nebyla ohraničená v pravém okoĺı bodu a, budeme postupovat
obdobně, př́ıslušnou větu si laskavě odvod’te sami.
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Def. 2.9 Existuje-li vlastńı limita lim
x→b−

∫ x
a
f(t)dt = B, ř́ıkáme, že nevlastńı in-

tegrál vlivem funkce konverguje. Pokud limita neexistuje či je nevlastńı, ř́ıkáme, že
nevlastńı integrál vlivem funkce diverguje. Obdobně definujeme nevlastńı integrál
vlivem funkce je-li f(x) neohraničená v bodě a

Jelikož je lim
t→1−

arcsin t = π
2
, je záhada třet́ıho př́ıkladu vyřešena. Dodáme-li do

jeho výpočtu limitu, je vše v pořádku, integrál konverguje k π
2
.

Výpočet limity je často velmi složitý, někdy nám však stač́ı znát, zda nevlastńı
integrál konverguje a pak ho se pokuśıme vypoč́ıtat alespoň přibližně. Vět o kon-
vergenci je v́ıce, my si uvedeme jen některé.

Věta 2.19 Necht’ funkce f(x) a g(x) jsou spojité v intervalu I a necht’ zde plat́ı
0 ≤ f(x) ≤ g(x). Konverguje-li integrál funkce

∫
I
g(x)dx, konverguje i

∫
I
f(x)dx.

Diverguje-li
∫
I
f(x)dx, pak diverguje i

∫
I
g(x)dx. Interval I zahrnuje všechny výše

uvedené př́ıpady.

Př́ıklad 2.16 Integrál
∫ 4

0
cos2 x√
1−xdx je konvergentńı. V intervalu [0; 4) zřejmě plat́ı

0 ≤ cos2 x√
4− x

≤ 1√
4− x

.

Obě funkce jsou v tomto intervalu spojité. Dále je∫ 4

0

1√
4− x

dx =
[
−2
√

4− x
]4
0

= lim
x→4

2(
√

4− 4− 2) = 0 + 4 = 4.

Integrál věťśı funkce konverguje, konverguje tedy i zadaný integrál.

Př́ıklad 2.17 Integrál
∫ 1

0
3x

x
dx diverguje. V intervalu (0; 1] zřejmě plat́ı

0 <
1

x
<

3x

x

a obě funkce jsou zde spojité.∫ 1

0

1

x
dx = [lnx]10 = 0− lim

x→0
lnx = +∞

Zadaný integrál muśı tedy divergovat také.

Věta 2.20 Necht’ funkce f(x), g(x) a h(x) jsou spojité v intervalu I a necht’ pro
všechna x ∈ I plat́ı

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).

Konverguj́ı-li integrály
∫
I
f(x)dx a

∫
I
h(x)dx, konverguje i

∫
I
g(x)dx. Interval I

zahrnuje všechny možné př́ıpady.

Závěrem několik slov o integrálu jako funkci horńı meze. Zafixujeme-li v in-
tegrálu

∫ b
a
f(x)dx dolńı mez a horńı mez budeme měnit, dostaneme pro každou

hodnotu b jiné č́ıslo. Každé hodnotě bi je přǐrazeno č́ıslo Ii. je tedy definována
funkce

U(x) =

∫ x

a

f(t)dt = F (x)− F (a).

Základńı vlastnost tohot integrálu udává následuj́ıćı věta.
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Věta 2.21 Je-li funkce f(t)dt spojitá v intervalu I, pak derivace určitého integrálu

U(x) =

∫ x

a

f(t)dt

podle proměnné horńı meze se v každém bodě x ∈ I rovná hodnotě integrované
funkce v tomto bodě, tedy je U ′(x) = f(x). Je-li interval I někde uzavřen, jedná se
o derivaci zprava či zleva.



Kapitola 3

Nekonečné řady

3.1 Základńı pojmy, konvergence

Jako druhé téma nám schválený studijńı program nařizuje probrat nekonečné řady.
Nejdř́ıve se s vámi poděĺım o zkušenost ze státńıch zkoušek. Jednou z otázek
je právě toto téma, přesněji jsou to posloupnosti a řady. Mnohdy stává, že stu-
dent zač́ıná svou odpověd’ slovy ”posloupnost je řada č́ısel”. Určitě ćıt́ıte, že tady
něco nehraje. Samozřejmě, jedńım zp̊usobem zápisu posloupnosti je skutečně řada
č́ısel, ale z předmětu MA 1 v́ıme, že posloupnost je funkce definovaná na množině
přirozených č́ısel. Tady něco nehraje. Matematika obvykle nepouž́ıvá pro jeden jev
dva názvy, nav́ıc pojem funkce je defináván přesně. Pod pojmem řada budeme
rozumět něco jiného, i když tuš́ıme, že jistá souvislost s posloupnostmi tady bude.

Nakreslete si čtverec o straně délky jedna. Najděte středy dvou protěǰśıch stran
a spojte je. Čtverec jsme rozdělili na dva obdélńıky, každý z nich má obsah 1

2
.

Jeden z obdélńık̊u vybarvěte vaš́ı obĺıbenou barvou. Najděte středy deľśıch stran
nevybarveného obdélńıka a spojte je. Dostanete dva čtverce, každý má obsah 1

4
.

Jeden vybarvěte a řekněte, jaký je obsah vybarvené části. Řeknete-li že je to 1
2
+ 1

4
=

3
4
, tak vás chváĺım, je to správně. Nevybarvený čtverec rozdělte stejným zp̊usobem

jako čtverec p̊uvodńı a jeden opět vybarvěte. Obsah vybarvené části vzrostl na 7
8
.

Tak pokračujte dál, nebot’ tomu, kdo prvńı p̊uvodńı čtverec celý vybarv́ı splńım
čtyři libovolná přáńı. Zlatou rybku muśıte nejdř́ıve chytit a stejně vám splńı pouze
přáńı tři.

(Nejen) šachisté věd́ı, odkud tato hra, která je nazývána královskou, sv̊uj p̊uvod
vzala. Jistý maharadža se nudil a vypsal tedy soutěž na novou hru, která by ho
uspokojila. Vı́tězná hra, později šachy zvaná, maharadžu tak nadchla, že umožnil
vynálezci určit si odměnu podle svého gusta. Ten si přál, aby na pole a1 bylo
ploženo jedno zrńıčko rýže, na a2 dvě zrńıčka, na a3 čtyři atd. Poĺı je 64, tedy
žádný problém. Dnes už v́ıme, že odměna vyplacena nebyla, ne proto, že by z
maharadžovy strany chyběla dobrá v̊ule, ale proto, že tolik rýže prostě nebylo.

Než to vybarv́ıte, tak vám prozrad́ım, co se v matematice rozumı́ pod pojmem
(nekonečná) řada č́ısel.

Def. 3.1 Necht’ je dána posloupnost reálných č́ısel {an}∞1 . Nekonečnou č́ıselnou

27
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řadou se rozumı́ součet všech člen̊u této posloupnosti. Zapisujeme

∞∑
1

an = a1 + a2 + . . .+ an + . . . .

Čı́sla ai nazýváme členy řady.

Jelikož se zat́ım nikdo nepřihlásil o splněńı čtyř přáńı, zkusme se na problém
pod́ıvat podrobněji. Seč́ıst nekonečně mnoho člen̊u jest samozřejmě kravinium, to
vskutku nelze. Co však nedělá problém, alespoň v principu, je seč́ıst několik prvńıch
člen̊u řady. Označme tedy s1 = a1, s2 = a1 + a2, s3 = a1 + a2 + a3 atd., a hle—
narodila se nám posloupnost.

Def. 3.2 Čı́slo si = a1 + a2 + . . .+ ai nazveme i− tý částečný součet řady
∑∞

1 an.
Posloupnost {sn}∞1 nazveme posloupnost částečných součt̊u (dané řady).

Z prvńıho kurzu analýzy v́ıme, že každá posloupnost bud’ limitu má, at’ vlastńı
nebo nevlastńı, nebo limitu nemá. Je tedy na mı́stě následuj́ıćı definice:

Def. 3.3 Necht’ je lim sn = S. Pak ř́ıkáme, že př́ıslušná řada konverguje a má
součet S. Je-li lim an = ±∞ ř́ıkáme, že př́ıslušná řada diverguje. V př́ıpadě nee-
xistence limity se někdy ř́ıká, že př́ıslušná řada osciluje.

Takto jsouce vyzbrojeni můžeme vyřešit úvodńı problémy. Pro součet prvńıch
n člen̊u geometrické posloupnosti {a1qn−1} plat́ı vzorec

sn = a1
qn − 1

q − 1
.

Kĺıčová je lim qn, ta je vlastńı a rovna 0 pouze pro |q| < 1. Jinak je bud’ nevlastńı
nebo neexistuje. Můžeme tedy formulovat následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 3.1 Geometrická řada
∑∞

1 a1q
n−1 konverguje pro |q| < 1 a jej́ı součet je

S =
a1

1− q
.

V př́ıpadě vybarvováńı je a1 = 1
2

a q = 1
2
, S = 1. Jelikož se jedná o limitńı pro-

ces, tak jedničky nedosáhneme, já jsem postupoval uvážlivě. Ve druhém př́ıpadě se
jedná o řadu divergentńı, posloupnost částečných součt̊u roste pekelným tempem,
holt maharadže se měl ve škole lépe učit.

Kdyby každá řada byla geometrická, tak bychom měli vyděláno, bohužel tomu
tak neńı. Následuj́ıćı věta nám umožńı vyřadit alespoň některé řady, které se
ucházej́ı o čest býti konvergentńı. Z úsporných d̊uvod̊u budu u sumy vynechávat
meze když nebude hrozit nějaké nedorozuměńı.

Věta 3.2 Necht’ řada
∑
an konverguje. Pak je lim an = 0.



3.1. ZÁKLADNÍ POJMY, KONVERGENCE 29

Př́ıklad 3.1 Rozhodněte o konvergenci harmonické řady
∑

1
n

. Jelikož lim 1
n

= 0,
mohla by řada konvergovat. Jenže jǐz ve středověku přǐsli matematici s použit́ım
Ďábelské finty na to, že tato řada diverguje. Předpokládejme, že harmonická řada
konverguje a má součet S. Členy sdruž́ıme po 2n takto:∑ 1

n
= 1 +

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·

Vytvoř́ıme novou řadu tak, že všechny zlomky v závorkách nahrad́ıme t́ım po-
sledńım. ∑

bn = 1 +
1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+ · · ·

Tato řada muśı také konvergovat a jej́ı součet muśı být nejvýš roven č́ıslu S, nebot’

plat́ı bn ≤ 1
n

pro všechna n ∈ N. Jenže součet všech sč́ıtanc̊u v každé závorce
je roven 1

2
, řada tedy diverguje. Přesněji řečeno posloupnost částečných součt̊u je

shora neomezená a rostoućı, jej́ı limita je tedy nevlastńı a rovna +∞. Muśı tedy
divergovat i řada harmonická.

Kdo trṕı závratěmi necht’ tento odstavec nečte. Vezměte si tyč délky 1 m. K
ńı připojte tyč délky 1

2
m, pak tyč délky 1

3
atd. T́ımto postupem si vytvoř́ıte tak

dlouhou tyč, že po ńı můžete vyšplhat na libovolné mı́sto ve vesmı́ru. Skafandr
si však nekupujte, kdesi jsem četl, že zat́ım spoč́ıtaný největš́ı částečný součet
harmonické řady nám toto neumožňuje. Paradoxem je, že řady typu

∑
1
np

pro
p > 1 konverguj́ı.

Uvedený př́ıklad nám ř́ıká, že věta 3. 2. představuje nutnou, nikoliv postačuj́ıćı
podmı́nku konvergence. Matematikové sice odvodili i nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku,
ta je však pro praxi bezcenná, jak hned uvid́ıte.

Věta 3.3 (Bolzano-Cauchy). Řada
∑
an je konvergentńı právě tehdy, když pro

libovolné ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n, p ∈ N, která splňuj́ı
podmı́nku n0 < n < p plat́ı

|an+1 + an+2 + · · ·+ ap| < ε.

Při d̊ukazu divergence harmonické řady jsme jednotlivé členy sdružili do závorek.
Pro konečný počet sč́ıtanc̊u plat́ı asociativńı zákon, je tomu tak i pro nekonečný
počet sč́ıtanc̊u? Ozávorkujeme členy řady

∑
an podobným zp̊usobem, přičemž za-

chováme pořad́ı sč́ıtanc̊u. jednotlivé závorky označ́ıme bk, č́ımž vznikne nová řada∑
bk. Plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 3.4 Necht’ řada
∑
an konverguje a jej́ı součet je S. Pak konverguje i řada∑

bk a jej́ı součet je rovněž S.

Tato věta je opět implikaćı, neplat́ı obráceně jak se o tom hned přesvědč́ıme.∑
(−1)n = −1 + (1− 1) + (−1 + 1) + · · · = −1.∑

(−1)n = (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = 0.

Jedna pańı pov́ıdala, že za součet řady byl vzat aritmetický pr̊uměr obou výsledk̊u.
Pokud tomu tak skutečně bylo, tak to dlouho nevydrželo. My dnes v́ıme, že tato
řada osciluje.

Závěrem uvedeme některé věty týkaj́ıćı se konvergence řad.
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Věta 3.5 Necht’ řada
∑
an konverguje a jej́ı součet je S. Pak konverguje i řada∑

kan a jej́ı součet je kS, kde k ∈ R.

Věta 3.6 Necht’
∑
an = A a

∑
bn = B jsou konvergentńı řady. Pak konverguje i

řada
∑

(an + bn) a jej́ı součet je A+B.

Konvergentńı řady je tedy možné sč́ıtat člen po členu a nová řada

(a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn) + · · ·

je konvergentńı má součet A+B.

Př́ıklad 3.2 Uvažujme řadu

(1 + 2) +

(
1

2
+

2

3

)
+

(
1

4
+

2

9

)
+ · · ·+

(
1

2n−1
+

2

3n−1

)
+ · · ·

Řady ∑ 1

2n−1
= 1 +

1

2
+

1

4
+ · · ·

a ∑ 1

3n−1
= 2 +

2

3
+

2

9
+ · · ·

jsou konvergentńı, nebot’ jsou to řady geometrické s kvocientem 1
2

respektive 1
3
.

Prvńı má součet 2, druhá 3, zadaná řada tedy také konverguje a jej́ı součet je 5.

Vynecháme-li v řadě
∑∞

n=1 an, prvńıch k člen̊u, dostaneme novou řadu
∑∞

n=k+1 an,
kterou nazýváme zbytkem řady po k− tém členu. Plat́ı věta:

Věta 3.7 Řada
∑
an a jej́ı zbytek po k−tém členu současně konverguj́ı nebo di-

verguj́ı.

Jinak řečeno vyškrtnut́ı konečného počtu člen̊u řady nemá vliv na jej́ı konver-
genci či divergenci, u konvergentńıch řad se však samozřejmě změńı součet.

3.2 Řady s kladnými členy

Stanoveńı součtu řady bývá velmi obt́ıžné, nejedná-li se o řadu geometrickou. Z
tohoto d̊uvodu se obvykle omezujeme na určeńı konvergence či divergence dané
řady a pokud konverguje, můžeme se pokusit tento součet odhadnout. Jelikož se v
tomto odstavci budeme věnovat řadám s kladnými členy, je zřejmé, že posloupost
částečných součt̊u je rostoućı. Muśıme zapátrat v paměti a vylovit poznatek o limitě
rostoućıch posloupost́ı. Pokud se nám to podař́ı, můžeme formulovat následuj́ıćı
větu.

Věta 3.8 Řada s kladnými členy je konvergentńı právě tehdy, když je posloupnost
částečných součt̊u shora ohraničená.
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Tato věta neńı pro praktické použit́ı př́ılǐs vhodná, neńı totiž vždy snadné
určit, zda posloupnost částečných součt̊u je ohraničená. Zkuśıme tedy naj́ıt daľśı
možnosti. Napadne-li někoho z vás, že řada představuje vlastně vyzobané rozinky
z nevlastńıho integrálu, pak má pravdu. Narodilo se nám prvńı, tzv. integrálńı
kritérium.

Věta 3.9 Necht’
∑
an je řada s kladnými nerostoućımi členy a necht’ f(x) je spo-

jitá, kladná a nerostoućı funkce v intervalu [1;∞) taková, že an = f(n) pro všechna
n ∈ N. Pak tato řada konverguje či diverguje zároveň s integrálem

∫∞
1
f(x)dx.

Př́ıklad 3.3 Dokažte, že řada
∑

1
nα

je pro α > 1 konvergentńı. Zde nám přijde
integrálńı kritérium velice vhod. Je totǐz∫ ∞
1

1

nα
=

[
1

(1− α)xα−1

]∞
1

= lim
x→∞

1

(1− α)xα−1
− 1

1− α
= 0− (− 1

1− α
) =

1

α− 1
.

Zaj́ımavá věc. Zat́ımco řada harmonická diverguje, stač́ı n ve jmenovateli umoc-
nit č́ıslem nepatrně větš́ım než jedna a řada nám začne konvergovat.

Poznámka 3.1 Dokážeme-li spoč́ıtat hodnotu nevlastńıho integrálu, neznamená to
samozřejmě, že jsme t́ım určili součet řady. Je např́ıklad∫ ∞

1

(
1

2

)x
dx =

[
(1
2
)x

ln 1
2

]∞
1

= lim
x→∞

(
1

2

)x
−

1
2

ln 1
2

=
1

2 ln 2

Součet této geometrické řady je ale roven 1. Muśıme mı́t na paměti, že určitý
integrál nám určuje obsah patřičného křivočarého lichoběžńıka, kdežto součet řady
určuje celkovou délku těch šprincĺık̊u.

Poznámka 3.2 Toto kritérium nám umožńı odhadnout chybu, nahrad́ıme-li součet
s řady součtem si prvńıch i člen̊u řady. Plat́ı∫ ∞

i+1

f(x)dx ≤ s− si ≤
∫ ∞
i+1

f(x)dx+ ai+1

Př́ıklad 3.4 Odhadněte chybu, nahrad́ıme-li součet řady
∑

1
n2 součtem prvńıch

pěti člen̊u. Nejdř́ıve provedeme pomocné výápočty. Po několika pokusech se mi
podařilo zjistit, že s5 = 5269

3600
. S integrálem to bylo snazš́ı.∫ ∞

6

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
6

= lim
x→
−1

x
− (−1

6
) =

1

6
.

Je tedy
1

6
≤ s− s5 ≤

1

6
+

1

36
.

Po provedeńı výpočt̊u máme 1, 63 ≤ s ≤ 1, 66. Jelikož matematikové jinými prostředky
ukázali, že součet této řady je s = π2

6

.
=1,64, jedná se o podivuhodně přesný odhad.

Poznámka 3.3 Toto kritérium plat́ı i pro jinou spodńı mez než je jednička, tedy
ve větě 3. 9. m̊užeme jedničku nahradit libovolným přirozeným č́ıslem.
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Poznámka 3.4 Ve větě 3. 9. nemuśıme být tak př́ısńı, stač́ı, aby an = f(n) plat́ı
pro skoro všechna n. (Pro ortodoxńı matematiky s výjimkou konečného počtu n.)

Když jsme dokazovali divergenci harmonické řady, pak jsme vlastně intuitivně
použili tzv. srovnávaćı kritéruim. Nejdř́ıv však jednu definici.

Def. 3.4 Řekneme, že řada
∑
bn je majorantou řady

∑
an, plat́ı-li pro všechna

n ∈ N bn ≥ |an|.

Srovnávaćı kritérium přicháźı vzápět́ı.

Věta 3.10 Necht’ k řadě
∑
an s kladnými členy existuje konvergentńı majoranta∑

bn. Pak řada
∑
an konverguje. Je-li naopak řada

∑
an divergentńı, pak je di-

vergentńı i jej́ı libovolná majoranta.

Př́ıklad 3.5 Řada
∑

1
n(n+1)

je konvergentńı. Pro všechna n ∈ N plat́ı

1

n(n+ 1)
<

1

n2
.

Když si uvědomı́me, že 1
n(n+1)

= 1
n
− 1

n+1
, tak vid́ıme, že součet této řady je roven

1.

Nyńı uvedeme ještě dvě kritéria.

Věta 3.11 dAlembertovo pod́ılové kritérium. Necht’
∑
an je řada s kladnými členy

a necht’ existuje limita an+1

an
= λ. Je-li λ > 1, pak řada diverguje, je-li λ < 1, pak

řada konverguje. Je-li λ = 1, nelze o konvergenci řady rozhodnout.

Toto kritérium lze použ́ıt tam, kde se nám snadno podař́ı vypoč́ıtat limitu
pod́ılu dvou po sobě jdoućıch člen̊u, dokonce ani př́ıpad λ = 1 neńı úplně bez-
nadějný. Je-li totiž an+1

an
≥ 1 pro všechna n ∈ N, pak řada diverguje. Př́ıpad opačný,

tedy an+1

an
≤ 1 však neukazuje na konvergenci. Harmonická řada evidentně diver-

guje, přitom je an+1

an
= n

n+1
< 1. Uvedené úvahy lze uplatnit i na př́ıpad, kdy uve-

dené podmı́nky plat́ı pro skoro všechna n (pro ortodoxńı matematiky s výjimkou
konečného počtu člen̊u). Z předchoźıho totiž v́ıme, že vynecháńı konečného počtu
člen̊u konvergenci neovlivńı.

Použit́ı tohoto kritéria si ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklad 3.6 Rozhodněte o konvergenci řady
∑

5n

n!
. Poč́ıtáme následuj́ıćı limitu.

lim
an+1

an
= lim

5n+1

(n+1)!

5n

n!

= lim
5

n+ 1
= 0.

Tato řada konverguje.

Př́ıklad 3.7 Rozhodněte o konvergenci řady
∑

nn

n!
. Tak zase jdeme na limitu.

lim
an+1

an
= lim

(n+1)n+1

(n+1)!

nn

n!

= lim
(n+ 1)(n+ 1)n

nn(n+ 1)
= lim

(
1 +

1

n

)n
= e.

Tato řada diverguje.
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Př́ıklad 3.8 Rozhodněte o konvergenci řady
∑

1√
n

. Zde ovšem je

lim
an+1

an
= lim

1√
n+1
1√
n

= 1.

Podle pod́ılového kritéria nelze rozhodnout.

Ted’ si oprávněně t’ukáte na čelo. Je přece 1√
n
≥ 1

n
pro všechna n ∈ N a tato

řada diverguje. Jo, i na volbu kritéria muśı mı́t člověk štěst́ı.

Věta 3.12 Cauchyho odmocninové kritérium. Necht’ je dána řada s kladnými členy∑
an a necht’ lim n

√
an = λ. Je-li λ > 1, pak řada diverguje. Je-li λ < 1, pak řada

konverguje. Pro λ = 1 nelze o konvergenci či divergenci rozhodnout.

Př́ıklad 3.9 Rozhodněte o konvergenci řady
∑(

2n+5
3n+2

)n
.

lim n
√
an = lim

2n+ 5

3n+ 2
=

2

3
< 1.

Tato řada konverguje.

3.3 Řady alternuj́ıćı

Uvedené úvahy lze aplikovat i na řady s nezápornými členy, stač́ı ty nulové prostě
vynechat. Obsahuje-li řada pouze členy záporné, tak vytkneme (-1) a máme opět
prázdný čajńık v kredenci. Co však s řadami, u nichž se znaménka stř́ıdaj́ı? Nejprve
je pokřt́ıme.

Def. 3.5 Řadu
∑

(−1)n−1an kde an > 0 nazýváme alternuj́ıćı.

Jak poznáme, zda tato řada konverguje? Snadno, máme k dispozici jednoduché
kritérium, či chcete-li postačuj́ıćı podmı́nku konvergence.

Věta 3.13 Leibnizovo kritérium. Necht’ an+1 < an pro všechna n ∈ N a necht’

lim an = 0. Pak řada
∑

(−1)n−1an kde an > 0 konverguje.

Př́ıklad 3.10 Alternuj́ıćı řada harmonická je konvergentńı. Je 1
n
> 1

n+1
a lim 1

n
=

0.

Př́ıklad 3.11 Řada
∑

(−1)n 2n
n+2

diverguje, nebot’ lim 2n
n+2

= 2.

Již zmı́něný př́ıklad s harmonickou řadou nás dovede k následuj́ıćı definici.

Def. 3.6 Řada
∑
an se nazývá absolutně konvergentńı, jestlǐze konverguje řada∑

|an|. Je-li řada
∑
|an| divergentńı, ale řada

∑
an konverguje, pak mluv́ıme a

neabsolutńı (relativńı) konvergenci.

Vztah mezi relativńı a absolutńı konvergenćı nám udává následuj́ıćı věta.
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Věta 3.14 Každá absolutně konverguj́ıćı řada je konvergentńı.

Tato věta je celkem zřejmá, řada absolutně konvergentńı konverguje i rela-
tivně, naopak tomu být nemuśı. O absolutńı konvergenci rozhodneme podle kritéríı
už́ıvaných na řady s kladnými členy. Absolutně konvergentńı řady je také možno
seč́ıst člen po členu, viz následuj́ıćı věta.

Věta 3.15 Necht’ řady
∑
an a

∑
bn jsou absolutně konvergentńı. Pak je absolutně

konvergentńı i řada
∑

(an + bn).

Nyńı vám představ́ım daľśı záhadu. Alternuj́ıćı harmonická řada je konvergentńı
a jej́ı součet je s. Vyděĺıme-li každý člen této řady dvojkou, dostaneme řadu se
součtem s

2
. Nyńı provedu malé kouzlo a řady naṕı̌su takto:

s =

(
1− 1

2

)
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ · · ·

s

2
=

1

2
+ 0− 1

4
+ 0 +

1

6
+ 0− 1

8
+ · · ·

Přidáńım nul jsem celkový součet ovlivnit nemohl, to je zřejmé. Nyńı tyto dvě řady
sečtu, č́ımž obdrž́ım

3

2
s = 1 +

1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ · · ·

Pod́ıváme-li se pozorně, zjist́ıme, že tato řada je p̊uvodńı alternuj́ıćı řada, jen
jsme zaměnili pořad́ı jednotlivých člen̊u.

Def. 3.7 Obsahuje-li řada
∑
bn tytéž členy jako řada

∑
an jen v jiném pořad́ı,

řekneme, že řada
∑
bn vznikla přerovnáńım řady

∑
an.

Sč́ıtám-li konečný počet č́ısel, mohu je přerovnávat podle libosti, součet se
nezměńı, plat́ı komutativńı zákon. Výše uvedený postup nám ukazuje, že u řad
tomu tak neńı. Neunáhlil jsem se však? Odpověd’ zńı ano, vezmeme-li do hry řady
absolutně konvergentńı.

Věta 3.16 Libovolným přerovnáńım absolutně konvergentńı řady dostaneme abso-
lutně konvergentńı řadu se stejným součtem.

Ono to plat́ı i obráceně, přerovnáváme-li řadu všemi možnými zp̊usoby a jej́ı
součet se neměńı, pak tato řada konverguje absolutně. Zato u relativně konver-
guj́ıćı řady mohu šikovným přerovnáńım dostat konvergentńı řadu s předem daným
součtem a chci-li tak i řadu divergentńı.

Závěrem ještě pro pořádek si řady vynásob́ıme.

Def. 3.8 Součinem řad
∑
an a

∑
bn rozumı́me řadu

∑
cn, kde

cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

Je tedy ∑
cn = a1b1 + (a1b2 + a2b1) + (a1b3 + a2b2 + a3b1) + · · ·

Věta 3.17 Necht’
∑
an = A a

∑
bn = B jsou absolutně konverguj́ıćı řady. Pak je

absolutně konverguj́ıćı řadou i jejich součin a jeho součet je AB. Odstrańıme-li v
součinu závorky, dostaneme opět absolutně konverguj́ıćı řadu se součtem AB.
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3.4 Funkčńı řady

Nebudeme př́ızemńı a zkuśıme se zamyslet nad t́ım, zda č́ıslo je jediný objekt, na
který můžeme zobrazovat množinu N. Daľśı takový objekt, který byy vás měl ihned
napadnout, jsou funkce.

Def. 3.9 Necht’ ke každému n ∈ N je na intervalu I přiřazena funkce fn(x). Pak
ř́ıkáme, že na množině N je definována posloupnost funkćı.

Máme-li definovánu posloupnost funkćı, můžeme napodobit postup při definici
č́ıselných řad.

Def. 3.10 Necht’ na intervalu I je definována posloupnost funkćı. Funkčńı řadou
nazýváme symbol

∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · ·

Def. 3.11 i-tým částečným součtem funkčńı řady rozumı́me funkci

si(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fi(x)

Posloupnost částečných součt̊u je tvořena funkcemi si(x)

Když se nad t́ım zamysĺıme, tak zjist́ıme, že přǐrazujeme vlastně dvakrát. Nej-
prve si zvoĺıme x a k němu přǐrad́ıme patřičnou funkčńı hodnotu. Tuto funkčńı
hodnotu pak přǐrazujeme přirozeným č́ısl̊um. Zafixujeme-li x, pak dostaneme řadu
č́ıselnou. Ta může, ale nemuśı konvergovat. Je na mı́stě uvést daľśı definici.

Def. 3.12 Necht’ je na intervalu I dána funkčńı řada
∑
fn(x). Množinu M všech

bod̊u xi ∈ I, pro něž řada konverguje, nazveme oborem konvergence dané řady.

Studovat konvergentńı funkčńı řady by bylo jistě zaj́ımavé, jenže máme malou
hodinovou dotaci. Uvedeme proto jen jeden d̊uležitý pojem.

Def. 3.13 Řekneme, že funkčńı řada je stejnoměrně konvergentńı v intervalu I,
jestlǐze je v tomto intervalu konvergentńı se součtem s(x) a jestlǐze pro každé ε > 0
existuje č́ıslo n0 takové, že pro všechna i > n0 a všechna x ∈ I je |si(x)−s(x)| < ε.

Geometrická interpretace tohoto pojmu je následuj́ıćı. Sestroj́ıme graf funkce
s(x). Zvoĺıme si č́ıslo ε a sestroj́ıme grafy funkćı y = s(x)− ε a y = s(x) + ε, č́ımž
obdrž́ıme pás a š́ı̌rce 2ε. Jestliže řada konverguje stejnoměrně, pak nalezneme jisté
č́ıslo n0 takové, že všechny částečné součty s indexem větš́ım než n0 lež́ı v tomto
pásu, a to bez ohledu na hodnotu proměnné x.

Poznámka 3.5 Analogicky lze definovat stejnoměrnou konvergenci posloupnosti
funkćı.

Rozhodnout zda jistá řada konverguje stejnoměrně čili nic, bývá často obt́ıžné,
pan Weierstrass nám však vymyslel poměrně jednoduchou postačuj́ıćı podmı́nku.
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Věta 3.18 Necht’
∑
an je konvergentńı řada s nezápornými členy. Necht’ pro funkčńı

řadu
∑
fn(x) plat́ı pro všechna n ∈ N a pro všechna x ∈ I |fn(x)| ≤ an. Pak řada∑

fn(x) konverguje v I absolutně a stejnoměrně.

Proč je pojem stejnoměrné konvergence d̊uležitý, pochoṕıme, prostudujeme-li
si následuj́ıćı tři věty.

Věta 3.19 Necht’ řada
∑
fn(x) je v intervalu I stejnoměrně konvergentńı a necht’

funkce fn(x) jsou v tomto intervalu spojité. Pak součet řady s(x) je spojitá funkce
v intervalu I.

Věta 3.20 Necht’ řada
∑
fn(x) je tvořena funkcemi spojitými v intervalu [a; b] a

necht’ v tomto intervalu konverguje stejnoměrně a má součet s(x). Pak plat́ı∫ b

a

s(x)dx =

∫ b

a

f1(x)dx+

∫ b

a

f2(x)dx+ · · ·+
∫ b

a

fn(x)dx+ · · ·

Věta 3.21 Necht’ řada
∑
fn(x) je tvořena funkcemi spojitými v intervalu [a; b] a

necht’ v tomto intervalu konverguje stejnoměrně a má součet s(x). Necht’ dále plat́ı,
že všechny derivace fn(x) jsou spojité funkce. Pak má funkce s(x) v tomto intervalu
spojitou derivaci a plat́ı

s′(x) = f ′1(x)dx+ f ′2(x) + · · ·+ f ′n(x) + · · ·

Věty 3. 20, resp. 3. 21 interpretujeme stručně tak, že ř́ıkáme, že stejnoměrně
konvergentńı řady lze derivovat a integrovat člen po členu. Z funkčńıch řad maj́ı
nejd̊uležitěǰśı aplikace řady mocninné a řady Fourrierovy. Závěr této kapitoly bude
věnován právě jim.

3.5 Mocninné řady

Nebudeme nic zdržovat a uvedeme rovnou definici.

Def. 3.14 Mocninnou řadou nazýváme řadu
∑∞

n=0 an(x− x0)n, an ∈ R. Čı́slo x0
nazýváme střed řady.

Poznámka 3.6 Jelikož lze každou mocninnou řadu převést substitućı z = x − x0
převést na řadu se středem v bodě x0 = 0, budeme se v daľśım bavit předevš́ım o
těchto řadách.

Nyńı se budeme zaj́ımat o to, kdy mocninná řada konverguje. I Zilvar z chudo-
bince v́ı, že každá mocninná řada konverguje ve svém středu. Jelikož vzhledem k
předchoźı poznámce v́ıme, že se zabýváme mocninnými řadami se středem v bodě
nula, tak lze prohlásit, že každá mocninná řada

∑
anx

n konverguje pro x = 0.
Kdyby však všechny řady konvergovaly pouze v tomto bodě, tak bychom se o nich
asi nebavili. Pan Abel však přǐsel na to, že ke konvergenci docháźı i pro jiná x.

Věta 3.22 (Abel). Necht’ mocninná řada
∑
anx

n konverguje pro x0 6= 0. Pak kon-
verguje absolutně pro ∀x ∈ (−|x0|; |x0|).
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Důsledek 3.1 Diverguje-li mocninná řada
∑
anx

n pro jisté x0, diverguje i pro
všechna |x| > x0.

Z Abelovy věty vyplývá i následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 3.23 Pro každou mocninnou řadu
∑
anx

n lze nalézt č́ıslo R, přičemž 0 ≤
R ≤ +∞ takové, že pro všechna x, kde |x| < R řada konverguje absolutně a pro
všechna |x| > R řada diverguje.

Def. 3.15 Čı́slo R z předchoźı věty se nazývá poloměr konvergence.

Pro stanoveńı konvergence mocninné řady je tedy kĺıčové nalézt poloměr kon-
vergence. V bodech x = ±R muśıme o konvergenci rozhodnout samostatně.

Jak bychom mohli naj́ıt poloměr konvergence si ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 3.12 Určete poloměr konvergence řady
∑

xn

(n+1)8n
. Kdyby to byla řada s

kladnými členy a nav́ıc konstantńımi, tak bychom to uměli. Zkusili bychom třeba
pod́ılové kritérium, tedy spoč́ıtali bychom limitu

lim

∣∣∣∣∣
xn+1

(n+2)8n+1

xn

(n+1)8n

∣∣∣∣∣ = |x| lim n+ 1

8(n+ 2)
=

1

8
|x|

Nu, kladné členy máme a v́ıme, že pro konvergenci je nutné, aby limita byla menš́ı
než jedna, což je splněno pro ∀x ∈ (−8; 8). Poloměr konvergence je tedy R = 8.
Př́ıpad x = ±8 řeš́ıme extra, ale v obou př́ıpadech se bude jednat o řadu har-
monickou, přičemž pro x = −8 je tato řada alternuj́ıćı a tud́ı̌z konverguje. Obor
konvergence je interval [−8; 8), přičemž v bodě x = −8 tato řada konverguje jen
relativně.

Poznámka 3.7 Ne každému muśı být pod́ılové kritérium sympatické. Zkusme, zda
by tento př́ıklad nešel vyřešit kritériem odmocninovým.

lim n

√
xn

(n+ 1)8n
=

|x|
8 lim n

√
n+ 1

=
1

8
|x|

Nu, jsme tam, kde jsme jǐz byli, úvahy opakovat nebudeme, výsledek je stejný.

Tento př́ıklad nás opravňuje k formulaci následuj́ıćı věty.

Věta 3.24 Jsou-li koeficienty řady
∑
anx

n takové, že existuje

lim

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = q

nebo
lim n

√
|an| = q,

pak tato řada má poloměr konvergence R = 1
q
. Je-li q = 0, je R = +∞. Je-li naopak

q = +∞, je R = 0.

Následuj́ı d̊uležité věty, týkaj́ıćı se konvergence mocninných řad.
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Věta 3.25 Řada
∑
anx

n s poloměrem konvergence R 6= 0 je stejnoměrně konver-
gentńı v každém uzavřeném intervalu [a; b] ⊂ (−R;R).

Věta 3.26 Necht’ součet řady
∑
anx

n s poloměrem konvergence R > 0 je s(x).
Pak funkce s(x) je spojitá funkce v intervalu (−R;R).

Věta 3.27 Necht’
∑
anx

n = s(x) v (-R;R). Pak plat́ı∫ b

a

s(x)dx =

∫ b

a

a0dx+

∫ b

a

a1x
1dx+

∫ b

a

a2x
2dx+ · · ·+

∫ b

a

anx
ndx+ · · ·

v libovolném intervalu [a; b] ⊂ (−R;R).

Poznámka 3.8 Dá se dokázat, že tato věta plat́ı i pro a = −R či b = R, pokud
řada v těchto bodech konverguje.

Jak lze použ́ıt tuto větu si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 3.13 Necht’ je dána řada

1− t2 + t4 − t6 + · · ·+ (−1)nt2n + · · ·

Spočtěme poloměr konvergence této řady.

lim n
√
|an| = lim 1 = 1

Poloměr konvergence je R = 1. Pozorný čtenář vid́ı, jak těžce jsem se ut’al,
nebot’ tato limita neexistuje, jelikož liché koeficienty řady jsou rovny nule. Já jsem
vlastně spoč́ıtal poloměr konvergence řady

∑
(−1)nzn, která vznikla ze zadané řady

substitućı z = t2. Tyto řady však maj́ı stejný poloměr konvergence. Vyfutrujeme-
li konverguj́ıćı mocninnou řadu nulami, nemá to na konvergenci řady vliv. Toto
zjednodušeńı možná ještě někdy použiju. Vrat’me se však k našemu př́ıkladu. Kromě
hledáńı chyb na mých výpočtech jste si také mohli všimnout, že se jedná o řadu
geometrickou s kvocientem −t2. V intervalu (−1; 1) plat́ı

s(t) =
1

1 + t2

Integrujeme-li zadanou řadu člen po členu, máme∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∫ x

0

1dt+

∫ x

0

t2dt+

∫ x

0

t4dt+ · · ·+ (−1)n
∫ x

0

t2ndt · · ·

a po integraci a dosazeńı meźı možná s překvapeńım zjist́ıme, že

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ · · ·

Bacha na pana Vlacha. Zat́ımco funkce arkustangens je definována v R, uvedené
úvahy plat́ı je v meźıch od nuly do |x| < 1. Na tento př́ıklad si ještě vzpomeneme.

Mocninnou řadu lze také derivovat člen po členu.
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Věta 3.28 Necht’ pro x ∈ (−R;R) je
∑
anx

n = s(x). Pak je

s′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·

Užit́ı této věty si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 3.14 Určete součet řady

∑ x2n−1

2n− 1

Použijeme-li jǐz osvědčený trik s limitou, zjist́ıme, že R = 1. V intervalu (−1; 1)
má řada součet a konverguje zde stejnoměrně. Je tedy

s(x) = x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·

Derivujeme tuto řadu člen po členu, máme

s′(x) = 1 + x2 + x4 + · · ·

Ač je to k nev́ıře, narazili jsme opět na řadu geometrickou, je tedy

s′(x) =
1

1− x2
.

Tuto rovnici zintegrujeme, č́ımž obdrž́ıme

s(x) =
1

2
ln

1 + x

1− x

Doufám, že jste si vzpomněli na parciálńı zlomky. Př́ısně vzato jsme poč́ıtali určitý
integrál od nuly po x, tak jako v předchoźım př́ıkladě.

Přidám ještě jednu větu.

Věta 3.29 Necht’ v intervalu (−R;R) je s(x) =
∑
anx

n. Pak funkce s(x) má v
tomto intervalu derivace všech řád̊u.

Často je také d̊uležité zjistit jak se chová řada či lépe řečeno jej́ı součet pro
x→ R či x→ −R. Odpověd’ nám dává následuj́ıćı věta.

Věta 3.30 Necht’ mocninná řada

s(x) =
∑

anx
n, x ∈ (−R;R)

je konvergentńı pro x = R (x = −R) a má zde součet A (B). Pak plat́ı

lim
X→R−

= A, lim
X→R+

= B
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Př́ıklad 3.15 Určete součet harmonické alternuj́ıćı řady. Vyjdeme z řady moc-
ninné

x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1

xn

n
+ · · · = s(x),

která má poloměr konvergence R = 1, nebot’

lim
x→∞

1
n+1
1
n

= 1

Snadno se vid́ı, že volbou x = 1 źıskáme kýženou alternuj́ıćı řadu

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · (−1)n−1

1

n
+ · · · .

Derivujme p̊uvodńı řadu člen po členu, dostaneme

s′(x) = 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)n−1xx−1 + · · · .

To je opět geometrická řada, jej́ı̌z součet je s′(x) = 1
1+x

. máme∫
1

1 + x
dx = ln (1 + x) + c.

Volbou x = 0 zjist́ıme, že součet řady je nula a tedy i c = 0. Součet alternuj́ıćı
harmonické řady je lim

x→1−
ln (1 + x) = ln 2.

V př́ıkladu 3. 13. jsme vyjádřili elementárńı funkci jako součet mocninné řady,
podobně tomu bylo i v některých daľśıch př́ıkladech. Vzpomeneme-li si na Taylor̊uv
či Maclaurin̊uv polynom, můžeme si toto rozš́ı̌rit. Tam jsme končili vždy jistým n.
Pokud však končit nebudeme, obdrž́ıme mı́sto polynomu řadu.

Rozvoje funkćı lze nalézt v literatuře, já připomenu jen tři.

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

x2n−1

(2n− 1)!
+ · · ·

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ · · ·

Konvergence je vždy v R.
Svědomı́ mi nedá, abych neuvedl ještě jeden rozvoj. Vrat’te se do let svých

středoškolských studíı a vzpomeňte si na binomickou větu. Nedař́ı se? Nevad́ı, rád
vám to připomenu.

(a+ b)n =

(
n

a

)n
b0 +

(
n

1

)
an−1b1 +

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
a1bn−1 +

(
n

n

)
a0bn

Ty výrazy v závorkách jsou binomické koeficienty, které jsou definovány následovně.(
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

(
n

0

)
= 1



3.6. FOURIEROVY ŘADY 41

Pamatuje se to dobře, v čitateli je součin k výraz̊u, prvńı je n a každý daľśı je o
jedničku menš́ı, ve jmenovateli je k!. Jelikož v čitateli nemůže být nula činitel̊u,
tak jsme museli

(
n
0

)
dodefinovat. Kdo mně oponuje, že jsou to kombinačńı č́ısla, má

samozřejmě pravdu, když si tu mocninu dvojčlenu uděláte podrobně, tak zjist́ıte
proč. V každém př́ıpadě jsou č́ısla n a k celá nezáporná a binomických koeficient̊u
je konečné množstv́ı.

Muśı však být n přirozené č́ıslo? Vždyt’ ten zlomek můžeme spoč́ıtat i pro n
libovolné. Potom lze formulovat následuj́ıćı větu.

Věta 3.31 Pro každé n ∈ R a každé x ∈ (−1; 1) plat́ı

(1 + x)n = 1 +

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 + · · ·

(
n

k

)
xk + · · · .

Def. 3.16 Řadu definovanou v předchoźı větě nazveme řadou binomickou.

Poznámka 3.9 Pro n přirozené se jedná o binomickou větu (počet člen̊u je konečný).
Pro n = 0 má řada dokonce jen jeden člen a ten je roven jedné. V ostatńıch
př́ıpadech je počet člen̊u nekonečný.

Př́ıklad 3.16 Rozviňte funkci y = 1√
1−x2 v Maclaurinovu řadu.

Je zřejmé, že definičńı obor této funkce je interval (−1; 1). Kv̊uli zjednodušeńı

zavedeme substituci −x2 = t a budeme rozv́ıjet funkci 1√
1+t

= (1 + t)−
1
2 . Plat́ı

(1 + t)−
1
2 = 1− 1

2
t+

1.3

22.2!
t2 − 1.3.5

23.3!
t3 + · · ·

Na závěr se vrát́ıme ještě k výpočtu integrál̊u, zejména určitých. Když se podařilo
naj́ıt funkci primitivńı, to bylo radosti na Starém Bělidle. Pokud jsme v hledáńı
úspěšńı nebyli a přitom jsme věděli, že daný integrál existuje, museli jsme si
nějak pomoci. Maclaurinovy rozvoje nám dávaj́ı daľśı možnost, jak tento integrál
spoč́ıtat.

Př́ıklad 3.17∫ 1

0

e−x
2

dx =

∫ 1

0

dx+

∫ 1

0

−x2dx+

∫ 1

0

x4

2!
− · · · = 1− 1

3
+

1

10
+ · · ·

3.6 Fourierovy řady

Daľśı poměrně jednoduché funkce jsou funkce goniometrické. Naskytá se otázka,
zda by nebylo možné vyjádřit nějakou funkci pomoćı řady, která by obsahovala
funkce cosnx a sinnx. Nebudeme pesimisty a budeme předpokládat, že to nějak
p̊ujde. Jedno je však jisté—tyto funkce jsou periodické, dá se tedy očekávat, že i
jejich součet bude funkćı periodickou. Dá se snadno dokázat, že libovolnou funkci
proměnné x a s periodou T lze pomoćı substituce x = T

2π
u převést na funkci

proměnné u s periodou 2π. Budeme tedy uvažovat funkce pouze s touto periodou.
Plat́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 3.32 Necht’ f(x) je libovolná funkce integrovatelná na intervalu [−π; π]. Fou-
rierova řada této funkce má tvar

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

kde a0, an a bn jsou Fourierovy koeficienty funkce f(x), které se vypoč́ıtaj́ı podle
vzorc̊u

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx

kde n ∈ N

Důsledek 3.2 Je-li f(x)funkce lichá, jsou koeficienty an i a0 rovny nule. Je-li f(x)
sudá, jsou nulové koeficienty bn.

Fourierovu řadu jsme nádherně vyjádřili, leč to ještě neznamená, že tato řada
muśı konvergovat a že naše práce má smysl. Konvergenci takové řady řeš́ı následuj́ıćı
věta nazvaná po panu Dirichletovi.

Věta 3.33 Necht’ funkce f(x) je po částech spojitá a po částech monotonńı na
intervalu [−π; π]. Pak na tomto intervalu je Fourierova řada konvergentńı a jej́ı
součet je

f(x0) v každém bodě x0, kde je spojitá

1

2
[f(x0−) + f(x0+)]

v každém bodě x0, kde je nespojitá

1

2
[f(−π−) + f(π+)]

v krajńıch bodech intervalu.



Kapitola 4

Funkce v́ıce proměnných

V této kapitole se budeme věnovat funkćım v́ıce proměnných. Kdo se dobře učil v
minulém semestru, bude mı́t úlohu značně usnadněnou, nebot’ řada věćı je stejných
či alespoň hodně podobných. Některé věci jsou však znčně odlǐsné, tak si na to
dávejte pozor čili bacha. Budu se snažit na to upozorňovat. Na druhé straně vám
to zjednoduš́ım t́ım, že se budeme skoro výhradně bavit o funkci dvou proměnných.

4.1 Limita a spojitost

Def. 4.1 Reálná funkce dvou reálných proměnných je zobrazeńı M → R, kde M ⊆
RxR. Jinými slovy každé uspořádané dvojici [x; y] ∈ M je přiřazeno právě jedno
z ∈ R. Množina M se nazývá definičńı obor, množina všech z, které jsou přiřazeny
k nějaké uspořádané dvojici [x; y] se nazývá obor hodnot funkce. Ṕı̌seme z = f(x, y).
Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme mluvit stručně o funkci dvou proměnných.

Př́ıklad 4.1 Určete definičńı obor funkce z = arcsin y + ln (4− x2 − y2). Budeme
vycházet ze znalosti funkćı jedné proměnné a vzpomeneme si na definičńı obory
funkćı arkussinus a přirozený logaritmus. Obě maj́ı jistá omezeńı, která muśı platit
současně, je tedy

−1 ≤ y ≤ 1 ∩ 4− x2 − y2 > 0.

Zat́ımco prvńı podmı́nce vyhov́ı pás mezi př́ımkami y = −1 a y = 1, druhé podmı́nce
vyhov́ı všechny body uvnitř kruhu se středem v počátku a poloměrem r = 2, v
prvńım př́ıpadě včetně hranice. Definičńı obor je samozřejmě pr̊unik obou oblast́ı,
leč obrázek zat́ım neumı́m.

Def. 4.2 Grafem funkce dvou proměnných nazýváme množinu uspořádaných trojic
[x, y, z], kde body [x, y] patř́ı do definičńıho oboru funkce. Jinými slovy je to plocha
o rovnici z = f(x, y). Vrstevnice je křivka o rovnici f(x, y) = c.

Takovým nejběžněǰśım př́ıkladem grafu funkce dvou proměnných je obyčejná
plastická mapa. Proměnné představuj́ı zeměpisná š́ı̌rka a délka, funkčńı hodnotu
pak nadmořská výška. Patř́ı sem i ona p̊uvodně normálńı mapa, která se nacházela
v kanceláři 91. pěš́ıho pluku a kterou učinil plastickou až kocour chovaný ṕısaři.
Jen připomı́nám, že prvńım, kdo se o této změně dotykem přesvědčil byl oberst
Schröder a že to mělo pro ṕısaře nepř́ıjemné následky. Pojem vrstevnice je převzat z

43
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geografie a má stejný význam—zlepšit představu o grafu funkce v dvourozměrném
modelu.

Uvedeme několik př́ıklad̊u.

4.1. Z analytické geomtrie v́ıte, že grafem funkce z = ax+ by + c je rovina v R3.

4.2. Grafem funkce z =
√

9− x2 − y2 je horńı polovina kulové plochy se středem
v počátku a poloměrem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a y.

4.3. Grafem funkce z = x2 + y2 je rotačńı paraboloid s vrcholem v počátku, jehož
osou je osa z. Vrstevnice tvoř́ı soustředné kružnice o rovnićıch x2 + y2 = c.

Nyńı přistouṕıme k definici pojmů limita a spojitost. Začneme definićı okoĺı.

Def. 4.3 Vzdálenost dvou bod̊u A[x1; y1] a B[x2; y2] rozumı́me č́ıslo

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Vzdálenost bod̊u ve v́ıcerozměrném prostoru si jistě odvod́ıte sami.

Def. 4.4 δ-okoĺım bodu P nazýváme množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od
bodu P je menš́ı než δ. Vyjmeme-li z této množiny samotný bod P , mluv́ıme o
ryźım okoĺı.

Def. 4.5 Řekneme, že funkce z = f(x, y) má v bodě M [x0; y0] limitu rovnou č́ıslu
L, jestlǐze ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro pro všechny body z ryźıho
δ okoĺı bodu M plat́ı

|f(x, y)− L| < ε

Ṕı̌seme lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L.

Definice pojmu limity je po formálńı stránce stejná, jej́ı výpočet je však někdy
notně komplikovaný, kolikrát sṕı̌se dokazujeme, že daná funkce limitu nemá. Uvid́ıte
záhy. Ted’ na uklidněńı uvedeme větu pro výpočet limity vzhledem k aritmetickým
operaćım. Tato věta je shodná s tou, kterou znáte pro funkci jedné proměnné.

Věta 4.1 Necht’ lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = A a lim
[x;y]→[x0;y0]

g(x, y) = B. Pak plat́ı:

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)± g(x, y)) = A±B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = A ·B

lim
[x;y]→[x0;y0]

(f(x, y)

g(x, y)
=
A

B
, B 6= 0

Pro funkce dvou proměnných je definován pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proměnné.
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Def. 4.6 Řekneme, že funkce je v bodě M [x0; y0] je f(x0; y0) = lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y).

Řekneme, že funkce je spojitá v oblasti O, jestlǐze je spojitá v každém bodě této
oblasti.

Poznámka 4.1 Pojem spojitosti v bodě lze samozřejmě definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, že definici limity oṕı̌seme a č́ıslo L nahrad́ıme f(x0; y0).

Poznámka 4.2 Jestlǐze jsme zkoumali spojitost funkce na uzavřeném intervalu,
tak jsme v krajńıch bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proměnných toto postrádá smysl, přesto m̊užeme uvažovat i o pojmu
spojitost na uzavřené oblasti. Pro hraničńı body budeme prostě ignorovat ty body z
jeho okoĺı, které nespadaj́ı do dané oblasti.

Nyńı si ukážeme několik př́ıklad̊u na výpočet limity. Zat́ımco u funkce jedné
proměnné je situace podobná ražbě tunelu z obou stran, kdy se bud’ tref́ıme přesně
nebo máme dva tunely, zde muśıme vyzkoušet všechny možné cesty, a že jich je.

Př́ıklad 4.2 Určete limitu lim
[x;y]→[0;0]

x+y
x−y . Tato funkce v bodě [0; 0] neńı definována,

pokuśıme se tedy spoč́ıtat limity pro r̊uzné cesty. Začněmě př́ımkami y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx

x− kx
= lim

x→0

1 + k

1− k

Limity pro r̊uzné směry jsou r̊uzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxně ne-
nastane, pokud bychom se přiblǐzovali po parabolách y = kx2.

lim
[x;y]→[0;0]

x+ y

x− y
= lim

x→0

x+ kx2

x− kx2
= lim

x→0

1 + kx

1− kx
= 1

Př́ıklad 4.3 Zjistěte, zda existuje lim
[x;y]→[0;0]

2xy
xy+2x−y . Zkusme se nejdř́ıv přiblǐzovat

po př́ımkách y = kx.

lim
[x;y]→[0;0]

2xy

xy + 2x− y
= lim

x→0

2kx2

kx2 + 2x− kx
= 0,

ovšem s výjimkou k = 2, to je

lim
x→0

4x

2x+ 2− 2
= 2

Tato limita tedy neexistuje.

K bodu P0[x0; y0] se z bodu P [x; y] můžeme rovněž přibližovat po dvou kolmých
př́ımkách x = p a y = q, kde p a q jsou konstanty, a to dvoj́ım zp̊usobem. Pak lze
limitu funkce vypoč́ıtat postupným limitńım přechodem funkce jedné proměnné,
jak uvád́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 4.2 Označme

lim
y→y0

[
lim
x→x0

f(x, y)

]
= L1 lim

x→x0

[
lim
y→y0

f(x, y)

]
= L2.

Existuje-li limita

lim
[x;y]→[x0;y0]

f(x, y) = L,

pak plat́ı L = L1 = L2.

Uvědomte si, že tato věta je implikaćı a představuje pouze podmı́nku nutnou, což
znač́ı, že bude sloužit k d̊ukazu neexistence limity.

Př́ıklad 4.4 Rozhodněte, zda existuje limita

lim
[x;y]→[0;0]

x− 2y

3x+ y

Urč́ıme postupné limity.

lim
y→0

[
lim
x→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

y→0

−2y

y
= −2.

lim
x→0

[
lim
y→0

x− 2y

3x+ y

]
= lim

x→0

x

3y
=

1

3
.

Tato limita neexistuje.

Podobně jako pro funkci jedné proměnné plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.3 Necht’ pro všechny body x ∈ O s výjimkou bodu M [x0; y0] plat́ı f(x, y) =
g(x, y) a necht’ je lim

[x;y]→[x0;y0]
f(x, y) = L. Pak je i lim

[x;y]→[x0;y0]
g(x, y) = L.

Př́ıklad 4.5

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 + y2)

Tato funkce je v okoĺı bodu [1;−1] shodná s funkćı

z =
x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2)

Jej́ı limita je v tomto bodě rovna funkčńı hodnotě, tedy je

lim
[x;y]→[1;−1]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x;y]→[1;−1]

x2 + xy + y2

(x+ y)(x2 + y2
=

3

8

Při výpočtu limity můžeme použ́ıt i některé triky známé z funkce jedné proměnné,
jeden př́ıklad následuje.
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Př́ıklad 4.6

lim
[x;y]→[0;0]

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

Vynásob́ıme-li funkci jedničkou ve tvaru√
x2 + y2 + 4 + 2√
x2 + y2 + 4 + 2

a uprav́ıme-li, poč́ıtáme limitu

lim
[x;y]→[0;0]

3(
√
x2 + y2 + 4 + 2) = 12

Závěrem této části vám uvedu tři limity, které vám určitě něco připomenou.

lim
[x;y]→[x0;y0]

sin f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

tg f(x, y)

f(x, y)
= 1

lim
[x;y]→[x0;y0]

(
1 +

1

f(x, y)

)f(x,y)
= e

4.2 Parciálńı derivace

Už problémy s limitou nám naznačuj́ı, že to s derivacemi v̊ubec nebude snadné.
Pokud bychom chtěli udělat nějakou analogii s funkćı jedné proměnné, bylo by to
značně obt́ıžné. Proto p̊ujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proměnných je
plocha. Pokud však plochu ř́ızneme nějakou rovinou, tak řezem je křivka, křivku
umı́me popsat funkćı jedné proměnné—čajńık je v kredenci. My budeme řezat
rovinami kolmými k osám x a y.

Def. 4.7 Necht’ existuje limita

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle x v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂x

či
f ′x(x0, y0). Analogicky definujeme parciálńı derivaci podle y. Necht’ existuje limita

lim
y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0

Pak tuto limitu nazveme parciálńı derivaćı podle y v bodě [x0; y0], znač́ıme ∂f(x,y)
∂y

či f ′y(x0, y0). Má-li funkce parciálńı derivaci podle nějaké proměnné v každém bodě
nějaké oblasti M , potom ř́ıkáme, že zde má parciálńı derivaci. Jinými slovy vznikne
na této oblasti nová funkce, to je stejné jako u funkce jedné proměnné.
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Protože jsme parciálńı derivace definovali jako derivace funkce jedné proměnné,
plat́ı pro ně všechna pravidla tak jak je znáte z kurzu MA1, nebudu je tedy uvádět.
Stejně tak nebudu řešit derivace vyšš́ıch řád̊u, tam ovšem jeden problém přece jen
vyvstane. Zálež́ı na pořád́ı proměnných podle kterých derivujeme nebo nezálež́ı, to
je oč tu běž́ı. Odpověd’nám dává Schwarzova věta.

Věta 4.4 Necht’ jsou derivace f ′′xy(x, y) a f ′′yx(x, y) jsou v bodě M [x0; y0] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou větu bychom mohli zformulovat i pro smı́̌sené parciálńı derivace
vyšš́ıch řád̊u. Jak vid́ıme, u spojitých funkćı je to s parciálńımi derivacemi jako
s mušketýry, je jich o jednu v́ıc než je jejich řád. Stejně jako tři mušketýři byli
čtyři, tak i třet́ı parciálńı derivace jsou čtyři: f ′′′xxx, f

′′′
xxy, f

′′′
xyy a f ′′′yyy. Tak je tomu u

parciálńıch derivaćı jakéhokoliv řádu.

Př́ıklad 4.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z′x = u′(x), z′y = v′(y), z′′xx = u′′(x), z′′yy =
v′′(y) a z′′xy = z′′yx = 0. Tak je-li z = 3x2 − 5y3 + 1, máme z′x = 6x a z′y = −15y2.
Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 6, z′′yy = −30y a z′′xy = z′′yx = 0.

Př́ıklad 4.8 Je-li z = u(x)v(y), je z′x = u′(x)v(y), z′y = u(x)v′(y), z′′xx = u′′(x)v(x),
z′′yy = u(x)v′′(y) a z′′xy = z′′yx = u′(x)v′(y). Tak je-li z = 5x2y4, máme z′x = 10xy4 a
z′y = 20x2y3. Pro druhé derivace vycháźı z′′xx = 10y4, z′′yy = 60x2y2 a z′′xy = z′′yx =
40xy3.

Př́ıklad 4.9 Je-li z = u(x)
v(y)

, je z′x = u′(x)
v(y)

, z′y = −u(x)v′(y)
v2(y)

, z′′xx = u′′(x)
v(y)

, z′′yx = z′′yx =

−u′(x)v′(y)
v2(y)

a z′′yy = −u(x)v
′′(y)v(y)−2(v′(y))2

v3(x)
. Konkrétńı př́ıklad dáme tento: z = x

y2
.

Potom je z′x = 1
y2

, z′y = −2x
y3

, z′′xx = 0, z′′yy = 6x
y4

a z′′ = −2
y3

.

Pkud nejsou proměnné separovány, postupujeme standardně.

Př́ıklad 4.10 Určete prvńı a druhé derivace funkce z = sin (x2 + y2). Máme z′x =
2x cos (x2 + y2), z′y = 2y cos (x2 + y2). Derivujeme jako součin a máme z′′xx =
2 cos (x2 + y2) − 4x2 sin (x2 + y2) a z′′yy = 2 cos (x2 + y2) − 4y2 sin (x2 + y2). Při
smı́̌sené vyjdeme z y′x a derivujeme podle y, x je konstanta. Obdrž́ıme z′′xy = −4xy sin (x2 + y2).

4.3 Totálńı diferenciál

Podobně jako u funkce jedné proměnné zavedeme pojem diferenciál. Samozřejmě,
že můžeme pro parciálńı derivace definovat parciálńı diferenciály naprosto stejným
zp̊usobem jako u funkce jedné proměnné. Jenže prob́ıráme funkci dvou proměnných,
takže neńı dobré, aby si jednotlivé proměnné hrály na svém ṕısečku. Chápu, že slovo
totálńı nemá dnes nejlepš́ı pověst, leč matematika je na politické situaci nezávislá.
Kdo by s t́ım měl problém, necht’ si mı́sto slova totálńı mysĺı ekvivalentńı výrazy
(úplný, celkový).
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Def. 4.8 Řekneme, že funkce f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná (má zde
totálńı diferenciál), je-li

∆z = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = Ah+Bk + %τ(h, k),

kde A, B jsou konstanty, % =
√
h2 + k2 a lim

[h;k]→[0;0]
τ(h, k) = 0.

Na otázku kdy to nastane nám dá odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 4.5 Je-li f(x0, y0) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má v tomto bodě parciálńı
derivace prvńıho řádu a plat́ı

A =
∂f

∂x
(x0; y0) B =

∂f

∂y
(x0; y0).

Poznámka 4.3 Dále budeme použ́ıvat běžné označeńı h = dx, k = dy.

Def. 4.9 Je-li funkce f(x, y) v boděM [x0; y0] diferencovatelná, pak výraz

dz =
∂f

∂x
(x0; y0)dx+

∂f

∂y
(x0; y0)dy

nazýváme totálńı diferenciál funkce z = f(x, y) v bodě M [x0; y0]

Věta 4.6 Necht’ f(x, y) je v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, pak je zde spojitá.

Věta 4.7 Jsou-li prvńı parciálńı derivace funkce f(x, y) v bodě M [x0; y0] spojité,
pak je zde diferencovatelná.

Hlavńı význam diferenciálu funkce jedné proměnné spoč́ıval v tom, že jsme
mohli (skutečný) př́ır̊ustek funkce v bodě nahradit s jistou chybou diferenciálem,
čili graf funkce nahradit v okoĺı tohoto bodu tečnou. Obdobně lze postupovat i u
funkce dvou proměnných, jen tečnu nahrad́ıme tečnou rovinnou. Jak stanovit jej́ı
rovnici nám ukáže daľśı věta.

Věta 4.8 Je-li f(x, y) v bodě M [x0; y0] diferencovatelná, má plocha z = f(x, y) v
bodě Mp[x0; y0; z0] tečnou rovinu, jej́ı̌z rovnice má tvar

z − z0 =
∂f

∂x
(x0; y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0; y0)(y − y0)

Menš́ı zádrhel spoč́ıvá v tom, že tak jako neumı́me (neurčitě) integrovat libo-
volnou funkci, ne každý výraz tvaru P (x, y)dx+Q(x, y)dy je diferenciálem nějaké
funkce. Kdy tomu tak je nám odpov́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.9 Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) jsou spojité v oblasti O a stejně tak jsou
zde spojité i jejich parciálńı derivace. Pak výraz P (x, y)dx+Q(x, y)dy je totálńım
diferenciálem jisté funkce f(x, y) právě tehdy, když plat́ı

P ′y(x, y) = Q′x(x, y).
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Užit́ı diferenciálu si ukážeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 4.11 Válec má poloměr 2 dm a výšku 10 dm. Jak se změńı jeho objem,
jestlǐze se při deformaci poloměr zvěťśı na 2,05 dm a výška naopak zmenš́ı na 9,8
dm? Objem válce je V = πr2v, což lze chápat jako funkce dvou proměnných r a v.
Totálńı diferenciál má tvar

dV = 2πrvdr + πr2dv

Zde je dr = +0, 05 a dv = −0, 2. Po dosazeńı do diferenciálu máme dV =
1, 2π=̇3, 77dm3.

Př́ıklad 4.12 Ověřte, zda výraz (2x3 − xy2)dx + (2y3 − x2y)dy je totálńım dife-
renciálem této funkce. V př́ıpadě že ano, nalezněte tuto funkci. Ověřeńı nebude
těžké, nebot’ P ′y = −2xy = Q′x. Na nalezeńı funkce, jej́ı̌z totálńı diferenciál jsme
právě objevili, vám porad́ım jednu inženýrskou fintu. Zintegrujeme obě části dle
patřičné proměnné, přičemž tu druhou budeme považovat za konstantu.∫

(2x3 − xy2)dx =
x4

2
− x2y2

2
+ c∫

(2y3 − x2y)dy =
y4

2
− x2y2

2
+ c

Do hledané funkce z = f(x, y) vezmeme prvńı integrál celý, z druhého pak vezmeme
pouze ty sč́ıtance, které se v prvńım nevyskytuj́ı. Je tedy

z =
1

2
(x4 − x2y2 + y4) + c

Totálńı diferenciál je velmi d̊uležitý pojem ve fyzice. Je-li výraz P (x, y)dx +
Q(x, y)dy totálńı diferenciál, pak ho lze integrovat, přičemž hodnota tohoto in-
tegrálu nezáviśı na integračńı cestě z bodu A do bodu B, nýbrž pouze na hodnotách
funkce z = f(x, y) v těchto bodech (je to jakoby klasický Newton̊uv integrál).
Funkce z pak reprezentuje veličinu stavovou.

Podobně jako u funkce jedné proměnné můžeme definovat totálńı diferenciál
řádu n.

Def. 4.10 Totálńı diferenciál řádu n funkce dvou proměnných je výraz(
∂

∂x
dx+

∂

∂y

)n
f(x, y)

Jak postupovat si ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad 4.13 Určete totálńı diferenciály druhého a třet́ıho řádu funkce z = y lnx.
Nejdř́ıve si urč́ıme všechny parciálńı derivace až do řádu 3. z′x = y

x
, z′y = lnx,

z′′xx = − y
x2

, z′′xy = 1
x
, z′′yy = 0, z′′′xxx = 2y

x3
, z′′′xxy = − 1

x2
, z′′′xyy = z′′′yyy = 0. Totálńı

diferenciál druhého řádu je

d2z = z′′xx(dx)2 + 2z′′xydxdy + z′′yy(dy)2 = − y

x2
(dx)2 +

2

x
dxdy(dy)2

Totálńı diferenciál třet́ıho řádu je pak

d3z = z′′′xxx(dx)3+3z′′′xxy(dx)2dy+3z′′′xyydx(dy)2+z′′′yyy(dy)3 =
2y

x3
(dx)3− 3

x2
(dx)2dy
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4.3.1 Extrémy funkce dvou proměnných

Def. 4.11 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı maximum (mi-
nimum), existuje-li okoĺı O bodu M takové, že pro všechna x ∈ O plat́ı f(x0, y0) ≥
f(x, y) (f(x0, y0) ≤ f(x, y). V př́ıpadě ostrých nerovnost́ı mluv́ıme o ostrém lokálńım
maximu (minimu).

Postup při stanoveńı extrémů je obdobný jako u funkce jedné proměnné.

Věta 4.10 Necht’ funkce f(x, y) má v bodě M [x0; y0] lokálńı extrém a necht’ existuj́ı
v bodě M parciálńı derivace prvńıho řádu. Pak je f ′x(x0, y0) = f ′y(x0, y0) = 0.

Poznámka 4.4 Tak jako u funkce jedné proměnné budeme bod M nazývat bodem
stacionárńım.

Stacionárńı (podezřelé z extrému) body budeme vyšetřovat pomoćı následuj́ıćı
věty.

Věta 4.11 Necht’ M je stacionárńı bod a necht’ v jeho okoĺı existuj́ı spojité parciálńı
derivace prvńıho a druhého řádu. Vypočtěme výraz

D = f ′′xx(x0, y0)f
′′
yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))

2

Je-li D > 0, pak pro f ′′xx > 0 je v bodě M lokálńı minimum a pro f ′′xx(x0, y0) < 0 je
v bodě M lokálńı minimum. Je-li D < 0, pak v bodě M extrém neńı, je-li D = 0,
nem̊užeme o extrému rozhodnout (extrém tady být m̊uže, ale nemuśı).

Poznámka 4.5 Označeńı D jsme nezvolili náhodou, D je de facto determinant
druhého řádu, přičemž v hlavńı diagonále jsou derivace podle xx a yy a ve vedleǰśı
diagonále jsou derivace smı́̌sené (ty jsou si samozřejmě rovny).

Nyńı ukážeme několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 4.14 Nalezněte lokálńı extrémy funkce z = x3 + xy2 + 6x2 + y2. Nejprve
spoč́ıtáme parciálńı derivace prvńıho řádu.

f ′x = 3x2 + y2 + 12x, f ′y = 2xy + 2y

. Polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, źıskáme čtyři stacionárńı body S1[−1; 3],
S2[−1;−3], S3[0; 0] a S4[−4; 0]. Spočteme tedy parciálńı derivace druhého řádu

f ′′xx = 6x+ 12, f ′′xy = 2y, f ′′yy = 2x+ 2.

Budeme postupně dosazovat jednotlivé stacionárńı body a poč́ıtat č́ıslo D. V prvńıch
dvou př́ıpadech je D(S1) = −36, D(S2) = −36, extrém nenastává. D(S3) = 24 a
protože je f ′′xx(0, 0) = 12, je v počátku minimum. Naproti tomu je D(S4) = 24, ale
tentokrát je f ′′xx(−4, 0) = −12, v bodě S4 je tedy maximum.
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Př́ıklad 4.15 Určete lokálńı extrémy funkce z = x2 + 4xy + 6y2 − 2x + 8y − 5.
Začneme prvńımi parciálńımi derivacemi.

z′x = 2x+ 4y − 2 z′y = 4x+ 12y + 8

Opět polož́ıme obě derivace rovny nule, po vyřešeńı soustavy dvou lineárńıch rovnic
źıskáme jediný stacionárńı bod S[7;−3]. Druhé parciálńı derivace jsou z′′xx = 2,
z′′xy = 4 a z′′yy = 12. Všechny jsou konstantńı, neńı kam dosazovat a determinant
má univerzálńı hodnotu D = 8 > 0. Jelikož je z′′xx = 2 > 0, je v bodě S lokálńı
minimum. Jen pro zaj́ımavost, jeho hodnota je z(7,−3) = −24.

Př́ıklad 4.16 Určete lokálńı extrémy funkce z = −3x4−5y4. Spočteme prvńı deri-
vace z′x = −12x3, z′y = −20y3. Jediným stacionárńım bodem je počátek. Jdeme na
druhé derivace. z′′xx = −36x2, z′′yy = −60y2, z′′xy = 0. Zřejmě je D = 0, o extrému
nem̊užeme t́ımto zp̊usobem rozhodnout. My si ale všimneme, že funkčńı hodnoty
jsou mimo počátek záporné, je zřejmé, že v počátku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proměnné můžeme určovat i extrémy absolutńı, a to
v př́ıpadě, že je funkce definovaná na uzavřené oblasti. Ty pak mohou nastat bud’

v bodech lokálńıch extrémů nebo na hranici oblasti. Ukážeme si to na př́ıkladu,
nejdř́ıve trochu teorie.

Def. 4.12 Řekneme, že funkce f(x, y) má v bodě [x0; y0] absolutńı maximum (mi-
nimum), jestlǐze pro všechny body [x; y] ∈ M plat́ı f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥
f(x0, y0).

Def. 4.13 Bod [x0; y0] nazveme vnitřńım bodem množiny M , existuje-li okoĺı O
tohoto bodu takové, že O ⊂ M . Množina, která obsahuje pouze vnitřńı body, se
nazývá otevřená. Bod [x0; y0] nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestlǐze každé
jeho obsahuje jak body množiny M , tak i body, které do ńı nepatř́ı. Množinu všech
hraničńıch bod̊u nazýváme hranićı. Množina, která obsahuje všechny své hraničńı
body, se nazývá uzavřená.

Def. 4.14 Množina M se nazývá omezená, existuje-li kruh K se středem v počátku
tak, že M ⊆ K.

Věta 4.12 Necht’ f(x, y) je spojitá funkce definovaná na omezené uzavřené množině.
Pak zde nabývá své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Př́ıklad 4.17 Stanovte absolutńı extrémy funkce z =
√

2x− x2 − 4y2. Po do-
plněńı na čtverec zjist́ıme, že definičńım oborem jsou vnitřńı a hraničńı body elipsý
(x− 1)2 + 4y2 ≤ 1. Stacionárńı body urč́ıme řešeńım soustavy rovnic

z′x =
2− 2x

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0 z′y =

−8y

2
√

2x− x2 − 4y2
= 0

Existuje jediný stacionárńı bod S[1; 0]. Je f(1, 0) = 1. Stanoveńı extrém̊u na
hranici je obecně velmi obt́ı̌zné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vid́ım,e že funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladná. Absolutńı maximum je tedy ve středu
elipsy a minimun na jej́ı hranici.
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4.14. Totálńı diferenciál
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