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Predmluva

Ucebn{ text je urcen pro cviceni z matematické analyzy v 3. semestru
studia matematiky na PAF MU v Brné. Navazuje na skriptum prof. V.
Novéka Integralni pocet funkei jedné redlné proménné, které je uréeno
pro pfednésku z téhoz pfedmétu. Shirka proto neobsahuje Zadnou te-
orii, kterou najde ¢tendi ve vyse zmifiovaném skriptu, jsou uvedeny
nanejvys drobné metodické poznamky.

Sbirka obsahuje jednak feSené, jednak netesené piiklady s uve-
denim vysledku, na kterych si ¢tenaf muze ovérit, jak dalece si pro-
blematiku osvojil. U¢ivo navazuje svym obsahem na znalosti z dife-
rencidlniho poctu funkef jedné redlné proménné, které byly probirdny
v 2. semestru. Jsou vyuzivany i poznatky z algebry, se kterymi se
student béhem studia sezndmil.

Ve sbirce se ctendr setkd nejen s piiklady u¢iva matematické analyzy
ve vysokoskolském smyslu, ale protoze je text uréen budoucim uéiteliim
matematiky, jsou zde zatazeny také piiklady vyuzitelné na zakladni
¢i stredni Skole. Je zminén piistup k vyuce obsahii a objemt geomet-
rickych utvara na zdkladni skole.

Symbolika i fazeni kapitol jsou ve shodé se zminénym skriptem,
ackoli nékteré kapitoly jsou z praktickych divodu slouceny.
cviceni. Je tomu tak proto, aby byla problematika ukdzana v kom-
plexnéjsich souvislostech, na coz ve cviceni neni as. Mnozstvi, spek-
trum a slozitost pifkladi jsou vsak i tak ze ziejmych diivodii omezeny.
Existuje vSak celd fada sbirek, které lze ke studiu doporuéit, nebot
Jsou svym rozsahem obsahlejsi a jejichz seznam je uveden na konci
této publikace.

Na zaveér bych rdda podékovala panu doc. Pavlu Rehékovi, Ph.D.,
ktery mi poskytnul spoustu cennych rad v oblasti matematické analyzy,
a RNDr. Ruzené Blazkové, CSc., kterd mé obohacovala po strance di-
daktické problematiky.

Brno, zaii 2014 Irena Budinové




1. Primitivni funkce

1.1. Prima metoda

Nejjednodussi zpiisob, jak muzeme integrovat funkei, je vyuzit vzorec.
Pokud takovy vzorec existuje, vyuzivime znalosti z diferencidlniho
poctu, kde jsme se sezndmili s derivacemi elementdrnich funkei. Uvadi-
me zde zdkladn{ vzorce pro integrovéni. Pismenem C ozna¢ujeme in-
tegracni konstantu.

/dzzx—kC, (1)
/@ﬂmdxza/f@ym, @)

[ @) + 9wy do= [ @) az+ [ota)as, 3)

xn+1
/x” dr = + C, pokud n # —1, (4)
n+1
1
,/;mmﬂmﬂ+c, (5)
/sinx dx = —cosx + C, (6)
/cosx dx =sinz + C, (7)

/ez dr = €e” + C, (8)

/azdaz:lza+0,pokuda>0,a7é1, (9)
dx _
/ Ao arcsinz + C, (10)




d
/1+xx2 =arctgz + C. | (11)
Integral ve vzorci (1) je mozno zapisovat také zptisobem f 1dx Ve
vzorcich (2) a (3) jsme vyuzili linearity derivace.
Modifikaci uvedenych vzorci obdrzime dalsi velmi uzite¢né vzorce
/f(ax +b) doe = —F(az + b) 4 C, jestlize F' = f,
a

(12)
f'(z)

dr =1In f(z) + C. (13)

V nésledujicich piikladech budeme integrovat pomoci vzorcu. Vétsi-

nou je potieba zadanou funkci upravit tak, aby bylo mozno vzorec
aplikovat.

Priklad 1.1. Naleznéte primitivni funkce k danym funkcim
a)

flx)=2" —\/E,xe]R,
) 1) = (52)" 2 £0
c) f(z) = xl\/_,az>0
d) f(z) = —-——@,x>0.

Resent. a) Funkci piepiseme jako f(z) = 7
podle vzorcu (3) a (4):

— 73 a déle postupujeme

8 4
/(m7~:c )da::/x"dx—/x%dx:%_%
3

W=

+C=
1.8

3 3

dc

b) Zadanou funkci muzeme algebraickymi tipravami upravit tak, abychom
mohli vyuzit vzorcu

2 2
/x+2 dx:/wédmz/ 1+£-|—i dr =

T T2 x2
:/1dx+4/ d:c+4/——~dw

8




Pri posledni tpravé jsme pouzili vrozce (2) a (3). Integrovanim
dostavame

2 ,
Ve /<:c+2> dx:x-’rélln(x[—é-l—c.
2 %

1
=2 —-=" C=1 - —+4C.
T3 _%+ \/5+3 \/EJF
Si- d)
\/x\/xﬁ+1 x%x%x%—i—l
/ xz/ : dr =
\/E T2
=/(x%+x_%)dx=%x%+2\/5+0.

Goniometrické identity

- V mnoha piikladech obsahujicich goneometrické funkce musime
pred integraci funkci upravit pomoci jedné z goniometrickych identit.
Pripomeneme nejcastéji pouzivané goniometrické identity:

cos’z +sin’z = 1, (14)
cos’ z — sin’® z = cos 2z, (15)
hom 2sinz cosx = sin 2z, (16)
9 1
cos“x = 5(1 + cos 2x), (17)
. 9 1
sin‘“z = 5(1——C082$). (18)
9




Priklad 1.2. Naleznéte primitivni funkce k danym funkcim:
a) flz) = cos3z —sin2z, x € R,
)—tgw x;é(2k+1) keZz,
) sm2a:’ kZﬂ’

b) f(z
c) f(z
)f(a?)=tg z, v # (2k+1)3, k € Z,
)f(

= gin? z, x € R.

)
Regend. a) Plati

sin ax
cosar = +C,

a
. cos bz
/sm br = — 2 +C,

a, b jsou konstanty (ovéite zpétnym derivovanim). Tedy

3 S 2
/(cos 3z — sin2z)dx = 51113 g COZ el
b) Plati tgz = 22 Nyni vyuzijeme vzorce (13). Protoze derivaci

funkce cosz je — sin z, muzeme psat:

/tgzdzz/smxdm:—/_Smxdm:—lmcosm]—}—a

COS T COS T

Pozdéji uvidime, zZe piiklad je mozno tesit také substituéni metodou.

c) Piiklad fesime uzitim goniometrickych identit (14) a (16):

1 1 1 [sin?z + cos?z
- dr= | ————dz == | ————dz =
sin 2x 2sinxcosx 2 sinx cosx

1/sinx 1/cosw
= - + = — dx
2 cosx 2 sin x
1 1 )
= —=In|cosz|+ = In|sinz| + C.
2 2
) 2
1—

/tg2xd:c:/sm2x dx=/————~————cgs o =

cos? z cos?

1
:/ 5 d:v—/ldx:tgm—:v—t—C,
cos?x

10
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)

nebot

/ = dr =tgz + C. (19)

cos? x

e) K integraci této funkce vyuZzijeme vztah sin® z = %—% cos 2z. Potom:

1 1 1 1 1
102 — . —_ —r — — . —q] =
/sm acd:v—/(2 2cos2x) dz 235 5 251n2x+0

1 1
= —2—55— Zsin.?x—l—C’.

Piiklad 1.3. Naleznéte primitivni funkce k danym funkecim:
a) f(z) =sin3zcos3z, z € R
() =8L v +#kn kel

b)‘f sin® )
c) f(a:)z\/%—%,me]l@
d) f(z) = w\/i_c—otgi,x#kﬂ,xgé(§+2k7r,g7r+2k7r>,k€Z

Resend. Viechny tyto integraly je mozné pocitat substituéni metodou
kterou budeme uvadét pozdéji. Je vsak také mozné pouizit vzorec

fn+1

n-+1

)

/ (@) f (@) de el (20)

ktery vychézi ze substituéni metody.

a) Protoze plat{ (sin3z)" = 3 cos 3z, milZeme psat

1 1
/sin 3x cos3z dx = 3 /sin 3z(3cos3z) dx = 3 /sin 3z(sin 3z)" dx =

_ 1 ‘ sin’ 3z O = sin? 3z LC
3 2
Mohli jsme postupovat i jinak: (cos3z)’ = —3sin 3z a

1
/sin 3z cos3z dx = —g/cos 3z(—3sin3z) dz =

B 100823:E+C_ cos? 3z
3 2 N 6

+C.

11




Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze tyto dvé vysledné funkce jsou
zcela ruzné. VSechny primitivni funkce k jakékoli funkci jsou ale totozné
az na aditivni konstantu. To plati i v naSem piipadé, o c¢emz se muzeme
pfesvédcit napf. nakreslenim grafu (obr. 1).

_ sin?3x
6

_ cos?3x

Obr. 1

b)
1 1
/C_Oix dx:/c9sx- — dx:/cotgx —5— dz.
sin® sinz sin“z sin” x
Protoze je (cotgz) = —'S‘i;lg‘:;, mame
1 , cotg?x
— [ cotgz-| ——— dx = — [ cotgz-(cotgz) dor = — +C.
sin®x 2

c) Plat{ (3 — cos?z)’ = 2sinz cos x = sin 2z a tedy

sin 2z dxz/(3_COS2$)/ i — \/3—cos2x+C:
V3 —cos?’x

1
3 —cos?x °

=2v/3 —cos?2z + C.

12



d) Ponévadz je (1 — cotgz)’ = —5—, mdme

1 1 1
dr = . — dr =
/ sin? /T — cotg v V1 —cotgz sin’z v

V1 — cot
= /(1——cotga:)_% (1 —cotgz) dx = _Tcgﬂ +0 =

=24/1—cotgz + C.

2

Priklad 1.4. Nasledujici funkce integrujte vyuzitim jednoho ze vzorcii

n+1
[r@ e -L— o

/f ;” v =In|f(z)| + C.

nebo

a) f(z) = (2x—3)3’x 7 5

b) f(z) = %52, #0;V2,

¢) [(2) = sogerermmss £ 70,
d) f(z) = =,z € (-11),
e) f(z) = Sy 4 o/ il

Resend. a) Funkei si nejdifve piepieme jako f(z) = (2z — 3)3. Deri-
vaci funkce (22 + 3) je 2, proto po mensf tipravé mizeme pouzit prvni
z uvedenych vzorcu:

1 1 5, 1 (22-372

2__2 3_2 /
/3$ dmz/udwzln|m3—2x|+a

z3 — 2z 3 — 21

13




/ dz B / dz _
arctgr + x2arctgr  J (14 22)arctgz

1 /

1522 t
=/ Lta? dac:/(aig—x)— dx = In|arctgz| + C.

arctg x arctgx

d)

T 1 1 1
B —— fromnd —_ —_ \/ —_ 2 = —— — _— 2\—3 =
/mdm / 2/ 2eVl—a 2 22(1—a7)

— 22)3
=_1u+0:—\/1—x2+a

I
2 3
s . r_ 2
e) Plati (arcsin 2z) = e @ tedy
arcsin2r 1 / aresin 20 2 dx
— I e— 1 o ———eee. —
V1—422 2 1— (22)?
1 1 d 22
== / arcsin 2z - (arcsin 2z) = = - arewm 2 L o=
2 2 2
in 2
_ arcs;n )

Piiklad 1.5. Najdéte primitivni funkei F () k funkei f(z) = ﬂ?—’;
tak, aby platilo F'(1) = .

Resend. 3

F(z) = /T;—xidm = 3arctgz + C,
F(1) =3arctgl1+C = 3-§ +C a mé-li platit F'(1) = Z, pak budeme
resit rovnici %7‘(—}-0 = 71, Jejimz resenim je C' = —7. Hledand primitivn{

funkce tedy je
T
F(z) = 3arctgx — 5

14



Priklad 1.6. Naleznéte primitivni funkce k danym funkcim:

e(t

b) f(z) ==L 2 #0
¢) flz) = TS558, s € R.

Resend. a)

T _ ,—x)\2 2r T,—T —2z
/(e e ") dx:/e 2e"e " +e¢ do —

nebot

kde a je konstanta.

b) Pfipomenime nejdiive dva algebraické vzorce, z nichz jeden budeme
k vypoctu potiebovat.

a® — b = (a — b)(a® + ab + b?), (21)

a®+b® = (a +b)(a® — ab+ ). (22)

Prvni z uvedenych vzorcu vyuZzijeme k tpravé zadaného zlomku:

3z __ o 2z T
/e 1d$:/(e 1)(e** + e +1)d:c:

et —1 et —1

2x

:/(62z+ez+1)dx:%+ex+x+0.

15




3x+1 . 3z

321 3z9%
- ——dz - de =
3/ "3, 4/ gz

—3 [Fdo— g [ da=

z+l _ pz—2 9. 2 3:::—22x—2

108
3% 1 2%
=33 108 ma ' C

Integrace racionalni lomené funkce

Pfi integraci racionalni lomené funkce rozlisujeme mezi ryzi a neryzi
raciondlni funkei. V piipadé, ze je funkce neryzi, upravime ji na soucet
polynomu a ryzi racionalni funkce. To lze provést bud délenim citatele
jmenovatelem (univerzalni, aviak nékdy zbytecné zdlouhava metoda),
nebo algebraickymi tipravami, pokud to tvar racionalni funkce umozni.

Piiklad 1.7. Upravte ryzi racionélni funkci na soucet polynomu a

ryzi raciondlni funkce a integrujte.
_ 252244228 +2%+a+1
a) f(z) =

N )
b) £(2) = F
C) f(x) = izgj

Resend. a) Tuto funkei upravime délenim. Pfipomenme z algebry al-
goritmus déleni dvou polynomi:

(x® —22* +22% 422 42 41?4+ 1)=2®-222+z+3 -
5 3
T +x

+1

—2z* 423
—2z4 —2z2
z3 +322
z3 “+x
32
3z +3
-2
16
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Méme tedy

de =

/x5—2x4+2x3+x2+x+1
2 +1

2
:/(I3—2$2+$+3—_—*2 )dw:
v+ 1

4 9.3 2
:%——g—+%+3x—2arctgx+0.

b) V pifpadé zejména raciondlnich funkef ¢asto vyuZijeme upravu,
kterd se nékdy nazyva jako , pficteni nuly“. Jedn4 se o upravu Citatele,
kdy k citateli piicteme a hned zase odecteme vyraz, ktery ndm umozni{
raciondln{ funkei snadno upravovat. Napf. v nasem prikladé by se ho-
dilo, kdyby v ¢itateli nebylo 2?2, ale 22 + 1. Za tim tcelem v citateli
pricteme a odecteme jedna a zlomek potom rozdélime na dva:

x? 24+1-1 2241 1 1

= = — =1 —.
2 +1 241 2+1 2241 2 +1

Funkci v nové vzniklém tvaru miizeme jiz snadno integrovat:

2 1
/ 2x+1dx:/(1— 2+1> dr =z — arctgz + C.
* &

¢) Budeme postupovat obdobné jako v predchozi éasti:

x? -2 z2+1-3 3
do= [ T T- "2 g, = (1— )d -
/a:?+1 o / 2 +1 o / 2 +1 v

=z —Jarctgz + C.

V pripadé, ze zadand raciondln{ funkce je ryzi, je vhodné se presved-
it o tom, zda je mozné provést algebraickou upravu, kterd zlomek
rychle a efektivné pievede na souéet integrovatelnych funkef. Takovou
Upravou muze byt jednoduché rozdéleni zlomku, nebo ,,pieskldddni

Citatele a ndsledné rozdéleni zlomku, jak uvidime v nésledujicim p¥ikla-
de! (Ch

17




Priklad 1.8. Upravte zadanou raciondlni funkci a poté integrujte.
a) f(z) = 2;;
b) f(z) = Faey,® # 0, £1.

z242z)(z—1)°

Resend. a) Zadany zlomek je mozné jednoduse rozdélit na dva a in-
tegrovat. Musime si jen uvédomit, Ze derivaci jmenovatele (z2 + 1) je
2x, coz je jeden ze s¢itancu Citatele.

2¢ — 1 2x 1
d = dr — dr =
/332—!—1 o /x2—|—1 v /a:2+1 o

=In(z® + 1) — arctgz + C.

b) ,, Preskldaddme“ vhodné citatel tak, abychom zlomek mohli rozdélit
na dva:

212 4+ 2z — 1 (% + 2x) + (2?2 — 1)

(22 + 2z)(z — 1) (22 4 2z)(z — 1)

_ z? + 2z N r? -1 _
(224 2n)(z—1)  (z2+22)(z—1)
1 z+1

1:—1+:1:2—|—2:E'

Tento vyraz jiz muzeme (po malé tpravé druhého zlomku) integrovat:

1 z+1 1 1 2x + 2
dr = d — dr =
/(x—1+x2+2w) v /:c—l x+2/:c2+2$ o

1
=ln|x—1|+§1n|x2+2x|+0.

Je-li raciondlni funkce ryzi, lze ji rozlozit na soucet parcialnich
zlomku. V tomto rozkladu vystupuji zlomky tvaru

a
T—To

(odpovidajici redlnému kofenu zy jmenovatele),

m,n € Nyn > 1 (odpovidajici vicendsobnému redlnému
kofenu xy jmenovatele),

18



bz+c
(z—=x0)2+a?
tele,

(odpovidajici imagindrnimu kofenu zy + ai jmenova-

bz+c ‘1 s s e, . .
(= RS N,n > 1 (odpovidajici vicendsobnému ima-

ginarnimu kofenu zy % ai jmenovatele).

Budeme se setkdvat pouze s prvnimi tfemi pifpady. Integraci zlomk
& % — provadime jednoduse:

T—x0 & (z—z0)™
a
/ dr = aln|z — o,

T — Xg

/ a dr = 1
(x—z0)" = 1-n (z—z0)» 1

S tretim tvarem raciondlni funkce se setkdme pozdéji.

Piiklad 1.9. Naleznéte primitivni funkce k danym funkeim:

a) f(:E) = ma

3 2
b) f(z) = ———%fj}ﬁﬁ %

c) f(«) = aparay-

Resent. a) Danou raciondln{ funkci musime nejdifve upravit na soucet
parcialnich zlomkil. Za¢neme tim, Ze polynom ve jmenovateli rozlozime
na soucin kofenovych cinitel, tedy

372 —x—2=3(z—1) (x+§) = (z —1)(3x + 2).

V poslednf dpravé jsme presunuli koeficient 3 do druhé zavorky, &imz
jsme se zbavili zlomku. Parcidln{ zlomky budou mit tedy tvar

1 _a b

(x—1)(3z +2) x—1+3m+2
1 =3ax + 2a + bz — b.

Hleddme neznadmé konstanty a, b. Mizeme je najit bud porovnivanim
koeficientli u stejnych mocnin z, nebo dosazovdnim konkrétnich hod-
not za x. Vybereme si druhou moznost. Do vzniklé rovnice dosadime za
x ¢islo 1, coz je jeden z kofenu jmenovatele zadané funkce. Dostdvame

19




1 =3a+ 2a, odkud a = % Nyni uz zbyva urcit jesté b, za z dosadime
libovolné ¢islo. Nejvyhodnéjsi je ¢islo 0. Pak 1 = % —b, odtud b = —%.
Nyni jiz muzeme pfistoupit k integraci: ,

/(:1:—1)23:6—1—2) dx:/(:cil_3wg—l—2) G =
1

1 3 1
— _2 dr —
5/x—1dm 5/3:6—!—2:[

1
:%Inlx—1|—-§-§lnl3x+2|+02

1 1
:gln|m—1|—gln|3x+21+C’.

b) Zatneme opét rozkladem jmenovatele zlomku na soucin kofenovych
¢initeld. Mizeme zavést substituci 2 = ¢, pak t?+4t+3 = (t+3)(t+1)
a tedy a? + 42% + 3 = (2% + 3)(2* + 1), coz je v R koneény rozklad
daného polynomu. Zlomek upravime na soucet parcialnich zlomkd:

20 + 2+ 20 +3  ax+b  cr+d

(24 3)(22+1) x2+3+x2+1
23@3+x2+2x+3:ax3+ax+bx2+b+cx3+30m+dx2+3d

Nyn{ zvolime pro nalezeni konstant porovnavaci metodu (pii vice nez
dvou nezndmych konstantch se vétsinou jednd o jednodussi metodu):
2% 3=">0+3d

zl:2=1a+3c

22 1=b+d

3:2=a+c

7 této soustavy ¢tyf rovnic o ¢tyfech nezndmych ziskdme a = 2,0 =0,
c=0,d=1. Mame tedy

/2x3+x2+2x+3d:v—/< 2z n 1 )d:c—
xt+ 422+ 3 n 2243 1422 N

= In(2? + 3) + arctgz + C.

Ukézeme jesté jiny zpusob, jak bylo mozno upravit zlomek, a to

20
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algebraickou upravou.

2x3+x2+2x+3_x2—|—3+2:c3+2x_,
(22 +3)(z2+1) (22 +3)(x2+1)

_ z?+3 2v(2* +1)
S (22 +3) (22 +1)  (2243)(a2+1)
1 2z

1+ a2 T +3

Déle bychom postupovali v integraci jako v predchozi ¢ésti.

c) Opét zatneme rozlozenim funkce na parcidlni zlomky:

1 _a n b _I_ca:+d
(1-2)2(1+22) 1-2 (1-xz)?2 1422

sami si overte, ze a = %, b = %, g == %, d = 0. Nyn{ jiz mizeme rovnou
pristoupit k integraci:

1/( S S )d S a4
— T = ——1In — -
2/ Tz T 0—a22 " 1122 ) 1T

1
1 In(1+2?) + C.

21




Cviceni

1.1. Integrujte nasledujici funkce:
a) f(z) = 8z% + 122" — 3cosx pro z € R,

b) f(z) = (z* —1)3 proa:ER

C) f($)—z+1+12+ 251 pI‘OIE?é

d) f(z) =3z — +mpr0x>0

e) f(z) = 2‘/__\/%/__” pro z > 0,

f) f(z) = 5% proz # 2

g) f(90)=“”+1 pro z 7 ~2.
[a) 420+ 328 —3sinz+C, b) 227 — 225 +2% -2+ C, ¢) In |z +1| - 3 +arctgz+C,
d) %x% —2y/x —2cotgz + C, e) ga:% —17—:1:1L2 4zZ+C f) —11n|2—5x\+0
g)z—Injz+2/+C]

1.2. Naleznéte viechny primitivni funkce pro dané funkce:
a) f(z) = cos’z, z € R,

b) f(z) = =3 gt kr, k€L
C) f( ) sm%:(:)nsc?oms2 ,l’?é & kEZ
d) f(z) =tgx + cotgx, x%k”,kEZ

[a) 42 + +sin2z + C, poutijte vzorec cos® z = 3(1+sin2z), b) 2cotgz —z + C,
c) —cotgx —tgz + C, d) In|tgz|+ C |

1.3. Integrujte nésledujici funkce:
a) f(z) = a*Vat =2, 2 > V2,
b) ()—cos zsin2z, z € R,
¢) f(x) = cos® xsinz, :UG]R
d) f(z) = 1—:c2dx’ z e (-1,1).

[a) $(a* — 2)% +C, b) — °°s4m +C,c) — COSS““” + C, d) —v1 — 22+C, ve véech

¢tyfech piipadech pouzijte vzorec [ f™(z)f'(z )da: = % +C |

1.4. Integrujte nésledujici funkce:
2
a) f(:E) = 1f$31 T < ]-7
b) f(.’l?) = \/1 zidzrcsmac l | < 1’
C) f(fL')— eT 372#1113

[a) —3In|1 —2%|+ C, b) In|arcsing| + C, c) In|e” — 3|+ C ]
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1.5. Integrujte nésledujici funkce:

a) f(CC) = 3z+zz_27
b) f(:c) _ _ 3z%45z-2

) J(x) = SR tinste

[a) %ln|x—1|—%ln|3m—|—2|+0, b) %1n|2x—1|+%lnlm2+1!+3arctgx+07
a® + x* — 223 — 2% + 3z — darctgz + O |

1.6. Integrujte nasledujici funkce:
T )2
a) f(z) = T2k 2 € R,
b) f(z) = E52 s €R.

x

—

o) 8, @

ot e —20+C,b) 3i7 + 35 4+ C

In4

ol

1.7. Algebraicky upravte a pak integrujte nasledujici funkce:
a) f(x) = :;3:11> T 7é 0,
b) f(z) = =ismys
c) f(z) = Z&5, Ja| < 1.

[a)'%s—§+:c+0, b) -1 —2arctgz + C, ¢) —2v/1 — 22 + arcsinz + C' ]
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1.2. Metoda per partes

Metoda integrace per partes neboli integrace po castech vychdzi z
derivace souc¢inu dvou funkei. Pfipomenme, Ze plati

(u(z) - v(2)) = u'(z) - v(z) + u(z) - V' (2).

Pokud na tuto rovnost aplikujeme integrél, obdrzime
u(z) - v(z) = /u'(x) ~v(z) dr + /u(x) ' (z) da.
Upravou dostaneme vzorec

/u(m)v'(m) dr = u(x)v(z) — /u’(:c)v(x) dz. (23)

Neexistuje jednoduchy ndvod, jak vybirat funkce u a v. AvSak
nasim cilem je najit novy integrél, ktery je jednodussi nez puvodni in-
tegral. Obvykle volime za u tu funkci, ktera se derivaci zjednodusi. Za
v' musime zvolit takovy vyraz, ktery dokdzeme integrovat. Nésledujici
piiklady budou dostateéné ilustrovat strategii metody per partes.

Pfl’klad 1.10. Vypoctéte neurcité integraly:

fln:cdmpro:r>0

b)f1 dx pro x > 0,

c) fa:e 2 dz pro z € R,

d) [ 2?cos3z dz pro z € R,

e) [arcsinz dz pro z € (—1;1),

f) [arcsin®z dz pro z € (—1;1);

g) [2*In(1 + z) dz pro z > —1.

Regeni. a) Volime u = Inz, v' = 1, potom

/1nxdav:

b) Zde volime u = Inz, v/ = 51—2-, tedy

u=1Inzx v =1
W= wv=z
x

=xlnx—/£€~dx=xlnx—x+a
i




2z
-2z
2

u=zx v =e"

c¢) V tomto piipadé klademe u = z, v/ = e~%%, potom
=1 v=-¢
2z -2z

—2x ' —2z
g ze e
d — = — d =
/ Te T 5 + / 5 T
xre (S

= -~ C.
2 i

d) Jedna se o piiklad, kdy je potfeba metodu per partes pouzit opa-
kované. Nejdiive volime u = x? (derivaci budeme snizovat stupefi po-
lynomu), v" = cos 3z a

/x2 cos 3z dx =

u=2> v =cos3x

UIZQZE v = sin33z -
:x28m3x—2/a¢sin3xd:ﬁ=
3 3
u=x v =sin3dz |
- w =1 U:_cos333v
in3 2 [ — 3 1
= szmg . 3 <—x(§—s——x+§/cos3x dx) =
in3 2 2
= x281n3 < + §xcos3r— ﬁsinSx—l-C.

e) Volime u = arcsinz, v/ = 1 a potom

u=arcsinz v =1
u =

/ arcsin z dxr =

V=2

1—z2

x
= rarcsinz — / ————— dx = zarcsinz+
V1— 122
dr = xzarcsinz + V1 — 22 + C.
/\/1——332
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f) Dvakrat pouzijeme metodu per partes:

u = arcsin® x v =1
I __ o 1 —
u = 2arcsmxm V=2z

/ arcsin? z dx =

92 —2Z .
= rarcsin“x + —\/1____—"—“5 arcsin x dr =
— X

—2

— 3 F e
U—&I‘Cflnl‘ v = o
- frnd —_ 2
U= v=22Vl-ao

= zarcsin®z + (2\/ 1 — z?arcsinz — / 2da:) =

= garcsin®z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z + C.

g) Po pouziti metody per partes upravime délenim racionalni funkci
na soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce:

/a:‘?ln(1+x)da:: u/:1n1(1+:r) UI:;Q =
v = v=%
:%Bm(wx)_%/xfldggz
:%BIH(1+$)_%/<332—$+1—141—$) dz =
:fgln(1+x)~é i833—%34—31:—111(1-}—56))+C’:
——-El))—x?’ln(l-k:v)-l-%ln(l-%x)—%xg’—l—éxz—%:c—l—a

Priklad 1.11. Vypoctéte nasledujici integrdly pro z € R:
a) [esinz d,
b) [sinzcosz dz.

Resend. a) V tomto piipadé neni dilezité, kterou funkei zvolime jako
u a kterou jako v, takze napf. volime u = sinz, v' = €%, v’ = cosz,
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I:/ezsinx dzze‘”sinx—/e‘”cosx dz =
=esinz — I;

(hledany integral jsme si oznacili pismenem 7). Nyni musfme znovu
pouzit metodu per partes, ale tentokrdte uz nemdme na vybér, jak
zvolime funkce (nebot jedna moznost by vedla k predchozimu kroku),
takze u = cosz, v/ = €*, u' = —sinz, v = € a dostdvame

I, =€"cosxz+ | €°sinz dr =e®cosx + 1.
1

Nyni se zd4, Ze se pohybujeme v kruhu, nebot jsme opét obdrzeli za-
dany integral a dalsim opakovédnim metody per partes budeme ziskdvat
pordd stejné integraly. Vsimnéme si ale, Ze jsme obdrzeli linedrn{ rov-
nici o jedné nezndmé (nezndmou je pravé zadany integrél):

I =¢"sinx —e*cosz — I

a algebraickou tipravou dostdvdme

1
I= é—ez(sinw —cosz) + C.

Nyni se sami vypoctem pfesvédéte o tom, Ze kdyZ na zaéatku bu-
deme volit u = €” a v' = sinz, dojdeme ke stejnému vysledku.

b) Volime napi. u = cos*z, v/ = sinx, v = —4cos®z - sinz, v =
—cosz. Dostdvame

I = /sinxcos4x dr = —cos® z — 4/sinmcos4x dx =
_ 5
= —cos’z —41.
Ziskali jsme rovnici s nezndmou I ve tvaru
I=—cos’x —41

a hledany integrdl ma tvar I = —1 cos®z + C.
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Cviceni
1.8. Pomoci metody per partes vypoctéte néasledujici integraly:
a) [z?sinzdz, v € R
) [ zarccotg zdz, x € R

¢) [2*Inzdz, >0

d) [ 2%In* zdz, z > 0
) [es D) g o € (2km, 2(k + 1))
)

@

Sln T
f) [2*3%dz, z € R
g) f arcsmzdx T e ( 1’ 1)
[ )2cosx 22 cosz+2zsinz+C, b) 3 (22 arccotg z+z—arctgz+C), ¢) 23 Inz—

+C d) 3z*1n’ x-—x4lnx+32w +C,e) —cotgzlncosz —x+C, f) "‘iie’; -
2 +2—7—+C’ g) 2v/z + larcsinz + 41—z + C']

1.9. Pomoci metody per partes vypoctéte:
a) [e®coszdz, z € R
b) [ ze*sinzdz, z € R
¢) [sin(lnz)dz, z >0

[a) 2e%(cosz + sinz) + C, b) 3e®(cosz — xcosz + wsinz) 4 C, ¢) §(sin(lnz) —
cos(lnz)) + C']
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1.3. Substituéni metoda

Substitu¢ni metoda vychézi z derivace slozené funkce. Pfipomenime,
ze pro derivaci funkce f(g(z)) plati

(f(9()))" = f'(g(x)) - g'(x).

Pri substituci nahrazujeme funkci g(z) funkef ¢ (u, z apod.), a déle
plati dt = ¢'(z)dz. Tim docilime zjednoduseni integrované funkece:

/ f(9(2)) - ¢'(a) da = / £(t) dt. (24)

Priklad 1.12. Pomoci substitu¢ni metody feste nasledujici priklady:
a) [ 8xz( :1: —3)% dz,
b)f 2+3)4 dz, T # —
c fmdx T € (— 11).

Reseni. a) Integrovanou funkci pied volbou substituce vhodné upravime:

/8x(:r:2—3)5dx:4/(a: - 3)°2xrdr =

I2_3:t 5
2:rdx:dt‘ £ dt
{8 2

6+C’ 3(x )¢+ C.

Vsimnéme si, ze jsme v tomto piikladé mohli také postupovat podle
jiz uvedeného vzorce

/f”(x)f’(x)d:c = 7{7:11 + C.

Jak je nyni zfejmé, vzorec lze snadno odvodit pravé ze substituce.

b) Zlomek nejdifve rozsfiime vyrazem 2:

2
/ L _1/ 2dz
(22 4 3)4 2m+3)
1 1
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¢) Platf

1—22=t
/\/1—:172 ____/\/1—:52 ‘—2xd:1::dt‘_
1 y 1 2
=—— €t 2idt=—="— —
—-V1-224+C.

Priklad 1.13. Pomoci substituéni metody vypoctéte néasledujici in-
tegraly:
a) [a%e ™ dr,
o
¢) [ AR dn, 2 >

f—rda: :c>0x7é1
e) [ "1 dz, x>0,z # 1.

zlnzd

Resend. a)

3 1 3 —x3 =t
2 _—x _ = —x3 2 _ _
/xe dr = 3/6 (—3z%) dx ‘——3x2dx:dt’

1 1 1
B _g/et dt=—>e'+C=—2e™ +C.

3 3
b)

e’ e’ =1 dt i
/1—#(223c e dx = dt ‘:/m:arCtgt+C:afCtg€ +C.
c)

v1+1 - 92
_-t_g_:gdx: %—i—lnx bl Vidt =V +C =
% ~dr=dt 3
2
ng/(l—#lnx)?’—i-c.
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d)

1 Inz =t 1 1
/xlngxdx“ %dw:dt/_/t_‘?’dt——Q_ta—,—C

Vsimnéme si, ze jsme opét mohli postupovat i podle vzorce

Priklad 1. 14 Vypoctete nasledujici integraly:

a)f( ) x?éga
b)f( )mdx:rsél
)f(5+zx2 dz.
Resend. a)
4 1 T
—-—dx:——/— —4)dz =
/(2—4x)% 4 (2—4x)%( )
2—4x =t
=| —4ddr=dt | =
¢ = 2t
2t
= 1 2—1
=—= 2 =—— — dt =
4 t3 16 t3

2 In?

T

+C.




o Zde je na prekazku, ze ve jmenovateli zlomku méame dvojélen umoc-

nény na 1’ Substituci 1 —z = t docilime toho, ze dvojclen presuneme
do c1tatele a budeme moci zlomek rozdélit na soucet nékolika zlomku:
l—z=t
3 1 —t 3
(1-1) r=1-1t

1—3t4 32 —¢£8

RypELER
g

dt =

(2 =3t 43710 —t7%) dt =

_ 1 .3 1_11+11+O_
C 11t 10 #1003 9 8 ¢8 B
1 1 L3 1

1l (1—2) 10 (1 —g2)0

—

1 PR R
3 1-20° 8 (1—a)

5+z2=t
2:cdx— e dx =dt | =
z2=t—5

“2/
/ " /(t— —5t7°) dt =
=30
1
2
L
4

5+ x2)3

1, C>=
t

5 1
5+12 4 (54 a2)?
5+ 222

(54 z2)?

+C=

+C.

Priklad 1.15. Pomoci substituce feste:
a) [ o7 dz, z € R,

b)f\/—_—m—dx,are( 1;1)
) [ 2 dz, z #0.
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Resend. a) Substituci budeme volit tak, aby integrdl vedl na funkci

arctg:
/ r o |at=at _/ 24t _1/ it
164+2¢ " |zdr=2dt| ) 16+1682 8 /) 1+
la tet +C 1rc’c xZ—I-C’
= —arc =-a — .
g e g Arcte
b)

2edr=dt | 2 Vi

1 1
= 3 arcsint + C = 5 arcsin z2 + C.

/ < dz
VIt

c) Po zavedeni substituce budeme postupovat rozlozenim racionaln{
funkce na soucet parcidlnich zlomki pomoci algebraické tpravy ,,pfi-

¢teni nuly “:
1 dt 1 / 1—-t+t¢

37 — ¢ 1 dt
Fm3dr=dt | I3/ 1-—¢#

di =

3z
i =
/1—906 v
"3/ 1-£ m3/) 1-¢

1 1—t t
~ In3 (/1—t2 dt+/1—t2 dt) B

! 1 _1/ 2t .\ _

~ In3 1+t 2/ 1—1¢2 N
1

=— (1 t|—=In|1 — ¢2 —
ln3<n|1+l n|l tl>+C

_ 11(1+t)2 In|l1—#)+C=

“ma\2 " n -
1 (1+1)? 1 1+t

— 1 - te —
2In3 ‘1—9 +C 21n31 ‘1—tl N
1 1+3
53 M 1=3| T C
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Nyni se vratime k integraci racionalni funkce. Dosavadni znalosti
doplnime o dalsi typ raciondlni funkce. V piipadé racionalni funkce
tvaru m (k,1,m jsou redlné lfonstanty), kde polynom kx? +
Iz + m nemad redlné kofeny, postupujeme pomoci dpravy znamé jako
,doplnéni na ctverec*.

Priklad 1.16. Vypoctéte:

a) [ szDH,xeR
b) [ z2+2:v-|-5 dz, v € R,

¢) [ s do, v # —1.

Resend. a) Polynom 22 4+ x + 1 nem4 redlné kofeny, doplnime jej na

ctverec:
P (A 2 L1 (el 2+3
T T = 5 1 =z 5 1

Tento vyraz doplnime do integralu a dale zavedeme substituci tak,
aby integrdl vedl na funkci arctg (podobné jako v piikladé 1.15 a):

/ dz _/ dv o +i=¢| ¢) R
22+ +1 (@+12+3 | de="2dt
B / Bdt 4 3 / dt
Y ECE T I R (pol
2 2 2z + 1 &=
arctgt + C = arctg ——— + C.
TV VERRVE
b) Jmenovatel daného zlomku opét nemd redlné koreny. Zlomek bu-
deme upravovat v nasledujicich krocich: Fun
(1) Citatel upravime tak, aby byl derivaci jmenovatele (v nasem )

piipadé 2z + 2);

(2) po této uprave ,zbude racionalni funkce, jejiz jmenovatel upravime
doplnénim na ctverec.

34




0stl

kce z 1 [ 22+2-2
2 , ——dr = = ——dx =
x24+2x+5 2) 22+2zx+5
w0 1/ 2z + 2 2 p
= — — T =
2 24+2x4+5 2242245

In(z® + 2z + 5) — / !

24+ 2z +5
1

dr = 2dt

$+1=%’_

dt

In 2 s

(2 + 22 +5) — /2t2—|—2
1

- n(z? +2x+5)—§arctgt+0—

1 1
In(2? +2x+5)—§arctg—;—+0

[\DIP—‘[\DI!——‘[\J!)—‘

o
akK.

c¢) Rozkladem na soucet parcidlnich zlomkd dostaneme

1 a bx +c

1+x3_x+1+xl—x+r

(polynom z* —z+1 nenf jiz v R déle rozlozitelny), kde a = 3,b= -

¢ = 2 (sami si ovéite vypoctem), tedy

1 1 1 1 T—2

1+x3:3 xr+1 3 z22—z+1

Funkci zg””__%rl budeme postupné upravovat jako v predchdzejicim piikladé:
x—2 1 2¢ — 4
200 /x2—:c+1 v 2/x2—x+1 v
1 2z — 1 3 1
= | ——dr—= | —— dx =
2/J32—37+1 v 2/x2—a:+1 v

vime 1 / 2z — 1 d 3 / 1 d
e B — Xr — — _ £
2) 22—z +1 2J (z—-3)?+3




1., 3 1
ziln(:c —$+1)_§/(m_l)2+%dx:
dx:%_gdt

1 3 1
=—In(2®*-z+1)— = de =

2n(a: r+1) 2/(:10—%)24—% x

V3

3 5 2 — 1
=2 [ 2 dt = V3arctgt + C = V3arct :
2/§t2+§ e RV

Celkem tedy

+C.

dzx 1 1, V3 2z — 1
/1+x3:.§ln|x+1|—gln(m’ —z+1)+—§—arctg 73

Substituci mtizeme pouzit i v ,obrdceném sméru®, tj. (je-li f spo-
jita funkce na intervalu I, ¢ je funkce se spojitou derivaci na intervalu
I, takova, ze o1(t) # 0 pro t € I;) v integrdlu [ f(z) dz polozime
z = p(t), de = ¢'(t)dt. Vyuzivame pak vzorce

/ f() du = / £ (£ (8) dt. (25)

Ve vysledku je pak tifeba vrétit se k piivodn{ proménné z.

Piiklad 1.17. Pomoci substituce feste:
a) [V1—z?dz, z € (—1;1),
b) [arctg/z dz, z > 0,
c) [¥hml gy g >e.

zlnz
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Resend. a)
=sint,t € (~5; %) ‘ B

V1 — 22 dr —
/ L=2%dv = d:v:costdt
:/\/1—sin2tcostdt:/cothdt:
1 1 I
= [(14+cos2t)dt ==(t+ =sin2t)+ C =
2 2 2
1 1
:§(t+sintcost)+0:§(t+sint\/1—sin2t)+C’:

1
= §(arcsina: +avV1—22)+C.

Na zévér jsme se vrétili k ptivodni proménné dosazenim ¢t = p~!(z).
b)

r=1te (000) | B
/arctg\/fd:v— Ur — 9% di ‘—/2tarctgt dt =
u' =2t v=arctgt

— 42 r_ 1
u==t V=1

= rarctg /T — /z + arctg v/z + C.

c) V tomto piikladé vyuzijeme obou druhti substituce. Nejdifve funkci
prevedeme substituci na iracionaln{ funkef a tu druhou substituci upra-

vime na raciondlni funkci:
Inz—1=t¢
= | Ldw=at ’ / 1=

/\/lnx—
2
:'t—z :/2 2z dz =
2z +1

rlnzx
dt =2z dz

22 224+1-1
=92 dz =2 R — —
/z2+1 ‘ / 22+1 dz

2 +1 1
/(z2+1 z2+1) ‘
(z —arctgz) + C =

2
2(Vt — arctg V1) + C =
2(VIinz — 1 —arctg Vinz — 1) +

37
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Neékteré iracionalni funkce

Symbolem r budeme znagcit racionalni funkeci jedné proménné, symbo-
lem R raciondlni funkci ve dvou proménnych.

Funkce typu r(:/z): Funkci tohoto typu jednoduse pievedeme na
raciondlni funkci zavedenim substituce z = t". Tim se zbavime n-té
odmocniny.

Piiklad 1.18. Vypoctéte nésledujici integraly:

a) [ ‘ﬁ__ll dz, x > 0,

b)fg—\/%%dx,x}O,x;él.

Resent. a)

ve—1,
r+1

dxr = 2t dt
t—1 2 —t
== 2t dt =2 dt =
/t2+1 /t2+1
2 2t
=9 dt — dt =
/t2+1 /t2+1

2 +1 1
=2 - — In(#? =
/(t2+1 t2+1> dt = In(t"+1)

=2t — 2arctgt —In(*+ 1)+ C =
=2y —2arctg vz —In(z + 1) + C.

x = t? ‘_

b) Ve zlomku se vyskytuje druhd, tieti a ¢tvrtd odmocnina x. Nejmensi

spolecny nésobek ¢isel 2, 3, 4 je 12. Integrovanou funkci proto mizeme

piepsat jako 'ﬁ\/%i—g_‘i/ﬁ Proto volime substituci z = #'2, dz = 12t dt

a dostavame

tG t14
/3—\@——@«:/8 312t”dt:12/5 dt
Vo — oz Bt B 1
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a podélenim dostavame

12/ )+t + t dt =12 tw+t5+ 1n]t5‘—1| +C
t—1 N 10 5

:g(%ﬁ+zvﬁ+zm|VE_u)+a

Funkce typu R (x, 7/%£t) kde a,b,¢,d € R: Zavedeme substi-
cx+d

tuci ”:[g = t". Z této rovnice vyjadiime postupné z a dz a po dosazen{
obdrzime raciondlni funkci.

Priklad 1.19. Vypoctéte nésledujici integrély:

3:t+ _2
f \/335—0- +1 d(E, T2 3

b) f:z:—Q\/_— dz, z € (1;2) U (2;00),
) [y [H dn o€ (CL0)u ),

o

z+1

d) [ 5/ dz, z # {0,1}.

Resent. a) Jednd se o iracionaln{ funkci typu R (x, </ %)’ kde a =
3,b=2,¢=0,d =1 a volime proto substituci 3z + 2 = #2:

V3z + 2 3x+2=¢t>|
3z +2+1 dz = 2t dt

t 2 2 2
Ztdt = dt =
t+1 3 3/t+1
2 2 —1 1
. == — ) dt=
151 3/<t+1+t+1>
ne 2 1
o= t—14+—— | dt =
3/( +t+1>

1 2
=t —Zt4+-Injt+1 =
3 3+3n|+ |+ C

1
=3 (3x+2—2\/3x+2+2lnl\/3x+2+1’)+C
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b)
— r—1=1t
/ der=|dr=2tdt | =
z—2vVr—1 =12 +1

t
2t dt = 2
/t2+1—2t /
2 _
:2/ 2 -1
(t — 1) t—l
t+1
=2 d
/t—lt t—1

t—1 2 2
"2/<t—1+t—1> =51 =

C.
1+

= 2 dt.

2
=2t+4ln|t—1|—ﬁ+C=2\/:E—1+
2
+4ln|vVz—1-1| — ——
v |- 7=
Zde polozime =2 = ¢2, odtud vyjddiime z = Lt o dg =
z+1 241

Potom

t2+1)2

t2

1 [1—-2z t?+1 —4t
. = £ t =
/:L-\/x+1dx /1—t2t(t2+1)2d 4/@—1)(

a po rozlozen{ na parcidlni zlomky dostdvame

i+ D+ 1)

‘i

1 1 2
— dt =Inlt—1|—-In|t+1 2 tegt =
/(t—l t+1+t2+1> n| | —In|t + 1| 4 2 arctg
1—x 1—=x —
=] -1 -1 1| — 2 arct
. z+1 o m+1+ arcte r+1
40
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— dt

Z_ 43
2 x l-» = o
/—23 de=| 2= 17 =
T 11—z do — 32

Funkce typu R(x,vax?+bx+c), a,b,c € R,a # 0: U funkef
tohoto typu budeme rozliSovat tfi pripady:

(1) Polynom p = az® + bz + ¢ nem4 redlné koteny, tj. a > 0 (jinak
by odmocnina nebyla definovdna pro 7ddné z). Integraci dané
funkce pak muzeme provést tzv. Eulerovou substituci

Vax? +bx + c = £/ax + t, (26)

kde na pravé strané muzeme volit kteroukoli kombinaci znamének.

(2) Polynom p mé dva rizné redlné kofeny z1,x9, kde 77 < xs.
Potom vyraz vaxz? + bz + ¢ upravime na /a|z — 1]y /2222 pro

T—x]

a>0a+/~a(x—1x1),/2=2 pro a < 0. V prvnim piipadé volime

r—x]

substituci =22 = {2, ve druhém pifpadé Z2=2 = ¢2,
T—T] T—T1

(3) Polynom p m4 redlné koteny, ale vzhledem k jejich slozitosti by
byla predchozi substituce naroénd. Pak ¢ > 0 a miizeme vyuzit
Eulerovu substituci

Vaz? + bxr + ¢ = tat + V1. (27)
Priklad 1.20. Vypoctéte ndsledujici integraly:
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o) | = v € (1L,3),
d)f;—1Q‘(h—2ax€(_—__\/— 0) U (0, ~3 + 5V5)
J

Resent. a) Jednd se o iraciondlni funkei typu R (x, vax? + bx + c),
kde polynom az?+ bz + c nem4 redlné koteny a volime proto Eulerovu
substituci vVaz? + bz + ¢ = £xz/a+t. V nasem piipadé mize mit tato
substituce napf. tvar v/9z2 — 6z + 2 = 3z+t a z této rovnice vyjadiime

7= -2 4 odtud do = —SF242 gt Po dosazeni dostavame
6(t+1) 6(t+1)2

1242t 42
t+1)2

/\/99:2 6x + 2 /32t+1)

B (t* +2t 4 2) g —
_/3(t+1)(t2+2t+2) B

1 dt 1
== —:——1 t+1 =
3 T nlt+1/+C

=——ln|\/9x2—6x+ -3z +1/+C,

nebot ze substituce vyplyvd, Ze t = /922 — 6z + 2 —

b) Zde mizeme volit substituci vz + z + 1 = ¢t — z, nebot pak je z +
Vii+z+1=t. Gpravami vypocitame x = £l g gy = 22 +t+1) dt.

T+2t (1+2t)2
Dosazenim dostavame
2(t2+t+1
/ dx (1+2t) : gt — /t2+t+1dt
T+ Vri+z+1 t(1 + 2t)?
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a odtud po upravé na parcidlni zlomky

/g_ 3 3 gt
t 142t (1+2t)? B

3 3
:2ln|t|~§ln|1+2t|+2—(1—+—2t—)+0

3
:21n’v:c2+:r+1—xl—§ln 14+2vVx24+2+1—22| +
3

+C

+
21+ 2vVz?+2+1—212)

¢) Polynom —z? + 42 — 3 m4 reélné kofeny 1 a 3 a proto mizeme psat

/\/%2—6—1::490_——3:/ v(3—i§(z—1):/3ix' ii?dl’z

_ 3—=x
z L =
dr = Ty dt
1 —4t
- f dt =
[+ wrey
dt
= —2/1+t2 = —2arctgt + C' =
= —2arctg — :16 +C.
d) Polynom —z2 — z+ 1 m4 sice redlné kofeny T12 = _1?/5, ale vzhle-

dem k jejich slozitosti by bylo pfevadén{ integrdlu na typ R (m, ‘iﬁg)
nepohodlné. Vyuzijeme proto druhou Eulerovu substituci

Vaz? +br + ¢ = +at + V1.
Mizeme tedy zvolit napt. v1 —z — 22 = ot + 1:
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Vi—-z—22=zxt+1
/-—-———dJ: = T = 2t+% —
V1 —x — x2 da _21:5@ Lt '

(1+¢2)2
241
:/ 2(1+t2 dt

~ot1l [ 262+t -
1+¢2 ( 1+4¢2 + 1)

B 202 +t+1)
/ (2t+1)(#2+t+1)

2 dt=In|2+1+C=
/2t+1 nj2t+ 1]+
oWl—z—22—1
T

e) Zde obdobné jako v predchozim piikladé jsou kofeny kvadratického
polynomu —z? — 2x + 1 slozité: z12 = —1 & V2. Proto radéji volime

Eulerovu substituci /1 — 2z — 22 = ot — 1:

Vi-2z—z22=at—-1
/ dw =| X = (t 1) —
1+v1—2z—a2 M sy
2(t2—2t—1)
_ [ Taep W
o 2(t—1)t -
1+t2

/ t? -2t —1
A+e)(E— 1t
-2 1 1
= —— ) dt =
[(F-tit)
=—2arctgt —ln|t|+In|t — 1]+ C =
1
1——— et
; +C

V1—-2x —22+1
+
x

= — 2arctgt +In

= — 2arctg

+In|l— + C.

T }
1—2x— :132 +1
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c¢ho
lime

Goniometrické funkce

Funkce typu R(sinx, cosx): V nékterych pifpadech lze funkci
R(sin z, cos z) pievést do jednoho z ndsleujicich tvart a pouzit piislusnou
substituci:

(1) R(sinz,cosz) = r(sinz) - cosz, klademe sinz = ¢,
(2) R(sinz,cosz) = r(cosz) - sinz, klademe cosz = ¢,
(3) R(sinz,cosz) = r(tgz), klademe tgzx = ¢.

Pokud neni mozné danou funkci prevést na jeden z predchozich
tvard, je tteba zvolit ndsledujici substituci':

t m—t dr = 2

dt. (28)

Vztahy pro funkce sin a cos muzeme uréit z pravoithlého trojtihelniku
na obrazku 2:

1+t?

Nofx

Obr. 2

4 ie vidét. 7e sin & = —t z _ 1 {
7 ?brazku 2 je v1c.1et,/ ze sin g wieral Cos § 7@ & pomoci
vztahl pro goniometrické funkce dostavame

inx ZSinx osz £ CoS T cost Si 22 1-#
S = —COS — = —— = — —8in“— = ——,
2 2 142 2 2 141¢2

1Tato substituce je pouzitelnd ve vsech piedchozich pfipadech, proto nékdy
byva oznatovéna jako , univerzdlni*.
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Priklad 1.21. Vypoctéte nasledujici integrély:
f sinzcosT dl’

1—|—sm x
b) 1S1§mzz de, z # 5+ kn, k € Z,
c)fzgésxda: T #5 -I—kTr keZ.

Resend. a) Jednd se o funkci ve tvaru r(sinz) - cosz:

sin x cos T dr — t =sinz
1+sin’z T | dt =cosz dx

/ 1 [ 2t
= dt = — dt =
/1+t2 2/1+t2

1
: ziln(l—l—tQ)—l-C:%ln(l—l-sinQ:E)%—C.

b) Integrovanou funkci upravime do tvaru r(cosz) - sinz, vyuzijeme
pfitom goniometrické identity sin®z + cos?z = 1:

sin® sin?z . 1—cos’z .
————dz= | —————sinzxdr= —— sz de =
1 —sin“zx 1 —sin“zx Ccos® x

_ t =cosx B

| dt=—sinxzdxr |

-1 1 1
= dt = l1—= ) dt=t C =
[ [(1-5) d-rege
1
=cosT + + C.
CcOS T

¢) Abychom v tomto piipadé mohli pouzit jednu z vyse uvedenych

substituci, musime nejdiive funkci rozsitit vyrazem Cg:;
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sin? z sin® z sin? z
cosx dx = | ————F—=cosz dz =
cosd x cos* (1 — sin” z)?
t2
_ sin x _ g —
dt = cosz dx (1—1¢2)2

_1/ 1 1 LY 4o
4 1+t 1—15)2 1+t 1-—t B

:1< —~ln[1+t|+ln|1—t|>—|—C:
1+t

4
1

1 <—1+smx i 1—sinz
1< 2sinz '1—sinx

—In|l+sinz|+1n|l - sinx!)

)+o=

+C:Z

sin z 1 )1—sin$

1 —sin’z 1+sinz

:2C0821‘ +Z 1

1+sinx

Piiklad 1.22. Vypoctéte nésledujici integraly:
= a)fc—os%%;d%x#ﬁw%ﬂ,kez,
sm 2 +2cos? x dl‘,
C) fcos z dZE I‘?é

) f sin? f;+2 dCF

o
~—"

o

Resent. a) Integrovanou funkei lze upravit na funkci v proménné tg z:

/—C—O-S-x_—dx:/ L&
cosz —sinx 1-tgx

Tento integral muzeme prevést na integrovéani racioneﬂm’ funkce sub-
stituci ¢ = tgx. Odtud vyjddiime arctgt = z a dr = dt. Dosadime

1+t2
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a po rozkladu na parcidlni zlomky muizeme pristoupit k integraci:

L ! dt—/ ! dt =

1—t 1+¢ ) 1=t +¢)
1 t+1 1
2/(1+t2+1—t>
1 2t 1 1 1 1
== dt + = dt+= | —— dt
4/1+t2 +2/1+t2 +2 1—t

1 1 1
:Zln(1+t2)+§arctgt—§ln|1—t|+C=

1 1 1
:Zln(1+tg2x)-l—§m— §ln|1 —tgz|+ C.

b) ijravami miiZzeme integrovanou funkci prevést na tvar f(tgz) -
(tg )" a miZzeme tedy opét uzit substituci ¢t = tg

dz 1 1
—5 dz = — P i =
sin“z + 2cos?x sincz 4 9 cos?x

cos?

1
e —_—(t Id =

| tgx=t B 1 g —
| (tgx) de=dt | ) 2+2

t

:1/—”1—dt: =Y =

2 (t>2 1 dt = /2 du

73 +

V2 1 V2

:7/u2+1du=—2—arctgu+02
4 t 2 t

:iarctg——+C’:£arctgﬁ+C.

2 V2 2 NG

c) Také v piipadé, ze obé funkce sin i cos vystupuji v lomené funkci v
sudé mocning, je mozné pouzit vyse uvedenou substituci. Potom je ale
nutné jesté vyjadrit ze substituce tg x = t funkce sin x a cos z. Pro lepsi
zapamatovani muze slouzit nasledujici pravouhly trojihelnik, z néhoz
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Obr. 3

Ize snadno vyjadiit vSechny goniometrické funkce a ktery zarovei od-
povidé nasi substituci (obr. 3):
t

Z obrézku je patrné, ze sinz = JisE 8 CosT = 1+t . Nyni tedy

tgat-t
2 dr = dt - 1
/C-OS4:E Az =| gng = 1+t2 :/ 1:_:2 ' p dt =
Sin- x 1+t2 m 1+t
COSZII:W
1 1 1
= [ dt=——+4C=-—o—+C
/t4 3t3+ Stg?’:c+

d) Tento piiklad se fesi obdobné jako piedchozi, tj. s vyuzitim substi-
tuce tgx = t:

1 tgx ht
2 1—|—t
sin“z + 2 . -
sinz = th

1 1 1
:/ th:/ —— dt =
2 1+t 32 4 2

1 Jit=u )
/<\/'t)+1 V3 dt=du

du = — arctgu + C =

:2\/§/u2+1 6
NG 3 V6 \/3
_—6_arctg —2~t +C—?arctg gtg:r +C.
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Piiklad 1.23. Reste nésledujici pifklady:
1+Slinx diE, T F 3§+2k7r, keZ,
b) [Snetl gy g # 2kn, k € Z.

cosz—1

Resent. a) Pro tento piipad neni vhodnd ani jedna z vySe uvedenych
substituc{ pro goniometrické funkce (sami si promyslete, pro¢ tomu tak
je). Proto musime zvolit univerzalni substituci tg § = t. Dopocitdme
dg = dt a

1+t2
2t

1+t
Po dosazeni do integralu dostavame

sinx =

2

1 1 2 2
/————. dm—/ dtZ/wdt
1+sinz 1—}-1+t2 1422 142t + 2
1 2
=2 | ——=dt=——-+C=— C
/(1+t)2 T+¢ T1gZ

b) V tomto piipadé je rovnéz vhodné volit univerzalni substituci:

tg%-—t
sina:+1d _ de = 2z dt B
cosz —1 007 sing = 2 | =
142
cosT = =ty
+1 2 1+1)?
:/?Lg 2dt:_/§+)2 dt =
L7 T+t 2(1+ )
= / 2 @
B 14+ ¢t t2

= In(1 + ¢* 2ln|t|+ +C=

=
) =
( (18 ))_mnytgihgﬁlgw.
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Priklad 1.24. Pomoci vhodné substituce vypoctéte:
a) [ cos®xsin®z dur,
b) [ cos® zsin® z du,
¢) [sin®z dz,
d) [sin®x cos? z dz.

Resent. a) Jednd se o pifpad, kdy funkce sin je v liché mocniné a cos

enych , oy . .. 3 ’ .9 . ’ ’
v sudé mocniné. Funkei sin® z upravime na sin’ z - sin z a déle volime
m tak .
substituci t = cos z:
ame

/COS2 zsin®z dz = /cos2 zsin®zsinz dr =
cosr =t

— ey
—sinzdr =dt | /t(l ¥%) dt

—/(t4—t2)dt—ﬁ—ﬁ+0—
— St —

5 3
COs™ x COs™ &
= ~ +C.
5 3

b) Obé funkce sin i cos jsou v liché mocniné. Proto mtizeme volit
libovolnou ze substituci ¢ = sinz, ¢t = cosz. Vyuzijeme ale také toho,
ze funkce cos je v nizs{ mocniné. Proto volime substituci ¢ = sin z:

/C083 rsin®z dr = /COS2 xsin® z cos z dr =

= /(1 —sin® x) sin® z cos z dz =

cosx dx = dt

:/(1—t2)t5dt:/(t5—t7)dt:

sinz =1t '_

6 48 sinfz  sinz
6 8 * 6 8 +
Privolbé substituce ¢ = cos z by integrovan funkce byla ve slozitéjsim

tvaru
B / cos” (1 — cos” 2)*(~ sin z) do = — / (1 - 1%)? dt.

o1




. 3 . _ 2 . | cosz =1, .
/sm :cdx—/(l cos®z)sinz dr = Cingde—dt | T

:-/(1—t2)dt=/(t2—1)dt=

t3 3

COS™ X
3 +

—cosz + C.

d) V pripadé, kdy jsou v soucinu sin™ x cos™ z obé mocniny m i n
sudé, nelze pfimo pouzit zddnou substituci a musi se nejprve snizovat
mocnina pomoci vztahi

sinlp — 1 —cos2z
R 2
9 1+ cos2x
cos“x = ————.
2
Tedy
1-— 2z 1 2
/siancoszxda::/ CZOS L. +0205 L de =

:i/(l—cosz%:) dx =

1 1+ cosdz
)
_1/ l_cos4m _1 _sin4m 4 C
1) \27 72 ) T s\"T 1 '

S
I

02



Priklad 1.25. Volbou vhodné metody vypoctéte nasledujici integraly:
a) [ Larctgd dz, x # 0,

b) [Inyz dz, z >0,
¢) [ ez gy, g £ 0,

Resend. a) Miizeme zalit zacit substitucf a v dalsfm kroku pokracovat
metodou per partes:

= ——/arctgt dt =

,kuzarctgt v'zl‘
— _ 1 _ s
u’—1+t2 v=t

t arct t+/ ¢ dt
= ~— I ==
g 1+ 22

1
= —tarctgt + §ln(1 +tH)+C =

1 1 1. 22+1
= ——arctg—+ =In
x x 2 x4

+C.

b) Zagneme substituci a budeme pokracovat metodou per partes:

u=Int v =t
t2

=1 v=

nyzde=| =" =92 [ tint dt =
BVEAT =1 0 —opqr | = nbat=
t 2

$2 1
=2 =—Int—= | tdt) =
(i3 [ra)
2

=t21nt—%+0:xln\/§—g+0.
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¢) Zde zatneme metodou per partes a budeme pokracovat substituct:
arccos T
/ dr =
x2
T

arccos T / T dx
T

U = arccos ™ 1)
A |

W = V122
arccosx

1— g2 =¢?
—2x dxr = 2t dt

. arccosx+/ tdt B
N 1—#2)t

_arccosw / dt
= + p- o=l

_t2

arCCOS.’L' 1
- —di— [ ——dt
z 3 /t+1 /t_l )
1
_ _arccosz 5 |t+1|_—ln|t—1|+0—
__ arccosT %1 erl\
T

1
—Elnlx/1—~x2—1‘—|—C:

1 1—z2+1
:_arccosa:+_1n v x2 + ‘+C’.

T 2 V1i-22-1
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Cviceni

1.10. Pomoci substituéni metody vypoctéte ndsledujici integrély:
) [ o v, @ # 4,

b) fx\/9 —z?dx, z € (—3,3),

c) fe2z+1 dz, z € R,

d) [ = Dz gy x>0,

f 1” 8 2 dz, x> 1,

Qo

d
g) IQ__C’E_4, T e R,
h) [ €% sinz cosz dz.

In |1+2x|+4(1+2x) 16(1J1r2m)2 +C,b) “‘( - )V —a?+C, ¢ lln( 4

v 4\4—0 g) 2:«,nrctg2+C',

[a) §
1)+C,d) tn°z+C,e) gan z—6VIinz+C,f) &n
h) 1ec052m_|_0]

1.11. Pomoci vhodné substituce feste:

i~2v——l

= dz, z € (1,2),

dq;,:r:é]R.

[a) 2\/— 2arctg\/_+C',b)m+gw%+%m%+2\/§+3x%+6x%+61n(x%—1)+0,
c)x—2— 2\/:n_—h+2ln(\/a:T—l—1)+C,d)2arctg\/a—\/§arctg 2214 C,
) —2In|4v42? —z +3—8z|+1+C |

e

1.12. Pomoci vhodné substituce reste:
) [ 22 gy, x#£ (2k— V), k€ Z,

14cosx

53

b)f(li—lgjg-)—dm,mégwwkw,kez,
) [t dy, v £ T +kn ke,
d)fsgiildxmé +kn, k € Z,
e) [ 1L dy, x # T + 2k,

I} | o da, :L‘;é(Qk-l)W keZ.

[a) —In|l1+cosz|+C, b) 2In |1 +sinz|+ ——-—-—1+Smx +C,c) —@ arctg(v2tgx) + C,
d) V2arctg(v2tgz) —z + C, e) -2 +C, a—tgg+c]
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1.13. Pomoci substituc¢ni metody vypoctéte:

a) [ sin®z cos” z dz,

b) [ cos*zsinz dz,

¢) [ cos®z dz,

d) [sin’z dz.
[a) o5’z _ cos®s 4 coS’s 4 ¢ p) —£2 4 O, ) sing — 2802 4 sins 4 ¢
d) %x - % + % +C]

o6
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Cviceni

V nésledujicim cviceni si mate moznost oveérit, nakolik jste si in-
tegrovani osvojili a do jaké miry dokdzete samostatné ur¢it vhodnou
integrac¢ni metodu.

1.14. Pomoci vhodné integracni metody feste ndsledujici piiklady:

c_..
SLEET-ETZER 22 T2

rizes zne

<
~—

)

[ gy g £ T 4k k€ Z,

cos2
[ iZs de, z # :l:l

4(1—1—&0—3:2) 1
3z3+z2+3a:+1 dz, x #

f\/—”dx xz#0;1,
13 1,337&1

[ == dz, z #kn, k € Z,

[(2? — z)e3 dz,

dx

z(l—i—ln§ z)’ T > O’

i \/eT—_Idx’ z € (0,00),
[VzInzdz, z >0,

J s 4,

[ /1= cos2zdz,

[ 2*sinz dz,
farctg:cda:

f(2:c—|—5°’
213 — 3:1:24—1’1‘#0’ ’2)
[ 25/ 5 de, 2 e R—(1,2),

z—1
[ cos® 2z dz,

f%dl’, S (%,6),
[ v e (—00,0)
m ) ) )
fxe dzx,

f(lﬂtl—dw x>0,

fCS‘;Sndfdm x #km, k €,
f—\/—-qj—:‘{/—,x>0,
[x5%dz, x> 0,2 # 1,

[t dy, o # 2+ km, k € Z.

14+cosx

[a) Ttgz+2+C,b) —3In|1—-2?|+C, ¢) 2In|3z+1|—In(22 4 1)+ 2arctgz + C,
d) ~z—4y/z—4In|/2-1]+C,e) —% 111(1:2+310—l-1)—-‘—/3——§ arctg (@(2%—%1))—1—% In|z—
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1|+C,f) In|tg §|+C, g) 276300(913 —9z ——3x+1)+C h) arctg(Inz)+C, i) Z(e”
1)% 42V —1+C,j) 2 243 lnsc——:m +C, k) %2 arctg(‘/_tgx)—l—C 1) —v/2cosz+
C, m) —z3 cosm+3x sinx — 6s1nx+6xcosx+0 n) zarctgz — 3 In(z? + 1) +C,
0) —% - m + C, p) In|z| + Injz — 1] — 2In |2z — 1| + C, q) 2arctg 21 +
C, 1) B2 _ sm 2z 4 L sm 2z + C, s) 2arcsin(Inz) + C, t) 25 arcsin3” + C,
u) z3e® — 3x2%e® +6xe —66 +C, )%——FC,W)%—{—COS(E%—%In(cosx—

Lin(cosz 4 1) + C, x) 27 — 4z + 4|1 + ¥z + C, y) £5 — 5 + C,
g5 —z+0]

—_

) —
) 2t

N

o8

T

ey



2. Urcity integral

Priklad 2.1. Vypoctéte z definice urcitého integralu f; 2z dx.

Resend. Jestlize je funkce / integrovatelnd na intervalu (a,b), pak

urcity integral f: f(z) dz je limita Riemannova sou¢tu. Pokud interval
rozdélime na pravidelné podintervaly, pak

b = —a
[ 1 do= im > @)=2 (29)

Rozdélime interval (0,1) na n podintervali, kazdy o0 délce Az =

b—a 1 2 7

™ = % Muzeme oznacit Ty = O,.’El = ;7562 = ZL'Z = ey Iy = 1.
Funkéni hodnota v bodé z; je f(x;) = 2z; = 2+ a plati
1 n . n
_ 21 1 ) 2 ‘
fama= g 33 (%) (7) = m ()
Protoze plati
— n(n+1
Zz:1+2+3+...+n:—(—2—), (30)

i=1

dostavame po dosazen{

! 2
/ 2z dxr = lim (—)M: lim n+1:1.
0

n—oo n2 2 n—oo n

Z geometrického hlediska je tento vysledek roven obsahu plochy
pod grafem funkce f(x) = 2z, viz obrdzek 4. Jedn4 se o trojihelnik o
zakladné 1 délkova jednotka a vysce 2 délkové jednotky, jehoz obsah
je skutecné 1 ctverecni jednotka.

Pri urcovani obsahu nahradime trojihelnik n obdélniky o zdklad-
nach Az = % a vyskach f(z;) = % Obsahy téchto obdélnikt seé¢teme.
Cim véts je éfslo n, tim vice se soucet obsahu obdélniki bliz{ obsahu
trojihelniku.
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arv
. fur
Obr. 4 Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce f(z) = 2z.
Piiklad 2.2. Vypoététe z definice uréitého integralu f13 z? dx.
3 no
Reseni. Rozdélime interval (1,3) na n podintervali, kazdy ma délku je

Az =52 =2 Protomg = Loy = 1+ 2,09 = 14 5,0 = 1 +
%a"';zn = 3. Pi
Funkéni hodnota v bodé =; je f(z;) = 2? = (1 + %)2 =144 4

1
2 2. Potom
(TL)

3 i 44 2i\ 2 2
2 . .
/1 z° dx = nhm ;:1 (1 4+ — 4+ (-—) <_> - Be

(2%~ 8N~ 8N,
:7111_{[;0(5;1-}-55;2-%@;@2).

b
Protoze plati )
i=1
Y 1)(2 1
Sopryory g2 MOENENED g,
i=1 6 )
dostédvame po dosazeni
3
/ 22 de = lim 2_n_|_ 8n(n+ 1) N 8n(n+1)(2n + 1) _
1 n—00 n 27’L2 67'L3
8 26
=244+ - =—. |
+ +3 3 b
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V dalsich piikladech budeme postupovat pomoci Leibniz New-
tonovy formule: Necht f je integrovatelna funkce na intervalu (a,b)
a necht F je funkce, kterd je na (a,b) spojité a na (a, b) primitivn{ k
funkei f. Pak plati

| #@) do = (@) = FO) - Fla) (33)

Po vypocitani primitivni funkce F'(z) dosadime za x nejdiive hod-
notu hornf meze b a potom hodnotu doln{ meze a. Rozdil F(b) — F(a)
je konstantni ¢islo nezavislé na integracni konstanté.

Priklad 2.3. Vypoctéte:
a) f13 z? dz,
b) f32 e % dz,
c) [T cosz dz.

Resend. a)

/ cosw dr = [sinz|" = sinm — sin(—7) = 0.

Priklad 2.4. Vypoctéte urcity integrdl nésledujicich funkef:
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L 0 do — cos2:v7r_ cos27r+cos7r_ 1
sin 2z dzx = > - 5 5= 5

(VB

0 0 1
/ dx:/ <x3+x2+w+1—|— )d:rz
_1(13—1 _ ) r—1

1
Y 0
— | Lz ] _ _
[4 + 3 + 5 +z+In|z 1]}_1
1 1 1 7
0 1 3+2 +n> B n2

c)

/1 dx _/1<1 B 1>dx_

0 T2 +3x+2 o \z+1 x+4+2
=njz+1]—Injz+2])) =In2-1n3—(In1—1In2)
=2In2—-1In3.

d)

/9 da _/9 1 VT +2+ vz -3
4 Ve +2—+z -3 4 VT+2—-vVz2-3 Vz+2++V/r-3
B "Vz¥2+V/z -3

- dr =
, z+2-(z-3)

=l/9(\/x+2+\/x—3)dx=
1 4

5
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22 2
=22 /11-=
15 15

Priklad 2.5. Vypoctéte:
a) f12 In® z du,
b) [ zcoszdx.

Resent. a) Primitivni funkci budeme hledat pomoci metody per partes
kterou pouzijeme opakované:

2
/ In?z do =
1

2
=21n22—2/ Inz dz =
1

)

u=In’z v =1
' =2In(z) 2 v=u

2
= [z1n® ]2 —2/ Inz dx =
1

u=1Inzx v =
U v

1
x

SR L=

2
:21n22—2([1:lnx]f—/ da:)
1

=2In°2 —4In2+2[z)> = 2In?2 — 4In2 + 2.

Il

b)

/ rcosx dr =
0

= —sing -0+ [cosa:]og -

NIE]
[SIE]

u=1x v =cosx
v =1 v=sinz

= [a:sinx]og —/ sinz dr =
0

o3

=—+cosg—cosO:g—1.

\}

Priklad 2.6. Vypoctéte nésledujici integraly:
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) \/_\/T:Z_z
b)fle dz2

Resend. a) Pii pouziti substituén{ metody nesmime zapomenout na
zménu mez{. V nasem piipadé zavedeme substituci 1 — 2z = t* a nové
meze vypocitdme tak, ze dosadime do této substituce za z ptvodni
meze. Je-li x = —1, pak t = /1 =22 = /3, je-liz =0, jet = 1:

1—-2z=4#2
/0 T ge | "2dz=2tdt|
A VI-2z ~1 -3
0—1

1 1 1 — 2 1 1
:—/ t@ﬂﬁz—/(ﬁ—nﬁz
2)p 2J)u3

A[E-]-3 G (ae)

Bylo by mozno piiklad pocitat i tak, ze bychom nasli primitivni
funkci, tzn. z proménné ¢t bychom se vratili k proménné z, a potom
bychom nemeénili integraéni meze. Sami se mizete vypoctem presveédcit,
ze primitivni funkce k zadané funkci je

1
= (1-2z)7 —

/ x 1
Y dr Z
v1-—-2zx 6 2
a po dosazeni integracnich mezi za  mame

%(1)%—-1-\f— (1(1+2)% —% 1+2> =

1 1
2 6 6 2
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t=1Inxz
/ﬁ dv  |dt=1lds|
1 zvV1—-1nz 1=0

1
Ve 3

1
2 1 1
- ———— dt = |arcsint|; =
B | = dt = fresinal
1 a arcs'n1 arcsin 0 T 0 T
nov = in— — ==——-0=-—.
. 2 6 6
rodni
¢) Po zavedeni substituce ¢t = tg £ dostdvdme
/ dz _/ Fe _/dt_ 11
— B 1-t2 2T T T iz
1—cosz 1~1+§2 t t tg 2
a tedy
/% dx _{ 1]%_ 1,1
1 z 1—cosz tg 2 = tgl  tgf
3
d)
tivni
ytom / 1 v =1 v =arccosz
sdéit arccosx dr = _ P 1 =
":,;k17 0 Uu=—=x v = m
1 ! xz
= [rarccosz)y + [ —=dz =
| [ =
1— g2 =¢?
_|rdr=—tdt |
0—1 o
1—-0
0 0
—t dt
= arccos 1 + —— =arccos1 — / dt =
1 1 t 1
3 :arccosl—[t]g:arccosl—klz()-i—l:l.
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r =sint,t € (-5, F)

1 ' .
dr = cost dt V
0\/1—a:2d:c: 0—0 = kte‘
1—73 pr
z z Ut
= / V1 —sin?t cost dt = / Vcos?t cost dt = int
0 s P d de|
2 2] 2t
= / cos?t dt = / 1+ cos2t dt = mt
0 0 2 ve

_1t+sin2t%_1 7r+sin7r o
2 2 1, 2\2 2 /) 4

Ux
.o , dr
Cviceni
2.1. Vypoctéte:
a) f_;l 29 dr,
b) [; a:3\/52da:, Te
C) fOl (1_+\/~\/E—‘7L dl’, teg
d) fo% (cos® v — sin® z) dz. te
[2) 0,b) $(2°—1),¢) ¥, d) 5]
2.2. Vypoctéte:
1
a) foo = dz,
1422
b) [z Eaem 4
c) folme * dz, a5
d) J , arccotg x dz,
e) foﬁxarctgmdx,
) b s g
T .03
g) f%z:smsx dz, p
h) fF <z o, te
[a) Z,b) LIn5—In2,¢c) & +3,d)me) 2=~ )3, g) 2 h) ]




3. Nevlastni integraly

V piedchozi kapitole jsme pracovali s uréitym integralem f: f(z) dz,
ktery byl definovan na uzavieném intervalu (a,b). Uvazovali jsme
pritom funkce, které byly na tomto intervalu omezené. Nyni budeme
urcovat integraly spojitych funkci na nekoneénych intervalech, nebo
integraly neomezenych funkei na omezenych intervalech. V obou piipa-
dech nazyvame integraly nevlastni. Nevlastn{ integrdl mtize nebo ne-
musi byt redlné ¢islo. Podle toho rozlisujeme nevlastni integraly kon-
vergentni a divergentni.

3.1. Nevlastni integral 1. druhu

Uvazujme funkci f na intervalu (a,o0). Nevlastni integral prvntho
druhu definujeme jako

/a " @) do = lim /  Ha) da. (34)

Jestlize limita na pravé strané existuje, pak fikdme, Ze neurcity in-
tegral konverguje. Jestlize limita neexistuje, fikdme, Ze neuréity in-
tegral diverguje.

Analogicky definujeme

/_ f(z) dz = lim f(z) dz. (35)

a——00

V pripadé, Ze jsou obé meze integralu nekonecné, rozdélime jej na
soucet dvou integrdli, v nichz je vzdy jedna mez vlastni, t;.

/_Z f() d:cz/_;f(x) dx—}-/aoof(a:) iz, (36)

Priklad 3.1. Rozhodnéte, zda konverguji ndsledujici nevlastn{ in-
tegraly:
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Resend. a) Podle definice miizeme psat

00 b
/ —l-dx—hm idx—
1

x? b—oo f; 2

. 1" 1
=lim |——| =lm |——=4+1)=1.
b—o0 T]q b—o0 b
Nevlastni integral tedy konverguje a jeho hodnota je 1.

b) Opét podle definice médme

> 1
; da: = blirgo / \/_
= lim [2ﬂ3 = hm

b—oo b—o00

W 1) =

Limita neexistuje, nevlastni integréal tedy diverguje.

Jestlize funkce f je spojité a kladnd na intervalu (a, c0) a f°° f(z) dz
konverguje, pak hodnota nevlastniho integralu je plocha pod f na
intervalu (a,c0). Milzeme tedy Fict, ze plocha pod f(z) = % na

intervalu (1, 00) je 1. Situace je zndzornéna na obrazku 5.

T 1

Obr. 5 Plocha pod f(z) = = na intervalu (1, 00) je kone¢na.
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Obr. 6 Plocha pod f(x) = \/_ na intervalu (3, 00) je nekonecnd.

Ne druhou stranu, pokud integral faoo f(z) dx diverguje, m4 ne-
konecnou hodnotu a také plocha pod f na intervalu (a,c0) je
nekonec¢nd. Napiiklad plocha pod f(z) = == na intervalu (3, 00) je

v
nekonecna (viz obrézek 6).

Priklad 3.2. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci nevlastnich
integralu:
a) "010 # da:,
b) " m
) f —* dz,
d) £ arctga: da:

l'
Lo
) f 00 cc2+16

Resent. a)

@

D

1 =1 -1
1 1 1
/ — dzr = lim —dr = lim |——— =
oo T to—oo [, 3 to—oco | 2z2]|,
I 1 n 1 1
= lim (——+— ] =-=
t——o0 2 2t2 2,

nevlastni integral tedy konverguje.
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/00 dz = lim /t——-—mdjE = lim /t d =
L 2243242 toeof; 22430 +2 oo, (z4+2)(z+1)

t 1 1
= lim - dr =
tooo 1 \z+1 x+2

= lim [In|z + 1] — Injz + 2|} =
t—00

=tlim(ln|t—|— I|-Injt+2|—In2+1n3) =
t—00

= 0o — 00] = lim (ln

t—00

t+1
_ 1 et
t+2‘ In2+ n3)

=In

limt,—+_1 —In2+1In3 =
t+2

t—o00

=Inl—-In24+mn3=In3-1In2.

Nevlastni integrél tedy opét konverguje.

t=—x?
0 - _ 1 0
/ ze~ dr = d 2 = —— lim et dt =
oo —00 — —0O0 2 a——o0 a
0—0

1
— (= lim e*) = —1.
2 a——00 2

Nevlastni integral konverguje.
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/00 arct;gzv dz — lim / arctgx dx
1 T t—o0 1

!

= lim |——arctgx }
i

t—o00

! }
= lim |——arctgx
x

t—00

t—o00

1
= lim LE arctgxz + In |z| — 5 ln(x2 + 1)] =

: I
= lim |——arctgxz +In
x

t—00

1

22

U
4

T
4

+ lim

t—o0

+ lim

t—o00

|z

V2

In2

5

U= ar(i‘tgx v = %21 _
1+ac2 v="z
1
d —
o(z? +1)

1 T
(E_xQ-i—l) de

t

1

t
WLZ
1
=0+4+Inl+arctgl — In—

1
=arctgl —In4/= =
arctg n\/;

e) Vzhledem k tomu, Ze jsou nyni obé meze integralu nekonecné,
rozdelime jej na soucet dvou integrali. Interval (—oo,o00) muzZeme
rozdélit libovolné, napf. bodem 0:

e 2416 Sy 22416 1 )

dx
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Nynf budeme poéitat tyto integraly kazdy zvl4st.

/00 de —lim/a———dx L lim/a do =
o 22416 aveo fy 22416 164> Jg (%)2+1—

2=t
_ d:c—4dt _

0—=0 -

00 — 00

1 bodt 1 b
=l [y = g i [t -
1 /m s

4(2 8

Nyni bychom mohli vypocitat druhy integrdl, ale uvédomime-li si, ze
zadana funkce je sudé, je zfejmé ze i druhy integral bude roven Z.

8
Celkem tedy [ - mQ "6 = 7 a nevlastni integrél konverguje.

Cviceni
3.1. Rozhodnete o konvergenci nebo divergenci nasledujicich integrali:

fl 5113-1—1)2

nr dl.

0 d
h) Jo s
[a) 3, b) 1 (pfi vypoctu limity pouzijte 'Hospitalova pravidla), c) diverguje,
d) 21n2 - In3 , ) diverguje, f) I, ) 3, h) 2v/3n ]
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3.2. Nevlastni integral 2. druhu

U druhého typu nevlastniho integralu integrujeme neomezenou funkeci
pres omezeny interval. Urc¢ime singulédrni body funkce. Pokud se sin-
guldrni body nachazeji uvnitf intervalu, na némz integrujeme, rozdélime
interval timto singuldrnfm bodem. Pokud by napf. na intervalu (a, b)
byl singuldrni bod ¢, plati

b

b t
/ f(z)dz = lim [ f(z)dz+ lim f(z) dx. (37)

t—c— u=ct fo,

Priklad 3.3. Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci danych in-
tegralu:
2 dz
a) f_iz :E2—31’
b) f—l ﬁ dLL',
c) fol zlnzdz,

d) J{ 77

Resent. a) Ur¢ime nejdiive singuldrni body integrované funkce. Témi
jsou —1 a 1. To znamend, ze v bodech x = —1 a x = 1 ,utikd“ funkce
do nekonecna, resp. do minus nekonecna. Proto integral rozdélime

tak, aby vidy jedna mez byla koneénd. MiZe to byt napf. __21 -z;’%l,
_01 mgfl, 01 ngl, 12 szl. Nyni vySetiime konvergenci kazdého z téchto

integralu zvl4st.

/—1 dx . /t dz
= lim
—9 .'172 — ]. t——1_ —9 1‘2 — ].

= lim —11 | —1]——11 I 1|t
n\x n|xr -+ ,

t——1_
1 . z— 111"
=— lim |In
t——1_ z+1(]_,

1 . t—1 1
= Et_l)lzrll_ <ln’m‘ —§ln3>
:oo——2-ln3:oo.

Prvni z integréli tedy diverguje, ¢imz mdme znaéné usnadnénou préaci,
nebot je zfejmé, Ze musi divergovat i cely integral.
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Graficky je dand situace znézornéna na obrazku 7. Naznacena plo-
cha mé nekone¢ny obsah.

Obr. 7 Plocha mezi osou x a grafem funkce f(z) = ﬁ na intervalu

(—2,2) je nekonecna.

b) Singuldrnimi body jsou —1 a 1, coz jsou krajni body intervalu, pres
néjz integrujeme. Integral proto rozdélime na soucet dvou integrald.
Primitivn{ funkci mtuzeme hledat napi. pomoci vzorce

B fn-}-l(w) '
 on+4+1

[ @@

1 0 _4o3
lim I dx
— it

0 $3
A
/_1\/1——:E4 ! 4to-14 [; +/
1 o 1
-7 lim [2\/1-—954] = —5(0-1) =
t

t——14

1
>
Obdobné
Lo g3 1 t 1
- — __ i V1 — 14 — e
/0\/1_—3;4‘15“ 433&[2 1 x]o 2

Oba nevlastni integrdly konverguji, a proto konveguje i zadany in-
tegral.
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in-

¢) Singuldrnim bodem je 0. Pro integraci pouzijeme metodu per partes:

1 1 /
=] —
/xlnxdleim zlnz dr = u, Illx v :; =
0 t—04 t u =3 ’U:—2‘
2 1 1
1
= lim x—lnx — — lim T dr =
t—04 2 ¢ t—04 t
727!
= — lim [x2 lna:] —=lim |—| =
2 t—04 2t=04 | 2 "
1 1

1. &
—50-‘511_1)%15 lnt—;l-—}—O.
Vyraz limy_,q t* Int je neur¢ity vyraz typu 0-00. S vyuzitim I"Hospitalova
pravidla dostavame:

Int

lim *Int = lim — = lim
t—04 t—04 2 t—04

1 1
/ zlny de = —=.
0 4

Nevlastni integrél tedy konverguje.
Zajimavé je, ze zadany integrdl neni nevlastni. Plat{ totiz

5> = — lim —=0.

1 2
_t t
——3 t—04 2

o+

Celkove

lim zlnz = 0. |
T—04

Situace je zndzornéna na obrazku 8.

d) Singuldrnim bodem je bod 1.

Inz=s
/e dz ) /e dx Lde =ds
——— = lim — == =
1 zvlnz o1+ J, zvInz 1 -0
e—1

1

) ds . 1
= Jim b ﬁ‘&%ﬁpﬁ]b_?‘“o“z'

[0)




valu

alu.

¢) Singuldrnim bodem je 0. Pro integraci pouzijeme metodu per partes:

! , ! u=Ilnz vV =2
rlnz dr = lim zlhnzder=| , 22

2 1 1
= lim [%lnx] —1 lim T dxr =

t—04 ¢ t—04 t
271
= — lim [xz ln:l:] — = lim {az_} =
2 t—04 2 t—04 2 :
1 1

1. 5
—50‘5%1_1)%15 lnt—Z—}-O.
Vyraz limy_,q t* Int je neurcity vyraz typu 0-co. S vyuzitim I’Hospitalova
pravidla dostavame:

t2

=—t1_1)r&—2—:0.

Int
lim t*Int = lim —— = lim
t—04 t—04 z t—04

1 1
/ zlnzy de = —=.
0 4

Nevlastni integrél tedy konverguje.
Zajimavé je, ze zadany integral neni nevlastni. Plat{ totiz

2
3

1
t

~+

Celkové

lim zlnz = 0.
1:->0+

Situace je zndzornéna na obrazku 8.

d) Singuldrnim bodem je bod 1.

Inz=s
/e dz ) /e dz Ldr =ds
——— = lim —_—— =
1 zvVlnze el J, xzInzx 1—-0
e—1

1

_ ds , 1
= Jim : ﬁ_blila[wg]b_z—o_z
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Obr. 8
Cviceni

3.2. Rozhodnéte o konvergenéi nebo divergenci nésledujicich integrali:

1
a) OEd—ET’

b) J; —A dz,

C) f_ll ﬁ dﬂ?,

d) fo 5

1 )
T nwl

e) f—oo z2—x—2 dz.
[ a) diverguje, b) 2, ¢) 7, d) diverguje, e) diverguje |
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4. Geometrické aplikace uréitého
integralu

Pomocf integréalniho poctu lze pocitat obsahy rovinnych obrazci, délky
kiivek, povrchy a objemy téles. Je k tomu vsak vidy zapotiebi znat
prislusnou funkci, jejiz graf ohrani¢uje danou plochu.

Vzledem k tomu, ze délky kiivek, obsahy jednoduchych rovinnych
obrazcli i povrchy a objemy téles se pocitaji pomoci vzorci jiz na
zékladn{ Skole, ukazeme si nejdiive souvislosti mezi témito zjednoduse-
nymi metodami a integralnim poc¢tem. Pozdéji uvedeme piiklady, které
se elementdrnim zptisobem vypocitat nedaji, aviak integralnim poctem
se vypocitaji snadno.

4.1. Obsah rovinnych obrazcu

Obsah subgrafu nezdporné funkce f(z), kde = € (a, b), poéitdme podle
vztahu

S = / f(z) da. (38)

Subgrafem piitom myslime plochu, kterd je ohranicena grafy funkci
f@),y=0,21 =a,zy = b.
Obecné pocitame plochu mezi dvéma grafy funkei jako

5= [ (@) - g(@) da, (39)

jestlize v danych mezich plati f(z) > g(z). Je-li tedy f = 0 a g je
zaporna funkce na (a, b), plati

S = /ab(o (@) dz = /ab —g(2) da.

Priklad 4.1. Prostiedky zdka zdkladn{ skoly vypo¢téte obsah obdélnika,
o stranéach a a b.

Resend. Zéci zékladni skoly intuitivné chdpou obsah obdélniku jako
pocet jednotkovych étverecnich jednotek, kterymi lze obdélnik pokryt
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Obr. 9 Ukazka plochy mezi osou = a grafem funkce.

(aniz by se jednotkové ctverce piekryvaly). V piipadé, ze obdélnik
nem4 celociselné délky stran, je obsah obdélniku chapan jako k-nisobek
¢tverecéni jednotky.

Jiz na prvnim stupni 7S se pomoci jednotkovych ¢tverci odvodi
vztah pro obsah obdélniku, jehoz strany jsou vyjddieny prirozenymi
¢isly. Déti si vystiihnou ¢tverecky o strané 1 cm a ty pak poklddaji do
piedem danych obdélnikii. Ukazuje se jim, Ze celkovy pocet ctvercu
v obdélniku je roven soucinu poctu ¢tverci v fadku a ve sloupci.
Tato ¢innost umoziuje zakim ovéfit védomost, ze obsah obdélniku
(v pifpadé obdélniku s piirozenymi délkami stran) je S = ab, kde a, b
jsou délky stran obdélniku.

K praci s obdélniky, jejichz strany maji raciondlni délky, se pristupu-
je az po probrani zlomki, tedy na druhém stupni. Opét budeme praco-
vat s jednotkovymi étverci, do nichz se tentokrat vejde %% obdélnik,
kde a, b jsou délky stran téchto obdélniku (viz obr. 10). Z této ¢innosti
opét vyplyne platnost vztahu S = ab.

Pi#iklad 4.2. Vypoététe obsah rovnoramenného trojuhelniku, jehoz
zékladna mé délku a a vyska na stranu a délku v.

Resend.

a) Prostredky Zdka zdkladni skoly

Na Z$ lze vyvodit obsah trojuhelniku v této metodické Fade: Zaci
se nejdifve seznamuji s obsahem obdélniku. Pozdéji s obsahem rov-
nobézniku, ktery lze drobnou geometrickou tipravou zménit na obdélnik,
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Obr. 10 Obsah obdélniku, jehoz délky stran jsou a = % ab= %, je
Intk S=ab= %'
hek
rodi vzorec tedy opét vychézi z obsahu obdélniku. Rovnoramenny trojihel-

nfk mizeme chépat jako polovinu rovnobézniku. Metodické Fada je
graficky znazornéna na obrdzku 11.

iiku /\
a. b

—_ —
pu-

fku, Obr. 11

Obsah trojihelniku se tedy uréi jako polovina obsahu rovnobézniku

QVq

o téze strané a téze vysce, tj. S = o

b) Pomoct integrdlniho poctu
Rovnoramenny trojihelnik muzeme zakreslit do soufadnicovych os
napi. jako na obrazku 12.

4ci Vidime, Ze nyni nebudeme pocitat obsah pod grafem jedné, nybrz

OV~ dvou funkei. Proto vypocet rozdélime do dvou pifpadii: obsah plochy

Inik, pod grafem funkce f(z) = kx v mezich (0,%) a f(z) = —k(z —a) v
79




y=k(x-8) ‘y=kx

al2

Obr. 12

mezich (%, a). Tedy

S:k/zxd:ﬂ—l- (—k/ (x—a)) dr =
0 a
2212 z2 * ka?
Z’“HO ‘k[i““x]a ER
Srovndme-li tento vysledek se zndmym vzorcem S = %ava, musi byt

v, = k§. To je ale ziejmé z obrdzku 12, nebot funkce y = kz mé v
bodé § hodnotu pravé k3. Vysledky se tedy shodujt.

Priklad 4.3. Vypoctéte obsah kruhu o poloméru 7.

Resend.

a) Prostredky Zdka zdkladni skoly

Na ZS je i v tomto pifpadé mozno vyuzit experimentu, ktery umoziiuje
priblizné urcit obsah kruhu. Kruh rozdélime na 16 nebo 32 shodnych
kruhovych vyseci (aby jich bylo co nejvice, ale pii moznosti s nimi ma-
nipulovat). Vysece poskladdame do obrazce, jehoZ tvar pfipomina rov-
nobéznik, nebo je muzeme ostiihnout na trojtihelniky a z trojihelnika
vytvorit rovnobéznik, jak je zndzornéno na obrazku 13. Vyska to-
hoto rovnobézniku ma délku poloméru ptivodni kruznice a jeho jednu
stranu si zaci zméif (zjistd, Ze je o néco kratsi, nez délka plilkruznice?).

274ci se na zékladni skole nejdifve seznamuji s obvodem kruhu, ktery poéitaji
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a1

Vypocitané ¢islo je pfiblizné rovno obsahu kruhu.
0 60

Obr. 13

b) Pomoci integrdlniho poctu
Pfipomenime, jakymi zptisoby je mozno zadat rovnici kruznice:
(1) analyticky jako y = /72 — 22 (horn{ ptlkruznice) ay = —v/72 — 22
(dolni pulkruznice).

(2) parametrickymi rovnicemi ¢(t) = rcost, ¥(t) = rsint, t €
(0,2m).

[r cos(t), r sin(t)]

Obr. 14 Bod na kruznici vyjaddieny analytickym a parametrickym
zpusobem

Jednodussi z hlediska vypoctu integralu je zvolit parametrické vyja-

dienf pro kruznici. Pfi parametrickém vyjddieni poéitdme obsah ro-
vinného utvaru podle vzorce

B8
5= / B(0)I (1)) dt. (40)

pomoci vzorce o = 2mr. Mizeme naznalit, Ze na &éfm vice vyse¢ bychom kruh
rozdélili, tim vice by se délka jeho zéklady pfiblizovala &islu 7rr. Timto zptisobem
u zakd rozvijime limitn{ mysleni.
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V piipadé kruznice je p(t) = rcost, P(t) = rsint, ¢'(t) = —rsint,
t€(0,27) a

o o N o
1-— 2t t 2t
S::/ r281n2tdt=7"2/ -——-——Cidt:r2 LB = r?.
] ; 2 2 T4 |,

Mizeme ale pocitat i analyticky napt. obsah subgrafu horni pilkruz-
nice, a to pomoci substituce x = rsin t:

T =rsint
ES: mdx: dI:TCC;Stdt _
2 —r —r = 3

r— 3

3 —=
:/ V12 —r2¢8in“t-rcost dt =
3
:/ \/r2(1—sin2t)-7"costdt:/ r>V/cos?t - cost dt =

2 3 14 cos2t
:7“2/ cos’t dt = rz/ +—— dt
_.% —

S ERNIE]

[NE]
(SE]

I

x 2
2
t sin2t]?® T 7 T
:2 —_ = 2 —_— —_ :—-—2
r[2+ 4}_ T<4+4) 2"

[SIE]

Obsah celé kruznice je potom dvojnésobny, tj. S = 7r?.

Piiklad 4.4. Uréete obsah ¢asti roviny pod grafem funkce y = —z% +
4.

Resend. O uréeni obsahu tisece paraboly se snazil jiz starovéky myslitel
Archimédes. Archimédes vyftesil tento problém s tictyhodnou piesnosti
pomoci dimyslného vepisovani trojithelniki do tsece paraboly. Dosel
k zévéru, ze obsah tsece paraboly je roven dvéma tietindim obsahu
obdélniku, do kterého je tise¢ paraboly vepséana.

Mohli bychom se také pokusit obsah daného tutvaru aproximo-
vat pomoci obsahu mnohotihelnika. Pomérné jednoduché je interval
(—2,2) ekvidistantné rozdélit napi. na 8 dili a parabolu nahradit
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osmi obdélniky, jejichz vysku uréime napft. jako funkéni hodnotu v
ptlce daného délictho intervalu. Vypoc¢itdme obsah kazdého z téchto
osmi obdélniki a sec¢teme je. f(0,25) = 3,9375, S; = 0,5 - 3,9375 =
1,96875, f(0,75) = 3,4375, Sy = 1,71875, f(1,25) = 2,4375, S; =
1,21875, f(1,75) = 0,9375, Sy = 0,46875, S = 2-(S;+ S+ S3+5,) =
2-5,375 =10,75.

Vypocet pomoci integralntho poctu je pfesny a rychly:

2 3 2
8 8 32 i
= | (—2?+d)de= |- +42| =-248-248=22_105
S/_Q(x+)x I I R R

Jestlize dosadime nasSe hodnoty do Archimédova vysledku (tj. Ze
obsah tsece paraboly je roven dvéma tfetindm obsahu obdélniku, do
kterého je tse¢ paraboly vepsdna), dostavame S = % +4-4=10,6 a je
vidét, ze Archimédiv postup byl opravdu velmi piesny.

Hledana plocha je zndzornéna na obrazku 15.

T i

Obr. 15

Priklad 4.5. Vypoctéte obsah plochy mezi osou x a grafem funkce
f(x) = sinz na intervalu (0, 27).

Resend. Musime si uvédomit, ze pii vypoctu pocéitdme plochu mezi
grafy dvou funkci. V nasem piipadé jde o funkce y = sinz ay = 0

(obrézek 16). Na intervalu (0, 7) plat{ sinz > 0, zatfmco na intervalu
(m,27) je to naopak.
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Obr. 16

Plati tedy:

™ 27
Sz/ (sinz — 0) dx—!—/ (0 —sinz) de = [—cos:zr;];r - [cosar:]fr7r
0 L

=1+1=2.

Piiklad 4.6. Vypoététe obsah rovinného obrazce omezeného kubic-
kou parabolou y = z* a pifmkou y = z.

T iy
T1
/7
1 //’ 1 .
/4
74
-1 4
Obr. 17

Resend. Nejdifve musime zjistit, v jakych mezich mame integrovat,

84




najdeme tedy pruseciky grafu danych funkef:
3

T =
2 —z=0
z(z—1)(z+1)=0

a tedy priseciky jsou z; = —1, 2o = 0, 23 = 1. Déle si musime

uvédomit, na intervalu (—1,0) plati z* > z a na intervalu (0,1) plati
73 < 2, tedy

S:/_j(x3—x)daz+/01(x—x3)dx=2/01(x—w3)d:c:

N Y S S AN |
2 4], "\2 4) 2

Priklad 4.7. Urcete obsah rovinného obrazce ohrani¢eného oblouky
parabol y? = az, ay = 22, a > 0.

-~ f(x)

7

il
+ ’ //j 4
/ 5y
7
e X
t

Obr. 18 Grafy kiivek y? = az, ay = 22, kde a = 2.
Resend. Nejdiive vypocteme z-ové soutadnice prusec¢ikit obou kiivek:

2
562
ar = | —
a

2 —addr=0

z(z® — a®) = 0,

85




z1 = 0,75 = a. Nynf je ziejmé, ze muzeme vyjadrit funkéni zavislosti
obou parabol tak, aby byly obé v proménné z (nebot vyjadieni prvni
paraboly z = 3; je v proménné y). Tedy y = v/ax, y ='1”ai.

a 2 ‘ a
S = / (x/ax — E—) dr = {2\/533% — ix:”] =
a 3 da |,

0
2/a 1,

a2
=~ .ava— —a’ = —.
3a 3

Priklad 4.8. Vypocitejte plosny obsah elipsy, jejiz poloosy jsou a = 2,
b=3.

Obr. 19

Resend. Danou elipsu vyjadifme rovnici % + %3 = 1 a tuto rovnici
vyjadiime explicitné jako y = g’Q\/AJE — 22, pficemz uvazujeme y > 0
(tj. cdst elipsy nad osou z). Obsah celé elipsy budeme pocitat jako
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dvojnasobek subgrafu funkce y = g\/él — 2

T = 2sint
3 [? dr = 2 costdt
_9.° —_ 2 — —
S =2 2/_2\/4 z2 dzx 91
23

us

=3/2 \/4—4sin2t~2czostdt:12/2 cos®t dt =

i
2

:12/% 1+ cos 2t :6[t+sin2t]% 6

[N

2 2

[NJE]
(SE]

a to odpovida vzorci pro obsah elipsy
S = mab.

Mnohem jednodussi by v tomto pi{padé ovem bylo pouzit misto
obecného vyjadieni parametrickych rovnic. Elipsa mé parametrické
rovnice z = acost, y = bsint, kde t € (0, 27). Potom

27 2m
S:/ bsintl—asintldtzab/ sin® tdt =
0 0
1 1 27
=ab [§t ~ 1 sin Qt} . = mab,

a je-li v naSem piipadé a = 2 a b = 3, dostdvadme opét S = 6.

Priklad 4.9. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného obloukem para-
boly y = 2% — 6z + 11 a jejimi teénami v bodech dotyku T1[1,6] a
T5[4, 3].

Resend. Nejdiive musime najit rovnice tecen, coz mizeme udélat napt.
podle vzorce pro teénu y — yo = f'(20)(z — o). Ponévadz je f'(z) =
2r —6, md tecna prochézejici bodem [1, 6] rovnici y = —4(zx—1)+6 =
—42 410 a tetna prochézejici bodem [4, 3] rovnici y = 2(z — 4) + 3 =
2z — 5.
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Daéle najdeme prusecik obou tecen: —4zx + 10 =2z — 5 = x = g

% 4
S=/ (w2—6x+11—(——4x+10))dx+/ (2* — 6z 4+ 11—
1

5
2

5 4

2(3132——2:13—i—1)daz:—i—/ (2% — 8z + 16) dz =

5

2

— (2z - 5)) da;z/

1
5 3 4
5

3
= [?——$2+z]2+[%—4x2+16x}
1

. =1,125+1,125 = 2,25,

2

Piiklad 4.10. Vypoctéte obsah Casti roviny ohranicené jednim ob-
loukem cykloidy.

L 2ol

Obr. 20 Cykloida

Resent. Cykloida je kiivka, kterou opisuje bod kruznice o poloméru
r = §, valici se po ose z. Jeji parametrické rovnice jsou z = a(t—sint)
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ay=a(l—cost),a>0,te (0,2n). Potom

S = /27T a(l — cost)[a(t — sint)]) dt =

2
a/ l—cost dt =
0
2m 27 2T
a/ dt—2a/ costdt+a2/ cos’t dt =
0 0

_ oft 1 ]2”_
—a[] — 2a? [smt} +a[2+4sm2to -

:;

I

Il

= 21a® + ma® = 37a’.

4.2. Délka krivky

Délka kiivky se pomoci analytického vyjddreni vypoéitd ze vztahu

= /b«/l T 772(2) da (41)

a pomoci parametrického vyjadieni jako

B
| — / [o2(t) + ¥2(2) dt. (42)

Priklad 4.11. Vypoctéte délku kruznice (neboli obvod kruhu) o po-
loméru r.

Resent.

a) Prostredky Zdka zdkladni skoly

Na ZS miizeme obvod kruhu vyvozovat pouze pribliznymi metodami,
z nichz jedna je napf. pomoci vepsanych a opsanych mnohotihelniki,
jejichz pocet stran se neustéle zvétsuje — zaéneme napfi. pravidelnym
sestithelnikem a pokracujeme osmithelnikem, dvanéctitithelnikem atd.
Postupné uréujeme obvod kazdého mnohothelniku a vidy vypoéitame
aritmeticky primér z obvodu mnohothelnika vepsaného a opsaného.
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Takto se neustdle priblizujeme spravnému vysedku, ale presnou hod-
notu obvodu kruhu neuréime. I pfesto se jedna o velmi narocné vypocty,
které by bylo na zékladni skole mozno doporucit pouze nadanym
devatakium.

Jinou mozZnosti je experimentalni ¢innost, kdy zéci vzdy k danému
priméru zméi{ obvod kruhu (napi. pomoci vélecku a provéazku ci
papirového méritka). Pocitaji pomér obvodu k priméru kruhu a pri
peclivé praci jim vychézi vzdy podobné ¢islo, které se blizi k ¢islu 3,14.
Z toho se odvodi, ze § = =, tj. o = md. Tato manipulativni ¢innost
muze hrat také dilezitou tlohu v tom, Ze si zaci uvédomi, Ze pomér
obvodu kruhu a jeho poloméru je pro vSechny kruhy konstantni ¢islo.

b) Pomoct integrdlniho poctu

Opét muzeme zvolit analytické i parametrické vyjadieni kruznice.
Analytické vyjadieni pilkruznice je f(z) = Vr? — 2%, z € (—r,7).

Tedy

lz‘/T\/T]“Q(_:Ejdx:/ry/l—k Q‘fzdxz
[ ==, ¢1~— /f—
-

= rlarcsint]! ; = r(arcsin 1 — arcsin(—1)) = r.

To je obvod ptilkruhu a obvod celého kruhu uréime jiz jen vyndsobenim
dvéma, tj. o = 2l = 27r.

Parametrickymi rovnicemi () = r cost, ¥(t) = rsint, ¢t € (0,27)
muzeme pocitat délku celé kruznice:

2w 27
Ve (t) + 2 (t) dt = / Vr2sin?t 4 12 cos? t dt =
0
2T
= / rdt = rz)2" = 27r.
0

Piiklad 4.12. Vypoctéte délku ¢ésti paraboly y = %2 v mezich (2, 4).
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Vzhledem k obtiznosti vypoctu daného mtegralu mozno pouzit Eule-
rovu substituci) se jevi jednodussi najit k dané funkei <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>