1. FUNKCE N-PROMENNYCH (N >2)

Def. 1.0:

Def. 1.1:

Def. 1.2:

Def. 1.3:

Def. 1.4:

N-rozmérnym eukleidovskym prostorem En nazyvame mnozinu vSech
uspofadanych n-tic ( X1, X2, ..., xn ) realnych ¢isel, v niz vzdalenost p ( X, Y)
dvou bodii X [ X1, X2, ..., xn] @ Y [ Y1, Y2,..., Yn] je definovana vzorcem

P XY= J( =)+ (% = Yo)? et (X, — ¥, )

Vzdalenost p ( X, Y) spliiyje tyto axiomy:
1. pro kazdé dvabody X, Y € Enplati p( X,Y) >0, pticemz p ( X, Y ) =0 pravé
kdyZje X =Y

2. pro kazdé dvabody X,Y e Enplati p(X,Y)=p (Y, X)
axiom symetric¢nosti

3. prokazdétiibody X,Y,Z eEnplatip(X,Z) <p(X,Y)+p(Y,2)
trojuhelnikova nerovnost

Realnou funkci n realnych proménnych nazyvame zobrazeni f mnoziny M < En

do mnoziny E1. Mnozinu M = D(f) nazyvame defini¢nim oborem funkce f. Cislo y,
které je funkci f ptifazeno bodu X € M nazyvame funkéni hodnotou funkce f
vbodeé X,y = f(X) = (xg, X2, ..., xn).

Mnozinu v§ech funkénich hodnot funkce f nazyvame oborem funkénich hodnot

f(M) = H().

Jsou-li f a g dvé funkce se spoleénym defini¢nim oborem M, pak jejich souctem
f + g nazyvame funkci h, ktera je na M definovana rovnici: h(X) = f(X) + g(X).
Obdobné se definuje rozdil, souéin, podil (g(X) =0 pro X e M).

Funkci f nazyvame shora (resp. zdola) ohrani¢enou na mnoziné M, M < En, je-li
mnozina M ¢asti definiéniho oboru funkce f a 3 k takové, ze f(X) <k (resp. >k) pro
V X € M. Funkci f, ktera je na M ohranicena shora a zaroven zdola, nazyvame
ohrani¢enou na M. (3 k, ze |f(XX <kprovX eM).

Grafem funkce f s definiénim oborem M < E2 nazyvame mnozinu v$ech bodi
[X, Y, Z] prostoru Es, pro které plati [X, y] eMaz=1(xy).

Vrstevnici funkce f dvou proménnych X, y nazyvame mnozinu
{[x,»] €M cEa, f(x,y) =, c = konst.}

Hladinou (ekvipotencialni plochou) funkce f n-rozmérnych prostorti (n > 2)
nazyvame mnozinu v§ech bodi X € M, pro né€z je f(X) = konst.



Def. 1.5:

Véta 1.1:

Véta 1.2:

Véta 1.3:

Véta 1.4:

Def. 1.6:

Véta 1.5:

Véta 1.6:

Véta 1.7:

Véta 1.8:

(Spojitost)

Necht' M je mnozina bodl prostoru Ena X € M.

Necht’ f je funkce n proménnych. Rikame, Ze funkce f je spojita v bodé X vzhledem
k mnozin¢ M, jestlize ke kazdému & >0 3 takové 6 >0, ze pro V X e M, jehoz
vzdalenost od bodu X je mensi nez S[tj. p(X, X') <4, plati | f(X)—f(X)| <e.

Je-li funkce f spojita na kompaktni mnoziné K < En, pak je na mnoziné
K ohranicena.

Necht funkce f a g jsou spojité v bod¢é X vzhledem k mnoziné¢ M, M < En. Pak
funkce |f|,c.f,f+g,f.g,f/g(pokudg =0)proV X e M jsou rovn&z spojitymi
V bodé X na M.

Na kompaktni mnozin€ nabyva spojita funkce nejmensi a nejvétsi hodnoty.
Polynomy a raciondlni funkce n proménnych jsou spojité funkce.

(Limita)

Necht' f je funkce s definicnim oborem D(f). Necht’ M je neprazdna mnozina bodu
prostoru E, a bod A je hromadnym bodem mnoziny M z D(f). Pak fikame, ze ¢islo o
je (vlastni) limitou funkce f v bodé A vzhledem k mnozingé M, jestlize ke V £ >0 3
takové 6 >0, ze pro V X € M » D(f) rizné od A, jejichz vzdalenost od A je mensi
nez 0 (0 < p(A, X) <0) plati |f(X)—a| <&

Ozn. )]g'mAf(X): a, XeM

nebo lim fx,x0x,]=a [%, %o X, ] €M

[xl,xz,“.,xn ]—)[al ,az,m,an]
Mnozina M je Casto ur¢ena vztahy mezi soufadnicemi jejich bodi, pak misto
symbolu X e M pfipojujeme piimo tyto vztahy, napf.:

2y,2

: x7y- _1
[x,}]’ﬂ}OaO] x*+y? )

y=x

Funkce f n proménnych ma v bodé A vzhledem k mnoziné M nejvyse jednu limitu.

Jestlize funkce f(X) m4 v bodé A limitu, pro niz plati im f(X) >0 (resp. < 0), pak
XeM

3 takové prstencové okoli P bodu A, Ze v kazdém bod¢ mnoziny P M plati
f(X) > 0 (resp. < 0).

Funkce f je spojita v bodé A vzhledem k mnoziné M, prave kdyz lim f(X) = f(A).
XeM

Necht funkce f(X) a g(X) maji v bodé A vlastni limitu. Pak v bodé A maji limitu

funkce | /(X)|, caf(X) + c2g(X), c1, ¢z jsou konstanty, f(X) . g(X), f(X) / g(X) (je-li

)I(imA g(X) =0) a plati:



Q) I, [£(x)] = [lim f(x)

) i, = [e,f(X)+eg(0]=c, fm, f(X) + ¢, fim g(x)
Q) I, = [f(X)g(0]=fm £(X). fim g(x)

d) fim [FQx)/g(x)]= lim £(x) 1 fim, g(x)

Pozn.:  Pfedchozi limity oznaCujeme jako dvojné. Limita lim [ lim f (x, y)], kde
XX Y=o
lim f(X,y)= a(x) apoté lim a(x)= lim [lim f(X,y) ] se oznacuje jako
Yy=Yo X—=>Xg X=Xo  Y—>Yo

dvojnésobnd nebo postupna.

Piiklad: Vypocitejte limitu funkce

1. lim (xX*+xy+y?
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