Krivkové integraly

integracni obory jsou kiivky

x=o(1)
y=yl)
- 1ze j1 povazovat za drahu hmotného bodu béhem ¢asového intervalu <a, ,6’> bez

- hladka kiivka - vyjadieni parametricky popt. z= y(¢)

zastaveni
- orientace kiivky (kladna, zaporna)
- déleni ktivky, norma déleni

1. Fyzikalni tiloha:  Vypocet sily ptisobici na hmotny bod pohybujici se po kiivece C (Mame
definovanou vektorovou funkci F(P)).

A=Y F(K )P ~P,)=S:(D)

Hledam limitu vyse uvedenych posloupnosti s délenim D, tj.
lim {S ; (Dn ):;1 } Tu pak nazyvame integralem funkce F(P) po kiivce C

Nn—0

a oznacujeme I F (P)a’z7 (Kiivkovy integral 2. druhu funkce F(P) po
C

kiivce C).
Je-li zvolena kartézska soustava soufadnic, tj.
F’(P) = f, (x, y,z)z7 + £, (x,y, Z)j + f5 (x,y, Z)k adr=dxi+dyj+ dzk ,

pak [F(P)dr = [[fidx+ fody+ fidz].

2. Mame definovéanu skalarni funkei f(P) na C. Pak limita integralnich souctd S, (D,)s
délenim D, t]. lim S, (D, )= [ f(P)ds
n—>0 o

se nazyva kiivkovy integral 1. druhu funkce f(P) na C, pticemz
S, (D,)= Z f (P).|RIDH| . kde |[PP_| je vzdalenost.

Ziakladni vlastnosti krivkovych integrali
2. druhu:

Véta 3.6: Necht C je orientovana kiivka a Ci, C2 jsou Cisla. Necht' 3 kiivkové integraly
[F(P)dF a [ G(P)dF . Pak plati:

}[clﬁ(P)+Czcé(P)]cf = cl.[lj“(P 7+ czjé(P)d?



Véta 3.7:

Véta 3.8:

1. druhu:

Véta 3.9:

Véta 3.10:

Véta 3.11:

Véta 3.12:

Necht orientovana kiivka C se skladé z orientovanych kiivek C1 a Cz a
koncovy bod kiivky C; je pocatecnim bodem kiivky Co. Pak plati:

[ F(PY7 = [ F(P)7 + [ F(P)dr

Necht C je orientovana kiivka. Necht’ kiivka C vznikne z kiivky C zménou
orientace. Pak plati:

[ PP\ =—[ F(PF

Necht C je orientovana kiivka. Necht' f(P) a g(P) jsou realné funkce a C1, C2
jsou ¢isla. Pak plati:

I[clf(P)+czg(P)]dS:cljf(P)dS+czjg(P)dS

C

Necht orientovana kiivka C se sklada z na sebe navazujicich orientovanych
kiivek Cy a Ca. Pak

[7(P)ds= [ f(P)ds+ [ f(P)ds

Necht' C je orientovana kiivka. Necht kivka C vznikne z kivky C zm&nou
orientace. Pak

J (Plis= [ 1 (ki

Pro délku oblouku s(C) orientované kiivky C plati
s(C)= J. ds
C

Vypocet kiivkovych integrali

Necht C je orientovana kiivka, ktera je vyjadiena parametricky funkci ﬁ(t), tj.
P(t)=7(t)=(t)i +y(t).j + x(¢)k (analogicky pro 2-dim)
Pak pro t € <a,ﬂ> plati:

) JE(PWF = [/ (e y.2)de+ £, (e p,2)dy+ £ (v, v, 2)dz]=

B

= [ (e o) 2@ O)+ £y 0) 2O O+ £ (ol )y o). e (0)) (e

a

B [ AP = £l WOy e 22O



tzn., 7e ds =@ (t)+y> () + 72 ()t

ds=A~r’+r"de
ds =1+ " (x)dx

ds - diferencial délky oblouku

Geometrické a fyzikalni aplikace

Necht’ C je po ¢astech hladka kiivka. Pak plati:
1. Délka kiivky C je
s = jds
C

2. Hmotnost kiivky C je
m= j p(P)ds
C

je-li kiivka dana parametricky,
v poléarnich soufadnicich,

je-li kiivka v roving dana jako graf
funkce f(x)

kde p = p(P) je délkova hustota v libovolném bod¢ P kiivky C.

X, = lJ‘xp(P)a’s
m C
1

Yo =—[yp(P)ds
m C

1
Zy= - j zp(P)ds ,
C

kde integraly jsou pfislu§né statické momenty. VSechny vzorce uvedeme dale

podrobnéji pro jednotlivé typy soufadnic.

Necht’ silové pole je dano vektorovou funkei F(P). Pak prace A tohoto pole po kiivee C je

a=| F(P)dr

V déle uvedenych vzorcich ptedpokladdme spojitost (popft. spojitost po ¢astech) vSech funket,

které se v nich vyskytuji.

1. Kiivky v roving. Kfivka je dana:

a) grafem funkce y = f(x),a<x<b

b) parametricky rovnicemi x = @(t), y = (1), 1 <t < t, (oznatujeme d®/dt=>,
d¥/dt=Y¥)

C) v polarnich soutadnicich r = r(¢), p1 < ¢ < @2, r > 0.

Délkova hustota p je funkci proménné X, popf. t, popf ¢. Je-li funkce p konstantni, 1ze

ji vytknout pfed integra¢ni znak.



Délka ktivky:

a) s:j.w/|l+f'2(x)|dx:j 1+y"dx
b) s:TJléz(t)+\P2(t)Jdt=T 2+ dt

0 5= [P+ (p)de

Hmotnost:

a) m =J.p(x)\/|l+f'2(x) |dx: J‘pw/i1+y'2 idx
b)  m= j PO () + W2 (1) e = j o2 + 92

9 m=|peNP @+ @he

Staticky moment vzhledem k ose X, popt. y:

SRR LR ESN| T, PR N ey P8
S, = j.xp(x)mx = ixp\/(mx
b) Sx=wa(r)p(t)ﬂcb%r)ww(ont=nysz
s, =ngo(t)p(t)J[d»z(r)sz(r)Jdr = fopmr

9 S.=[pr@singl? @)+ (@) kg

s, = [ p@r@rcos ol @)+ @lig

2%

Sy Sx
Xo=""» Yo=—
m m

Moment setrvacnosti vzhledem k ose X, popt. V:

) 1= [ @pnli+ 2@k =21+ i
I, :J‘xzp(x)w/|1+f’2(x) |dx: J‘xzpw/il+y'2 idx



b 1= j w (O pON|&> () + 2 (1) e = j vl + 5 Jae
I _ch O pE)|d* 1)+ (t)sz_J'x o2 + 92

) 1= j p()r (@)sin” oyl (9)+ 7 (0) oo

I, = I p@)r (@)cos” ol () + ' (9) o

Pfi vypoctu momentt setrvacnosti vzhledem k pocatku je vzdalenost v kartézskych

soufadnicich rovna /x> + > a v polarnich soufadnicich r.

Kiivky v prostoru. Kfivka C je dana parametricky rovnicemi

x=D(t), y=Y@®), z=x0), t, <t<t,, %zé atd.

Délka:

s :]2.\/lcbz(t)+‘i’2(t)+j(2(t)Jdt=T1/x2 +97 +22dt

Hmotnost:

m= jzp(z)J[obz(z)+\P2(z)+;gz(t)]dz: Jz.pw/i)'cz v 42 Mt

Staticky moment vzhledem k roviné Xy, popt. Xz, popft. yz:

= j 2O pAW| D> @)+ P2 (1) + 72 () i = fzp,/ixz v+ 22 e
j‘Pmp(z)chD O+ ¥ ()+ 1 (Ot = j sl + 57 +27
job(t)p(z)\/[cb O +¥(0)+ 7’ (t)Jdt_jxp,/ix vt Mt

WV



Moment setrvacnosti vzhledem k ose X, popf. y, popft. Z:

L :jp(t)[qﬂ(f)+Zz(t)]\/lcbz(’)+‘P2(f)+)'(2(t)Jd’=.f(yz +22 )oJ( + 3 + 27 Jat

]
153

1= Fotoloro s 2 ONE T 7= [+ 2)o (57

4

L, :jp(t)[q)z(t)+‘{Jz(t)]\/ld’2(t)+‘?2(f)+Zz(f)Jdt=j(x2 32 ) + 37 + 22

4

Cirkulace vektoru

Def. 3.4:

Véta 3.13:

Je-li kiivka L uzaviena, pak kiivkovy integral 2. druhu vektoru a po celé
ktivee L nazyvame cirkulaci C(a) vektoru a po kiivce L. Pficemz
C(a)= §5.d17 = j:(axdx+ a,dy+ azdz): §ards , kde ay, ay, a; jsou slozky
L L L
vektoru a

dr je vektor rovnobézny s te¢nou 7, jeho modul (délka) se rovna diferencialu
délky oblouku kiivky; |dF| =ds; adr =a,ds, kde a, je projekce vektoru a na

teCnu 7. C(a) vyjadiuje préaci vektorového pole vektoru a po uzaviené kiivce.

Necht’ A je uzaviend mnozina, jejiz hranice tvoii uzaviena, po ¢astech hladka
kiivka C. Necht funkce P(x,y), Q(X,y) a Py(x,y), Qx(X,y) jsou spojité na A. Pak

[[o. .5+ P, x.p)kixdy= [ [P, y)dx + Q(x. y)dy]



PloSné integraly

- pojem plochy
- parametrizace - ¢ast roviny B zdeformujeme podle urcitych pravidel na plochu S
zobrazeni P(u,v) z E2 do Ez nazveme parametrizaci, pficemz

{[x,y,z] € E3|x =p(u,v),y=wu,v),z= ;((u,v)prOV[u,v] € B} nazveme jednoduchou

hladkou plochou. (Maji jen jednu stranu.)

- orientace plochy - jednotkovy normalovy vektor u

- orientace souhlasné (nesouhlasnd) s okrajem

- prumér d(S) plochy S - nejmensi ¢islo, které neni mensi, nez vzdalenost dvou
libovolnych bodii z S

- déleni D plochy, norma dé€leni - nejvétsi Cislo z d(Si)

Def. 3.5:

Def. 3.6:

Véta 3.14:

Véta 3.15:

Necht’ na plose S je dana funkce f(X,y,z). Rozdélme plochu S pomoci déleni D
na n ¢asti Si. Zvolme v kazdé Si bod X; a sestrojme soucet

o(D,))= Zf(Xi)ASi , kde AS; je obsah ¢asti S;. Limitu ,lljirio-(Dn) oznac¢ime
i=1

za ploSny integral 1. druhu po ploSe S a oznacujeme I I f(x,y,2)dS
S

Necht na plose S je dana vektorova funkce F(x,y,z). Necht' D je d&leni
plochy S tvofené plochami Sy, S, ..., Sn. Zvolme na kazdé plose Si bod Xi a

vytvoime soucet o(D,) = Zﬁ(Xl.)ﬁ(Xi)ASi . Jestlize 3 limita posloupnosti
i=1

odpovidajicich souctit (D, ), pak ji nazveme ploSnym integralem druhého

druhu vektorového pole F po plose S, ozn.

”ﬁdg = H[fl (x,y,2)dydz+ f,(x,y,z)dxdz+ f,(x,, z)dxdy]

N N

Fyzikalni vyznam:  Tok vektorového pole F plochou S.

Jestlize mizeme plochu S rozdélit na dvé ¢asti S1 a Sz, pak

[[ £ .2, 2dS = [[ £ (x,3,2)dS + [[ £ (x,y,2)dS

s s,

”F’(x,y,z)dg = ”F’(x,y,z)dg + ”F(x, v, Z)d§

s s,

Plosny integral druhého druhu lze pievést na plosny integral prvniho druhu:

jsjﬁdg - jsjﬁ(ﬁds): jsj(ﬁ.ﬁ)ds



Véta3.16:  Je-li dana plocha S pomoci zobrazeni P(u,v):
x=¢pu,v), vyv=ywu,v), z=ywu,v) pro V[u,v]e B, pak
”f(x,y,z)dS = ”f((p(u,v),l//(u,v),;((u,v))q/iEG ~F? idudv, kde
N B

2 2 2
g_[2% +(5_Wj +(5_1J
ou ou ou

2 2 2
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SERGRIEE

Geometrické a fyzikalni aplikace plo$nych integrala

Zadéani plochy:

a) v parametrickém tvaru x =x(u,v), y=yu,v), z=z(u,v),kde [u,v] eD.
S plosnou hustotou p(u,v)

b) z= f(x,y) nad oblasti O,  p(u,v)

C) z=z(r,p) nad oblasti D: Qe <(p1 ,g02> , re <r1 (p),1, (¢)> , p(u,v)

Obsah P plochy S:

) P(S)=[[VEG-F’dudv
b) P(S):joj\/n(g—g +[%j dxdy

(2] (9) 82 2 82 2
) P(S)= jd(p j r? +r2(—j +[—j dr
o () or 8(0
Staticky moment vzhledem k roviné xy, yz, xz:
S,, = [[ pw,v).2(u,vWEG - F? dudv
D
S,.= ”p(u,v).x(u,v)\/ EG—F*dudv
D

S.= ”p(u,v).y(u,v)\/ EG—F*dudv

2




