5. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

5.1

5.2

5.3

5.4

Diferencialni rovnice 1. Fadu (DR)

Ay

V'=f(xy) y=—

- feSeni diferencialni rovnice - funkce u(x) takova, ze u'(x) = f(x,y)
(u(x) integral DR)

- Cauchyova tloha (pocatecni uloha) - je dana DR a redlna &isla x,, u,. Mame najit
takové feSeni DR, aby spliovalo podminku u(x,)=u,.

- DR byva ¢asto dana ve tvaru P(x, y)dx+Q(x,y)dy=0

Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi

Q) y'=/(x) feSeni u(x)= j f(x)dx+C

b) P)+Q(»)y'=0 = [P()dx+[Q)du=C (v=u)

c) B(x)P,(y)dx+Q,(x)0,(y)dy=0 rovnice se separovatelnymi proménnymi
RW 00, o L [R0, (00, ¢
O(x) B 0, (x) £ (»)

Homogenni diferencialni rovnice

v'=f(x,y), kde pro funkci f plati f(zx,ty)= f(x,))

Ize pfevést na tvar y' = g(zj , pak transformaci y =zx, y'=zx+z pfevedeme na
x

rovnici z'x+z = g(z), coz je rovnice se separovanymi proménnymi.

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu (LDR)
V' + p(x).y=q(x), - kde p(x), g(x) jsou dané funkce

a) je-li g(x)=0

homogenni linearni diferencialni rovnice 1. fadu

("bez pravé strany")

tj. 2+ p(x)=0
y

feSime separaci proménnych
1

—dy=—p(x)dx

y

Ci+hy= —J-p(x)dx

_ ef.[p(x)dx

C,y

© oo ~| p(x)dx
feSeni: y=Ce J



b) g(x)#0 - linearni diferencialni rovnice 1. fadu S pravou stranou
je-li p(x), g(x) spojité, pak obecné FeSeni

y= U q(x).ejp(x)dx + C}ejp(x)dx

Metoda variace konstant

Vezmeme feseni LDR bez pravé strany, kde konstantu C zménime na funkci C(X). Nezndmou

[p)a

funkci C(x) v feseni y=C(x).e " rovnice s pravou stranou uréime zp&tnym dosazenim

do LDR s pravou stranou.
Pomoci partikularniho FeSeni

Obecné feseni LDR s pravou stranou mizeme vyjadfit jako soucet obecného feseni LDR bez
pravé strany a n¢jakého libovolného (partikuldrniho) feSeni Y LDR s pravou stranou:
(x)dx

y:C.e_jp +Y

55 Bernoulliova DR

V' + p(x)y=q(x)y* k#0,1

pokud k >0 - jedno feseni jey =0
substituci z = y'™* ptevedeme na LDR

Rovnice typu F(x,y)=0

F(y,y)=0
fe§ime metodou derivovani - volime y' = p

5.6  Linearni diferencialni rovnice vysSich radu

Rovnici a,(x)y" +a,(x)y" ™" +...+a, (x)y' +a,(x)y = f(x) pro a,(x)# 0 nazyvame LDR
n-tého fadu (n > 2).

Je-li f(x)=0, pak mluvime o homogenni LDR, v opa¢ném pfipadé jde o nehomogenni LDR.
Jsou-li vSechny a,(x) = konst, pak hovoiime o LDR s konstantnimi koeficienty.

Zakladni vlastnosti:

1. jsou-li u, v dvé feseni homogenni LDR, pak také kazda funkce
w=Cu+C,v Ci, C2 - konst
je feSenim homogenni LDR



Jestlize homogenni LDR ma n linearné nezavislych feseni U1, Uz, ..., Un, pak libovolné
feSeni homogenni LDR lze zapsat ve tvaru
v=Cu, +Cu,+...+Cu Ci, ..., Cn - konst

n—n

Reseni U1, Uy, ..., Un homogenni LDR tvofi fundamentalni systém feSeni, pravé kdyz
wronskian

TN R e
() = ul'(x) u;(x) u;(x) 20
W) W) ()

Je-li w(x)=0 alespoii v 1 bodg¢, pak je roven nule pro vSechna x.

Uréeni fundamentalniho systému ve specialnich ptipadech

a)

Véta:

Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty (HLDR)

Necht' 4,, 1=1,2, ...,k jsoum;-nasobné kofeny charakteristické rovnice
A +a X ++a, A+a,=0

k<n,mi+mz+..+mk=n, ai, a, ..., an jsou realna ¢isla.

Pak n funkci

M xet e, X" et

e xe™ e X" ™

M xet e X e

tvoti fundamentélni systém diferencialni rovnice

v +ay" +eta, Y +a,y=0

na intervalu (—oo,+ ).

Jestlize charakteristicka rovnice ma jednoduchy komplexni kofen A4, =a + i, f #0, pak

komplexné sdruzené ¢islo A, =a — B.i je také jejim kofenem. Pak mame dvojici feSeni

HLDR
u(x)=

u,(x)=

e“ cos(f.x)

e” sin( f.x)

Kazdé feseni u(x) HLDR lze ziskat linearni kombinaci funkci fundamentalniho systému.

b)

Véta:

Pozn.:

Nehomogenni LDR

Necht’ funkce V(X) je n¢jaké partikularni feSeni nehomogenni LDR a funkce
uz(X), ..., Un(x) tvoti fundamentalni systém piislusné homogenni LDR. Pak kazdé
feseni U(X) nehomogenni LDR lze psat ve tvaru

u(x)=Cu, (x)+Cu, (x)++--+C u,(x)+v(x)

Casto se vyuziva odhadu partikuldrniho feSeni.



Parcialni diferencialni rovnice

- pocet proménnych > 1
- fad rovnice je uren faddem nejvyssi derivace

A) vlnova rovnice
o’'u 1 d%u
a)lD &C_ZZFW (*) u=u(x,t)

u 0*u O0u 1 du
RPN TP S s
ox~ oy~ 0z= C° ot
zjednoduseny zapis:
1 ow
C? ot

b)3D

u=u(x,y,z,t)

Obecné fesSeni rovnice (*)

u(x,t) =f(t—%)+g(t+%j,

kde f a g jsou libovolné funkce argument

X X
v=t—-——a w=i+—
C C

B)

2

0z =0_)£(@j=0_>%=f(x)
Ox0Oy oy \ ox ox

z=[f()dx+g(y) = F(x)+g(»)
Funkce F(x) a g(y) ur¢ime na zakladé pocatec¢nich nebo okrajovych podminek.



