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Ekvivalence mnoZin, kone¢né a nekone¢né mnoziny

Definice 1: Rikame, Ze dvé mnoziny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ existuje prosté
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Zapisujeme A ~ B.

Priklad 1. Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢}, B= {x,y, z}, C = {X, y}. Rozhodnéte, které¢ dvojice
zadanych mnozin jsou ekvivalentni.

Poznamka. Relace ~ dvou mnozin definovand v libovolném systému mnozin M ma vlastnosti:
reflexivni, symetricka, tranzitivni. Relace ~ je tedy relaci ekvivalence. Relace ekvivalence dvou
mnozin v libovolném systému mnozin M vytvaii rozklad systému J na t¥idy ekvivalentnich
mnozin.

Priklad 2. Je dan systém mnozin M = {A, B, C, D, E, F, G, H}, kde A= {a, b, c}, B= {1, 2},

C=i{x,y},D=1{0,0,0, OL E={AAALF={* *,G={0},H={0,0, ©, ©}.
Rozhodnéte, které mnoziny ze systému JM jsou ekvivalentni.

Definice 2: Mnozina A je konefna prave tehdy, kdyz Zadna vlastni podmnoZina mnoziny A
neni ekvivalentni s mnozinou A.

Definice 3: Mnozina B je nekonefna pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedna vlastni
podmnoZina mnoziny B, kterd je ekvivalentni s mnozinou B.

Poznamka. MnoZzina M je vlastni podmnoZinou mnoZiny N pravé tehdy, kdyz
McNAM#N.

KARDINALNI CISLA

Definice 4: Ttidu, do které patii mnozina A z neprazdného systému mnozin JM a vSechny mnoZziny
z tohoto systému, které jsou s mnozinou A ekvivalentni, nazveme kardinalni ¢islo mnoZiny A.
Kardinalni ¢islo mnoziny A budeme znacit: |A|

Pozndamka:Pro kardinalni ¢islo mnoziny se uziva také pojmu mohutnost mnoziny.

Priklad 3. Je dan systém mnozin M = {A, B, C, D, E, F, G, H} z Prikladu 2 vySe. Urcete
kardinalni ¢isla mnozin ze systému JU.

Reseni: V Prikladu 2 relace ekvivalence mnozin rozloZila zadany systém mnoZin na
nasledujici tridy:

Ti={A,E}, T.={B,C,F}, T:={D,H}, Ti={G}.
Ttida T, je kardinalnim ¢islem kazdé z mnozin A, E. Muzeme psat Ti = |A| = |E|.

K oznaceni tridy, tj. kardinalniho ¢isla, si mizeme vybrat kteroukoli z mnozin patficich do této tfidy.
Kazda z téchto mnozin dané kardinalni ¢islo (danou tfidu rozkladu) reprezentuje.

Ttida T: je kardinalnim ¢islem mnozin B, C, F, tedy T, = |B| = |C| = |F|. Dale Tz = |D| = |H|, T4=|G].
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Dilezité: Pro kazdé dvé mnoziny X, Y plati: Kardinalni ¢isla mnozin X, Y se rovnaji, prave kdyz

jsou mnoziny X, Y ekvivalentni. |X| = |Y| = X~Y

‘ Definice 4: Kardinalni ¢isla koneénych mnozin nazveme prirozenymi &isly.

Poznamka: Kardinalni ¢islo mnoziny L tedy nazveme ,,pét* a oznacime |L|=S5.

Z uvedenych piikladi je zfejmé, Ze kardinalni ¢islo konecné mnoziny vyjadfuje spolecnou vlastnost
této mnoziny a vSech mnozin, které maji stejn€ prvkl jako tato mnozina, tj. jsou stejné pocetné.

Porovnavani kardinalnich Cisel

Definice 5: Jestlize |A| # |B| a mnozina A je ekvivalentni s vlastni podmnozinou mnoziny B,
fikame, ze kardinalni ¢islo mnoziny A je menSi neZ kardinalni ¢islo mnoziny B, piSeme |A|< |B|.

Poznamka: Z této definice vychdzime pfi porovnavani ptirozenych Cisel.

Priklad 4: Uvazujme systém mnozin M = {A, B, C, D, E, F, G, H} z minulého ptikladu:

Plati napf. |A|< |D|, protoZe |A| # [D| a A je ekvivalentni napf. s mnoZzinou D'= {O, O, O}, coz je

vlastni podmnozina mnoziny D.
|A|< |D|, protoze [D| # |A| a A~D",D*c D, D¢ D, kde D*= {O, O, O},
S¢itani kardinalnich cisel

V dalsim textu budeme pracovat se systémem mnozin M, ktery obsahuje prazdnou mnozinu,
jednoprvkovou mnozinu, s kazdymi dvéma mnoZinami A, B i jejich sjednoceni AU B a jejich
kartézsky soucin AxB a také s kazdymi dvéma mnoZzinami A,B i mnozinu B, ktera je s mnozinou B
ekvivalentni (B ~ B) a s mnozinou A disjunktni (AN B = )

Definice 6. Jestlize pro mnoziny A, B ze systému mnozin M plati AN B = @, pak soutem
kardinalnich ¢isel |A[, |B| rozumime kardinalni ¢islo sjednoceni mnozin A, B, tj. |A|+ |B|=|A U Bj.

Priklad 5: Vypoctéte soucet kardinalnich ¢isel mnozin A, B, kde

a) A=1{a,b,c}, B={1,2}, b)mnozin A, B,kde A= {a,b,c}, B={a, x}.
Reseni:
a) AN B= 0, tedy |A] + B] = [AUB|, 4. |A| + [B| = [{a,b, ¢, 1,2}
Srovnejte: [A|=3, |B|=2, 3+2=5=]AUB|.

b) AN B # @, mnoziny A, B maji spolecny prvek. K ur¢eni souctu kardinalnich ¢isel si tedy
musime zvolit jiného reprezentanta jednoho z kardinalnich ¢isel, napt. misto mnoziny B
zvolime jinou mnozinu, ktera je s ni ekvivalentni (tedy také ma stejné kardinalni ¢islo s B) a
ktera je soucasné s tou druhou mnozinou (tedy s A) disjunktni (nema s ni spole¢né prvky):

Napt. zvolime C= {p,q}. Plati C~B a AnC= 0.

Pak |A| + B| = A +|C] = [AUC], 4.

{a.bell + Haxjl = Hab.cll + Hp.a}l = Habefo {p.g}l = Ha.be.p.gll.
Srovnejte: [A|=3, [B|=[C|=2, 3+2=5=]AUC]|.
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Nasobeni kardinalnich ¢isel

Definice 7: Sou¢inem kardinalnich ¢isel |A|, |B| rozumime kardinalni ¢islo kartézského soudinu
mnozin A, B, tj. |A|+|B| = |[AxB|.

Priklad 6: Vypoctéte soucet kardinalnich ¢isel mnozin A, B, kde A = {a, b,c}, B= {a, x}.
Reseni:

Al-[B] = [AxBI, ti. |A| - B| = [{[aa], [ax], [b,al, [bx].[c.al, [ex]}|

Srovnejte: [A|=3, |B|=2, 3-2 =6 = |AxB].




