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Opakovani (predmét IMAKO(2)

Kartézsky soucin, binarni relace

e Kartézskym sou¢inem dvou mnozin A, B rozumime mnozinu A x B= {[x,y]; X €EA Ny €
B}, tj. mnozinu vsech usporadanych dvojic [x,y], kdex €A ay €B.

e Binarni relaci R z mnoZiny A do mnozZiny B rozumime libovolnou podmnozinu
kartézského soucinu A x B.

e Binarni relaci R v neprazdné mnoziné A rozumime libovolnou podmnozinu
kartézského soucinu A x A.

Priklad 1. Na mnoziné¢ A = {0,1,2,3,4} jsou definovany binarni relace R, S, T, U, V. Zapiste
je vyctem prvku:

R={[xy] € AxA; x>y}

S={xy]l € AxA; x+y=5}

U={[xy] € AxA; x=y}

V={[xy] € AxA; x=y V x=2y}

e Necht' v A je definovéna relace R: Relaci R” v mnoziné M definovanou ptedpisem
R = (A x A) - R nazyvame dopliikovou relaci k relaci R v mnozing A.

e Necht' v A je definovana relace R: Relaci R = {[x,y] € Ax A; {[y,x] € R} nazyvame
relaci inverzni k relaci R v mnozin¢ A.

Vlastnosti binarnich relaci v mnoziné A
Bindrni relace R v mnoziné A je

e reflexivni prave tehdy, kdyz (V xe A) ([x,x]€R),
(obsahuje vSechny uspofadané dvojice [x,x], kde x € A, tj. v uzlovém grafu je kazdy uzel
opatfen smyckou)

e antireflexivni pravé tehdy, kdyZz (V xeA) ([x,x]¢R),
(neobsahuje zadnou uspofaddanou dvojici typu [x,x], kde x € A, tj. v uzlovém grafu neni zadny
uzel opatien smyckou)

e symetricka prave tehdy, kdyz (V x,ye A) ([x,y]eR = [y,x]€R],
(s kazdou uspotadanou dvojici [x,y] obsahuje 1 dvojici [y,x], tj. v uzlovém grafu jsou mezi
dvémi uzly bud’ dvé Sipky nebo z4dnd)

e antisymetricka, praveé tehdy, kdyz (Vx,ye A) [(x#y A [x,y]€R) =[y,x]gR],
(s zadnou dvojici [x,y] riznych prvkl neobsahuje dvojici [y, x], tj. v uzlovém grafu je mezi
dvémi riznymi uzly bud’ jedna Sipka nebo zadnd)

e tranzitivni praveé tehdy, kdyz (V x,y,z€ A) [([x,y]€R A [y,z]eR) = [x,z]€R],
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(jestlize se v relaci vyskytuji ,,na sebe navazujici dvojice®, pak musi relace obsahovat i
dvojici, jejiz prvni slozkou je 1. slozka z prvni dvojice a druhou slozkou je 2. slozka z druhé
dvojice).

e souvisla pravé tehdy, kdyz (Vx,y€A) [x#y = ([x,y]€R V [y,x]€R)],
(kazdé dva rzné prvky z mnoziny A musi byt ,,spolu v relaci, tj. v uzlovém grafu jsou dva
ruzné uzly spojeny alespoii jednou Sipkou)

Binarni relaci U v mnoziné A nazyvame usporadani v A, pravé kdyz U je antisymetricka a
tranzitivni.

Binarni relaci U v mnoZiné A nazyvame usporadani

e ostré prave tehdy, kdyz U je antisymetricka, tranzitivni a antireflexivni,
e neostré prave tehdy, kdyZz U je antisymetricka, tranzitivni a reflexivni.
¢ linedrni prave tehdy, kdyz U je antisymetricka, tranzitivni a souvisla.

Binarni relaci R v mnoziné M nazyvame relaci ekvivalence na M, pravé kdyz je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Kazda relace ekvivalence na mnoziné M vytvafi rozklad této mnoziny, coz je systém
neprazdnych podmnozin (tzv. tfid rozkladu) mnoziny M takovych, ze prinik kazdych dvou
tfid je prazdna mnozina a sjednoceni vsech tiid rozkladu tvoii mnozinu M.

Jinak lze také fici, Ze fici, Ze rozklad mnoZiny M je systém neprazdnych podmnoZzin (tzv. tfid
rozkladu) mnoziny M takovych, Ze kazdy prvek mnoZiny M patii pravé do jedné z téchto ttid.

Priklad 2. V mnoziné M = {1,2,3} je definovana binarni relace
a) R1 = {[x,y]€ M xM;x < 3= x+y =3},
b)Ro = {[x,y]e M xM;x =y = x =y},
¢)Rs = {[x,y]e M xM;x =y = x+y =3},
d) Re = {[x,y]Je M xM;x <y & x =y},
e) Rs = {[x,y]EM xM;x =2 V y > x+2},
f) Re= {[x,y]e M xM;x <y A X|y}.

Zapiste tyto relace vyctem prvki, urete jejich kartézské a uzlové grafy,
urcete jejich vlastnosti.

Zobrazeni z mnoziny do mnoziny, typy zobrazeni

® Necht' R je relace z mnoZiny A do mnoziny B spliyjici vlastnosti: Ke kazdému prvku
a € A existuje nejvyse jeden prvek b € B takovy, Ze [a,b] € R. Tato relace se nazyva
zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B. Znac¢ime R: A — B.

Necht’ R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B.
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® Jestlize [a,b] € R, pak prvek a € A nazyvame vzorem prvku b € B v zobrazeni R;
prvek b € B nazyvame obrazem prvku a € A v zobrazeni R.

e Mnozina O1(R) = {a € A: existuje b € B takové¢, ze [a,b] € R} se nazyva definiéni
obor zobrazeni R. Plati O1(R) c A.

e Mnozina O2(R) = {b € B:existujea € A takové, ze [a,b] € R} se nazyva obor hodnot
zobrazeni R. O2(R) < B.

Priklad 3. Jsou dany mnoziny A = {X, y, z}, B = {a, b}. Rozhodnéte, zda dané relace z mnoziny
A do mnoziny B jsou zobrazeni z A do B, piipadn¢ urcete defini¢ni obor a obor hodnot
zobrazeni.

a) Ri = {[x,a], [y,b], [z.a], [z,b]},
b) Rz = {[xa], [z,b]},

¢) Rs = {[x.a], [y.a], [za]}.
Rozlisujeme nasledujici typy zobrazeni R:

I)Je — 1i O1(R) = A A O2(R) € B A Ox(R) # B, nazyva se R zobrazeni mnoZiny A do
mnoziny B.

) Je — i O1(R) € A N O1(R) # A N O2(R) = B, nazyva se R zobrazeni z mnoZiny A na
mnoZzinu B.

) Je — 11 O1(R) = A N O2(R) = B, nazyva se R zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B.

IV)Je—11 O1(R) € A A O1(R) 2 A N Ox(R) € B A OxR) # B, nazyva se R zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B.

e Zobrazeni R z mnoziny A do mnoziny B se nazyva prosté prave tehdy, kdyz relace
R'! je zobrazeni z mnoziny B do mnoziny A.

e Prosté zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B nazyvame bijektivni zobrazeni nebo také
vzajemné jednoznac¢né zobrazeni.

Priklad 4. Jsou ddany mnoziny A = {1,2, 3,4}, B={a, b, ¢, d}. Rozhodnéte, o jaky typ zobrazeni
se jedna a zda je toto zobrazeni proste:

a) Rl = {[1,8.], [230]5 [3sd]}a

b) Rz2-{[1,a], [2,c], [3.d], [4.,a]},

c) R3-{[2,a], [1,c], [3,b], [4.d]}.

Ekvivalence mnozin, kone¢né a nekone¢né mnoziny

e Rikame, e dvé mnoziny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuje prosté
zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B. Zapisujeme A ~ B.
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Priklad 5. Jsou dany mnoziny A = {a, b, ¢}, B= {x,y, z}, C = {X, y}. Rozhodnéte, které¢ dvojice
zadanych mnozZin jsou ekvivalentni.

Poznamka. Relace ~ dvou mnozin definovand v libovolném systému mnozin M ma vlastnosti:
reflexivni, symetricka, tranzitivni. Relace ~ je tedy relaci ekvivalence. Relace ekvivalence dvou
mnozin v libovolném systému mnozin M vytvari rozklad systému M na tiidy ekvivalentnich
mnozin.

Priklad 6. Je dan systém mnozin M = {A, B, C, D, E, F, G, H}, kde A= {a, b, c}, B= {1, 2},

C=i{x,y},D=1{0,0,0, O}, E={AAALF={* *,G={0},H={0,0, ©, ©}.
Rozhodnéte, které mnoziny ze systému JM jsou ekvivalentni.

e Mnozina A je koneéna prave tehdy, kdyZz z4dnd vlastni podmnozina mnoZiny A neni
ekvivalentni s mnozinou A.

e Mnozina B je nekonecna prave tehdy, kdyz existuje alespoii jedna vlastni podmnozina
mnoziny B, ktera je ekvivalentni s mnozinou B.

Poznamka. Mnozina M je vlastni podmnoZinou mnoziny N pravé tehdy, kdyz
McNAM=zN.
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Binarni operace v mnoziné (nova latka)

e Necht' M je libovolna neprazdnad mnozina. Bindrni operaci © v mnoziné¢ M rozumime
zobrazeni z mnoziny kartézského souc¢inu M x M do mnoziny M.

e Jestlize v binarni operaci je vzoru [x,y] € M x M pfifazen obraz z € M, piSeme:
x Oy =z;prvek z € M se nazyva vysledek operace O.

Poznamka. OznacCeni binadrnich operaci: +, *, O, %, 0O,..
Piiklady bindrnich operaci ve Skolské matematice:

1) Scitani (+), od¢itani (=), ndsobeni (*), déleni (¢), umocnovani,... (pracujeme
s nimi v ¢iselnych mnoZinach).

2) Sjednoceni (), pranik (M), rozdil ( =), symetricky rozdil (A) mnozin,...
(pracujeme s nimi v systémech mnozin).

Vlastnosti binarnich operaci:

Oznacent:
e N-{1,2,3,4,..} - mnozina vSech prirozenych Cisel
e Ny - {0, 1, 2, 3, 4, ..} - mnoZina vSech prirozenych ¢isel snulou (mnoZina vSech
nezapornych celych cisel)
e C-{.,-2,-1,0,1,2,3,4,..} - mnoZina vSech celych Cisel
e Q- mnoZina vSech raciondlnich cisel (zlomky)
e R -mnozina vSech redlnych Cisel

e Binarni operace © v mnozin€¢ M, ktera mé vlastnost, Ze je definovana pro kazdou
uspofadanou dvojici [x,y] € M x M, se nazyva operace neomezené definovana
v mnoziné M (zkracené€ operace definovana na mnozin€¢ M). Znacime ND.

Symbolicky: (Vx, y € M)(3z <€ M)[xoy =z].

e Binarni operace O definovana na mnozin€¢ M (je ND), se nazyvd komutativni pravé
tehdy, kdyz plati:
(Vx,y e M)[xoy=youx].

Znacéime K.

e Binarni operace O definovana na mnozin¢ M, se nazyva asociativni prave tehdy, kdyz
plati:
(Vx,yze M)[(xoy)oz=xo0(yoz)]

Znadéime A.

e Necht' v mnoziné M je definovana bindrni operace O. Existuje-li prvek e € M, pro ktery
plati:
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(VxeM)[xoe=eox=x].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci O.
ZnaCime EN.

e Necht’ v mnoziné M je definovana binarni operace O a necht’ e je neutralni prvek
mnoziny M vzhledem k operaci O. Prvek @ € M nazyvame inverznim prvkem
k prvku a € M v operaci © v mnozin¢ M prave tehdy, kdyz plati:
aca=aoa =e.
Jestlize (Wa € M)(3ad< M)[aoa=aoa = e], tekneme, Ze ke kazdému prvku
mnoziny M existuje prvek inverzni vzhledem k operaci O. Znacime EI.

e Rikame, ze binarni operace O definovana na mnozin¢ M ma vlastnost FeSitelnost
zakladnich rovnic prave tehdy, kdyz plati:

Va, beM))Ix,yeM)aox=bAar yoa =b].

Znacéime ZR.

Algebraické struktury s jednou operaci

e Uspotadana dvojice (M, O), kde M je neprazdnd mnozina, ve které je definovana binarni
operace O, se nazyva algebraicka struktura s jednou operaci.

I.  Algebraicka struktura (M, O) se nazyva grupoid pravé tehdy, kdyZ operace O je
neomezen¢ definovand v mnoziné M (ND).

II.  Grupoid (M, 0), jehoz operace O je asociativni, se nazyva podgrupa (ND, A).

ITI.  Pologrupa (M, O) takova, Ze v M existuje neutralni prvek vzhledem k operaci (M, 0) a
ke kazdému prvku a € M existuje prvek inverzni @ € M, se nazyva grupa (ND, A, EN,
EI).

Pozndamka 6. Jestlize v ptipadech L., IL., III. je operace © komutativni, pak hovofime o
I.  Komutativnim grupoidu
II.  Komutativni pologrupé
III.  Komutativni grupé
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Schéma k Algebraickym strukturam s jednou operaci:

Vlastnost operace O Algebraicka struktura
ND Grupoid
ND A K Komutativni grupoid
M, o) ND A A Pologrupa
ND A AAK Komutativni pologrupa
ND A A A EN A EI Grupa
ND A AAENA ElA K Komutativni grupa

Urc¢eni vlastnosti binarnich operaci podle tvaru operacni tabulky

Uvazujme binarni operaci © v mnoziné¢ M zapsané pomoci opera¢ni tabulky, viz ptiklad:

Priklad 1: Je ddna mnozina M = {a, b, ¢} a operace O v mnozin¢ M dana tabulkou. Urcete

vlastnosti operace O. Pokud existuje neutralni nebo agresivni prvek, urcete je. K jednotlivym
prvkiim stanovte prvky inverzni, pokud existuji.

O a b C

a b C a

Vysvétlivky k tabulce: a O a=b
boc=b
cOa=a

Reseni: ND A K A A=A EN A EI A ZR
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Pravidla pro uréovani vlastnosti operace v mnoziné dané tabulkou:

ND: Tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M

K: Prvky tabulky, ktera je cela vyplnéna prvky mnoziny M, jsou soumérné rozlozeny podle
hlavni diagonaly

A: Z tabulky obvykle nepozname - ur¢ujeme z definice nebo ze vztahu A = (ZR < EI)

EN: Alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako zahlavi tabulky

EI: Kazdy radek i sloupec tabulky obsahuje neutrdlni prvky tak, ze ve vSech fadcich a
sloupcich existuji takové, ze jsou soumérné rozlozeny podle hlavni diagonaly.

ZR: Kazdy radek i sloupec obsahuje vSechny prvky mnoziny M

Agresivni prvek ¢ € M pozname tak, Ze v celém jemu piislusejicim fadku i1 sloupci se

vyskytuje pouze prvek g.

Problém asociativity operace o

Vyjdeme ze vztahu A = (ZR < El):
1. Pokud nastane situace, ze EI A ZR nebo B} A ZR, pak plati, ze operace O neni
asociativni, tj. A
2. Pokud nastane situace, ze El=A ZR nebo EI A ZR, pak asociativitu operace O nelze
urcit ptimo, ale je potieba vyuzit Definici 4 ovétenim vSech moznych trojic prvka z dané
mnoziny (zdlouhavé)

Priklad 2: Je dana mnozina M = {a, b, ¢} a operace O v mnozin€¢ M dand tabulkou. Urcete
vlastnosti operace O. Pokud existuje neutralni nebo agresivni prvek, urcete je. K jednotlivym
prvkiim stanovte prvky inverzni, pokud existuji. Urcete typ algebraické struktury (M, O).

1.
o) a b Cc
a b a C
b c b a
C a ¢ b
2.
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a Cc a a
b c b
c a b c

Algebraické struktury se dvéma operacemi

e NamnoZiné M jsou definovany dvé binarni operace @ a ©. Operace © je distributivni
vzhledem k operaci @ pravé tehdy, kdyz plati
Vx,y,ze M)[(x®Y) Oz=x0O0z)® (¥ Oz)] ...pravydistributivni zikon (PDZ)
A
ZOX®Y) =(zOXx)® (zOy)] ... levydistributivni zikon (LDZ).

ZnaCime ® D &.
Necht’ M je neprazdna mnozina, ve které jsou definovany dvé operace @ a Q©.
e Algebraicka struktura (M, @ , © ) se nazyva polookruh pravé tehdy, kdyz:
I.  Operace @ jeND A A A K
II. Operace © je ND A A
. Plati © D&
Je-li operace @ navic K, pak polookruh (M, @, ©) nazyvame komutativni polookruh.
Pologrupu (M, @ ) nazyvame aditivni pologrupa.
Pologrupu (M, ©) nazyvame multiplikativni pologrupa.
Polookruh (M, @ , ©® ), jehoz aditivni pologrupa (M, @) je komutativni grupou, se
nazyva okruh.
Je-li operace ©® navic K, pak okruh (M, @ , © ), nazyvdme komutativni okruh.
e Necht (M, &, ©) je okruh. Prvkya #0,b# 0,a, b € M, pro které platia © b =0, se
nazyvaji délitelé nuly okruhu (M, &, © ).
e Komutativni okruh (M, @ , © ), ve kterém neexistuji délitelé nuly, se nazyva obor
integrity.
e Okruh (M, @, ©), pro ktery plati, ze (M — {0}, © ) je grupa, se nazyva teleso.
e Je-li operace * navic K, pak téleso (M, @ , © ).nazyvame komutativni téleso.

Pozndamka: Uvazujeme polookruh (M, @, © ):
e Operace @ se nazyva séitani. V zapise
a®b=c
nazyvame prvky a, b s€itanci, prvek c nazyvame soucet prvki a, b.
Neutralni prvek nazyvame nulovy prvek, zna¢ime 0. Pokud k prvku a existuje prvek inverzni,
nazyvame jej opaény prvek k prvku a, zna¢ime — a. Existuje-li prvek x, pro ktery plati
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b @ x = a, nazyvame jej rozdil prvka a, b a zapisujeme
x=a0© b
V tomto zapise prvek a nazyvame menSenec, prvek b nazyvame menSitel. Pokud existuje
prvek ©b,pakplatix=a © b=a @ (O b). Operace © se nazyva odlitani.

e Operace ©® se nazyva nasobeni. V zapise
a® b=c
nazyvame prvek a, resp. b 1. Cinitel, resp. 2. ¢initel, prvek ¢ nazyvame souéin prvki a, b.
Neutralni prvek nazyvame jednotkovy prvek, znaCime 1. Pokud k prvku a existuje prvek

inverzni, nazyvame jej prevraceny prvek k prvku a, zna¢ime % nebo téz a . Existuje-li pro

prvky a, b £ 0 prvek x, pro ktery plati b © x = a, nazyvame jej podil prvkii a, b a zapisujeme
x=a @ b nebo taky x=%.

V tomto zépise prvek a nazyvame délenec (Citatel), prvek b nazyvame menSitel (jmenovatel).

Pokud existuje prvek % ,resp. b !, pak plati
x=a ® b= % =q @% =a @ b!. Operace @ se nazyva déleni.

Podil prvkl pro b = 0 nedefinujeme, nebot’:
1. v ptipadé, ze a = 0, je feSenim rovnice 0 ©® x =0 kazdy prvek mnoziny M.
2. v piipad¢, ze a # 0, rovnice 0 O x = a nemad feSeni v mnozin¢ M.

Ptipad 1. vede k tomu, Zze by déleni nebylo operaci!
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Schéma k Algebraickym strukturam se dvéma operacemi:

operace a vlastnosti

algebraicka struktura

M, ®,0)

® NDAKAA

® NDAKAA Polookruh

®© DO (komutativni)

@ NDAKAA AENA EI

® ND A (K)A A Okruh
(komutativni)

OD &

@ NDAKAA AENA EI

® NDAKAA

O© D6

Neexistuji a#0,b+# 0,a, b € M, pro
které platia © b =0.

Komutativni okruh bez délitelii
nuly = Obor integrity

& NDAKAA AENA EI

® NDAK AA

O D6

(M —{0}, ®) je grupa, tj. na mnozing
M — {0} je operace
© ND A A AEN A EI

Téleso (komutativni)

Priklady algebraickych struktur ¢iselnych mnoZzin se dvémi operacemi

Priklad: Uvazujme binarni operace obycejné s¢itani + a obycejné nasobeni

mnozinach:

v Ciselnych

1. (N, +, * ) komutativni polookruh s jednotkovym prvkem
+ ..NDA KAAAENA HE
.NDA KAAAENA EH

e=1
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2. (No, +, * ) komutativni polookruh s nulovym (e = 0) a jednotkovym prvkem (¢ = 1)
+ ..NDA KAAAENA E
e=0
..ND A KAAAENA E
e=1
D+

3. (C,+, * ) komutativni okruh bez déliteli nuly = obor integrity
+ ..ND A KAAAENA EI
e=0
..ND A KA AANENA El
e=1
D+

V mnoziné C neexistuji délitelé nuly.

4. (Q,+, "), (R, +, ) komutativni téleso
+ ..ND A KAAAENA EI
e=0
..ND A KAAAENA EI
e=1
D+

(Q— {0}, * ), (R— {0}, - ) komutativni grupa, tzn. na mnoziné Q — {0} a na mnozing
R — {0} md operace - vlastnosti: ND A K A A A EN A EI



