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Vyrokova logika



Pro pripomenuti...

— N - mnozina vsech prirozenych Cisel,

— N, - mnozina vSech prirozenych Cisel (vCetne nuly),
—7Z - mnozina vsech celych Cisel,

— @Q - mnozina vSech racionalnich Cisel,

— R - mnozina vsech realnych Cisel.

U =
m
o=



Vyrok

kazdé sdéleni, o kterém muzeme rozhodnout, zda je pravdivé Ci
nepravdivé
vyrok pravdivy vs. vyrok nepravdivy

vyrok pravdivy vyrok plati pravdivostni hodnota 1
vyrok nepravdivy vyrok neplati pravdivostni hodnota O



Vyroky

—Brno je hlavni mésto Ceské
republiky.

— Bratislava je hlavni mesto
Slovenska.

~-5>3

—8+5=11

— Kral Karel IV. dostal v rijnu
1347 rymu.

— Zakaz vstupu!
—34+5-1

— Prijdes zitra?
—x >3

U =
m
o=



Hypotezy (domnenky)

— vyrok, u kterého nejsme v daném okamziku schopni rozhodnout,
zda je pravdivy Ci nepravdivy
— vedecke badani — overeni zkoumanim Ci experimentem

U =
m
o=



Negace vyroku

,Pripojime-li pred urcity vyrok slova ,neni pravda, ze", popr.
provedeme stylistické upravy, které maji tyz vyznam jako uvedena
slova, dostaneme negaci vyroku.”



Negace vyroku - priklad

2-5=10

2-5+10
Neni pravda, ze 2 - 5 = 10.



Negace vyroku

Negace vyroku A zapisujeme jako 7A
Je-li vyrok A pravdivy, je jeho negace ~A nepravdiva (a obracene).




Slozeneé vyroky

vznikaji spojenim dvou nebo vice vyroku
tvorime je pomoci vyrokotvornych spojek
tyto spojky zapisujeme zvlastnimi symboly - funktory



Konjunkce vyroku

spojeni dvou vyroku spojkou ,a“ (,a soucasné”, ,a zaroven®)
oznacujeme AAB
pravdiva, jsou-li oba vyroky A, B pravdivé

o O r B
o rr O B
o o o



Disjunkce vyroku

spojeni vyroku spojkou ,nebo”
znaCime AV B
pravdiva, je-li pravdivy aspon jeden z vyroku A, B

©O O K~ B
©O LB O B
= I N N



Ostra disjunkce vyroku

spojeni vyroku spojkou ,bud ... nebo”
znacime AV B
pravdiva, je-li pravdivy pravé jeden z vyroku A, B

O O P BB
O r O B
o
O L R O BB
vy



Implikace vyroku

Implikace vyroku A, B je nepravdiva, jestlize prvni vyrok je pravdivy
a soucasne druhy nepravdivy. V ostatnich pripadech je implikace
pravdiva.

A=1B
A | B | 4B
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0) 0 1



Ekvivalence vyroku

vyroky spojene pomoci ,tehdy a jen tehdy, kdyz" nebo ,prave tehdy,
kdyz"
A B

A B o

>

1
0
0
1

o O = BB
© B, O BB



Slozené vyroky a jejich vyuziti

abeceda vyrokove logiky

vyrokova formule

matematizace realné situace

tautologie, kontradikce, splnitelna formule



abeceda vyrokove logiky

znaky pro vyrokove promenné A, B

znaky pro konstanty 1, O (pravdivy, nepravdivy)
znaky pro funktory

zavorky




Vyrokova formule / slozeny vyrok

Kazda vyrokova proménna A, B, C, ... je vyrokovou formuli.
Konstanty 1, O jsou vyrokoveé formule.

Jestlize nekteré vyrazy X, Y jsou vyrokovymi formulemi, potom i =X,
Y, XAY, XV Y, XVY, X=Y, X& Y jsou vyrokove formule.
Zadné jiné vyrazy nejsou vyrokové formule.



Tabulka pravdivostnich hodnot

dva vyroky (A, B) — 4 radky

tri vyroky (A, B, C) — 8 radku

obecné: Jestlize vyroku je n, pak tabulka pravdivostnich hodnot
obsahuje 2" fadku.



Tautologie

Vyrokova formule, ktera je vzdy pravdiva pro jakekoliv pravdivostni
hodnoty vyrokovych promennych, se nazyva tautologie.



Kontradikce

Vyrokova formule, ktera je vzdy nepravdiva pro vsechny
pravdivostni hodnoty vyrokovych promennych, se nazyva
kontradikce.



Splnitelna formule

Vyrokova formule, ktera je pro nekteré pravdivostni hodnoty
vyrokovych promennych pravdiva a pro jiné pravdivostni hodnoty
vyrokovych promennych nepravdiva, se nazyva splnitelna formule.



Logicky ekvivalentni vyroky

Jestlize dva slozené vyroky maji stejné sloupce pravdivostnich
hodnot, rikame, ze jsou logicky ekvivalentni (rovnocenné).
Vyrokova formule X je logicky ekvivalentni s vyrokovou formuli Y
prave tehdy, kdyz X & Y je tautologii. Logicky ekvivalentni formule
X, Y budeme zapisovat X~Y.



Priklad

V dilneé pracuiji tri stroje, dle nasledujicich podminek :

a) Pracuje-li prvni stroj, pracuje i druhy stroj.

b) Pracuje druhy nebo treti stroj.

c) Jestlize nepracuje prvni stroj, pak nepracuje ani treti stro;j.
Jak pracuji jednotlivé stroje ?



A =C A= B B vC “A= 1C
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 1 0 1




Priklad

[(B<7)A(7]111)] A (111]112)



Priklad

[(B<7)A(7]111)] A (111]111)
1 0 1



Priklad

[(B<7)A(7]111)] A (111]111)
1 ] o 1
0



Priklad

[(B<7)A(7111)] A (111]12112)
1 | o 1
0




Priklad

[7(7191) v (13 neni sudé)] A (1 je prvogislo)



Priklad

[ (7] 91) v (13 neni sudé)] A (1 je prvodislo)
0 1 0



Priklad

[ (7] 91) v (13 neni sudé)] A (1 je prvodislo)
o | 1 0
1



Priklad

[ =(7191) v (13 neni sudé)] A (1 je prvogislo)
0 | 1 0
1




Priklad

UrcCete tabulkovou metodou, jak zavisi pravdivost Ci nepravdivost
nasledujicich vyrokovych formuli na pravdivosti Ci nepravdivosti
vyroku A, B:

AA=B=A) b)) (AvBA(-A=B) c)("Av -B)= (A v B)



Priklad

a) A= (B =A)
I NS BT AT
1 1
1 0
0 1

0 0



Priklad

a) A= (B =A)
I NS BT AT
1 1 1
1 0 1
0 1 0

0 0 1



Priklad

a) A= (B =A)
I NS BT AT
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1

0 0 1 1



Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)

Ll e | o [ oo o
1 1

1 0

0 1



Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)

el oo | en | oo oo
1 1 0

1 0 0

0 1 1



Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)

L ] o | o | e s
1 1 0 1

1 0 0 1

0 1 1 1



Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)

OO
1 1 0 1 0




Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)
I3 Y T T T e
1 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 1

0 1 1 1 0 1



Priklad

b) °(A v B)A ("A= B)
I N T T I e
1 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0

0 1 1 1 0 1 0



Priklad

c) ("A v 7B) = (A v B)

DD N T T e
1 1




Priklad

c) ("A v 7B) = (A v B)

DD N T T e
1 1 0) 0)




Priklad

c) ("A v 7B) = (A v B)

DD N T T e
1 1 0) 0) 0




Priklad

c) ("A v 7B) = (A v B)

S el res [ a0 | wn oo
1 1 0) 0) 0 1 0




Priklad

c) ("A v 7B) = (A v B)

S el res [ a0 | wn oo
1 1 0) 0) 0 1 0 1




Priklad

Nachazite se na ostrové padouchu a poctivcu. Padousi vzdy Izou,
poctivci vzdy mluvi pravdu. Dva domorodci pronesou nasledujici
VYroky:

A: ,Oba jsme poctivci.”

B: ,A je padouch.”

Jakou povahu maji domorodci A a B?



Priklad

Nachazite se na ostrové padouchu a poctivcu. Padousi vzdy |1Zou, poctivci vzdy mluvi pravdu.
Dva domorodci pronesou nasledujici vyroky:

A: ,Oba jsme poctivci.”

B: ,A je padouch.”

Jakou povahu maji domorodci A a B?

a|b|—-a|larb|las(and)|bs -a|lasland))n(bs —a)
1 0
0
1
0

1
()
1

ol

=
== | = |
=== |

0
0
0

[




Priklad

Néktery z zaku A, B, C rozbil okno. Je zjisténo, ze v té€ dobé nebyl u
okna zak A nebo u neho nebyl zak B. Kdyz B nebyl u okna, neby!
tam ani A. Zak C byl u okna pravé tehdy, kdyZ u né&ho nebyl Zak A.
Lze urCit pachatele jednoznacné v pripade, ze byl prave jeden?



Priklad

Néktery z zaku A, B, C rozbil okno. Je zjisténo, ze v té€ dobé nebyl u
okna zak A nebo u neho nebyl zak B. Kdyz B nebyl u okna, neby!l
tam ani A. Zak C byl u okna pravé tehdy, kdyZ u né&ho nebyl Zak A.
Lze urCit pachatele jednoznacné v pripade, ze byl prave jeden?

alble|l-a|-b|-aV-b|-b=-a|ce —al|(-aV-ab)A(-b= —a)h(cs —a)
11111
11110
11011
11010
0111
0110
0j10]1
01010




Priklad

Néktery z zaku A, B, C rozbil okno. Je zjisténo, ze v té€ dobé nebyl u
okna zak A nebo u neho nebyl zak B. Kdyz B nebyl u okna, neby!l
tam ani A. Zak C byl u okna pravé tehdy, kdyZ u né&ho nebyl Zak A.

Lze urCit pachatele jednoznacné v pripade, ze byl prave jeden?
alblc|-a|-b|—-aV-b|-b=-a|lce—-al|(-aV-b)A(-b= —-a)Alcs —a)
L|1]1] 0 0 0 1 ] 1]
L11(0] 0 0 0 1 1 )]
L|{0|1] 0 1 1 1] )] 1]
L1O(0O] 0 1 )] 1 )]
0)j1]1] 1 0 1 1 1 1
0|10 1 0 1 1 )] )]
ol 1] 1 1 1 1 1 1
01010 1 1 1 1 ] 1]




Priklad

Jan, Karel a Petr se dohodli, Ze pujdou na brigadu za téchto
podminek:

a) Pujde-li na brigadu Karel, pujde i Petr

b) Nepujde-li na brigadu Jan, nepujde ani Petr

c) Na brigadu pujde Jan nebo Karel

Jakeé jsou moznosti ucasti techto tri na brigade?



Priklad

Jan, Karel a Petr se dohodli, Ze pujdou na brigadu za téchto podminek:
a) Pujde-li na brigadu Karel, pujde i Petr

b) Nepujde-li na brigadu Jan, nepujde ani Petr

c) Na brigadu pujde Jan nebo Karel

Jaké jsou moznosti uCasti téchto tfi na brigadé?

©c o o o r BB P

1

©c o r b O O B

P o) | P | K=P | =P L VK | (K=5P)A(U= P)IAIVK)
1

o r O »r O +» O



Priklad

Jan, Karel a Petr se dohodli, Ze pujdou na brigadu za téchto podminek:
a) Pujde-li na brigadu Karel, pujde i Petr

b) Nepujde-li na brigadu Jan, nepujde ani Petr

c) Na brigadu pujde Jan nebo Karel

Jaké jsou moznosti uCasti téchto tfi na brigadé?

K| J | P )P KoP | =P L IVK | (K=5P)A(U= PIAIVK)
1 0 O

1

©O O O O R kP kL P
©O O P P O O B
O P O FLP O Fr O
P P O O B B O
P, O B O P O Bk



Priklad

Jan, Karel a Petr se dohodli, Ze pujdou na brigadu za téchto podminek:
a) Pujde-li na brigadu Karel, pujde i Petr

b) Nepujde-li na brigadu Jan, nepujde ani Petr

c) Na brigadu pujde Jan nebo Karel

Jaké jsou moznosti uCasti téchto tfi na brigadé?

K| J P | P K=P | WP
1 0 0 1 1

©c o o o r b BB

1

©c O r b O O Bk

o r»r O »r O L O

R, P O O P kL O

P, O kP O P O Bk

O S N = = B =

P O kP B kP O K

(K=P)A(AJ=P)A(IVK)

O O Fr P P P Pk B



Priklad

Jan, Karel a Petr se dohodli, Ze pujdou na brigadu za téchto podminek:
a) Pujde-li na brigadu Karel, pujde i Petr

b) Nepujde-li na brigadu Jan, nepujde ani Petr

c) Na brigadu pujde Jan nebo Karel

Jaké jsou moznosti uCasti téchto tfi na brigadé?

K J P 9P| K=P | W2 P | JvK | (K=P)AI= PIIVK)
1 0 0 1 1 1

1

O O O O F kP R~ P
©O O kP B O O B
O B O L O kL, O
P P O O Fk B O
P, O kP O P O K
P, P P B O kL O
P O P B kP O K
©O O F P P P B
©O O kP B O O O



Priklad

UrCete pravdivostni hodnoty slozenych vyroku
(A v B) a "AAB a porovnejte je.

A B -A -B AvB | ~(AvB) | "AA-B

Oba slozené vyroky maji stejné sloupce pravdivostnich hodnot -
rikame, ze jsou logicky ekvivalentni (rovhocenneé).



Tautologie

Tautologie vyrokové logiky jsou v podstate ,vetami“ vyrokove logiky. Ve vyrokové logice mame
celou radu takovych veét:

(AAB) ~ (B AA) komutativnost konjunkce

(Av B) ~ (Bv A) komutativnost disjunkce

(AABAC ~ AA(BAC) asociativnost konjunkce

(AvB)vC ~ Av(Bv () asociativnost disjunkce
(AAB)vC~(AvC)A(BvC) distributivnost disjunkce vzhledem ke konjunkci

(AvB) AC ~ (AN C)v (BAC) distributivnost konjunkce vzhledem k disjunkci



Tautologie

—(—4) ~ A zakon dvojité negace

Av -4 ~1 zakon vylouceni treti moznosti

AN —A~0O zakon sporu

(A= B) ~(=Av B) nahrazeni implikace pomoci negace a disjunkce

(A B)~(A=B)A(B=A) nahrazeni ekvivalence pomoci implikace a konjunkce
-(AvB) ~ (WAA=B) de Morganuv zakon

—(AAB) ~ (RAv =B) de Morganuv zakon

(A=B) ~ (=B =—-4) nahrazeni implikace implikaci obomenenou



Predikatova logika




Vyrokova forma (predikaty)

vyjadreni, které obsahuji jeden nebo i vice blize neurCenych udaju
promenne
napr. student X, x < 3
vyrokove formy znacime A(x), B (x,y), atd.
A(x) ... vyrokova forma o jedneé promenné x
B(x,y) ... vyrokova forma o dvou proménnych x, y
napr.
A(x): x <5
B(x,y): x>y



Pr.

Je dana vyrokova forma A(x): x < 5.

Jestlize za x dosadime Cislo 4, dostaneme vyrok 4 < 5, ktery je
pravdivy.

Dosadime-li za x Cislo 7, dostaneme nepravdivy vyrok 7 < 5.
Jestlize za x dosadime slovo lavice, dostaneme sdeleni, které nema

smysil.



Definicni obor, obor pravdivosti

DefiniCnim oborem D vyrokové formy A(x) o jedné promenné x rozumime
mnozinu D, pro jejiz libovolny prvek d plati, ze A(d) je vyrok.

Po dosazeni prvku z D za promennou dostavame vyrok, ktery nazyvame
individualni. Ten muze byt pravdivy nebo nepravdivy.

Oborem pravdivosti A vyrokové formy A(x) jedné proménné x je podmnozina
definicniho oboru D, pro jejiz libovolny prvek a plati, ze A(a) je pravdivy vyrok.



Pr.

Na definichim oboru D = {1, 2,3, ...,15} jsou definovany vyrokove
formy A(x): 5 x a B(x): 3 | x. Naleznéte obory pravdivosti

slozenych vyrokovych forem:
a) =A(x) b) A(x)A B(x) c) A(x) v B(x)



Pr.

Redeni:
Oborem pravdivosti vyrokove formy A(x) je mnozina A = {5,10,15 }.
Oborem pravdivosti vyrokove formy B(x) je mnozina B = {3,6,9,12,15 }.




Pr.

Re3eni:
a) Oborem pravdivosti vyrokove formy —A(x) je mnozina
{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14 }.

b) Oborem pravdivosti slozené vyrokoveé formy A(x) A B(x) je
mnozina {15}.

c) Oborem pravdivosti A(x) v B(x) je mnozina {3,5,6,9,10,12,15 }.



Slozené vyrokove formy (predikatove
formule)

konjunkce
disjunkce
iImplikace
ekvivalence



Konjunkce vyrokovych forem

Konjunkci vyrokovych forem A(x), B(x) o jedné promenné x s tymz
definicnim oborem rozumime vyrokovou formu téze promenné x s
tymz definicnim oborem, kterou zapisujeme A(x)AB(x) a z niz
vznikne pravdivy vyrok prave tehdy, kdyz za promennou X
dosadime kterykoliv prvek z definicniho oboru, ktery dava pravdive
vyroky po dosazeni do obou vyrokovych forem A(x), B(x).



Disjunkce vyrokovych forem

Disjunkci vyrokovych forem A(x), B(x) o jedné proménné x s tymz
definicnim oborem rozumime vyrokovou formu téze promenné x
nad tymz definichim oborem, kterou zapisujeme A(x)vB(x) a u niz
vznikne pravdivy vyrok prave tehdy, kdyz za promennou X
dosadime kterykoli prvek z definicniho oboru, ktery dava pravdivy
vyrok po dosazeni aspon do jedné z vyrokovych forem A(x), B(x).



Implikace vyrokovych forem

Implikaci vyrokovych forem A(x), B(x) o jedné proménné x s tymz
definicnim oborem rozumime vyrokovou formu téze promenné x
nad tymz definichim oborem, kterou zapisujeme A(x)=B(x) a u niz
vznikne pravdivy vyrok prave tehdy, kdyz za promennou X
dosadime kterykoli prvek z definiCniho oboru, ktery dava nepravdivy
vyrok po dosazeni do vyrokové formy A(x) (na pravdivosti vyroku

po dosazeni do vyrokové formy B(Xx) nezalezi) a jestlize po
dosazeni do vyrokové formy A(x) i B(x) dava vyrok pravdivy.



Ekvivalence vyrokovych forem

Ekvivalenci vyrokovych forem A(x), B(x) o jedné promenneé x s tymz
definicnim oborem rozumime vyrokovou formu téze proménné x
nad tymz definicnim oborem, kterou zapisujeme A(x) < B(x) az
niz vznikne pravdivy vyrok prave tehdy, kdyz za promennou X
dosadime kterykoli prvek z definiCniho oboru, ktery dava vyroky ze
stejnou pravdivostni hodnotou po dosazeni do obou vyrokovych

forem A(x), B(X).



Kvantifikovany vyrok

Pf.

Uvazujte vyrokovou formu s jednou proménnou A(x): x < 5, kde x € N,
pripojte k ni po radé souslovi "pro kazdé", "existuje aspon jedno".

Reseni:

Dostaneme kvantifikovaneé vyroky:

a) Pro kazdé x € N plati x < 5.

Tento vyrok je nepravdivy, nebot napr. pro x = 10, neni pravda, ze x < 5.
b) Existuje aspon jedno x € N takove, ze plati x < 5.

Tento vyrok je pravdivy, nebot napr. Cislo 3 je mensi nez Cislo 5.



Kvantifikovany vyrok

Souslovi ,pro kazdé" budeme nazyvat obecny kvantifikator a znacit symbolem
Vv, souslovi ,existuje aspon jedno” budeme nazyvat existencCni kvantifikator a
znacit 3.

Mame-li vyrokovou formu A(x) s promennou x a definichim oborem D, potom
kvantifikaci vyrokové formy A(x) rozumime pfipojeni jednoho z kvantifikatoru
pred vyrokovou formu A(x).

a) Vx € D; A(x) - Cteme: Pro kazdé (pro libovolne, pro vsechna) x z mnoziny D
plati A(x). Uvedeny vyrok se nazyva vyrok obecny.

b) 3x € D; A(x) - Cteme: Existuje aspon jedno x z mnoziny D tak, ze plati A(x).
Uvedeny vyrok se nazyva vyrok existencni.



Pr.

Na definicnim oboru D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} je dana vyrokova forma A(x): 5 | x. Urcete
pravdivostni hodnotu kvantifikovaného vyroku.
a) Vx € D; A(x)
b)dx e D; A(x)
Reseni:
a) Pravdivost obecného vyroku Vx € D; 5 | x 1ze chapat jako zkratku pravdivosti vyroku
(GIDAGI2)AGIDAGIHAGISIAGIO)AGITIAGIBAGINAGI10)].
Konjunkce je nepravdiva, tedy vx € D; 5 | X je nepravdivy vyrok.

b) Pravdivost existenéniho vyroku 3 x € D; 5 | x 1ze chapat jako zkratku pravdivosti vyroku
(M EBMEBMUDMEOMABMENMABMEHMAENO)
Disjunkce je pravdiva,tedy 3x e D ;5 |xje pravdivy vyrok.



Z vyrokové formy muzete tvorit vyroky:

dosazenim za proménnou z definicniho oboru — vytvoreny vyrok
se nazyva

individualni vyrok

kvantifikaci — vytvoreny vyrok se nazyva kvantifikovany vyrok



Negace kvantifikovaneho vyroku

VSechna okna v této mistnosti jsou zavrena. Negujte tento obecny
kvantifikovany vyrok.

Redeni:
Neni pravda, ze vsechna okna v teto mistnosti jsou zavrena.

Znamena to, ze existuje aspon jedno okno v teto mistnosti, ktere
neni zavreno.



Negace kvantifikovaneho vyroku

Negujte kvantifikované vyroky a) Vx € N; x <5, b)3d3x e N; x<5.
UrCete pravdivostni hodnoty vyroku i jejich negaci.

Redeni:
a)[VxeN; x <5]~dxeN; x>5

Vyrok Vx € N; x < 5je nepravdivy, jehonegace 3x e N; x>5]e
pravdiva.
b) a[dxeN; x < 5] ~VxeN; x>5

Vyrok 3x € N; x < 5je pravdivy, jehonegace Vx e N; x>5|e
nepravdiva.



Negace kvantifikovaneho vyroku

Kvantifikovany vyrok negujeme tak, ze zaménime kvantifikator a
negujeme vyrokovou formu.

—|[VxeM;A(x)] ~ d3x e M; =A(x)

—[dx e M; A(x)] ~ Vx e M; =A(x)



