Nekone¢no v matematice: 1. Potencialni
2. Aktudlni

Potencialni nekonecno vyjadiuje pouze moznost neustalého
,,ZvetSovani konecnych mnozin. Existuji pouze konecne
mnoziny.

Aktualni nekonecno, které bylo uznano az v 19. stoleti v dile
Bernarda Bolzana ,,Paradoxy nekonec¢na“ (1851), znamena, Ze
muiZeme uvazovat a matematicky pocitat s nekone¢nou
mnozinou jako celkem. To vedlo k rozvoji matematiky,
zejmeéna matematické analyzy.

Cantortiv axiom spojitosti: Prinik do sebe zafazenych usecek

je neprazdny.

Konstrukce iraciondlnich Cisel: vime, Ze usporadani mnoZziny
raciondlnich Cisel je husté, tzn. mezi kazda dvé rizna
raciondlni Cisla lze ,,vloZit* dalsi racionalni ¢islo. Napt. mezi

Cisly a urCité existuje raciondlni Cislo
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obrazy racionalnich Cisel. To vSak neni pravda, na Ciselné ose

. 7da se tedy, Ze Ciselna osa je ,,zcela vyplnénad*

jsou jesté mezery. Napt. ¢islo /2, které uréité existuje (délka
uhlopficky ve Ctverci o strané 1), neni racionalni.

Diikaz: Provedeme sporem. Necht V2 =2 kde p, g jsou cela

q ]
nenulova kladna cCisla a plati D (p, ) = 1 (jsou nesoud¢élna).
Pak p =2 q = p?= 2g? = p?je sudé &islo = p je sudé &islo,

tedy p = 2u. Dosadime do vztahu p = v/2 . Potom plati



2u=vV2q= q=v2u=¢*=2u? = g%je sudé &islo = q je
sudé Cislo, tedy g = 2v. Srovname-li vztahy p = 2u, q = 2v,
dostavame spor s predpokladem, Ze Cisla p, g jsou nesoudélna.
Piedpoklad V2 = Z tedy neplati, ¢islo V2 nelze vyjadfit

zlomkem a tedy neni racionalni.

Existuji tedy iraciondlni Cisla. Je jich nekone¢né mnoho a
jejich desetinny rozvoj je nekonecny a neperiodicky. Kazda
mezera na Ciselné ose realnych cCisel vyjadiuje jedno Cislo
iracionalni. Plati R = Q U |. Ur€eni hodnoty iracionalniho
Cisla miizeme provést uzitim Cantorova principu spojitosti tak,
Ze postupné aproximujeme hledané¢ iracionalni ¢islo na ¢iselné
ose zleva a zprava racionalnimi ¢isly (tim vytvafime
posloupnost do sebe zafazenych useCek), pficemZ po
provedeni nekone¢né mnoha aproximaci obdrzime hledané
iracionalni Cislo (je tfeba uznani aktualniho nekonec¢na). Je
ziejmé, ze nekoneCn¢ mnoho aproximaci nelze Vv praxi
provest. Po koneCné mnoha krocich, az dosdhneme

pozadované piesnosti, proces ukonéime. Uréime V2.

12=1; 22 =4, tedy 1< 2 <2
(1,4)2 = 1,96; (1,5)2=225, tedy 14< 2 <15
(1,41)2 = 1,9881; (1,42)2=2,0164, tedy 141 < V2 <142
(1,414)% = 1,999396; (1,415)% = 2,002225,  tedy 1,414 < /2 < 1,415

(1,4141)> =1,99967881; (1,4143)% = 2,00024449 , tedy 1,4141 < V2 < 1,4143

atd.



Proces postupné aproximace iracionalniho ¢isla lze 1 programovat.
Ptikladem muze byt ptiblizné urceni Cisla Eulerova Cisla e. Vime,
7ze 2 < e < 4. Déle z matematické analyzy vime, Ze plati:
: 1 . 1 _
lim (1+=)"=¢, lim (1+=)"" = ¢, pfiGemz prvni z tdchto

n n—oo n

Nn—o0

0| .
posloupnosti {(“ ﬁj } je rostouci s prvnim ¢lenem 2, druha
n=1

l n+1 . .
Z téchto posloupnosti {(“ ﬁj } je klesajici s prvnim ¢lenem 4.
n=1

Obecné tedy mizeme Eulerovo ¢islo aproximovat pron € N
pomoci nerovnosti

1 1
1+_n 1 < \n+l
( n) <e< ( +n) .

Ttetim piikladem na uZiti Cantorova principu spojitosti je Jordanova
teorie miry. Z geometrie vite, Ze obsah jakeéhokoliv nepravidelného
utvaru lze urcit tak, ze jej ,,polozime* na ¢tvercovou sit’ a postupné
pocitame jadra a obaly. Jadro je mnozina vSech ¢tvercu sité, které jsou
,,celé podmnozinou daného ttvaru, zatimco obal je mnozina vSech
Ctverco sité, které¢ maji s danym Utvarem alespoi jeden spolecna
vnitini bod (piekryvaji se). V prvnim kroku (napt. zaCneme se Ctverci
o délce strany 1) je J1 <O1. To mize byt hodné neptesné. Proto
zjemnime sit’ a ve druhém kroku J; <Jz2, O1 > O,. Opét plati
nerovnost J, <O2, ale rozdil téchto hodnot je mensi. Predstavime-li si
obrazy hodnot jader a obalil na Ciselné ose, jde opct o vnorené
intervaly. Pfi kazdém zjemnéni sit¢ se hodnota J, posune doprava a
hodnota O, se posune doleva. Vzdy plati J, <O, ale tyto hodnoty se
pi1 kazdém zjemnéni sité k sobé& piiblizi. Kdybychom provedli proces
zjemnéni nekone¢né krat, obdrzeli bychom pifesnou hodnotu obsahu
daného télesa.



»Pocitani* s nekone¢nymi soubory

Uznani aktualniho nekonecna umoznilo fadu vyznamnych
matematickych objevili. Poznali jste napt. konstrukci kardinalnich ¢isel
kone¢nych mnoZin, ktera zacCinala pfedpokladem ,,necht Mje systém
vSech konecnych mnozin‘. Kdybychom neuznali aktualni nekonecno,
byla by cela konstrukce kardinalnich ¢isel nemozna. DalSim objevem
byla konstrukce iracionalnich ¢isel. Prakticky je miizeme aproximovat
zleva a zprava pouze nc¢kolikrat; teprve az provedeme nekonecny
pocet aproximaci, ur¢ime iracionalni ¢islo presné. Tento postup jste
pouzili také u Jordanovy miry v rovin¢. Velky vyznam mé definice
urcitého integralu. Nyni uvedeme nékolik ukézek toho, jak oSidné je
pocitani s nekone¢nymi soubory.

Priklad I: Vypocitejte 1-1+1-1+1-1+1-1+...

Takto zadany soucet neexistuje, resp. prerovnanim této fady lze dostat
riuzné vysledky:

a(l-)+(1-1)+(1-1)+...=0
p)1+(-1+1)+(-1+1)+...=1

c) ozna¢me soucet zadané fady jako S, tedy 1 —1+1-1+...=S.
Soucasné aleplatiS=1-1+1-1+1-1+1-1+...=
=1-1-1+1-1+1-1+1-1+...)=1-S.0dtudS=1-5,

_1
tedys—z

Priklad 2: Seététefadu = +-+-+—. ..
2 4 8 16

A 4 /4 * A 14 W 1
Tato fada soucet ma. Je to geometricka fada s prvnim ¢lenem 5 a

. 1. ., ..
koeficientem >» Jeji soucet je roven 1.

Priklad 3: SeCtétefadu - +-+-+-+=-+=-+-+, ..
2 3 4 5 6 7 8



Tato fada se nazyva harmonicka a jeji zvlaStnosti je, ze diverguje, tzn.
jeji soucet je nekonecny, prestoze se jeji n-ty ¢len blizi k nule.

Kardinalni ¢isla nekone¢nych mnozin:

Jestlize jsme uznali aktudlni nekone¢no, musime si polozit otazku, zda
teorie kardinalnich ¢isel plati i pro nekonecné mnoziny. Odpovéd’ je
pozitivni, teorie kardinalnich ¢isel plati obecné.

Jaké je tedy kardinalni ¢islo mnozZiny N vSech ptirozenych Cisel?
Z4dné piirozené ¢islo to byt nemize. Existuje zvlastni symbol, ,,alef
nula®, Ry. PiSeme tedy | N | = N,. Totéz kardinalni ¢islo, alef nula,
maji rovnéz vSechny mnoziny ekvivalentni s mnozinou N. Takové
mnoziny nazyvame spocetné. Existuji 1 vétsi kardinalni Cisla
nekone¢nych mnozin, napt. mnozina vSech realnych ¢isel R ma
mohutnost kontinua (oznacujeme c). VSechna tvrzeni, které znate ze 2.
ro¢niku pro kone¢né mnoZiny, plati i pro nekone¢né mnoziny. Napf.

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pak definujeme | A | <| B |, pravé
kdyz existuje prosté zobrazeni celé mnoziny A do mnoziny B (nikoliv
na celou mnoZinu B).

Necht’ A, B jsou libovolné mnoziny, necht’ plati A N B = @ . Pak
|A|+|B| = |AuUB].

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pak [A|-|B| = |AxB].
Pocetni spoje existuji i s nekone¢nymi kardinalnimi €isly, napf.

NO +1= No, 2 - NO = No, NO + NO = No, apOd. Vzhledem k ucelu
Vaseho studia se timto dale nemusime zabyvat.

Antinomie (paradoxy) teorie mnozin — 3. krize matematiky

Uz vite, Ze mnoZina je synonymem pro skupinu, stado, hejno, ...



Vite, Ze ji lze definovat vy¢tem prvkil nebo jejich charakteristickou
vlastnosti. Podle teorie Georga Cantora je mnoZina uplné urcena,
jestlize mizeme o kazdém prvku a kazdé mnoziné jednoznacné
rozhodnout, zda prvek do mnoziny patfi ¢i nikoliv. Pro kazdy objekt X
a kazdou mnoZinu A tedy plati pravé jeden ze vztahti x € A, X £ A.
Tato predstava je zcela jasnd a proto zptsobilo velky rozruch, kdyz se
na pocatku 20. stoleti objevily paradoxy, které tuto pfedstavu porusily.
Uvedeme ptiklad Russelova paradoxu:

,INecht' v jistém mésté jsou pouze cinzovni bytové domy. Kazdy diim
ma na starosti domovnik, ktery bud'v domé bydli v domovnickém byte
(tzv. interni domovnik), nebo v domé, o ktery pecuje, nebydli a dochazi
tam jen do prace (tzv. externi domovnik). Bylo rozhodnuto, Ze bude na
naklady meésta postaven novy diim, do kterého se musi nastéhovat
vSichni externi udrzbari a nesmi tam bydlet nikdo jiny. Sami
promyslete, ze domovnik tohoto nového domu nemiize ve mésté nalézt
ubytovani.

¢

Mnozinu A zde tvofi obyvatelé nového domu A a prvek x je
domovnik nového domu A. Ze vztahli X € A, X £ A neplati ziejm¢ ani
jeden, tim je poruSena Cantorova piedstava o mnozinach. Co ted’?

Teorie mnozin musi byt vybudovana jinak, tj. axiomaticky. Existuji
dvé moznosti, kterymi se dale nemusime zabyvat.

Znazornéni mnozin:

1. Vennovy diagramy. Znate a pouZzivate je po celou dobu studia.




Vennovy diagramy existuji pro libovolny pocet mnozin. Pro vice nez
tf1 mnoZiny jsou vSak nepiehledne, protoze pro ¢tyfi a vice mnoZin jiz
nemohou byt znazornény kruhy (elipsami), ale uzavienymi kiivkami.
Na obrazku je ukdzka Vennova diagramu pro 5 mnoZin.

2. Karnaughovy diagramy

Tyto diagramy se pouzivaji zeyména v elektrotechnice. Vyhodou je, Ze
zobrazujeme mnoZziny v ,,pravouhlém® systému, nevyhodou je pak to,
Ze od paté mnoziny se obrazy mnoZzin d¢€li na ¢asti. Opét nasleduje
ilustrace pro 6 mnozin.



N

F

Pro 6 mnozin existuje v diagramu skutecné 64 elementarnich poli.
Vyuzijeme-li oznaceni uzivané v Sachu, pak Cervené vybarvene
policko C6 oznacuje prunik vSech Sesti mnozin (prvky v tomto poli
patii do vSech Sesti mnozin), zatimco ¢erné vybarvene pole H1
obsahuje doplnék sjednoceni vSech Sesti mnozin (toto pole neobsahuje
prvky ani jedné z Sesti mnozin). Modfte Srafovane¢ pole G7 obsahuje
prvky mnozin A, E, F, neobsahuje prvky mnozin B, C, D.



Princip inkluze a exkluze (zapojeni a vypojeni)

U¢innym prostfedkem pfi feseni uloh je tzv. princip inkluze a
Exkluze. Uvedeme pouze formulace pron=2an = 3.

A) n = 2. Necht’ A, B jsou libovolné mnoziny v zdkladni mnozin¢ M.
Ve Vennové diagramu pro tyto dvé mnoZiny ozna¢me pottebné pocty
prvki mnoZin takto:
Pocet prvkll mnoziny M... m;
Pocet prvkti mnoziny 4 ... a;
Pocet prvkli mnoziny B ... b;
Pocet prvkli mnoziny A U B ... s;
Pocet prvkti mnoziny A N B ... p;
Pocet prvki mnoziny M — (A U B) ... o.
Pak plati:
o=m-a-b+p

Jestlize nyni bude mnozina M — (A « B) prazdna, tj. 0 = 0, pak ziejmé
misto m miZeme psat S (kazdy prvek zdkladni mnoziny nyni lezi

v mnozin¢ A nebo v mnozin¢ B). Potom
0=s—-a-b+p,aodtuds=a+ b —p. Tuto rovnici bézn¢ vyuzivate
pii feSeni slovnich tloh, v nichZ mnoZiny maji spole¢né prvky.
Predpokladame-li navic také p = 0, dostaneme s = a + b, coz je znamé
s¢itani kardinalnich cisel.

Priklad: Na tidni akademii bylo 20 ucinkujicich, kazdy z nich zpival
nebo tancoval. Zpivalo 15 déti, tancovalo 12 déti. Kolik déti zpivalo 1
tancovalo?

Reseni podle vzorce: s =20,a=15b=12,p="?
p=a+b-s=15+12-20=7
Zpivalo 1 tancovalo 7 zak1.

Poznamenejme, Ze takto S zaky ulohu fesit nelze (Slo by o
formalismus). Didakticky je nutno volit jiny postup.

B) n= 3. Necht’ A, B, C jsou libovolné mnoziny v zakladni mnozin¢
M. Ve Vennové diagramu pro tyto tfi mnoziny ozna¢me potiebné
pocty prvkli mnozin takto:

Pocet prvkll mnoziny M... m;



Pocet prvki mnoziny 4 ... a;
Pocet prvki mnoziny B ... b;
Pocet prvkli mnoziny C ... C;
Pocet prvkti mnoziny A B v C ... s;
Pocet prvki mnoziny A N B ... p1;
Pocet prvktt mnoziny A N C ... po;
Pocet prvkii mnoziny B N C ... p3;
Pocet prvkti mnoziny A "B nC ... p;
Pocet prvki mnoziny M — (A «B «C) ... o.
Pak plati:
o=m-a-b-c+pi+p2+ps—p
Jestlize nyni bude mnozina M — (A B «C) prazdna, tj. 0 = 0, pak
zfejme misto m miZeme psat s (kazdy prvek zédkladni mnoZziny nyni
lezi v mnozZin¢ A nebo v mnoziné B nebo v mnozin¢ C). Potom
O=s-a-b-c+pi+pz2+ps-p,
aodtuds=a+b+c—pi—p2 —p3 +p.

Priklad 1. Kolik ptirozenych ¢isel od 1 do 500 neni délitelnych ani
tremi, ani péti, ani sedmi.

Reseni: Pismenem M ozna¢ime mnozinu v$ech piirozenych ¢isel od 1
do 500, tedy o = 500. Dale ozna¢ime:

A ={n € M; n je d¢litelné tfemi},

B = {n € M; n je délitelné péti};

C ={n € M; n je d¢litelné sedmi};

A N B ={n e M; n je dé¢litelné tfemi a péti, tj. ¢islem 15};

A N C={n e M; n je délitelné tfemi a sedmi, tj. ¢islem 21};

B N C ={n € M; n je délitelné péti a sedmi, tj. Cislem 35},

AN B N C={n e M;n je délitelné péti, tremi a sedmi, tj. Cislem 105}

V zavedeném oznaceni m = 500, a = 166, b = 100, ¢ = 71, p1 =33, p2
=23,p3=14,p =4, 0 = ? Po dosazeni

0=>500 -166 —100 —71 + 33 + 23 + 14 —4 = 229.
Hledanych ¢isel je 229.



Priklad 2. V jistém zavod¢ zhotovili nasledujici piehled o svych
zaméstnancich

V zavodeé pracuje celkem 250 muzui a 200 zen. Predepsanou
kvalifikaci ma 160 muziz a 140 Zen. Do prace dojizdi 180 muziz a 100
zen. Kvalifikovanych muzi dojizdi 150, kvalifikovanych zen 20.
Dokazeme, ze uvedené hlaseni je nepravdiveé.

Reseni. V zavodé pracuje celkem 450 zaméstnanci. Oznadme nyni
mozné mnoziny nasledovné: A oznacuje mnozinu muzii, B oznacuje
mnozinu kvalifikovanych pracujicich, C mnozinu dojizd¢jicich.

Z hlaseni plyne: m =450, a = 250, b =300, ¢ = 280, p1 = 160, p2=
180, p3 = 170, p = 150. Po dosazeni do principu mame

0=450—250—-300— 280+ 160+ 180+ 170 — 150 = —20,
coz neni mozné. Proto musi byt alespon jeden tdaj v hlaseni chybny.

Dirichletuv princip.

Némecky matematik Peter Gustav Lejeune Dirichlet zil v letech 1805-1859. Studoval
v Berlin¢, v Géttingenu a v Pafizi. V letech 1822 —1827 pusobil v Pafizi jako domaci uditel,
od roku 1827 byl docentem na univerzité ve Vratislavi, od roku 1829 v Berlin€. Po smrti K.
Gausse Vv roce 1855 piesel na jeho misto do Géttingenu. Zabyval se teorii ¢isel, matematickou
analyzou a matematickou fyzikou a ve vSech téchto oborech dosdhl vyznamnych vysledki.
Mezi jeho zaky patfili napt. Riemann, Dedekind a Kronecker. Princip, nesouci jeho jméno,
uvedl Dirichlet vroce 1834 pod nazvem Schubfachprinzip (zasuvkovy princip). Pod
oznacenim zasuvkovy princip je dodnes pouzivan napf. v italStin€ (principio dei cassetti).

vvvvvv

Uvedeme tfi formulace Dirichletova principu.

Formulace 1: Umistime-li m predmétii do n ptihradek (m, n e N), pak
pro m > n existuje alespon jedna prihradka obsahujici alesponn dva
predméty.
Formulace 2: Umistime-li nk+1 pfedmétd do n ptihradek (k, n € N),
pak existuje alespon jedna piihradka obsahujici alespon k+1
predméti.



Formulace 3: Je-li soucet n realnych ¢isel X1, X2, ..., xn roven Cislu S,
pak pro alespon jedno cislo i€ {1,..., n} plati nerovnost X; < % a pro

alespon jedno je {1, ..., n} plati X; > %
Priklad 1. V podniku pracuje 400 osob. DokazZte, Zze alespon dvé

osoby maji narozeniny ve stejny den v roce.

R: Pocitejme i s prestupnymi roky. Moznosti pro oslavu narozenin
vroce je tedy 366. Zavedeme 366 piithradek, do nichZ budeme
zatfazovat pracovniky podle data narozeni. ProtoZe pocet pracovniki je
vEtsi nez pocet prihradek, musi existovat prihradka obsahujici alespon
dve osoby. Tito lidé maji narozeniny ve stejny den v roce.

Piiklad 2: Konference se zucastnilo 40 delegatli ze 13 zemi. Dokazte,
ze alespont z jedné zemé piijela delegace, ktera méla alespon Ctyfi
Cleny.

R: Rozdélime delegaty do piihradek podle toho, zjaké zemé
pochazeji. Pithradek bude proto 13. Delegati je ale 40, coZ je vice nez
3. 13 = 39. Proto existuje piihradka obsahujici alespon Ctyfi Cleny, tj.
alesponl jedna zemé vyslala neyjméné Ctyt¢lennou delegaci.

Priklad 3. V krabici je 5 kuli¢ek bilych, 5 Cervenych a 5 modrych.
Kolik kulicek musime potmé vybrat z krabice, abychom vybrali urcité
dve kuli¢ky stejné barvy?

R: Méame kuli¢ky t¥i barev, je tedy moZno po vytaZeni rozmistit
vytazené kulicky do tii ptihrddek podle barvy. Chceme-li mit
zaruceno, Ze v jedné piihradce budou alesponn dvé kuliCky, musime
vytahnout vic kulicek, nez je prihradek. Staci tedy vybrat ndhodné 4
kulicky.



Piiklad 4: Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku je alesponi jeden vnitini
uhel vétsi nebo roven 60°.

W

R: VyuzZijeme formulace 3. Pro vnitini thly o, B, y v trojihelniku plati
a+ p+ y=180° Proto musi existovat alesponi jeden tuhel, jehoz

velikost je vétsi nebo rovna % =60°

Priklad 5. Je dano 10 pfirozenych Cisel. Dokazte, Ze z nich miZzeme
vybrat dv¢ tak, ze jejich rozdil je délitelny Cislem 9.

R: Rozdélime dana &isla do zbytkovych tfid podle zbytki pii déleni
Cislem 9. Téchto zbytkovych tfid je 9 (zbytky 0 az 8). Protoze ale Cisel
je 10, musi leZet v jedné tfid¢ alespon dvé ¢isla. Ta davaji po déleni 9
tyz zbytek, jejich rozdil je tedy délitelny 9. Poznamenejme, Ze jsme
dokazali pouze existenci takovych dvou c¢isel. Urcit, ktera dvé Cisla
spliiuji danou podminku, miize byt velmi pracné.

Piiklad 6: Ciselna tabulka 3x 3 je libovolné vyplnéna &isly 0, 1, 2.
Dokazte, ze pro jakykoliv zplisob rozmisténi téchto Cisel v tabulce
jsou vzdy dva z osmi souctd (tfi sloupce, ti1 fadky a dvé hlavni
diagonaly) stejné.

R: Uvedeme ptiklad.

2101
211]2
0/1]0

Soucty jsou 3, 5, 1, 4, 2, 3, 2, 3, tj. obsahuje stejné¢ dvojice. Z danych

tfi Cisel zfejmé nelze dostat jin€ soucty nez 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, coz je 7
mozZnosti. Vyslednych soucti je ale 8, dva tedy nutné musi byt stejné.

Piiklad 7: Necht je dan rozklad mnoziny M = {1,2,3,...,9} na tfi tfidy.
Dokazte, Ze soucin vSech ¢isel v alesponi jedné ze tfid je vétsi nez 71.

R: Soudin v$ech pfirozenych ¢&isel od 1 do 9 je roven 362 880. Kdyby
v kazdé ze tii tiid rozkladu byl soucin ¢isel mensi nebo roven 71, pak
by soucin viech deviti &isel neptevysoval 712 = 357 911, coz je spor.



Piiklad 8: \V zahrad¢ tvaru obdélnika o rozmérech 20m x 15m chceme
vysazet stromy. Vzdalenost mezi libovolnymi dvéma stromy ma byt
vetsi nez S5m. Dokazte, ze stromil 1ze vysadit nejvyse 25.

R: Pfipustme, Ze v zahradé bude vice neZ 25 stromi. Rozdé&lime
zahradu na obdélniky o rozmérech 4m x 3m. Takovych obdélniki je
pravé 25. Proto musi v jednom z nich byt alesponn dva stromy, jejich
vzdalenost je vSak mensi nez 5m (velikost uhlopticky je 5m).

Piiklad 9: Na vecirku je ptitomnych n osob. Dokazte, Ze dva UiCastnici
vecirku znaji stejny pocet lidi (relace ,,znat” je symetricka, tzn. zna-li
jedna osoba druhou, zna i druha prvni).

R: Kazdy ¢lovék miize znat od 0 do n — 1 osob. Podle toho viechny
pfitomné rozdélime do ptihradek. Je tedy n ptihradek i n osob.
Dirichletiv princip nelze pfimo pouZzit, vyuzijeme vSak jinou uvahu.
Ptipust'me, Ze v kazdé prihrddce je jediny ¢lovek. To ale neni mozné,
nebot’ by existovala osoba, kterd neznd nikoho a soucasné osoba, ktera
zna vSechny. Proto musi byt v jedné piihradce alesponi dva lid¢, ktefi
tedy znaji stejny pocet tcastnikd.

Piiklad 10: V prostoru je dano 9 bodu s celo€iselnymi soufadnicemi.
Dokazte, ze znich lze vybrat alesponn dva body tak, Ze stfed jimi
urcené Usecky ma celociselné soutradnice.

R: Pii feSeni vyuzijeme skutednosti, Ze¢ soucet dvou sudych &isel i
soucet dvou lichych ¢isel je sudé Cislo. Soutadnice bodt v prostoru je
podle predpokladu uspofadana trojice celych cisel, ktera mohou byt
suda nebo lichd. Podle parity existuje pro tii soufadnice o0sm
moznosti: [L,L,L], [L,L,S], [L,S,L], [S,L,L], [L,S,S], [S,L,S], [S,S,L],
[S,S,S]. Bodi je ale zadano devét, tzn. dva z nich budou mit stejnou
paritu vSech tii soufadnic. Stfed useCky ohrani¢en¢ témito dvéma
krajnimi body bude mit rovnéz celoCiselné souradnice.



Kombinatorika

Zékladn{ otédzky kombinatoriky:

1. Z4leZi na pofadi prvki pii vybéru?
2. Mohou se prvky opakovat?

Zé&kladn{ principy kombinatoriky:

1. Princip souttu
Méme-li @ zpisobi, jak vybrat prvek 4 a b zpiisobi, jak vybrat prvek B, pak existuje a + b
zplisobd jak vybrat prvek 4 nebo prvek B.

2. Princip soudinu
Poget viech usporadanych dvojic, jejichZ prvni Elen lze vybrat a zplsoby, druhy &len
po vybéru prvniho &lenu b zptisoby, je roven a * .

Méme k dispozici n prvkl a vybirdme £ z nich.

n!
(n—k)!'

2. Prvky se mohou opakovat, na potadi zélez{ (variace s opakovanim): n

1. Prvky se neopakuji, na pofadi zéleZi (variace bez opakovani):

!
3. Prvky se neopakuji, na potad{ nezaleZi (kombinace bez opakovani): _k/( n o = (Z]
I(n-k)!
n+k-1 ‘J

4. Prvky se mohou opakovat, na pofadi nezélezi (kombinace s opakovanim): ( i

5. Permutace » prvkil bez opakovéni: n/. ' 2

6. Necht k; + k> + ... + k = n. Je déno celkem 7 prvkd m druh, pfi¢emZ pocet prvki i-t€ho
n!

druhu je k; pro i = 1, 2, ..., m. Poget permutaci s opakovanim je —————.
; kgl k!



Matematické soutéze: Mat. olympiada a Klokan.

KATEGORIE Z5

Z5-1-1 o

."}Do vytahu &trnictiposchodového domu nastoupilo 14 lenochd. Kaidy
z nich bydif na jiném poschodi, vitah viak miiZe zastavit pouze jednou. Ve
kierém. p()sch;of_df mé vytah zastavit, aby se skupina co nejméné unavila,
jestliigf:chﬁzg-<po schodech ‘nahoru je pro né& dvakrat tak naméhavéi neZ
; rem dolii? (Volfovd)

1080 -
- 5397
3936

—_—

&islice Etyrkami tak, aby jeho vysledek byl 9 875. Najdéte
: (Bedndiovd)
l.

sici ‘dostali safek kuligek. Bylo tam 8 gklenénych duhovych
jnych sklenénych a 9 hlinénych. Jedna duhova kulicka je
o] pét obyéejnych sklen&nych a jedna sklenénd je za Sest
Boradte jim, jak si maji kulicky spravedlivé rozdélit. Majt vice

' (Bedndfovd)

smonaut byl ve vesmiru 169 dni, druhy byl jest& o p&t dni déle.
.prvni kosmonaut ve vesmiru o jednu nedéli vic neZ druhy.
(Koman)

e.ve stielbd ze vzduchovky se ziidastnilo 6 zavodniki. ¥VEichni
yiziskali 1035 bodd, pfitom kazdy zavodnik ziskal jiny poCet
téz: fiastfilel o 5 bodd vice nez zévodnik na poslednim misté.
i ziskal tfeti nejlepsi zavodnik? (Bedndrovd)

.zahradu tvaru obdélniku. Po dvou hodindch praci prerusil
ak dlouho bude je5t& muset ryt po ob&dg, jestlize mu

zryty zéhon tvaru obdélniku s rozméry tfikrat mensimi, neZ ma

Y ' (Bedndiovd)




