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Abstract

The aim of my work is to creat an study material for people with an de-
ficiency. The text is written simply so it is comprehensible for all students
with an deficiency. My work is devided into nine chapters which are about
the same length. The work shows how difficult it is for students with specific
educational needs to understand mathematical conectivity.
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Uvod

Technika pronika témér do vSech oblasti Zivota. Osud neslysicich, nedosly-
chavych a ohluchlych je stale pod vlivem jejiho rozvoje. Kvalitu Zivota ne-
doslychavych zménila dramatickym zptisobem moderni sluchadla. Zazrac-
nou lécbu pro velikou vétsinu ohluchlych ptredstavuji kochlearni implantaty.
Pro vSechny bez rozdilu pak znamenaji obrovsky pfinos moderni technologie
elektronického prenosu dat v podobé skrytych titulkt v televizi, elektronické
posty nebo v podobé snadného pristupu k zaplavé psanych informaci na in-
ternetu.

Pocita¢ nebo notebook je vseobecné povazovan za univerzalni kompen-
zacni pomiicku. Pro tézce télesné postizené je dulezité, ze pocitace lze ovladat
nejruznéjsimi zpusoby - od upravenych specialnich klavesnic, az po zadavani
prikazt pomoci pohybt hlavy nebo oka nebo dokonce hlasem. Pocitac¢ tak
muze i pro zcela nepohyblivé osoby plnit fadu funkci.

Pro slabozraké dokaze psany text na obrazovce libovolné zvétsovat a mé-
nit barvy inkoustu a pozadi, jas i kontrast tak, aby bylo pismo ¢itelné i zbytky
zraku. Zcela nevidomi mohou informaci z pocitace ziskavat pomoci braill-
skych tadki, poptr. hlasovych syntéz, které vytvari souvislou fec.

Nedoslychavym a neslySicim staci pouzit bézny pocitac, nepotiebuji nutné
specialni zarizeni. Pfesto i jim prinasi pocitac¢ sluzby navic. Mohou sledovat
texty ve znakovém jazyce ulozené na webu jako videozdznamy. Stale vice a
vice instituci, nejen organizace sluchové postizenych, nabizi informace ve zna-
kovych jazycicich. Pfibyva i slovnikii znakového jazyka. A neslysici mohou
také sami ve znakovém jazyce posilat zpravy nebo chatovat pomoci webové
kamery a videochatu.

Zvysuji se naroky na kvalifikaci, a to vSechno klade velky dtraz na vzdé-
lani. A stranou neztstavaji ani sluchové postizeni lidé. Myslim si, Ze infor-
macni technologie maji témto lidem pomoci. Ve svém studiu se zaméruji na



aplikovanou informatiku, coz je obor s vysokou mirou abstraktnosti. A to
déla nékterym sluchové handicapovanym potize. Specialné u sluchové posti-
zenych studentii je jeden velky handicap a to je konkrétni mysleni, protoze
rozvoj abstraktniho mysleni souvisi s fec¢i. Neslysici potfebuji vizualni vjem,
rizné grafy a ilustrativni priklady.

Cilem mé bakalarské prace je podat znalosti o mnozinach a operacich
s nimi. Celkové zpracovani je mym pokusem o vytvoreni studijni opory pro
vzdélani neslySicich a nevidomych studentt. Priméarné pro neslysici, kde je
problémem jazykova kariéra. Jednoduchost textu je ale dobre vyuzitelnd pro
tvorbu studijnich materialii i pro nevidomi. Snazim se o maximalni jednodu-
chost, struc¢nost a prehlednost pri vysvétlovani matematickych pojmi. Zadani
neresené priklady jsem pouzil nékteré ucebnice ze seznamu literatury. Text je
rozdélen do 9 kapitol a kazda kapitola se sklada z teoretické a praktické casti.
V teoretické casti jsem shrnul poznatky, které jsem ziskal studiem uvedené
literatury. V ¢asti praktické se vénuji vlastnimu reseni prikladu s doplnujicim
komentarem.



Uvod - motivace

Zadat urcitou relaci znamend predem uvest mnozinu, mezi jejimiz proky plati
prislusny vztah. Napriklad relace je bratrem je upiné definovdina teprve
tehdy, jestlize predem presné urcime mnozinu lidi, mezi nimiZ vztah je bra-
trem uvaZujeme. MuZeme pak sestavit soupis vsech takovych usporddanych
dvogic lidi z této mnoziny, Ze pruni clovek v kaZdé z téchto usporddanych dvo-
jgic je bratrem druhého clovéka z téZe dvojice. [1], Relace, s. 27

Vsimnéme si nekolika jednoduchych prikladi ze skolské matematiky :
e byt rovnobézZny v mnoziné primek dané roviny
e byt mensi v mnoZiné vsech prirozenych cisel

e Zak x chodi do stejné tridy jako Zak y v mnoziné vsech Zaki urcité
skoly

Podobngm zpiusobem hledd tanecni mistr odpovéd na otdzku, zda md v sdle
stejny pocet tanecnic i tanecniki: poruci pdnim, aby vyzvali ddimy k tance,
cimz se vytvori dvojice, které se dokonce samy vytvdreji jdouce na tanecni
parket.

Nejinak se pocind i hostinsky pri rozndseni piva. Aby nemusel nosit v hlave,
kolik piv jednotlivym hostum dal, neprinasi hostum jen piva, ale usporddané
dvogjice, jejichZ pronimi slozkami jsou Zadand piva a druhymi sloZkami cdarky
na hostiv ticek. A potom: pocet éarek = pocet vypitych piv. [8], Konetné a
nekonecné mnoziny, s. 50

Co je to relace, 1ze tedy nejsnaze objasnit na prikladech:

Piiklad 0.1. Domacnost rodiny Novakovych se sklada ze Sesti ¢lent; v za-
vorce je uveden vék piislusného ¢lena domécnosti: otec (41) rokid, matka (37)
roku, babicka (65) roki, teta (39) roki, stryc (40) roki, Jirka (15) rok.
Zapiste vSechny prvky relace U, jez je v mnoziné vSech ¢lent této domacnosti
urcena vyrokovou formou x je starsi nez y.

Reseni. Chceme-li najit vechny moznosti relace U, kterd je v mnoziné
vsech ¢leni této domacnosti urcéena vyrokovou formou x je starsi nez vy,
zavedeme si oznaceni:
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matka ... m
babicka ..., b
teta o t
SETTC oo S

Jirka J

Podle oznaceni i podle véku seradime vSechny cleny domécnosti na pirimce
viz obr. 1

|

|
J m t S o) b
(15) (37) (39) (40) (41) (65)

Obrazek 1: Cleny domacnosti podle véki

Nalezneme a zapiseme vsechny prvky, které jsou v mnoziné vsech cleni této
domaécnosti uréeny vyrokovou formou x je starsi nez y. Uz snadno dosta-
neme:

U = {(b0),(b,5),(b,1), (b;m), (b, ]), (0,5),(0,1), (0,m), (0, ),
(s,0), (s,m), (s, J), (£, m), (¢, J), (m, J)}

Komentar. Usporadana dvojice je casto pouzivana a je potfeba rozumeét, jak
usopiradana dvojice funguje. V matematice se casto setkdvame s mnozinami,
jejichz prvky jsou usporadané dvojice. Z predchozi mnoziny { Véra, Jan, Mi-
chal} vime, Ze nemizeme zaménit potradi. V usporddané dvojici zéalezi na
tom, v jakém poradi prvky uvedeme.
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Kapitola 1

Kartézsky soucin

1.1 Usporadana dvojice

S usporadanymi dvojicemi se budeme déle velmi ¢asto setkavat. Pojem ,uspo-
rfadana dvojice” vysvétli nasledujici definice.

Definice 1.1. Usporadanou dvojici prvki nazyvame mnoZinu (a,b) defino-
vanou vztahem (a,b) = {{a}, {a,b}}.

Prvek a se nazyva prvni slozka a prvek b se nazyva druha slozka usporadané
dvojice. Mnozina {a,b} udava slozky usporadané dvojice (a,b), mnozina {a}
pak urcuje, kterou z téchto slozek je nutno chépat jako prvni [7].

Komentar. Diulezité je rozliSovat tyto zapisy: {x,y} a (x,y). Prvni zapis {x,y}
znamena mnozinu, kterou tvoii prvky z, y. Druhy zapis (x,y) uvadi uspota-
danou dvojici, kde prvni slozka je x a druha slozka je y.

Piiklad 1.1. Podivejme se na obrazek 1.1 a vypiSme postupné vSechny uspo-
fadané dvojice (z,y), pro néz plati tyto tii podminky:

1. X je néktery z bodi mnoziny H = {A;, As, A3}

2. y je nékterd z pfimek mnoziny K = {pi, p2, ps, p4}

3. X ey

Komentar. Pro spravné reseni prikladu je dilezité splnit vSechny tii dané
podminky.

1. XEH, H:{Al,AQ,Ag}

12



O Ps

P.

Obrazek 1.1: Piimky a body

2. y€ K; K = {p1,p2, p3, pa}
3. X ey

Reseni. Mnozina H je t¥iprvkova. Tvoii ji jednotlivé body A, As, As.
Mnozina K je ¢tyrprvkova. Tvori ji jednotlivé primky pq, ps, p3, ps. Ze zadani
ptikladu je jasné, Ze budeme tvofit usporadané dvojice ve tvaru (X,y).

Resenim piikladu budou usporadané dvojice, kde X bude néktery bod mno-
ziny H a y bude néktera primka a mnoziny K. Snadno dojdeme k mnoziné
U ={(A1,p1), (A1,p3), (A3, p2)}, kterd je Fesenim piikladu.

Kazda usporadana dvojice z mnoziny U vznikne priisec¢ikem bodu z mnoziny
H s ptimkou z mnoziny K. Bod A netvori zadnou uspofadanou dvojici, pro-
toze nespliuje druhou a tfeti podminku. Stejné tak piimka p, neni prvkem
zadné usporadané dvojice, protoze neprotina zadny bod mnoziny H - jinymi
slovy neni splnéna prvni podminka X.

Obrazem prvku X mnoziny H je bod (Aj, Ay, As).

Obrazem prvku y mnoziny K je piimka (p1, p2, ps, ps)-

Obrazem uspotradané dvojice je prisecik prvni a druhé slozky usporadané
dvojice - tim je splnéna tieti podminka X € y.

Pomoci pojmu usporadané dvojice zavedeme kartézsky soucin dvou mnozin.

1.2 Kartézsky souc¢in dvou mnozin

Ndzev  kartézsky“ (kartézsky soucin, kartézsky graf, kartézskd - pravotuhld
soustava soutadnic, kterou urcuji dvé osy navzdjem kolmé) je odvozen od
jména René Descartes (1596 — 1650), latinsky Cartesius. Francouzsky
matematik, filosof a prirodovédec. Jeho zndmy vyrok ,Cogito, ergo sum“
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(Myslim, tedy jsem) je wvychozi premisou pro novy filosoficky systém zalo-
zZeny na racionalismu, na aktivni ¢innosti rozumu, rozviji metodu dedukce.
Je jednim z nejvyznamnéjsich matematiki novovéku - zavedl pojem funkce
a promeénne veliciny, je povaZovan rovnéZ za jednoho ze zakladateld analy-
tické geometrie (,Rozprava o metodé“ z r.1637) [9], Kartézsky soucin dvou
mnozin, s. 22

Definice 1.2. Kartézskym soucinem (libovolnych) mnozin A, B nazyvame
mnozinu vSech uspotddanych dvojic (z,y), kde x € A, y € B. Kartézsky
sou¢in mnozin A, B oznacujeme A X B.

Jetedy Ax B={(xy) |z € ANy € B}

e Je-li aspon jedna z mnozin A, B prazdna, je také jejich kartézsky soucin
A x B prazdna mnozina, nebot neni z ¢eho tvofit usporddané dvojice.

e Miize také nastat ptripad, ze A = B a pak hovorime o kartézské mocniné
Ax A= A%

e Ma-li mnozina A pocet prvkl a, mnozina B pocet prvki b, pak kartéz-
sky soucin ma a - b prvki.

e Definici kartézského soucinu dvou mnozin je mozno rozsitit na kar-
tézsky soucin libovolného poctu mnozin, jehoz vysledkem je mnozina
n—tic, takto:

Xy x Xgx - x X, ={(21,29,...,2,) 12 € X;,1 <i<n}
Vlastnosti kartézského soudéinu

Pro kartézsky soucin plati vlastnosti:
a) komutativnost
— kartézsky soucin neni komutativni A x B # B x A
b) asociativnost

— kartézsky soucin je asociativni. Pro libovolné mnoziny A, B, C
(utvotrené ze zékladni mnoZiny Z) plati:

Ax (Bx(C)=(AxB)xC

14



c) distributivnost

— distributivnost kartézského soucinu vzhledem ke sjednoceni a prii-
niku. Pro libovolné mnoziny A, B, C (utvotené ze zékladni mno-
ziny Z) plati:

(AUB)x C = (AxC)U(B x (), tj. sjednoceni mnozin
(ANB)xC = (AxC)N(B x (), tj. prinik mnozin

Priklad 1.2. Jsou dany mnoziny S = {1,2,3,5},7 = {-3,0,7}. Urcete
SxT, TxS Sx8,TxT.

Komentdr. Vyjdeme z definice kartézského soucinu. Vime, zZe je to mnozina
usporadanych dvojic, kde prvni slozka patii do mnoziny A a druhé slozka
patii do mnoziny B.

Reseni. Vime, 7e mnozina S ma 4 prvky a mnozina 7 mé 3 prvky.
Vysledkem je 12 usporadanych dvojic.
SxT = {(1,-3),(1,0),(1,7),(2,-3),(2,0),(2,7),
(3’ _3)’ (37 0)’ (37 7)’ (57 _3)7 (5’ 0)7 (5’ 7)}
Je dilezité védeét, ze kartézsky soucin T'zS neni stejny jako soucin SzT.
Prvky mnoziny S budou v tomto pripadé prvnimi slozkami a prvky mnoziny
T druhymi slozkami usporadanych dvojic uvedeného kartézského soucinu.
TxS = {(-3,1),(-3,2),(-3,3),(-3,5),(0,1),(0,2),(0,3), (0,5),
(7,1),(7,2),(7,3),(7,5)}.

7Z tohoto prikladu plyne, ze S x T'# T x S to znamena, ze kartézsky soucin
neni obecné komutativni.

S x S -tj. S%. Vime, Ze podle definice A = B hovoiime o kartézské mocniné
A x A = A% V tomto piipadé 16 usporadanych dvojic, protoze mnozina S
ma prave 4 prvky.
Sx S = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,5),
(3,1),(3,2).(3,3).(3,5),(5,1), (5,2), (5,3), (5,5)}-

T x T teSeni je podobné jako u predchazejiciho prikladu S x S. Ale pocet
usporadanych dvojic bude 9.

TxT = {(-3,-3),(-3,0),(-3,7),(0,-3),(0,0),
(0,7),(7,-3),(7,0),(7,7)}.
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Priklad 1.3. Je ddna mnozina L = {(1,0),(0,1),(2,1),(0,0),(2,2),(0,2),(2,0)}.
Rozhodnéte, zda existuji takové mnoziny M, O, pro néz plati L = M x O.
Reseni. M = {0,1,2}, O = {0,1,2}

Predpokladame, ze existuji mnoziny M, O takové, ze plati L = M x O.
Uréime vyc¢tem mnozinu M, tj. prvni slozku usporadané dvojici a mnozinu
O, tj. druhou slozku usporadané dvojici. Usporadané dvojice mnoziny L musi
byt takové, aby platil kartézsky soucin M x O. Zkouméame-li timto zptisobem
vSechny prvky mnoziny L, dojdeme k zavéru, ze chybi usporadana dvojice
(1,1).

Mx0 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),

Z definice kartézského soucinu vyplyva, ze kazda usporadana dvojice (x,y),
pro kterou plati, ze * € M a zaroven y € O, patii do mnoziny L. Dvojice
(1,1) € M x O a pfitom (1,1) ¢ L, tedy L # M x O.

1.3 Grafické znazornéni kartézského soucinu
Ke grafickému znazornéni kartézského soucinu slouzi 3 postupy [7].

1. Pfi znézornéni kartézského grafu kartézského souc¢inu A x B:

e Zvolime si dvé kolmé primky, zpravidla vodorovnou a svislou.

e Na vodorovné pirimce znézornime jednotlivé prvky mnoziny A jako
body, na svislé pfimce znazornime jednotlivé prvky mnoziny B,
opét jako body.

e Poté kazdym vyznacenym bodem vedeme kolmici k pfimce, na niz
lezi, a vyznacime priseciky vSech takto sestrojenych kolmic.

e Tyto priseciky jsou obrazy prvki kartézského soucinu A x B, tedy
znédzornéni usporadanych dvojic (z,y) € A X B.

2. Pfii znazornéni Sachovnicového grafu kartézského soucinu A x B:

e Zvolime si dva kolmé ptrimky, napt. vodorovné a svislé, a jednot-
kové tisecky.

e Danym prvkiim mnoziny A prifadime jednotkové tsecky na vodo-
rovné primce a jednotlivym prvkiim mnoziny B pfitadime jednot-
kové tisecky na svislé primce.

e Kazdym vyznacenym bodem vedeme kolmici na primku, na niz
lezi. Dostaneme ¢tvercovou sit.
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e Kazdy c¢tverecek v roviné je obrazem prvku kartézského soucinu
A x B, tedy je obrazem usporadané dvojice (z,y) € A X B.

3. Uzlovy graf kartézského soucinu A x B:

e Vyc¢tem prvkd uréime mnozinu A U B a kazdy jeji prvek znazor-
nime v roviné jako krouzek, kterému tfikadme uzel.

e Jednotlivé usporadané dvojice (x,y) € A x B znézornime nésledu-
jicim zptsobem: vyznacime kolem uzlu smycku za ptredpokladu,
ze prvni slozka usporadané dvojice se rovna jeji druhé slozce, pti-
padné tsecku se Sipkou sméitujici od uzlu z k uzlu y, pokud slozky
uspotradanych dvojic jsou rizné.

e Obloucky, respektive tsecky se Sipkami nazyvame orientované hrany.

Nasledujici tabulka shrnuje obrazy prvki mnoziny A, B a A x B v jednotli-
vych grafech.

nazev grafu | obraz prvku obraz prvku
mnozin A, B mnoziny A x B
kartézsky bod roviny na prislusné ptimce | bod roviny v roviné
Sachovnicovy | jednotkova tisecka ¢tverecek v roviné
na prislusné piimce
uzlovy krouzek, uzel oblouk se sipkou,
orientovana hrana

Je dllezité naucit se graficky znazornovat kartézsky soucin. Jedna se o postup
zalozeny na vyhledéavani bodt. Nazorny graf a jednoduché vysvétleni castéji
pomitze k pochopeni. Budeme potfebovat pfi sestrojovani kartézskych graft
relaci. Znazornéni grafi pochopime z jednoduchych prikladi.

Piiklad 1.4. Znézornéte kartézskym a Sachovnicovym grafem kartézsky sou-
¢in A x B, je-li: A = {a,b,c}, B = {o,p}.

Reseni. Podle uvedeného postupu kartézského grafu sestrojime kol-
mice z, y. Na piimce z vyzna¢ime prvky mnoziny A = {a,b,c}. Na pfimce y
vyzna¢ime prvky mnoZiny B = {o,p}. Obrazem uspoiddané dvojice je pri-
seCik kolmic vedenych obrazem prvni a druhé slozky uspotéddané dvojice.
Nalezneme vSechny usporadané dvojice kartézského souc¢inu A x B.
Podobné sestrojime Sachovnicovy graf A x B. Obrazem prvki mnoziny A
je usecka na ose z s body a, b, c. Obrazem prvki mnoziny B je Gsecka na
ose y s body o, p. Obrazem usporadané dvojice je pole = ¢tverecek v roviné.

Ax B = {(a,0),(a,p), (b, 0),(bp), (¢ 0),(c,p)}
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y y
i [c.p]
C,
o P P
o
a b ¢ X a b c X
Obrazek 1.2: Kartézsky Obrazek 1.3: Sachovni-
graf Ax B covy graf A x B

Priklad 1.5. Znazornéte uzlovym grafem kartézsky soucin A x B, je-li A =
{1,2}, B = {a,b}.

Komentdr. Vratime se k uvedenému postupu uzlového grafu kartézského sou-
¢inu A x B. Podminkou pro sestrojeni uzlového grafu je vytvoreni sjednoceni
mnozin A x B. Kazdy prvek A U B znazornime v roviné - pfedstavuje uzel
grafu. Znézornime usporadané dvojice (x,y) € A X B tak, ze vedeme tisecku
se Sipkou. Sipka vzdy sméfuje od uzlu z k uzlu y. Usecky se Sipkami jsou
orientované hrany. Kolem uzlu nevyznac¢ime zadnou smycku, protoze prvni
slozka uspotradané dvojice se nerovna druhé slozce. Obrazem prvkd mno-
ziny A(B) je bod v roving, tj. uzel. Obrazem uspofadané dvojice je Sipka,
tj. orientovand hrana. (Oblouk se Sipkou to znamend, Ze smycka je obrazem
usporadané dvojice jen, kdyZ se pruni sloZka rovnd druhé sloZce usporddané
dvojice).

Reseni.

AUB = {1,2,a,b}
Ax B = {(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}

Uzlovy graf A x B
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Kapitola 2

Binarni relace

V kapitole je formulovano nékolik definic, které se pokusim svym fesenim
vysvétlit a priblizit k chapani sluchové postizenych. V predchazejici kapitole
jsme se seznamili s kartézskym souc¢inem dvou libovolnych mnozin a také
s kartézskou druhou mocninu. Nyni nasim tkolem bude vymezeni pojmu
binarni relace a pak vymezeni dalSich, které se k binarnim relacim pfimo
vztahuji.

Definice 2.1. Binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B se nazyva kazda
podmnozina kartézského souc¢inu A x B. V pripadé, ze A = B, budeme
misto o ,binarni relaci z A do B“ mluvit o ,binarni relaci v mnoziné A“.

Binarni relace miize byt dana vyctem vsech svych prvki nebo je definovana
jako obor pravdivosti jisté vyrokové formy V' (z, y) o dvou proménnych v mno-
ziné A x B (napt. V = {(z,y) € R x R; y = x + 2} je definovana jako obor
pravdivosti vyrokové formy y = = + 2 v mnoziné R x R). Ve druhém piipadé
budeme castéji fikat, Ze binarni relace z A do B je ddna (urcena) vyrokovou
formou V (z,y).

Je-li dana neprazdna mnozina M Z, pak kazda podmnozina kartézského sou-
¢inu M x M se nazyva binarni relace v mnoziné M. PiSeme: usporadana
dvojice (z,y) € R nebo xRy.

Vsechny dvojice (z,y) € M x M, které nepatii do relace R, tvofi relaci, zna-
¢ime ji R a nazgyvame ,doplitkovou® relaci k relaci R.

Necht R je relace, pak inverzni relaci R~! k relaci R dostaneme tak, Ze za-
meénime poradi slozek ve vSech usporddanych dvojicich tvoricich relaci R.

Komentdr. Definice nam vysvétluje pojem binarni relace. Zavedeme si dvé
libovolné mnoziny A, B. Mtizeme urcit, zda je mnozina A x B binarni relaci
mezi A a B. Podle definice vime, Ze kazdou podmnozinou kartézského soucinu
A x B nazveme ,binarni relaci mezi mnoZinou A a mnozinu B“. Potom

19



mnozina A X B je binarni relaci mezi A a B.

Relace mezi A a B je podmnozinou kartézského souc¢inu A x B.

Relace mezi B a A je podmnozinou kartézského soucinu B x A.

Poradi, v jakém jsou napsana v prislusném néazvu pismena A, B, je velice
dilezité. Nelze je zameénovat!.

Priklad 2.1. Jsou dany mnoziny C' = {1,7,17,2,8}, D = {l,m,n,o,p}.
Uvedte asponi po dvou prikladech relaci:

a) mezi C'a D
b) mezi D a C
c)vC
d) vD

Resent. Vyjdeme z definice binarni relace. PopiSeme kartézsky soucin a
prislusné relace jsou pak libovolné dvé jeho podmnoziny.

ad a) Budeme fesit C' x D.
CxD={(1,0),(1,m),(1,n),(1,0),...,(8,0),(8p)}

ad b) Vidime, Ze je mezi dvéma relacemi opa¢né, je mozné oznacit jako (C, D)1
D xC={(1),17),17),(,2),...,(p,2), (p,8)}

ad ¢) Budeme misto relace mezi C a D tesit relace v C. Tj. kartézskd mocnina
CxC=C?

CxC={(1,1),(1,7),(1,17),(1,2),...,(8,2),(8,8)}
ad d) relace v D

D x D ={(,1),(l,m),(l,n),(,0),...,(p,0),(p,p)}

Priklad 2.2. Jsou dany mnoziny C' = {1,4,12}, D = {1,7,8}. Rozhodnéte,
zda mnozina U = {(1,1), (1,4),(7,1)} je

a) relace mezi C a D
b) relace mezi D a C

Tyz kol Feste pro mnozinu V = {(12,7), (4,1),(1,1)}.
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Reseni.ad a) Musime fesit C x D.
CxD={(1,1),(1,7),(1,8),(4,1),(4,7),(4,8),(12,1),(12,7),(12,8) }
7 teseni je jasné, ze mnozina U neni relace mezi C' a D, protoze uspo-
radané dvojice (1,4),(7,1) ¢ C x D.
ad b) D x C={(1,1),(1,4),(1,12),(7,1),(7,4),(7,12),(8,1),(8,4),(8,12)}

Mnozina U je relaci mezi D a C, protoze mnozina U C D x C.

Podobné budeme fesit pro mnozinu V' = {(12,7), (4,1),(1,1)}.

Relace mezi C' a D

Mnozina V je relaci mezi C a D, protoze mnozina V € C' x D.

Relace mezi D a C

Mnozina V neni relaci mezi D a C, protoze uspofadané dvojice (12,7), (4,1) ¢
D xC.

Priklad 2.3. Nechf je ddna mnozina A = {z,y,2} a v ni je dédna relace
vyétem vSech uspofadanych dvojic R = {(z,y), (z,z), (y, ), (2, 2)}. Urcete
vyétem prvki relaci doplitkovou R a relaci inverzni R™1.

Reseni. Dilezité je uréit A x A.
AxA={(z,2),(z,y),(2,2), (y,2), (¥, 9), (¥, 2), (z,2), (2,9), (,2)}

7, definice vime, ze vSechny usporadané dvojice, které nepatii do R, tvori
. v /
relaci doplikovou R .

R, = {(ZL’, Z)? (y,y), (y,z), (Z,:L‘), (Z7y)}

U inverzni relace existuje plynuly pfechod. Kdyz vyjdeme z definice, pak
inverzni relaci R~! k relaci R dostaneme tak, Ze zaménime poiadi ve vSech
usporadanych dvojicich, které tvori relaci R. Potom

R = {(%w)a ([B,.’E), ([B,y), (Z’ Z)}

Priklad 2.4. Rozhodnéte, zda usporadané dvojice (2,4), (6,2), (8,3) patii
relaci:

a‘) Rlz{(xvy)ecxoax_2y_2§0}a
b) Ry = {(v,y) € C x C,x <y},
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Komentar. Relace mize byt dana bud vy¢tem prvki (tj. jsou vypsany vSechny
jeji prvky), nebo jako obor pravdivosti vyrokové formy.

Relace je ddna vyrokovou formou = — 2y — 2 < 0. Ukolem je vypsat viechny
usporadané dvojice (z,y) € C x C, pro které je x — 2y — 2 < 0 pravdivy
vyrok. Mizeme postupovat takto:

Dosadime do vyrokové formy x — 2y — 2 < 0 za x nejprve ¢isla 2 a za y ¢isla
4. Dostaneme rovnici

2—-2-4-2
-8

0
0

IN A

Tento vyrok je pravdivy. Uspotddand dvojice (2,4) je tedy prvkem oboru
pravdivosti vyrokové formy = — 2y — 2 < 0. Patii tedy relaci R. (2,4) € Ry
Tento postup opakujeme pro vSechny dalsi prvky usporadanych dvojic. Pri-
pomernime si, ze pro obory pravdivosti vyrokové formy V'(z,y) plati, Ze pravé
kdyz po dosazeni prvka do V(z,y). Vsude za = a za y dostaneme pravdivy
vyrok. Podle definice je-li relace T definovana jako obor pravdivosti vyrokové
formy V(x,y) v mnoziné A x B piSeme

T={(z,y) € Ax A V(z,y)}

Reseni.ad a)

r—2y—2 < 0

6—-2-2—-2 < 0

6—-4—-2 < 0

0 <0

To je pravdivy vyrok, proto (6,2) € Ry

r—2y—2 < 0

8§—-2-3—-2 < 0

8—6—-2 < 0

0 <0

To je pravdivy vyrok, proto (8,3) € R;.
Dosli jsme k zavéru, ze usporadand dvojice (2,4), (6,2), (8,3) patii relaci
R;.
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ad b) Relace je opét urcena vyrokovou formou. Podobné tkolem je vypsat
v8echny uspotradané dvojice (z,y) € C x C, pro které je z < y pravdivy

vyrok.
2 < 4=(2,4) € R,
6 < 2=1(6,2)¢ Ry
< 3=(8,3)¢ Ry

Dosli jsme k zavéru, Ze jen usporadané dvojice (2,4) patii relaci R.
Piiklad 2.5. Necht M = {a,b}. Vypiste:
a) vSechny relace na mnoziné M
b) vSechny relace na M, které nejsou tranzitivni

c¢) vSechny relace na M, které nejsou antisymetrické

29 "

(pojmy ”tranzitivni”, ”antisymetrickd” viz na str. 27)

Reseni. a) relace na M (tj. kazd4 podmnozina kartézského soucinu
M x M)

M x M = {(a,a), (a,b),(b,a), (b, b)}

a ® °
a b

moznosti: 24 = 16
Na mnoziné M je celkem 16 relaci.

Relace nuloprvkové
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Relace jednoprvkové

Ry = {(a,a)}
Ry = {(a,b)}
Rt = {(b,a)}
Ry = {(b,b)}

Re = {(&7 a)’ (a, b)}

Ry = {(a,a),(ba)}

Ry = {(&7 a)’ (0, b)}

Ry = {(&7 b)’ (0, a)}

Ry = {(CL, b)v (b7 b)}

Rll - {(b> a)’ (b> b)}

Relace triprvkové: ( 3) = (‘11) = 4 moznosti

Ry = {(&7 a)’ (& b)’ (0, a)}
Ry = {(CL, a)v (CL, b)v (b7 b)}
Ry = {(CL, a)v (b7 a)v (b7 b)}
Ris = {(&7 b)’ (0, a)’ (0, b)}

Relace ¢tyrprvkova: (4) = 1 moznost

4
R]_ﬁ = MxM

b) vSechny relace na M, které nejsou tranzitivni

Ry = {(CL, b)v (b7 a)}
Ry = {(CL, b)v (b7 a)v (CL, a)}
Ry = {(&7 b)’ (b> a)’ (b> b)}

c¢) vsechny relace na M, které nejsou antisymetrické
Podle definice je relace R je antisymetricka, pokud plati
Ve,y € A: (x,y) € RA(y,x) € R= (x =y) a to neplati pro

R, = {(&76)’((77@)}
Ry = {(&76)’([77@)’(&7“)}

Ry = {(CL?b)v(b?a)v(b?b)}
Ry = MxM
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2.1 Grafické znazornéni typu relaci

Komentdr. 7 predchozi kapitoly vime, ze binarni relace souvisi s kartézskym
souc¢inem. Také grafické znazornéni relace bude vychazet z kartézského sou-
¢inu. Kartézsky soucin jsme znazornovaly tfemi zptsoby: kartézskym, sa-
chovnicovym a uzlovym grafem. Relace v mnoziné i relace z mnoziny do
mnoziny budeme znazortiovat opét grafy:

a) kartézskym
b) uzlovym

Relaci znazornime kartézskym grafem tak, ze do kartézského grafu kartéz-
ského soucinu vyznacime jen ty body, které patii do relace.

Priklad 2.6. Na mnoziné M = {1,2,3,4,5} jsou definovany relace vyroko-
vymi formami:

a) T <y

b) z je délitelem .

Urcete vyctem prvkia tyto relace. Znazornéte relace kartézskym i uzlovym
grafem. Urcete defini¢ni obory a pole binarni relace.

Komentdr. Budeme se nyni zabyvat problémem grafického znazornéni bi-
narni relace. Vyznamnym elementem je v této véci graf kartézského soucinu.
Je tfeba rozumét postupu. Vzhledem k tomu, Ze kazda relace mezi A a B je
podmnozinou kartézského soucinu A x B - to jiz vime z definice, bude postup
pri sestrojovani grafu shodny s konstrukci grafu kartézského soucinu.

Reseni.ad a) uréime vyctem prvka R = {(x,y) € M x M,z < y}.

MxM = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (4,1),(4,2), (4,3), (4,4), (4,9)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5)}

Dale najdeme usporadané dvojice pro které plati z <y
Rk ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)}
Urcéime defini¢ni obory hodnot relace R
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Lp=(1,2,3,4), Py = (2,3,4,5)
Pole binarni relace tvori mnozina M, ktera je pétiprvkova.
Sestrojime kartézsky graf relace R. Dulezité je védét, ze vyznacime jen

uspotradané dvojice, které patii relaci R.

y 2

=~ NW,rO

12345

ad b) Podobné budeme fesit R = {(z,y) € M x M, x|y}
Uz jsme Fesili M x M. Potom hledame relaci R, pro kterou plati x|y,
tj. y je délitelné z.

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4), (5,5)}
Urcéime defini¢ni obor hodnot relace R
Lr=1(1,2,3,4,5), Pr = (1,2,3,4,5)
Pole binarni relace tvoii mnozina M, ktera je pétiprvkova.

Sestrojime kartézsky graf relace R. Dulezité je védét, ze vyznacime jen
usporadané dvojice, které patii relaci R.

= NWPrO

12345

Piiklad 2.7. Sestrojte grafy relaci:
Uy = {(07 _1)7 (27 3)7 (i? 5)7 (67 0)7 (_27 _3)7 (_47 O)}
U2 - {(07 0)7 (07 1)7 (07 2)7 (37 0)7 (17 4)7 (57 6)}
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Komentdr. Binarni relaci graficky znazornujeme dvéma zptisoby a to kar-
tézskym a uzlovym grafem. Je pfipad od pripadu rizny. Kazdy zptsob zna-
zornéni ma své prednosti. V pripadé€ relace U; je vhodnéjsi kartézsky graf.
V pripadé relace U, sestrojime uzlovy graf.

Reseni. Vytvoiime kartézsky graf U, a uzlovy graf U,

| <
o

o e
4
3 ! °
S 0 3
o | | 1 | N N NP
#3201 0,12 3456 % 4
59— 2

c';ol'v}

2.2 Vlastnosti binarnich relaci v mnoziné
V pripadé, ze R C A x A, iikdme, ze R je relaci na mnoziné A.

Definice 2.2. e necht A je mnozZina. Binarni relace R na A je libovolna
podmnozina kartézského soucinu A x A

e necht R je binarni relace na A, pak

1. relace R je reflexivni, pokud plati (zRx), to znamena, Ze je prvek
x v relaci sam se sebou:

Vee A: (z,z) € R
-
X

2. relace R je symetricka, pokud plati kdyz:
Ve,ye A: (x,y) € R= (y,z) € R
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Xeo e

3. relace R je antisymetrické pokud plati kdyé
Ve,ye A: (x,y) € RA(y,x) € R= (x =y)

-@-y

4. relace R je tranzitivni, pokud plati kdyz:
Ve,y,z € A: (z,y) € RA(y,2) € R=(x,2) € R

.
Komentdr. Na prikladech si ujasnime pojmy. Nasledujici priklady ukazuji
jak rozpoznavat vlastnosti relaci. Pii hledani jednotlivych relaci, které maji

danou vlastnost, si musime uvédomit, jak je tato vlastnost definovana. Du-
lezita je definice a jeji symbolické zapisy.

Priklad 2.8. Je ddna mnozina M = {p,q,r,s,t}. Urlete vlastnosti relaci
Ry, Ry, R3 a Ry v mnoziné M, které jsou znazornény na uzlovych grafech.

: Y
@ S

q r @ r

Pe

Obrazek 2.1: R, Obrazek 2.2: R,
t t
p s p S
q r q r
Obrazek 2.3: Rs Obrazek 2.4: R,
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Komentdr. Reflexivnost relace se projevi napadné v uzlovém grafu smyckou
kolem kazdého uzlu. Zadna smyc¢ka nesmi chybét. Chybi-li, pak relace neni
reflexivni, proto R; neni reflexivni.

Symetri¢nost se projevi v uzlovém grafu dvojitymi orientovanymi hranami.
Z4dna hrana nesmi byt jednoduché. Kdyz je v grafu jedna jednoduché ori-
entovana hrana, tak relace uz neni symetrickd = R; neni symetricka.
Tranzitivnost z grafu pozname obtizné. Nejlépe tuto vlastnost ovéfime podle
definice. Prosetifime vSechny usporddané dvojice relace. Relace R; urcime
vyctem prvki

R; neni tranzitivni.

Relace antireflexivni se v uzlovém grafu projevi tak, ze kolem zadného uzlu
neni smycka. Objevi-li se v grafu jedna smycka, pak relace neni antirefle-
xivni. Graf mize obsahovat jednoduché i dvojité orientované hrany a také je
mozné jednu hranu se dvéma Sipkami. Tato relace nesmi obsahovat zadnou
usporadanou dvojici typu (x,z) € M x M. R; proto neni antireflexivni.
Antisymetri¢nost se v uzlovém grafu projevi tak, ze zadna Sipka neni dvojita,
mohou se kolem uzlu objevit smycky. R; proto neni antisymetricka.

Reseni. e uzlovy graf na obr. 2.1 R,
Ry neni reflexivni ani symetrickd ani tranzitivni ani antireflexivni a
antisymetricka.

e uzlovy graf 2.2 R,
Ry je reflexivni, symetricka, tranzitivni, ale neni antireflexivni a anti-
symetricka.

e uzlovy graf 2.3 Rj
R3 neni reflexivni, symetricka, tranzitivni, ale je antireflexivni a anti-
symetricka.

e uzlovy graf 2.4 R,
R4 neni reflexivni, symetricka, antireflexivni, ale je antisymetricka, tran-
zitivni.

Priklad 2.9. Jsou déany relace:
a) U = {(_275)7(575)7(57_2)7(070)}
b) Uy = {(_27 _2)7 (57 _2)7 (07 5)7 (07 0)7 (07 _2)}
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C) Us = {(0a0)> (_27 _2)7 (5’ 5)}
d) U4 =BxB

na mnoziné B = {0, —2,5}. Rozhodnéte postupné, zda jsou reflexivni, syme-
trické, tranzitivni.

Komentdr. k ovéfeni vlastnosti vyuzijeme definice. Vyjdeme z definice refle-
xivnosti, symetricnosti a tranzitivnosti. Relace R v mnoziné B je reflexivni
praveé tehdy, kdyz plati:

Vo € B, (x,x) € R.
Relace R v mnoziné B je symetrickd pravé tehdy, kdyz plati:
Ve,y € B, (z,y) € R= (y,z) € R.

(tj.- zRy = yRx) pro kazdé = a kazdé y z B.
Relace R v mnoziné B je tranzitivni pravé tehdy, kdyz plati:

Vr,y,z € B, (z,y) € RA(y,z) € R= (z,2) € R.

Reseni.ad a) neni reflexivni, protoze (—2,—2) ¢ R
je symetrickd, ale neni tranzitivni, protoze (—2,5) € R, ale (5,0) ¢
R7 (_27 0) ¢ R

ad b) neni reflexivni, protoze (5,5) ¢ R, (—2,-2) ¢ R
je tranzitivni, ale neni symetrickd, protoze (0,5) € R, ale (5,0) ¢ R

ad c) je reflexivni, symetrickd, tranzitivni

ad d) je reflexivni, symetrickd, tranzitivni
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Kapitola 3

Relace ekvivalence

FEkvivalence = rovnocennost, stejna platnost. Ekvivalence je vyrok vytvoreny
ze dvou vyrokl tim zpisobem, Ze mezi oba vyroky vsuneme slova ,tehdy a
jen tehdy, kdyz“ nebo presnéji ,,praveé tehdy, kdyz“.

Ekvivalence A < B je pravdivy vyrok pravé v téch piipadech, kdy maji

vyroky A, B stejnou pravdivostni hodnotu. Jsou ekvivalentni.

Definice 3.1. Relace R definovand na mnoziné M se nazyva relace ekvi-
valence prave tehdy, kdyz je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Pro vSechny a, b, ¢ z mnoziny A plati:

e reflexivnost: (a,a) € R
e symetri¢nost: (a,b) € R = (b,a) € R

e tranzitivita: (a,b) € RA (b,c) € R= (a,¢) € R

3.1 Ekvivalentni prvky
Relaci ekvivalence na mnoziné znac¢ime symbolem ~. Jestlize pro prvky a, b €
M plati, Zze a ~ b fikédme, Ze prvky a, b jsou navzajem ekvivalentni.

Neformélné feceno: ekvivalence je relace R C M x M takova, ze (z,y) € R
praveé kdyz x a y jsou v né¢jakém smyslu ,stejné“.

3.2 Rozklad mnozin

Je-1i jakakoliv relace ekvivalence definovana na mnoziné M, rozklada tuto
mnozinu na tridy rozkladu.
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Definice 3.2. Rozkladem libovolné neprazdné mnoziny M rozumime systém
podmnozin My, My, M3, ..., M,, ktery spliiuje nasledujici vlastnosti:

o M;#0,i=1,2...n,
e MiUM,U---UM, =M,
o M;N M; =0, pro kazdé i # j,

pak mnoziny My, M, ..., M, nazyvame ,tfidami rozkladu mnoziny M*.

7 uvedeného je ziejmé, ze systém podmnozin mnoziny M muze byt i neko-
necny.

Nyni si vysvétlime, jak tento rozklad probiha.

Zvolme libovolnou mnozinu M. Na ni je definovana relace R, ktera je refle-
xivni, symetrickd a tranzitivni a jedna se tudiz o relaci ekvivalenci. Zvolme
libovolny prvek a € M a sestrojme mnozinu 7; vSech prvkia x z mnoziny
M, které jsou s prvkem a ekvivalentni. ZapiSeme T} = {z € M;x ~ a}.
Existuje-li v mnoziné M dalsi prvek b, ktery nepatii do 77 (tzn. prvek b neni
ekvivalentni s prvkem a), sestrojime mnozinu Ty v8ech prvkd z z mnoziny
M, které jsou ekvivalentni s prvkem b, tj. mnozinu Ty = {x € M;xz ~ b}.
Existuje-li v mnoziné M dalsi prvek ¢, ktery nepatii do mnoziny 7; ani do
mnoziny 75, pak vytvorime mnozinu 75, kterd obsahuje prvek c¢ a vsechny
dalsi prvky x mnoziny M, které jsou s prvkem c ekvivalentni. ZapiSeme
T3 = {x € M;x ~ c¢}. Timto zptsobem pokracujeme tak dlouho, az vycer-
pame vSechny prvky mnoziny M.

Vysledkem tohoto postupu je mnozina 7', jejiz prvky jsou neprazdné mno-
Ziny, které nazveme tridy rozkladu 11,715, ...,T,,.

Piseme T = {T, T, ..., T,}.

3.3 Vlastnosti rozkladu

1. Sjednoceni vsSech trid rozkladu mnoziny M se rovnad mnoziné M.
Jinak: kazdy prvek x € M patii do nékteré z mnozin 11,75, ..., T,.

2. Prunik kazdych dvou tfid je mnozina prazdna. Jinak: kazdy prvek
je zafazen praveé do jedné tiidy rozkladu mnoziny M

3. Zadna z mnozin T, 75, ..., T, nemuze byt prazdna.
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3.4 Reprezentant tridy

Mnozina T, kterd ma uvedené vlastnosti, se nazyva rozklad mnoziny M.
Prvky mnoziny 7" se jmenuji tr"tdy rozkladu. Kazda trida rozkladu je jed-
noznac¢né uréena libovolnym prvkem tiidy. Rikdme, Ze libovolny prvek t¥idu
reprezentuje, a proto se nazyva reprezentant.

Ekvivalencemi jsou napt. takové relace, jako je rovnost ¢isel, rovnost pod-
mnozin dané mnoziny, rovnobéznost primek, shodnost trojuhelnikt apod.

Priklad 3.1. Je déana mnozina M = {1,2,3,4} a v ni jsou relace dany
vyctem prvki:

Rozhodnéte o kazdé relaci, zda je relaci ekvivalence a odtivodnéte. Naleznéte
tTidy ekvivalentnich prvki.

Komentdr. Relace jsou dany vyctem prvki. Ovérime, jestli Rp, Ry, Rz, Ry
jsou reflexivni, symetrické a tranzitivni. Pokud vSechny tii podminky spl-
nény, je tedy relace ekvivalence a vytvori rozklad této mnoziny M.

Kazdy prvek x € M patii do nékteré tfidy rozkladu. Sjednoceni vsech trid
rozkladu mnoziny M se rovna mnoziné M. (Definice rozkladu).

Resent. Relace ekvivalence znamenad, Zze musi platit = relace je souc¢asné
reflexivni, symetrickd a tranzitioni.

Ry = {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (47 4)}
e relace Ry je reflexivni, symetricka a tranzitivni

Tedy R; je relace ekvivalence.

Uzlovy graf relace R,
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3

. o)
T,

T = {1, DT}

T = {reMzxz~1}={1,2}
T, = {xeMx~3}={3}
T3 = {xeMux~4} ={4}
T = {{1,2}, {3}, {4}}

Relace R; je v mnoziné M reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je tedy relaci
ekvivalence a vytvari tiidy rozkladu Ti,T5, Ts.

RZ - {(47 4)7 (17 2)7 (27 1)}
e relace Ry neni reflexivni.

Automaticky R neni relace ekvivalence a nevytvari tridy ekvivalentnich
prvki.

Rs ={(1,2),(2,2),(1,1),(2,1)}
e relace R3 neni reflexivni.
Automaticky R3 neni relace ekvivalence a nevytvaii t¥idy rozkladu.
Ry ={(1,1),(3,4),(2,2),(1,2),(2,1),(4,4),(3,3), (4,3)}
e relace R, je reflexivni, symetricka a tranzitivni

R, je tedy relace ekvivalence.

Uzlovy graf relace Ry
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T = {1,T)}

T = {reMuzx~1}={1,2}
T, = {xe€Mx~3}={34}
T = {{1,2},{3,4}}

Relace R, je v mnoziné M reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je tedy relaci
ekvivalence a vytvari tridy rozkladu 77, T5.

Piiklad 3.2. Dopliite relace definované na mnoziné A = {1,2,3,4} mini-
malnim poc¢tem usporadanych dvojic, abychom dostali relace ekvivalence.
Potom najdéte reprezentanty trid rozkladu.

a) Sy =1{(3.4),(4,2),(22),...}
b) Se = {(1,2),(2,3),(3,2), (1,3), (3,1), (4,4), (2.1),(3,3),...}

Komentdr. Relace S; a S5 C A x A jsou ekvivalence pravé kdyz R je re-
flexivni, symetrickd a tranzitivni. Tyto t¥i vlastnosti je tedy tifeba ovérit
k dikazu toho, ze dané relace S; a Sy jsou ekvivalence.

Relace S7 a Sy jsou dany vyctem prvki, které nesplituji podminku definice
ekvivalence. Kdyz S; a So C A x A doplnime usporadané dvojice minimalnim
poctem usporadanych dvojic tak, aby byla relace ekvivalence splnéna.

Pro ovéfeni vlastnosti mizeme vyuzit uzlovy graf relace. Na uzlovém grafu
dobte vidime tiidy ekvivalentnich prvki a reprezentanty tiid rozkladu.

Reseni:

ad a) Z vy¢tu prvki relace S; zjistime, Ze relace neni reflexivni. Aby byla S;
reflexivni doplnime {(1,1), (3, 3), (4,4)}. Aby byla symetrickd, musime
ji doplnit {(4,3), (2,4)}. Relace uz je tranzitivni.

S1=4...,(1,1),(3,3),(4,4),(4,3),(2,4)}

Uzlovy graf relace 5.
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T = {1, T2}

Ty = {xeM,z~2}={23,4}
T, = {xeMz~1}={1}

T = {{2.3,4},{1}}

Reprezentantem tifidy 7 je napt. 2. Mize byt i 3 nebo 4.
Reprezentantem tiidy 75 je 1.

ad b) Z vyctu prvki relace Sy zjistime, Ze relace neni reflexivni. Aby byla
reflexivni doplnime {(1,1), (2,2)}. Relace je symetrickd a tranzitivni.

Se=4...,(1,1),(2,2)}

Uzlovy graf relace Ss.

T = {1, T2}

T, = {veMaz~1}={1,23}
T, = {veMuz~4}={4}

T = {{1,2,3} {4}}

Reprezentantem tiidy 7 je napt. 1. Mize byt i 2 nebo 3.
Reprezentantem tiidy 75 je 4.
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Kapitola 4

Relace usporadani

Dalsi velmi vyznamny piiklad relaci jsou tzv. relace uspotadani, nazyvané
také nekdy castecné usporadani.

Definice 4.1. e Rekneme, 7e relace R na mnoziné A je usporadani (&as-
te¢né usporadani), je-li R reflexivni, antisymetrické a tranzitivni relace.
Mnozinu A na které je definovana relace usporadani pak nazyvame
usporadanou mnozinou.

e Relace souvisla:
Relace R v mnoziné A se nazyva souvisla, pravé kdyz pro kazdé dva
prvky x,y z mnoziny M plati:

z#y=|[(z,y) € RV (y,z) € R].

V uzlovém grafu se relace souvisla projevi tak, ze kazdé dva uzly musi
byt spojeny hranou. Pritom Sipky mohou byt z obou stran a mohou se
vyskytnout smycky.

e Relace R definovana na mnoziné A, ktera je reflexivni, antisymetricka,
tranzitivni a souvisla se nazyva relace linearniho usporadani.

e Mnozina A, v niz je definovana relace linearniho uporadani R se nazyva
linearné usporadana mnozina (A, R).

e Je-li R relace usporadani v mnoziné A, pak skutecnost, ze prvek a
predchézi pred prvkem b, zapiSeme vztahem: a < b. (Prvek a predchézi
pted prvkem b v usporadani R).
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Definice 4.2. Necht (M, <) je uspofddana mnozina. Prvek a € M se nazyva:
e nejmensi, jestlize pro Vo € M plati: a <
e nejvetsi, jestlize pro Vo € M plati: x < a
e minimalni, jestlize neexistuje prvek = € M takovy, ze x < a
e maximalni, jestlize neexistuje prvek x € M takovy, ze a < x

Dva prvky a,b € M se nazyvaji srovnatelné, jestlize plati, ze a < b nebo
b < a. V opacném pripadé jsou prvky nesrovnatelné.

Neformélné feceno: usporadani je takova relace R C A x A, kde (x,y) € R
prave kdyz x je v néjakém smyslu ,,mensi nebo rovno®“ nez y. Mohou ovsem
existovat takova z,y € A, kde neplati (z,y) € R ani (y,x) € R. (Pak fikame,
ze x a y jsou nesrovnatelné.)

Piiklad 4.1. Rozhodnéte, které z téchto relaci v R jsou usporadani:
a) Ur ={(5,5),(2,1),(4,3),(7,7),(4,2),(1,0), (2,0)}
b) Uz ={(2,3),(3,4).(2,2),(1,0),(~v2,5),(0,1),(2,4)}
c) Us ={(=3,3),(2,-1),(3,0),(=1,-1),(=3,0),(=4,8)}

Komentdr. Vyjdeme z definice usporadani - musime ovéfit tii vlastnosti k di-
kazu toho, Ze dana relace R je usporadani: reflexivnost, antisymetricnost a
tranzitivnost.

Reseni:
ad a) U; ={(5,5),(2,1),(4,3),(7,7),(4,2),(1,0),(2,0)}

Uy neni reflexivni, protoze (0,0),(1,1),...,(7,7) ¢ R = U; neni uspo-
radani.

ad b) Uy = {(27 3)7 (37 4)7 (27 2)7 (17 0)7 (_\/57 5)7 (07 1)7 (27 4)}
U, neni reflexivni, protoze (0,0),(1,1),...,(4,4) ¢ R = U; neni uspo-
radani.

ad C) U3 = {(_37 3)’ (27 _1)7 (3? 0)7 (_17 _1)7 (_37 0)7 (_4a 8)}
Vlastnosti relace Us pozname z uzlového grafu. Je dobré vytvorit mno-
zinu Uz = {—4,-3,-1,0,2,3,8}

38



Us; je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Tim jsem dokézali, ze Us
je usporadani.

Priklad 4.2. Je ddna mnozina M = {1,2,3,4}.
Urcete vlastnosti relace R = {(2,1),(2,3),(2,4),(1,3),(1,4), (4,3)}.

a) Rozhodnéte, zda relace R je relaci usporadani.
b) Mnozinu M usporadejte pomoci relace R.

Komentdr. Aby byla relace R usporadani, musi byt reflexivni, antisymetricka
a tranzitivni. Musime dokazat tyto 3 vlastnosti. Vlastnosti relace pozname
nejlépe z uzlového grafu.

Reseni: Uzlovy graf relace R

Definice 4.3. Relace R definovana na mnoziné M, kterd je antireflexivni,
antisymetricka, tranzitivni a souvisla se nazyva relace ostrého linearniho
usporadani.
ad a) 1. Relace je antireflexivni, protoZe se v ni nevyskytuji usporadani
dvojice (1,1),(2,2),(3,3), (4,4) = uzlovy graf neobsahuje zddnou
smycku kolem uzlu
2. Relace je antisymetricka, protoze se v ni vyskytuje usporadana

dvojice napf. (2, 1) a nevyskytuje se dvojice (1,2) = v grafu neni
zadna orientovana hrana s oboustrannou Sipkou.
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3. Relace je tranzitivni, protoze plati
Ve,y,z € M;((z,y) € RA(y,2) € R= (x,2) € R)
napi. (2,1) e RA(1,4) e R=(2,4) € R
Podminka definice je splnéna.

4. Relace je konektivni (souvisld), kazdé dva uzly jsou spolu spojeny
hranou. Protoze relace R je antireflexivni, antisymetricka, tran-
zitivni a konektivni (souvisld), relace R se nazyva relace ostrého
linearniho uspotradani.

ad b) Usporaddme mnozinu M pomoci relace R. Budeme bréat postupné uspo-

radané dvojice a zjistime, jak relace R uspotadéa prvky mnoziny M.

R={(2,1),(2,3),(2,4),(1,3),(1,4), (4,3)}
(2,1) € R znamena, ze 2 < 1
(2,3) € R znamena, ze 2 < 3
(2,4) € R znamena, ze 2 < 4

2,
2
2
Cislo 2 je pied 1,3,4 = ¢islo 2 bude prvni prvek usporadané mnoziny.

(1,3) € R znamena, ze 1 < 3
(1,4) € R znamena, ze 1 < 4

Cislo 1 je pied 3, 4.
(4,3) € R znamena, ze 4 < 3
Cislo 4 je pied 3 = ¢islo 3 bude posledni prvek uspotradané mnoziny.

Uspotadame mnozinu M podle relace R.

2<1<4<3

Priklad 4.3. Na mnoziné M = {1,2,3,4} je ddna relace
R=1{(2,1),(2,3),(2,4),(1,3),(1,4), (4,3)}.

a) Urcete relaci inverzni R~

b) Nakreslete uzlovy graf relace R~

c¢) Urcete vlastnosti relace R, R™!.
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d) Ovéite, Ze relace inverzni R™! je relace uspotradani.
e) Uspofddejte mnoZzinu M v uspoiddani R, R~

Véta 4.1. Je-li relace R usporadanim v mnoziné M, je také inverzni relace
R~ uspofddanim v mnoziné M.

Reseni

ad a) Zameénime-li pofadi slozek ve vSech usporadanych dvojicich, které tvori
relaci R, dostaneme relace inverzni R~! (zaménime z a y)

R ={(1,2),(3,2),(4,2),(3,1),(4,1), (3,4)}

ad b) uzlovy graf relace R™*

ad c¢) Vlastnosti relace R viz pfedchozi piiklad ¢. 4.3
Podle definice je-li relace R usporadani v mnoziné M, je také inverzni
relace R~! usporfdddnim v mnoziné M.
R~ je antireflexivni, antisymetrickd, tranzitivni a konektivni (souvisla)

ad d) Podminky definice jsou splnény.

ad e) M; ={2,1,4,3}
Relace R~! uspotadd mnozinu M takto:

= (3,2),(4,2),(3,1),(4,1),(3,4)}
€ R znamen4, 7ze 3 < 2
S

R znamena, 7e 3 < 1
R znamena, ze 3 < 4

Y )

(1,2)
(3,2)
(3,1)
(3,4) €

Cislo 3 je pied 1,2,4 = ¢islo 3 bude prvni prvek uspofadané mnoziny.

(4,2) € R znamena, ze 4 < 2
(4,1) € R znamena, ze 4 < 1
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Cislo 4 je pied 1, 2.
(1,2) € R znamena, 7e 1 < 2
Cislo 1 je pred 2. Cislo 2 bude posledni prvek uspofddané mnoziny.

Uspotddame mnozinu M podle relace R.
3<4<1<2

Relace R uspofadd mnozinu M takto: My = {3,4,1,2}.

4.1 Hasseovsky diagram - nazorné zobrazeni
usporadani

Pro znazornéni usporadani se pouziva tzv. Hasseovsky diagram. Je to gra-
fické znazornéni podobné jako uzlové grafy. Je to zobrazeni diagramem, kde
,Vetsi® prvky jsou kresleny vyse nez ty ,mensi“.

Komentdr. Diagramy jsou slozeny z uzli reprezentujicich prvky, mnoziny X a
hran, které vyznacuji relaci pokryti - prislusnou danému usporadani < na X.
Podrobnéji, prvky mnoziny X znézornime jako uzly (to jest ,body“) v roviné
tak, aby v pripadé, kdy x < y lezel bod z nize nez bod y. Dva body z,y €
X spojime v diagramu hranou (tseckou), pravé kdyz x < y. Horizontalni
umisténi bodi je vhodné volit tak, aby pokud mozno nedochéazelo ke kiizeni
hran. Relaci < nazyvame: relace pokryti. (vyraz x < y ¢teme ,x je pokryt y
nebo y pokryva z“).

Definice 4.4. Hasseovsky diagram konecné uspofadané mnoziny (M, <) je
(jednoznacné) grafické znazornéni vzniklé takto:

e Do prvni ,horizontalni vrstvy* zakreslime body odpovidajici minimal-
nim prvkim (M, <). (Tj. které nepokryvaji nic.)

e Mame-li jiz zakreslenou ,vrstvu® i, pak do ,vrstvy“ i + 1 (kterad je
,had“ vrstvou i) zakreslime vSechny nezakreslené prvky, které pokry-
vaji pouze prvky ,vrstev® < . Pokud prvek x ,vrstvy“ i 4+ 1 pokryva
prvek y ,vrstvy“ < i, spojime x a y neorientovanou hranou (tj. ,C¢é-
rou”).
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Pozndmka: Hasseovsky diagram relace (M, <) sestrojime takto:
1. vSechny prvky mnoziny M vyznac¢ime krouzky - body v roviné
2. Je-li a < b, pak bod a nakreslime nize nez bod b

3. dva body a, b spojime tseckou < a < b a neexistuje k € M tak, ze
a<kANEk<D.

Vysledny graf se nazyva Hasseovsky diagram uspofadané mnoziny (M, <).

Priklad 4.4. Bud M mnozina vSech binarnich relaci na mnoziné A = {a, b, ¢},
které jsou reflexivni a zaroven symetrické. Nakreslete Hasseovsky diagram
uspotradané mnoziny (M, C).

Reseni.
Ry {(a,a), (b,b), (c,c}
Ry = {(CL, a)v (b7 b)v (Cu C)v (CL, b)v (b7 a)}
Ry = {(CL, a)v (b7 b)v (Cu C)v (b7 C)? (07 b)}
Ry = {(&7 a)’ (0, b)’ (c, C)’ (& 6)7 (07 a)}
Rs = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a), (b,c),(c,b)}
Re {(a,a), (b,b), (¢, c), (a,b), (b,a),(a,c), (c,a)}
Ry = {(a,a),(b,b),(c,c),(bc), (¢,b),(a,c), (¢,a)}
Ry = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a), (b,c),(c,b), (a,c), (c,a)}

Pak ptidame do relace R
R - {Rh R27 R37 R47 R57 R67 R77 RS}

Ry C Ry, R3, Ry, Rs5, Rg, Ry, R
Ry C Rs, Re, Rg

Rs C Rs, Ry Rg

Ry C Rg, Re, Ry

Rs C Rs

Rs C Rs

R; C Rg
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Nyni je graf
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Kapitola 5

Relace zobrazeni - zobrazeni
mnozin

5.1 zobrazeni, definicni obor a obor funkce,
zobrazeni prosté

Definice 5.1. e Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Relaci Z z A do B
nazveme zobrazeni z A do B, praveé kdyz ke kazdému = € A existuje
nejvyse jedno y € B takové, ze (x,y) € Z.

Je-li A = B, hovofime o zobrazeni v A.

Neformalné feceno:

Zobrazeni mnoziny z A do mnoziny B prifazuje kazdému prvku mnoziny A

nejvyse jeden prvek mnoziny B. Piseme f: A — B

Definice 5.2 (defini¢niho oboru a oboru hodnot). Jestlize (a,b) € Z, pak
prvek a se nazyva vzorem prvku b, prvek b se nazyva obrazem prvku a
v zobrazeni Z. Prvni obor zobrazeni se nazyva definiéni obor zobrazeni,
oznacujeme 01(Z) a druhy obor zobrazeni se nazyva obor hodnot zobrazeni
a oznacuje se 02(Z) [12].

Definice 5.3. Zobrazeni Z z A do B se nazyva prosté, pravé kdyz kazdym
dvéma rtznym prvkim x € A pfirazuji dva rtizné prvky z mnoziny B. Pak
hovorime:

o prostém zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B,
o prostém zobrazeni z mnoziny A na mnozinu B,

o prostém zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,
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o prostém zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Pravidlo: Relace Z C A x B je zobrazeni <=
a) na uzlovém grafu relace Z vychazi z kazdého uzlu nejvyse jedna Sipka,

b) na kartézském grafu relace Z na vSech primkach rovnobéznych se svis-
lou osou je zakreslena nejvyse jedna usporadana dvojice.

Terminu ,zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B* lze pouzit vzdy. Tim neni
feCeno o oborech zobrazeni nic vic, nez 0;(Z) C A a 05(Z) C B.

Prosté zobrazeni ma na kartézském grafu v kazdém tadku nejvyse jeden
bod grafu. Prosté zobrazeni na uzlovém grafu charakterizuje, ze z kazdého
uzlu, ktery znazornuje prvek mnoziny A vychazi nejvyse jedna orientovana
hrana a do kazdého uzlu, ktery znazornuje prvek mnoziny B nejvyse jedna
orientovana hrana vchazi.

5.2 Injekce, surjekce a bijekce

Definice 5.4. e Injektivni zobrazeni (injekce) je prosté zobrazeni mno-
ziny A do mnoziny B.
Pro a,b € A plati f(a) = f(b) a dokazujeme, ze a = b (kdyz se 2 rizné
prvky z mnoziny A zobrazi na stejny prvek mnoziny B — potom neni
zobrazeni injektivni).

e Surjektivni zobrazeni (surjekce) je zobrazeni mnoziny A na mnozinu
B. Dokazeme, ze pro libovolny prvek b € B existuje vzor (kdyZ nena-
jdeme v mnoziné B konkrétni prvek, ktery neméa pfi zobrazeni zadny
vzor, neni zobrazeni surjektivni).

e Bijektivni zobrazeni (bijekce) je prosté zobrazeni mnoziny A na mno-
zinu B. Bijekce je tedy zaroven injektivni zobrazeni a surjektivni zob-
razeni.

Plati 01(Z) = A a 05(Z) = B.

Priklad 5.1. Necht je ddna mnozina A = {a, b, ¢, d}, mnozina B = {x,y, z, u}.
Relace Z; jejiz graf je na obr. 5.1 a relace Z, jejiz graf je na obr. 5.2

46



A B A B
a X ao X
b z><j y b @/i y
CcCo V4 C zZ
d e u do —o
Obréazek 5.1: Relace Z; Obréazek 5.2: Relace Z,

Urcete, ktera z relaci jsou zobrazeni.

Reseni:
Relace Z; je zobrazenim, protoze podle definice zobrazeni z kazdého uzlu
grafu vychazi nejvyse jedna Sipka.
Relace Z, neni zobrazenim, nebot z uzlu ¢ vychézeji dvé Sipky.

Priklad 5.2. Urcete, které z nasledujicich relaci v mnoziné A = {0, 1,2, ...,6}
jsou zobrazeni. V pripadé zobrazeni zapiSte defini¢ni obor a obor hodnot.
Zobrazeni znazornéte graficky.

Reseni:

ad a) neni zobrazeni, protoze z ¢isla 0 vychazi dvé sipky a uspofadané dvojice
(3,2) ma vice hran

OOk wWN-O0
t
@)
OB WN-O0O
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ad b) neni zobrazeni, protoze z ¢isla 2 vychazi t¥i Sipky

A

>

OO WN -0
OO WN-O0O

7
O

ad c) je zobrazeni, spliiuje podminky defini¢ni obor, tj. mnozina vSech prv-
nich slozek uspotadanych dvojic ze zobrazeni R3 a obor hodnot je mno-
zina vSech druhych slozek usporadanych dvojic ze zobrazeni Rg

>
>

OO WN -0
O O O
OO WDN-O

O
O

01(Rs) = {0,1,2,3,4} a 0s(Rs) = {3, 4,5}

ad d) neni zobrazeni, protoZe z ¢isla 1 a 3 vychézi dvé Sipky

A A
0O o0
1 o1
2 2
3 3
4 O 4
50 5
6 O O 6

Priklad 5.3. Zobrazeni mnoziny nakreslete vSechna zobrazeni A — B a
uvedte, kterd z nich jsou injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni. Pfitom

a) A={a,b,c}, B={z,y}
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b) A ={a,b},B={z,y,z2}

Reseni:

a) f:A— B

AXB= {av b, C} X {xvy} = {(CL, :L‘), (CL, y)? (bv I)? (bv y)v (Cu I)? (07 y)}

Zobrazeni

Celkem je 8 zobrazeni, z toho je 6 surjektivnich a neni injektivni a

bijektivni.
b) f:A— B

AXB= {av b} X {:L’,y,Z} - {(CL, :L’), (CL, y)? (av 2)7 (bv I)? (bv y)v (b7 Z)}

Zobrazeni

jektivni.

Ji
Ja
VERE
Ja
J5
Jo
Jr o
Js

Ji e
Ja
VERE
Ja
I5
Jo
Jr o
Js
Jo -

Celkem je 9 zobrazeni, z toho je 6 injektivnich, neni surjektivni a bi-

{(a,2), (b,z), (¢, )}
{(a,9), (b,y), (c,y)}
{(a,2), (b;2), (¢, y)}
{(a,y), (b,2), (c, )}
{(a,y), (b,y), (c,7)}
{(a,y). (b, z), (c,y)}
{(a,2), (b,y), (c,x)}
{(a,z), (b,y), (c,y)}

{(a,z), (b,z)}
{(a,2), (b,y)}
{(a, ), (b,2)}
{(a,y), (b, )}
{(a,y). (b, y)}
{(a,y), (b,2)}
{(a,2), (b, x)}
{(a,2),(b,y)}
{(a,2), (b, 2)}
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Kapitola 6

Zbytkové tridy

Definice 6.1. Nechf n je pfirozené ¢islo n € N; a, b je celd ¢isla a,b €
7. Rekneme, Ze ¢isla a, b jsou kongruentni podle modulu n, piseme a =
b (mod n). Kdyz ¢isla a, b daji po déleni ¢islem n stejny zbytek. UkdZzeme,
ze je to relace ekvivalence na celych dcislech.

Mnozinu zbytkovych tiid znac¢ime

Zn ={laln | a € Z}, kde [a], ={b| b€ Z,b— a mod n = 0}.

Komentadr. Rozklad mnoziny na tzv. ,zbytkové tridy®“ je relaci typu ekviva-
lence.

Hledame binarni relaci, kterd rozkladd mnozinu tak, ze kazda dvé cisla patii
do jedné a téze tridy, davaji pti déleni stejnym cislem stejny zbytek. Kazda
tato dvé cisla jsou spolu v relaci, kterou hledame:

tato bindrni relace je tedy mnozina vSech uspofadanych dvojic (z,y) z dané
mnoziny, pro ktera plati, ze ,x dava pii déleni n stejny zbytek jako y*. Tedy
{(z,y) € A x A: x dava pti déleni stejny zbytek jako y}.

Tuto relaci je zvykem nazyvat kongruence (podle modulu n). MzZeme si
overit, ze tato relace je skutec¢né relace typu ekvivalence, Ze relace je v dané
mnoziné reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Relace ekvivalence R je pod-
mnozinou M x M.

Podle definice 3.1 "ekvivalence” je na str. 31.
Véta 6.1. Vztah kongruence je:

1. reflexivni, a = a (mod m),
2. symetricky, a = b (mod m) = b = a (mod m) a

3. tranzitivni, a = b (mod m) Ab = ¢ (mod m) = a = ¢ (mod m).
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Zdiraznime, ze = je vzdy relaci ekvivalence na mnoziné Z.

Definice 6.2 (kongruence podle modulu m). Necht m je pfirozené ¢islo vétsi
nez jedna. Potom binarni relace

{(z,y) € Ng x Ny : = dava pfi déleni ¢islem m stejny zbytek jako y},

se nazyva kongruence podle modulu m.
Zapis kongruence podle modulu m:

a=bmodm

uvedeny zapis ¢teme: ,Cislo a je kongruentni s ¢islem b podle modulu
13
me.

Napi. kongruenci podle modulu 7 lze zapsat takto:
{(z,y) € Ny x No : ¢ =y mod 7}.

Piiklad 6.1. Zapiste v mnoziné vSech prirozenych ¢isel kongruenci podle
modulu

a) 3

c) 11

Reseni:

a) kongruence podle modulu 3:
{(z,y) € Ng x Ny : z dava pii déleni ¢islem 3 stejny zbytek jako y}
nebo
{(z,y) € Ng x Ny : z = y mod 3}
Zapis ¢teme: {(z,y) € Ng x Ny : z,y jsou kongruentni podle modulu 3}

b) kongruence podle modulu 8:
{(z,y) € No x Ny : 2 dava pii déleni ¢islem 8 stejny zbytek jako y}
nebo
{(z,y) € Ng x Ny : z = y mod 8}
Zapis ¢teme: {(z,y) € Ny x Ny : x, y jsou kongruentni podle modulu 8}

c¢) kongruence podle modulu 11:
{(z,y) € Ng x Ny : x dava pii déleni ¢islem 11 stejny zbytek jako y}
nebo
{(z,y) € Ng x Ny : © =y mod 11}
Zapis ¢teme: {(x,y) € Ny x Ny : z,y jsou kongruentni podle modulu
11}
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Definice 6.3 (délitelnosti). Uvazujme dvé libovolné celd ¢isla a,b € Z. Ri-
kdme, ze b déli a (pfipadné a je délitelné b) pravé tehdy, existuje-li ¢ € Z
takové, Ze a = be. Pokud b déli a, piSeme a | b. V opa¢ném piipadé piseme
bta.

Véta 6.2. Jsou-li a, b kterdkoliv pfirozena ¢isla az na to, ze b # 0, existuje
pravé jedna dvojice pfirozenych ¢isel ¢, z, pro ktera plati [14]

a=b-qg+2z a z2<b

Necht je ddna usporadané dvojice prirozenych éisel a, b tak, Ze b se nerovné
nule. Zjistujeme-li usporddané dvojice pfirozenych disel ¢, z tak, Ze plati
rovnost @ = b - q + z a nerovnost z < b, fikdme, ze provadime ,déleni se
zbytkem®.

Definice 6.4 (déleni se zbytkem). Zobrazeni kartézského soucinu Ny x N
na kartézsky soucin Ny x Ny se nazyva ,déleni se zbytkem*, pravé kdyz je
v tomto zobrazeni uspotadané dvojici (a,b) z kartézského sou¢inu Ny x N
pfifazena uspofadand dvojice (¢, z) z kartézského soucinu Ny x Ny tak, ze
plati rovnost a = b - ¢ + z a nerovnost z < b.

Cislo z se nazyva ,zbytek” a pokud z # 0, pak ¢islo ¢ se nazyva ,netplny
podil® [14].

Piiklad 6.2. Urcete dvojice ¢isel ¢, z podle véty 6.2, pro

Reseni:
Komentadr. Hledame prirozena ¢isla ¢, z tak, aby platila rovnost:
a=b-qg+2zNz<b

Uvazujeme ptipad: 17 =5-q¢+ z A z < b. Musime dodrzet nerovnost z < b.

Nasim tkolem je délit ¢islo a ¢islem b.

e jestlize ¢islo a ,,je nasobek® cisla b, pak urc¢ime ,,podil“ ¢isel a, b
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e jestlize a ,neni nasobek® ¢isla b, pak ur¢ime ,neuplny podil ¢* ¢isel a,
b a zbytek z.

17 +5 = 3 (zbytek 2)
q=3,2="2
Délenec 17, délitel 5, netplny podil 3, zbytek 2.

Tvrzeni. To, ze takova dvojice je pravé jedna, dokazuje podle véte 6.2.
Podobné budeme postupovat v dalsich pripadech:

61 + 7 = 8 (zbytek 5)
61=7-8+5A5<T7
54=9-6+0AN0<9
11=13-0+11A11 <13

Definice 6.5 (zbytkové tiidy). Ozna¢me K, mnoZinu vSech usporadanych
dvojic (a,b) € Z x Z, pro které plati a = b (mod m). Z véty 6.1 vyplyva, ze
K,, je relaci ekvivalence na mnoziné 7Z a tim padem se mnozina rozpada na
navzajem disjunktni ekvivalenc¢ni tfidy, které budeme nazyvat zbytkovymi
tfidami. Kazda tfida se sklada z prvka vzajemné kongruentnich (mod m).

Poznamka:
Na mnoziné zbytkovych tfid mizeme definovat operace

— séitani

+ (komutativni grupa)
[aln, + [b]n = [a + b],,

— nasobeni

- (komutativni monoid)

[a] - [bln = [a - bl
Tyto dvé binarni operace jsou pro libovolné n € N.
Piiklad 6.3. b=m =4
Podle vzorce a =b-q+ 2

Komentdr. Ta ¢isla celd x € Z , ktera pfi déleni modulem 4 dévaji stejny zby-
tek tvori tridu. Zbytkova trida 0 ,nula“, protoze pti déleni modulem ziistane
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zbytek 0, znaci se 0. Zbytkova t¥ida 1 ,jedna“, protoze pfi déleni modtilem
ziistane zbytek 1, znadi se 1.

= {...,—16,-12,—8,—4,0,4,8,12,16,...}
= {...,—-15,—11,-7,-3,1,5,9,13,17,...}
= {...,—14,-10,—6,-2,2,6,10,14,18,...}

{...,—13,-9,-5,-1,3,7,11,15,19,...}

wl N = ol

Kdyz je model 4 - ziskdme 4 zbytky. Pti déleni 4 mizeme ziskat zbytek 0, 1,
2, 3 (4 uz nemizeme ziskat).

0:4 = 0 2b.0
4:4 =1 20.0
8:4 = 2 20.0
12:4 = 3 20.0

Hledame prirozena cisla ¢, z tak, aby platila rovnost:

a=b-q+2zNz<b

16 4-4+0
12 = 4-3+0
3 = 4-0+3
= 4-0+0
-1 = 4-04(-1)

Vime, zZe ¢islo —1 neni prirozené, podilem muize byt i zaporné ¢islo. Proto
nahradime:

(-1)+3
(—2)+3
(-1)+0

—1=4.
—5=14.
—4=4.

Komentdr. Do mnoziny patii vSechna celd ¢isla, zadné nemtize byt obsazeno
dvakrat. Kazda mnozina neni prazdné, obsahuje prvky. Jsou splnény pod-
minky rozkladu mnozin vSech celych cisel. Rozklad obsahuje 4 tiidy, protoze
je modul 4. Ttid bude tolik, kolik je modul. Dostaneme mnozinu vsech
zbytkovych tiid C4 = s modulem 4.

Cy
Cm

3} ... tj. mnoZina zbytkovych tf¥id s modulem 4

0
0 co.,m—1}.

{0, 1,2,
{0.1,2,

)
)
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Tento rozklad zpisobila relace ekvivalence. Je tranzitivni, reflexivni a syme-
tricka.

Relace R dava pii déleni modulem stejny zbytek. Relace R definovana na
mnoziné celych ¢isel zptisobuje rozklad na zbytkové tiidy. Téch je tolik, kolik
je moduli.

Priklad 6.4. ZapiSte mnozinu vech zbytkovych tiid podle modulu 5. Ulohu
opakujte, je-li modul roven ¢islu 3, 6, 8.

Reseni:
Mnozina zbytkovych tfid podle modulu 5, tj. C5 = { 0,1,2,3,4 }
Mno#ina zbytkovych t¥id podle modulu 3, tj. C5 = { 0,1,2 }

Piiklad 6.5. Zapiste vSechna cela ¢isla, ktera patii do kazdé zbytkové ttidy,
je-li modul roven &slu 5. Ulohu opakujte, je-li modul roven &islu 3, 6, 8.

Reseni:

Zbytkové tfidy podle modulu 5:
= {...,—20,-15,-10,-5,0,5,10,15,...}
= {..,-19,—14,-9,-4,1,6,11,16,...
{...,—18,-13,-8,-3,2,7,12,17, ...
= {...,-17,-12,-7,-2,3,8,13,18, ...
{...,—16,-11,—6,—1,4,9,14,19, ...

ol Nl = O
I

}
}
}
}

Zbytkové tridy podle modulu 3:
= {..,-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,...}

= {...,—-11,-8,-5,-2,1,4,7,10,...}
= {...,-10,-7,—-4,-1,2,5,8,11,...}

N = Ol

Zbytkové tfidy podle modulu 6:

{...,—24,-18,-12,-6,0,6,12,18 ...}
{...,—23,-17,—11,-5,1,7,13,19, ...}
= {...,—22,-16,-10,—4,2,8,14,...}
{...,—21,-15,—9,-3,3,9,15,...}
{...,—20,—14,-8,-2,4,10,16,...}
{...,—19,-13,-7,—1,5,11,17,...}

ol ol ol Nl | O
|

95



Zbytkové tridy podle modulu 8:
{...,—32,-24,-16,-8,0,8,16,24 ...}
{...,—-31,-23,—-15,-7,1,9,17,25,...}
{...,—30,—-22,—-14,-6,2,10,18,...}

= {...,-29,-21,-13,-5,3,11,19,...}
{...,—28,-20,—-12,—-4,4,12,20,...}
{...,—27,-19,—-11,-3,5,13,21,...}
{...,—26,-18,—-10,-2,6,14,22,...}

= {...,-25,-17,-9,-1,7,15,23,...}

S O = Wl N R O

Priklad 6.6. Naznacte zapis rozkladu mnoziny vsech prirozenych ¢isel, in-
dukovany kongruenci podle modulu

a) 3
b) 8
c) 11

Reseni:

Pracujeme s mnozinou pfirozenych cisel Ny. Ttidy rozkladu mnoziny vsSech

prirozenych c¢isel, to jsou zbytkové tridy indukované kongruenci:

ad a) podle modulu 3

0 = {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27...} zbytkova t¥ida 0 mod 3
{1,4,7,10,13,16,19,22,25,28 ...} zbytkova tifida 1 mod 3
{2,5,8,11,14,17,20,23,26,29...} zbytkova tiida 2 mod 3

[\l )

Rozklad mnoziny vsech pfirozenych c¢isel, indukovany kongruenci podle
modulu 3 ma 3 tridy:

Cg = {G,T,i}
Cy = {{0,3,6,9,12,...},{1,4,7,10,13,...},{2,5,8,11,14,...}}
ad b) podle modulu 8

0 = {0,8,16,24,32,40,48,56...} zbytkova tiida 0 mod 8

1 = {1,9,17,25,33,41,49,57...} zbytkova tfida 1 mod 8
atd. az

6 = {6,14,22,30,38,46,54,62...} zbytkova tiida 6 mod 8

7 = {7,15,23,31,39,47,55,63 ...} zbytkova tfida 7 mod 8
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Rozklad mnoziny vSech prirozenych ¢isel, indukovany kongruenci podle
modulu 8 ma 8 trid:

Cs = {{0,8,16,...},{1,9,17,...} ,..., {6,14,22,...},
{7,15,23,...}}

ad ¢) Tridy rozkladu podle modulu 11 zjistime podobné jako u modulu 3, 8.

Piiklad 6.7. Rozhodnéte, zda a = b (mod 16), je-li:

Reseni:
Komentdr. Kongruence na mnoziné celych cisel Z:
Jestlize rozdil a — b (a,b € Z) je délitelny ¢islem m fikame, Ze ¢islo a je
kongruentni s b podle modulu m [stru¢né: ¢islo a je kongruentni s modulo m)|
zapisujeme a = b (mod m)

a) a="T75b=139
a—b=T75-139=—-64
16 | =64 = 75 = 139 (mod 16)

b) a = —75,b =139
a—b=—75—139 = —214
16 —214 = —75 # 139 (mod 16)

c) a=0,b=139
a—b=0-139 = —-139
161 —139 = 0 # 139 (mod 16)

d) a=0,b=0
a—b=0
16| 0= 0=0 (mod 16)
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Kapitola 7

Konstrukce mnoziny celych
¢isel

Mnozina Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} vSech celych ¢isel s obvyklymi opera-
cemi sc¢itani a nasobeni a s obvyklym usporadanim tvori usporadany obor
integrity (mnoZina se dvémi bindrnimi operacemi, ve které nejsou délitelné
nuly) s jednotkovym prvkem 1 a nulovym prvkem 0. Opaénym prvkem k ¢islu
k je cislo —k.

Rozdilem celych ¢isel a, b (v tomto poradi) nazyvame celé ¢islo d, pro néz
plati a = b+d, a piseme a — b = d. Cislo a, resp. b se nazjva mensenec, resp.
mensitel.

Pro a,b € Z plati:

a>bsa—-beN
Cisla z mnoziny N nazjvame celymi nezédpornymi ¢isly = piirozend éisla.
N=(1,2,3,...).
Cela cisla tvori mnozinu Z = prirozena + zaporna ¢isla.
Z=(..,-2,-1,0,1,2,...).
Ke konstrukci celych c¢isel ndm postaci cisla prirozena.

Definice 7.1 (mnoziny vSech celych ¢isel). Mnozinu vSech celych ¢isel Z
rozumime mnozinu vSech tiid rozkladu vytvorenou relaci ekvivalence , byt
ekvivalentni mezi usporadanymi dvojicemi®, ktera je definovana na kartéz-
ském soucinu Ny x Ny predpisem

(x,y) ~ (u,v) S r+v=y+u
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Cteme: Uspotadand dvojice prirozenych &isel x, y je ekvivalentni s uspota-
danou dvojici prirozenych ¢isel u, v prave tehdy, kdyz plati

rt+v=y+u

Relace byt ekvivalentni mezi usporddanymi dvojicemi® je reflexivni, symet-
ricka a tranzitivni. Tyto vlastnosti relace lze dokdzat. Je to tedy relace typu
ekvivalence a vytvori na kartézském soucinu Ny x Ny rozklad na tridy, ktere
obsahuji navzajem ekvivalentni usporddane dvojice.

Mnozina vsech trid tohoto rozkladu je nekonecnd a kazZda trida je nekonecnd
mnozina uspordadanych dvojic. [11], Konstrukce mnoziny celych ¢isel a rov-
nost celych cisel, s. 17

Definice 7.2. Konstrukce mnoziny Z
Cela cisla lze sestrojit jako t¥idy ekvivalence na mnoziné vsech usporadanych
dvojic ptirozenych ¢isel, spliuji-li tyto pozadavky (mq,ms, ny, ne € Np):

(m1,mg) = (n1,n2) < mq+ng =mg + nq,

(my,ma) < (n1,n2) < my+ny < mg+ nq,

(m1,mg) > (n1,n2) < mq+ng > mg + nq,

(m1,mz) + (n1,n2) = (mq+ny,me + na),
(my,ma)(n1,m2) = (ming + mang, ming + many).

Kladnym celym ¢islem k nazyvame t¥idu obsahujici tvaru (k+1, 1) a ztotoz-
nujeme je s prirozenym cislem k& # 0. Mnozinu vsech kladnych celych cisel
znac¢ime N.

Zapornym celym ¢islem —k nazyvame t¥idu obsahujici dvojici tvaru (1, k+1).
Celym ¢islem nula nazyvame t¥idu obsahujici dvojici tvaru (1, 1) a ztotoz-
nujeme je s prirozenym c¢islem 0.

Piiklad 7.1. Rozhodnéte a odivodnéte, zda nésledujici usporddané dvojice
jsou ekvivalentni

a) (4,4),(2,2)
b) (10,6),(9,7)
c) (11,3),(12,4)

Komentar. Ke zjisténi a odtvodnéni, zda usporadané dvojice jsou ekviva-
lentni pouzijeme shora uvedeny predpis

(x,y) ~ (u,v) S z+v=y+u
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Reseni:
a) (4,4) ~ (2,2) je ekvivalentni, protoze 4 + 2 = 4 + 2
b) (10,6) £ (9,7) neni ekvivalentni, protoze neplati rovnost 10+7 # 6+ 9
c) (11,3) ~ (12,4) je ekvivalentni, protoze 11 +4 = 3 + 12

Zapamatujte si:

Rovnost celych cisel. Necht celé ¢islo a je reprezentovano uspoiadanou
dvojici (a,b) a celé ¢islo 5 je reprezentovano usporadanou dvojici (¢, d), pak
a = (3 pravé tehdy kdyz, usporadand dvojice (a,b) je ekvivalentni s uspofa-
danou dvojici (¢, d). Piseme:

(a,b) € a, (c,d) € B, pak a = B < (a,b) ~ (¢, d)

Zapamatujte si:

Nerovnost celych ¢isel. Necht celé ¢islo a je reprezentovano usporada-
nou dvojici (a, b) a celé ¢islo 3 je reprezentovano usporadanou dvojici (¢, d),
pak a # [ pravé tehdy kdyz, usporddand dvojice (a,b) neni ekvivalentni
s uspofaddanou dvojici (¢, d). Piseme:

(a,b) € a, (c,d) € 3, pak a # 3 < (a,b) # (¢, d)

Priklad 7.2. Ovérte na nékolika konkrétnich prikladech, ze relace ,,byt ekvi-
valentni mezi usporadanymi dvojicemi“ definovana na Ny x Ny je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

Resenti:

e REFLEXIVNOST
V(z,y) € No x No; (z,y) ~ (2,y)
napr.

e SYMETRICNOST
v(xay)u (U,U) € NO X N07 (‘I?y) ~ (U7U) = (U7U) ~ (I7y)
napfr.
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e TRANZITIVNOST
V(.T, y)a (ua U)> (S,t) S NO XNO; (x>y) ~ (u,v)/\(u, U) ~ (S,t) = (.T, y) ~

(s,1)

napft.

Definice 7.3. rovnosti usporadanych dvojic
(a;0) = (g;d) & a+d=b+c

Komentdr. Pomoci definice rovnosti usporadanych dvojic ovéfime, ze uspo-
radané dvojice nejsou stejné, ale jsou si rovny.
Ukazky rovnosti:

a) Rovnost plati

(20,13) = (10,3) plati, protoze 20 + 3 = 13 + 10
(7;2) = (16;11) plati, protoze 7+ 11 =2 + 16
(3;3) = (7;7) plati, protoze 3+7=3+7

b) Rovnost neplati

(9;4) = (1;5) neplati, protoze 9+5 #4+ 1
(7;3) = (3;7) neplati, protoze 7+ 7 # 3+ 3
(13;12) = (85;83) neplati, protoze 13 + 83 # 12 + 85

Priklad 7.3. Udejte priklad celych ¢isel a, b, c tak, ze a | b-c, aleatbAa tc.
Reseni: a =21,b=6,c=17

atbANatc ,ale afbAhaftc
2116-7 ,ale 2116A2147

Pozndmka: symbol a | b, ve vyznamu vypadd takhle: a déli b neboli b je
délitelné a, napt. 3 | 12, nebot 12 : 3 je celé ¢islo

Z toho plyne, ze 21 | 42 = 42 : 21 = 2, to je celé ¢islo, ale 21 1 6 = 6 :
21 A2117 = T7:21, nejsou celd ¢isla. Podminka je splnéna.
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Kapitola 8

Konstrukce mnoziny
racionalnich éisel

Mnozina QQ vSech racionalnich ¢isel o obvyklym operacemi s¢itani a nasobeni
a s obvyklym usporadanim tvori usporadané komutativni téleso s jednotko-
vym prvkem 1 a nulovym prvkem 0 (mnozina se dvémi bindrnimi operacemi
viadci, kterym existuje inverze).

Podilem raciondlnich ¢isel p, ¢ (¢ # 0) nazyvame racionalni ¢éislo r, pro néz
plati p = qr, a piSeme p : ¢ nebo ve tvaru zlomku §= popi. p/q. Cislo p, resp.
q se nazyva délenec, resp. délitel (u zlomku citatel, resp. jmenovatel).

Jako racionalni ¢islo se v matematice oznacuje podil dvou celych ¢isel, vét-
Sinou zapsany ve tvaru § nebo a/b, kde b # 0. Mnozina vSech racionalnich

¢isel se znaci Q.
Q={5:a,0€ZNb#0}

Kazdé raciondlni ¢islo se d4 zapsat mnoha zptsoby, napt. 3/6 = 2/4 = 1/2.
Zakladnim (nejjednodussim) je tvar, ve kterém a a b nemaji spole¢né délitele
kromé jednicky. Kazdé racionalni ¢islo takovy nejjednodussi tvar ma a tento
tvar je pro dané ¢islo jednoznac¢ny. Mnozina celych ¢isel je vlastni podmno-
zinou raciondlnich ¢isel, nebot celé ¢islo n 1ze zapsat jako zlomek n/1.

Komentdr. Usporadané dvojice prirozenych dcisel, které reprezentuji racio-
nalni ¢isla jsou zlomky. Prvni slozka usporadané dvojici je ,citatel zlomku*
a druha slozka usporadané dvojice je ,, jmenovatel zlomku®“. Tento dvojicim
budeme ftikat zlomky, i kdyz nejsou zapsany ve tvaru zlomku pomoci zlom-
kové cary.
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Definice 8.1. Konstrukce mnoziny Q

Racionalni ¢isla lze sestrojit jako tiidy ekvivalence na mnoziné vSech uspo-
fadanych dvojic celych ¢isel, spliuji-li tyto pozadavky (p1,ps, q1,q2 € Z,ps #
07 q2 7é 0)

(P1,p2) = (@1, 2) & P12 = P21,
(p1,p2) < (q1,42) & (P1g2 < P2qu Pro p2ga > 0) V (p1ga > paq1 Pro pagz < 0)
(p1,p2) > (q1,42) & (P1g2 > P2qu Pro paga > 0) V (p1ga < pagi Pro pagz < 0)
(p1,p2) + (01, ¢2) (P1g2 + P2q1, P2G2),

(r1,p2)(01,02) = (P1q1, P2G2)-

TFidu obsahujici dvojici tvaru (p, 1) ztotoziujeme s celym ¢islem p.

Definice 8.2. rovnosti uspoiradanych dvojic pfirozenych ¢isel reprezentuji-
cich racionalni ¢isla - definice rovnosti zlomkii:

(a;0) = (;d) < a-d=b-c
Priklad 8.1. Dokazte, ze (V(z,y) € No x N)(Vk € N)(z,y) = (v - k;y - k).

Dukaz:
Podle definice rovnosti plati: (z,y) = (z-k;y- k), protoze z- (y- k) = y-(x-k)
a protoze scitani celych ¢isel je asociativni a komutativni.

Komentdr. V souvislosti s rozkladem mnoziny na tfidy si vzpomenme, ze
kazdy rozklad je indukovan relaci typu ekvivalence - viz. kapitola 3, 6.
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Z.aver

I kdyz jsem jiz v zavéru mé bakalaiské prace, nebude jisté na skodu, kdyz si
fekneme péar slov o jejim obsahu.

Cilem této bakalaiské prace je vytvoreni studijniho programu k predmétu
Matematika pro neslysici studenty, ktefi si vybrali informatiku jako zamé-
feni. Také ja jsem neslysici a zndm problémy, které vyplyvaji z tohoto posti-
zeni. Zohlednuji specifické potieby neslysicich. Pokusil jsem se ve své praci
zobecnit mé zkusenosti s matematikou. Celou praci pojimam elementarné
s ohledem na potieby studia informatiky pro sluchové a zrakové postizené
studenty. Mé zkuSenosti mé vedly ke snaze o maximalni jednoduchost, struc-
nost a prehlednost pii vysvétlovani matematickych pojmi.

Kratkym vykladem na zacatku kazdé kapitoly pripravuje studenty k zdo-
lani prekazek v zavéru. Prace mé charakter studijni opory pro vzdélavani.
Je zamérena na zakladni mnozinové operace, usporadané mnoziny. Navazuje
pojem relace a specialni ptipady relaci jako ekvivalence, usporadani, zobra-
zeni a operace.

Cilem je zopakovat a rozsitet stiedoskolskou latku z matematiky a néasledné
probrat néktera dalsi témata, zejména algebraického charakteru.

Dalsim cilem této prace je pokud mozno ,srovnat® matematické znalosti
studentti se sluchovym a zrakovym postizenim, kteri ptichazeji z riznych
strednich skol, mnohdy s rtiznou urovni vyuky matematiky. Z tohoto divodu
je prace orientovana spise na studenty s slabsimi matematickymi znalostmi.
Ovsem i u téchto studentti se predpoklada, ze vlastni pili svoje pripadné nedo-
statky ve znalostech matematiky zaceli. Tento text by si méli poridit vsichni
studenti, kteri citi, ze v jejich matematickych znalostech jsou rezervy.
Cilem prace je ulehcit a urychlit studium témto studenttim, sjednotit iroven
matematickych znalosti a dovednosti a poskytnout jim moznosti k pripad-
nému samostatnému domacimu studiu. Prace bude prevedena do Braillova
pisma - to bylo soucasti zakazky pro stfedisko pro pomoc studentim se spe-
cifickymi naroky Masarykovy univerzity Teiresias.

Préace je rozdélena do 9 kapitol. I kdyz nemtizu nabidnout pohodlnou cestu
k algebfe (matematice). Snazil jsem se ji pokud mozno usnadnit tim, ze zaci-
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nam vzdy klicovymi slovy, vyklad je veden co mozna nejjednodussi formou.
se dopracujeme postupné. Moje prace neznamena ucit se definice zpaméti, ale
predevsim chapat jejich smysl. Podle mych zkuSenosti je dobré si pribézné
vytvaret schémata, pojmy spravné zarazovat, zapisovat své avahy, vypocty,
poznamky atd. Diilezité je umét Cist a psat rtizné symbolické zapisy. V textu
je uzivana bézna symbolika znamaé ze stredni skoly. Nové zavadéna oznaceni
jsou v textu vzdy fadné vysvétlena. Témeér vSechna tvrzeni jsou podrobné
dokazovana s cilem, aby si student dobfe osvojil zadkladni matematické po-
stupy a dovednosti, které bude nasledné béhem dalsiho studia mnohokrat
pouzivat.

V zavéru kazdé kapitoly jsou uvedeny vyresené priklady, které slouzi k pro-
cvicovani a upevnéni uc¢iva. Mnoho prikladit pouzivam opakované a v riznych
problémovych situacich. Obtiznost téchto uloh je zvolena tak, aby jejich vy-
feseni prineslo pochopeni a jisté uspokojeni i handicap studenttim, a tim je
dale motivovalo. Piiklady jsou vybirany s imyslem ukazat zakladni obraty a
pocetni postupy pouzivané pri feseni konkrétnich tloh vztahujicich se k dané
problematice.

Jednotlivé pasaze jsou obsahové velmi podobné. Pokusil jsem se ve své praci
zobecnit zkuSenosti s matematikou. Vidime naptiklad, ze rozdéleni racionél-
nich ¢isel na t¥idy ekvivalentnich zlomki nebo rozdéleni do t¥id navzajem
ekvivalentnich soustav spociva na stejném myslenkovém principu.

V neposledni fadé je v textu vénovana pozornost teorii grafi.

Jako zdroj pro zpracovani kapitol jsem pouzil odbornou literaturu uvedenou
v seznamu pouzité dostupné literatury.

Cilem mé prace je poskytnout studujicim takové védomosti a dovednosti,
které jim umozni fesit zakladni problémy a tkoly, s nimiz se budou setkavat
v dalsim studiu, praktickém zivoté a v pracovnim procesu.

Pteji si, aby ma préce ptinesla vice radosti z pochopeni matematického textu,
nez zklaméani.

Vérim, ze se mi podarilo splnit cil mé bakalaiské prace a doufam, ze mi
tato prace bude prinosem v budouci praxi.

Tato prace je vysazena systémem ETEX
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Oznaceni a symboly

Symbol H Vyznam ‘ Pouziti symbolu
Obecné matematické symboly
#+ neni rovno, je rizné od 3#£4
< je mensi nez 4 <5
< je mensi nebo rovno r <1,
x je mensi nebo rovno 1
> je vétsi nez 5<4
> je vétsi nebo rovno x>1,
x je vétsi nebo rovno 1
- X krat, znak pro nasobeni, 3-3,3x3
vysledkem je soucin
alb a déli b neboli b je délitelné a 2 | 12, nebot 12 : 3 je celé
¢islo
ath a nedéli b
a” n-t4 mocnina éisla a 28=2.2.2
() kombinacni &slo, binomicky koeficient, | (3) = 55 = 152 = 35
,n nad k“
n! n-faktorial 4!1=4-3-3-2-1=24
f: X—-Y funkce zobrazujici mnoZinu 28=2.2.2
X do mnoziny Y ftR—R
a =b (mod m) || a je kongruentni s b modulo m
Ciselné mnoziny
N mnozina pfirozenych ¢isel, tj. {1,2, ...} 5N, —6¢N
Ny mnozina prirozenych c¢isel a nuly, tj. | 0 € Ny, 7€ Ny
{0,1,2, ...}
7 mnozina celych ¢isel, tj. {...,-1,0,1,...} |5 €Z
Q mnoZina racionalnich ¢éisel, tj. éisel, -1e€0Q,8€Q,v2¢Q
ktera lze vyjadrit jako podil
celého a prirozeného cisla
R mnozina realnych &isel, V2€R,-0,23¢ R, 7€ R
¢iselnd osa, (—00,00)
Rt mnozina realnych ¢isel kladnych, 7TeRT,0¢ R
(0,00)
RS mnoZina realnych ¢isel nezapornych, 0eR],-3¢Ry
(0,0)
C mnozina komplexnich ¢isel, tj. ¢isel tvaru | 3 — 2i € C

a+ bi, kde a,b € R a i je tzv.
imaginarni jednotka, pro niz plati 2 = —1
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‘ Symbol H Vyznam ‘ Pouziti symbolu
Teorie mnozZin
P(A) potencni mnozina
0 prazdna mnozina {z eR;|z|= -1}
{} slozené zévorky pouzivané pii vyctu prvkia | {1,2,3} mnoZina vytvorend
vytvorené mnoziny z prvki 1,2 a 3
€ je prvkem, patii do mnoziny 2eN
¢ neni prvkem, nepatii do mnoziny —7¢N
C je podmnozinou mnoziny {1,3} c {1,2,3},
{1,3} c {1,3}
N prinik mnozin {1,3} n{2,3} = {3}
U sjednoceni mnozin {1,3}U{2,3} ={1,2,3}

rozdil mnozin
usporadana dvojice prvki a a b

{1,3yu{2,3} = {1}
(5,—3) je vektor nebo bod
o soufadnicich 5 a —3

(a1,...,an) usporadané n-tice prvki vektor (—6,1,4,5)

Ax B kartézsky soucin, tj. {(a,b);a € A,b € B} | R x R neboli R? je mnoZina
vSech usporadanych dvojic
realnych cisel

RCAxB R je relace z A do B

aRb, (a,b) € R || a je vrelaci s b

aRb, (a,b) ¢ R || a neni v relaci s b

aRb, (a,b) € R || a je vrelacis b

Logika

A konjunkce pAq - platip a g, je pravdivy
vyrok piq

\Y, disjunkce pV q - je pravdivy alespon
jeden z vyroki p, g

& ekvivalence; pravée kdyz p & q - vyroky p a ¢
jsou ekvivalentni - vyrok p
je pravdivy, pravé kdyz je
pravdivy vyrok ¢

= implikace p = q - jestlize plati p, pak
plati g, - z p vyplyva ¢

Vo P(x) pro vSechna z plati P(x); obecny (velky)

kvantifikator

Jz P(x) existuje z, pro které plati P(z); existencni

kvantifikator

Az P(x) existuje pravé jedno x, pro které plati

P(x)
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