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Lukáš Másilko 1. cvičeńı 15. 9. 2022 1 / 17



Podḿınky pro uděleńı zápočtu

aktivńı účast

zapojováńı se do cvičeńı (p̌redpokládá znalost pojmů z p̌rednášky)
povoleny (avšak silně nedoporučeny) jsou nejvýše dvě absence

úspěšně zvládnuté zápočtové testy

1. zápočtová ṕısemka na analytickou geometrii: 2. cvičeńı
2. zápočtová ṕısemka na probranou látku: posledńı cvičeńı
nutnost źıskat alespoň 60 % bod̊u z každé

v prvńı polovině zkouškového obdob́ı možnost opravy

ťri domáćı úkoly a jejich vzájemné hodnoceńı

jeden týden na řešeńı, jeden týden na hodnoceńı
povinnost odevzdat a hodnotit všechny ťri úkoly

Pro úspěšné zvládnut́ı p̌redmětu je domáćı propoč́ıtáváńı p̌ŕıkladů
nezbytné. K tomu pomohou dobrovolné procvičovaćı odpovědńıky
nab́ızené v ISu.
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nab́ızené v ISu.
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2. zápočtová ṕısemka na probranou látku: posledńı cvičeńı
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1. zápočtová ṕısemka na analytickou geometrii: 2. cvičeńı
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1. zápočtová ṕısemka na analytickou geometrii: 2. cvičeńı
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Náplň cvičeńı

1 Determinant matice
Inverze v permutaci
Výpočet determinantu matice řádu 2 a 3
Př́ıklady na výpočet determinantu

2 Cramerovo pravidlo
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Determinant

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.
Co je to determinant matice M?

Determinant

Determinant čtvercové matice M řádu n× n je č́ıslo, které je dáno vzorcem

|M| =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)N(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · . . . · an,jn

kde (j1, j2, . . . , jn) je libovolná permutace sloupcových index̊u z množiny
{1, 2, . . . , n} a N(j1, j2, . . . , jn) je počet inverźı v dané permutaci.

Důležité otázky:
Co je to permutace konečné množiny {1, 2, . . . , n}?
Co je to inverze v dané permutaci?
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|M| =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)N(j1,j2,...,jn) · a1,j1 · a2,j2 · . . . · an,jn
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Inverze v permutaci

Př́ıklad: Mějme matici

M =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



Vezměme v každém řádku a každém sloupci matice M jeden prvek, nap̌r.
a13, a24, a32, a41. Sloupcové indexy prvk̊u se prohodily dle permutace
p = (3, 4, 2, 1).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvk̊u a, b taková, že a < b a zároveň
p(a) > p(b).

Kolik inverźı najdete v permutaci p = (3, 4, 2, 1)?

Celkem 5, nap̌r. p(1) = 3 > 2 = p(3).
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p(a) > p(b).
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p(a) > p(b).
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Geometrický význam inverze

Př́ıklad: Mějme matici

M =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



Které prvky určuj́ı hlavńı diagonálu? A které vedleǰśı diagonálu?

Vezměme opět v každém řádku a každém sloupci matice M jeden prvek,
znovu nap̌r. a13, a24, a32, a41. Propojte tyto prvky čarou, každý s každým.

Otázka: Kolik hran má sklon “p̌ŕıbuzný” s vedleǰśı diagonálou?
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znovu nap̌r. a13, a24, a32, a41. Propojte tyto prvky čarou, každý s každým.

Otázka: Kolik hran má sklon “p̌ŕıbuzný” s vedleǰśı diagonálou?
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Př́ıklad 4.2.B5

Užit́ım pouze definice determinantu spočtěte:

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

0 0 a23 0
a31 0 a33 a34

a41 0 a43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −a12 · a23 · a34 · a41, (b) 0.
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Výsledky: (a) −a12 · a23 · a34 · a41,

(b) 0.
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Lukáš Másilko 1. cvičeńı 15. 9. 2022 7 / 17



Výpočet determinantu matice řádu 2 a 3

Kř́ıžové pravidlo: Determinant čtvercové matice (̌rádu 2)

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
je roven č́ıslu a11 · a22 − a12 · a21

(tj. součin prvk̊u na hlavńı diagonále − součin prvk̊u na vedleǰśı diagonále).

Sarusovo pravidlo: slouž́ı pro výpočet determinantu matice řádu 3.
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Př́ıklad 4.2.B7

Spočtěte determinant

(a)

∣∣∣∣∣∣
3 −2 4
1 3 2
−2 −4 6

∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣
−2 1 −3
3 2 −1
−4 3 −1

∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣
4 −3 5
−3 2 −8
1 −7 −5

∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) 106, (b) −46, (c) −100
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Mějme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:
a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Řešeńı této soustavy lze vypoč́ıtat takto:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

,

kde následuj́ıćı determinanty spoč́ıtáme ǩŕıžovým pravidlem:

|A| =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ |A1| =

∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ |A2| =

∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣
Poznámka: Matici A koeficient̊u proměnných nazýváme matićı systému.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Mějme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Řešeńı této soustavy lze vypoč́ıtat takto:

x1 =
|A1|
|A|

, x2 =
|A2|
|A|

, x3 =
|A3|
|A|

kde následuj́ıćı determinanty spoč́ıtáme Sarusovým pravidlem:

|A1| =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A2| =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣ , |A3| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.30]:

(a) 7x − 3y = 15
5x + 6y = 27

(b) 3x + 2y = 20
2x + 3y = 20

(c) 3(x − 2) + 2y = x + y
4x + 5(y + x) = 3x − 6

Výsledky: (a) [3; 2], (b) [4; 4], (c) [9;−12],
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2.16.30]:

(a) 7x − 3y = 15
5x + 6y = 27

(b) 3x + 2y = 20
2x + 3y = 20

(c) 3(x − 2) + 2y = x + y
4x + 5(y + x) = 3x − 6
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.31]:

(a) x + y + 2z = −1
2x − y + 2z = −4
4x + y + 4z = −2

(b) 2x + 3y + z = 15
7x − y + z = 9
x + 2y + z = 9

(c) 2x + y − z = 0
4x + 2y + z = 0
x − y + 3z = 0

Výsledky: (a) [1; 2;−2], (b) [2; 4;−1], (c) [0; 0; 0].
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Cramerovo pravidlo a jeho daľśı použit́ı

Poznámka: Cramerovo pravidlo lze použ́ıt i v p̌ŕıpadě, že

1 je determinant matice systému roven 0 a zároveň

2 má systém nekonečně mnoho řešeńı.

Př́ıklad 6.3 (Danešová, str. 64–65): Determinant matice systému

x − 2y + z = 4

2x + 3y − z = 3

4x − y + z = 11

je roven 0. Zároveň plat́ı, že 2 · r1 + r2 = r3 (r1, r2, r3 označuj́ı řádky
systému), což znamená závislost 3. řádku na prvńıch dvou a nekonečný
počet řešeńı systému.
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Cramerovo pravidlo a jeho daľśı použit́ı (2)

Ze systému

x − 2y + z = 4

2x + 3y − z = 3

4x − y + z = 11

vybereme libovolnou submatici řádu 2, jej́ıž determinant neńı roven 0,
nap̌r. submatici A33 k prvku a33:

A33 =

(
1 −2
2 3

)

Oba řádky rovnic p̌ŕıslušných submatici A33 uprav́ıme tak, že na pravou
stranu p̌resuneme členy s 3. proměnnou:

x − 2y = 4− z

2x + 3y = 3 + z
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Cramerovo pravidlo a jeho daľśı použit́ı (3)

Na vzniklý systém

x − 2y = 4− z

2x + 3y = 3 + z

použijeme Cramerovo pravidlo, p̌ričemž 3. proměnná je parametr, na němž
nekonečně mnoho řešeńı záviśı.

|A33| =

∣∣∣∣ 1 −2
2 3

∣∣∣∣ = 3− (−4) = 7,

|Ax | =

∣∣∣∣ 4− z −2
3 + z 3

∣∣∣∣ = 3·(4−z)−(−2)·(3+z) = 18+5z ⇒ x = 18
7 + 5

7z

|Ay | =

∣∣∣∣ 1 4− z
2 3 + z

∣∣∣∣ = 3 + z − 2 · (4− z) = −5 + 3z ⇒ y = −5
7 + 3

7z

K =
{[

18
7 + 5

7z ,−
5
7 + 3

7z , z
]
, z ∈ R

}

Lukáš Másilko 1. cvičeńı 15. 9. 2022 16 / 17



Cramerovo pravidlo a jeho daľśı použit́ı (3)
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|A33| =

∣∣∣∣ 1 −2
2 3

∣∣∣∣ = 3− (−4) = 7,

|Ax | =

∣∣∣∣ 4− z −2
3 + z 3

∣∣∣∣ = 3·(4−z)−(−2)·(3+z) = 18+5z ⇒ x = 18
7 + 5

7z

|Ay | =

∣∣∣∣ 1 4− z
2 3 + z

∣∣∣∣ = 3 + z − 2 · (4− z) = −5 + 3z ⇒ y = −5
7 + 3

7z

K =
{[

18
7 + 5

7z ,−
5
7 + 3

7z , z
]
, z ∈ R

}
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Cramerovo pravidlo a jeho daľśı použit́ı (3)

Na vzniklý systém

x − 2y = 4− z

2x + 3y = 3 + z

použijeme Cramerovo pravidlo, p̌ričemž 3. proměnná je parametr, na němž
nekonečně mnoho řešeńı záviśı.

|A33| =

∣∣∣∣ 1 −2
2 3

∣∣∣∣ = 3− (−4) = 7,

|Ax | =

∣∣∣∣ 4− z −2
3 + z 3

∣∣∣∣ = 3·(4−z)−(−2)·(3+z) = 18+5z ⇒ x = 18
7 + 5

7z

|Ay | =

∣∣∣∣ 1 4− z
2 3 + z

∣∣∣∣ = 3 + z − 2 · (4− z) = −5 + 3z ⇒ y = −5
7 + 3

7z

K =
{[

18
7 + 5

7z ,−
5
7 + 3

7z , z
]
, z ∈ R

}
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznámých

Pomoćı Cramerova pravidla řešte následuj́ıćı soustavy rovnic ([Petáková,
2.16.31]:

(d) 2x − y = 6
y + 4z = 8
x − z = 1

(e) 2x + y − z = 0
x + y + 2z = 4
4x + 3y + 3z = 5

(f) 3x + 2y + z = 3
x + y + z = 2
4x + 3y + 2z = 5

Výsledky: (d) [3; 0; 2],
(e) nekonečně mnoho řešeńı, nap̌r. {[−1 + z , 3− 2z , z ], z ∈ R},
(f) nemá řešeńı.
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Lukáš Másilko 1. cvičeńı 15. 9. 2022 17 / 17


	Organizace předmětu
	Náplň cvičení
	Náplň cvičení

	Determinant matice
	Inverze v permutaci
	Výpočet determinantu matice řádu 2 a 3
	Příklady na výpočet determinantu

	Cramerovo pravidlo

