MASARYKOVA UNIVERZITA

PEDAGOGICKA FAKULTA

Katedra matematiky

Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni

na ruznych stupnich Skol

Bakalarska prace

Brno 2022

Vedouci prace: Autor préace:

Mgr. Irena Budinova, Ph.D. Andrea DaneSova



Bibliograficky zaznam

Danesova, A. (2022). Soustavy linearnich rovnic a jejich reSeni na riznych stupnich skol.
Brno: Masarykova univerzita, Fakulta pedagogicka, Katedra matematiky. 71 s. Vedouci
prace: Mgr. Irena Budinova, Ph.D.



Anotace
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Uvod

Bakalai'ska prace se vénuje soustavam linearnich algebraickych rovnic a metodam jejich
feseni. Jedna se o dulezité téma, jelikoz se prolina témét vSemi stupni $kol a 0 schopnost
fesit soustavy linearnich rovnic se opiraji i dalsi oblasti matematiky. S feSenim téchto
soustav se muzeme setkat i v riznych situacich bézného zivota a v oborech jako jsou
ekonomie, chemie a fyzika. Zajem autorky o téma je podminén pianim okusit profesi
ucitele jak na druhém stupni zakladni skoly, tak na stfedni skole, pficemz feSeni soustav

linearnich rovnic je soucasti u¢iva na obou téchto stupnich.

Hlavnim zaméfenim prace je popis moznych zpisobii feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic, tak jak jsou probirany na jednotlivych stupnich $kol. Cilem prace
je tedy poskytnout uceleny piehled metod, které se pouzivaji k feSeni soustav linearnich

algebraickych rovnic na zékladnich, stfednich a vysokych Skolach.

Prvni ¢ast prace obsahuje tfi kapitoly shrnujici teoretické poznatky nejen o soustavach
linearnich rovnic, ale také o maticich a determinantech. Soustavy linearnich rovnic jsou
S maticemi neoddéliteln¢ svdzany, proto je jim v praci vénovana znacna POZOrnost.
Kapitola o determinantech je zatazena zejména z divodu jejich pouziti v ramci jedné
popisované metody feSeni soustav a také moznosti vyuZziti pro ureni poctu feSeni

soustav.

Druha ¢ast prace se sklada ze tii kapitol a popisuje rizné metody pouzivané k feseni
soustav linearnich rovnic. Moznych zptsobi feSeni je mnoho, prace se vénuje tém, které
jsou b&zn& vyucovany na jednotlivych stupnich $kol. Ctvrta kapitola popisuje metody,
které se zaci u¢i pouzivat na druhém stupni zakladnich Skol, pata kapitola metody
vyucované na stfednich Skolach. Tyto kapitoly jsou psany tak, aby jim porozuméli
amohli je pouzit jako studijni material zaci téchto stupiit $kol. Z diivodu mozného
vyuziti jako studijni material je v ramci kapitoly o feSeni soustav na zakladnich skolach
zatazena 1 podkapitola o slovnich ulohach feSenych pomoci soustav linearnich rovnic.
Sesta kapitola popisuje metody Feseni soustav, které jsou probirany na vysokych skolach.
Tato kapitola se ve velké mife opira pravé o poznatky uvedené v prvnich tfech

teoretickych kapitolach.



Prace muze byt vyuzita jako studijni material studenty, kteti se chtéji vénovat studiu
matic, determinantti a soustav, zejména vSak tém, ktefi maji zajem naucit se, zopakovat

si nebo pofadné porozumét riznym metodam feSeni soustav linearnich rovnic.



1. Matice

Prvni tii kapitoly shrnuji teoretické poznatky 0 maticich, determinantech a soustavach
linearnich algebraickych rovnic. Dale jiz budeme pouzivat pouze oznaeni soustavy
linearnich rovnic, ov§em po celou dobu budeme mit na mysli linearni algebraické rovnice.
Vychazime zejména z publikaci Linearni algebra (Beévar, 2005), Linearni algebra
a geometrie (Bican, 2009) a Linearni algebra. Ucebni text (Horak & Janyska, 2022). Dale
jsou poznatky &erpany z Uvodu do algebry, zejména linearni (Olsak, 2013) a publikace
Matematika — linearni algebra (Cerna, 2007). Kompletni seznam literatury je uveden na

konci prace.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1: Matici typu m X n nad télesem T, kde m, n jsou piirozena ¢isla, rozumime

obdélnikové schéma tvaru

a;1 Ag A1n
a1 dz; arn

A = . )
Am1 Amz2 " Gmn

kde a;; ET prokazdé i =1,..,maj=1,..,n. Cisla a;; se nazyvaji prvky matice 4,
které lezi v jejimi-tém tadku a j-tém sloupci. Matici mizeme také oznaCovat

A = (a;j)mxn Nebo jen A = (a;;).

Jestlize m # n, pak hovotime o obdélnikové matici. Jestlize m = n, pak se jedna o matici
Ctvercovou. O Ctvercové matici, kterd ma n fadkl a n sloupct pak fikame, ze je to matice

fadu nebo téZ stupné n.

Matice A = (a;;) a B = (bij) se rovnaji, jsou-li stejného typu m X n, tedy maji stejny

pocet fadku a sloupci, a jestlize a;; = b;; pro vSechnai =1,...,maj =1,..,n.

Prvky matice A typu m Xn a;q,a,,, ass, ..., Axx, Kde k = min(m,n) tvoii hlavni
diagonalu matice. Prvky ¢tvercové matice A fadu n ai,,app-1,a3 -2, ..., Ay tVOLi

vedlejsi diagondlu matice.
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1.2 Specialni druhy matic

Definice 1.2: Matice A, ktera se sestdvad ze samych nul, tj. a;; =0 pro vSechna

i =1,....maj=1,..,n, se nazyva nulova matice.

Definice 1.3: Matice A, jejiz vSechny prvky, které nelezi na hlavni diagonale, jsou rovny

nule, se nazyva diagondlni matice.

Definice 1.4: Ctvercova matice 4, jejiz viechny prvky leZici na hlavni diagonale jsou
rovny jedné a vSechny ostatni prvky jsou rovny nule, se nazyva jednotkova matice.

Jednotkovou matici oznacujeme E.

Definice 1.5: Matice A je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy jeji nenulovy fadek zacina
vetSim poctem nul nez fadek predchdzejici. VSechny prvky pod hlavni diagonalou jsou

tedy rovny nule. Takovéto matici se fika také horni trojuhelnikova matice.

Definice 1.6: Matice A se nazyva dolni trojuhelnikovd matice, jestlize ma nad hlavni

diagonalou samé nuly.

Definice 1.7: Matice, ktera vznikne z matice A vzajemnou vyménou fadku za sloupce, se

nazyva transponovand matice k matici A. Transponovanou matici oznacujeme AT,
Definice 1.8: Ctvercova matice A se nazyva symetrickd, jestlize A = AT,

Definice 1.9: Ctvercova matice A se nazyva antisymetrickd, jestlize A = —AT.

1.3 Zakladni operace s maticemi

V této kapitole popiseme zakladni operace s maticemi. Nejprve definujme soucet a rozdil
matic, které je mozné provadét pouze s maticemi stejného typu. Operace provadime po

slozkach.

Definice 1.10: Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice stejného typu m X n nad
télesem T'. Souctem matic A a B rozumime matici C = (¢;;) téhoZ typu m X n, pro kterou

plati cij = a;j + bij provsechnai=1,..,maj=1,..,n.

Rozdilem matic A a B rozumime matici D = (d;;) t€hoz typu m X n, pro kterou plati

dl-j = ajj — bl-j provsechnai=1,..,maj=1,..,n.
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Prklad 11:4= (3 0),8=( )

0 2 2 3
ar=(I 1= D) ame=(T) 1T-(2 )

Dale mizeme definovat nasobeni matice libovolnym realnym cislem.
Definice 1.11: Necht' A = (a;;) je matice typu m X n a k je libovolné redlné ¢islo.
Ndsobenim matice A cislem k ziskame matici B = (by;), pro kterou plati b;; = k * a;; pro

vSechnai=1,..,maj=1,..,n.

Piiklad 1.2: A = ((2) é)

2-4=(22 2 0= 9

Posledni operaci je soucin matic, ktery je mozné provadet pouze s maticemi specifického

typu, a to takovymi, zZe prvni matice ma stejny pocet sloupct jako druha matice radki.

Definice 1.12: Necht A = (a;;) je maticetypum xnaB = (bsj) je matice typun X p
nad télesem T. Soucinem matic A a B rozumime matici C = (cij) typu m X p, kde

Cij = Xg=1Qsbsjprovsechnai=1,..,maj=1,..,p.

Priklad 1.3: A = (; ‘3‘),3 _ ((2) (1) 3)

1-2+4-0 1-0+4-1 1-3+4-2)_<2 4 11)

2:2+3:0 2:-0+3-1 2-3+3-2/ 4 3 12

a-B=(
Véta 1.1: Pro s¢itani a nasobeni matic plati nasledujici vlastnosti:
1. Scitani matic je asociativni a komutativni.
2. Nasobeni matic je asociativni.
3. Nasobeni matic neni komutativni.
4. Nasobeni matic je distributivni vzhledem ke s¢itani.

Diikaz:

1. Necht A = (aij),B = (bij),C = (c;j) Jsou matice stejného typu, pak plati:
(A+B)+C=A+(B+C) a A+ B= B+ A. Tyto vlastnosti vyplyvaji
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z asociativniho a komutativniho zékona pro operaci scitani v télese T. Prvky na
misté ij VvV maticich v prvni rovnosti jsou rovny: (aij + bij) +cj=a; +

+ (bl] + Cij) a v druhé rovnosti: al-j + bl] = bl] + al-j.

. Necht A =(a;;) je matice typu m xn, B = (b;,;) je matice typu nxp
a C = (c,s) je matice typu p X g. Pak typ matice A- B je m X p a typ matice
(A- B)-Cjem xq. Typ matice B - C je n X q a potom typ matice A- (B-C) je
m X q. Matice (A-B)-C a A-(B-C) jsou tedy stejného typu, musime jesté
dokazat, ze jejich prvky na tychz pozicich jsou si rovny. Matice (A - B) - C mana
misté is prvek Y2_ (X7, a;;bj)crs a matice A+ (B - C) ma na misté is prvek
=1 Qij (er)=1 bjrcrs). Podle distributivniho zakona pro operace scitani
anasobeni vtélese T plati: Y7_ (X7 aiby)crs = Yoy aij(T0_ bjrcys).
Dohromady tedy (A-B)-C =A- (B - ().
. Napf. pro matice A= (é g) a B= ((2) i) je A-B= (g g)

aB-A= (0 9), obecné tedy A - B # B - A. Existuji ov§em matice, pro které

2 7

se oba souciny rovnaji, takové matice nazyvame zdménné nebo komutujici.

Necht A = (a;;) je matice typu m xn, B = (b;,) je matice typu n xp
a C = (cj) je matice typu n X p. Prvek d;, matice A - (B + C) na misté ir je
roven 2}1=1 al-j(bjr + er) = Z;lzl(aijbjr + aijer) :Z;’lzl al-]-bjr + Z?:l aijCjy.
Pficemz }7_; a;jbj, + Xj-1 a;jcjr j€ rovno také prvku matice A-B + A-C na

misté ir. Tedy plati rovnost: A (B+C)= A*-B+A-C. m

Véta 1.2: Necht’ E je jednotkova matice fadu n, pak pro kazdou matici A typu n X m

plati E - A = A a pro kazdou matici B typum X nplati B+ E = B.

Tato vlastnost plyne ptimo z definic jednotkové matice a sou¢inu matic.

1.4 Hodnost matice a elementarni upravy matice

Dilezitym pojmem, souvisejicim s maticemi, je jejich hodnost. Na definici se da nahlizet

Z vice pohledi, pro ucely této prace se nejvice hodi tato:
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Definice 1.13: Hodnost matice A je takové ¢islo, které udava nejvétsi pocet linearné

nezavislych fadkt matice. Hodnost matice A ozna¢ujeme h(A) nebo téz hod (A).

Radky ry, ..., 7, matice A jsou linearné nezavislé, pokud zadny z nich neni mozné vyjadfit
jako linearni kombinaci ostatnich fadka. Pfi¢emz tadek je linearni kombinaci ostatnich
fadku, pokud existuji cy, ...,cx € T takové, Ze 1; = cy1qy + -+ Ci_qTi_q + Ciy1Tis1 +

+ -+ + ¢k 1. V opacném piipadé se jednd o linearné zavislé radky.

Poznamka: Hodnost matice lze definovat také jako nejvétsSi pocet jejich linearné
nezavislych sloupcii. Pocet linearné nezavislych fadki a linearné nezéavislych sloupct

matice je tedy stejny.

Chceme-li urc¢it hodnost matice, pievedeme ji do schodovitého tvaru pomoci
elementarnich fadkovych uprav, které neméni hodnost matice. Hodnost matice je pak

rovna poctu nenulovych radkt matice ve schodovitém tvaru.

Definice 1.14: Elementdrnimi radkovymi upravami matice A nad té€lesem T Se rozumi

nasledujici Upravy:
1. libovolna zdména potadi radkd,
2. vynasobeni libovolného fadku nenulovym cCislem z T,
3. priéteni jednoho fadku vynasobeného libovolnym &islem z T K jinému fadku.

Poznamka: Tytéz upravy lze provadét také se sloupci matice A, pak hovofime

0 elementarnich sloupcovych upravach matice A.

Definice 1.15: Ctvercova matice A fadu n se nazyva reguldrni, pokud h(A) = n.
Ctvercova matice A fadu n se nazyva singuldrni, pokud h(4) < n.

1.5 Inverzni matice

Pozdé&ji se v této praci budeme zabyvat metodami, pomoci kterych se fesi soustavy
linedrnich rovnic. Jedna z metod, které piedstavime, vyuziva inverzni matici, proto tento

pojem nyni definujeme a popiseme, jakym zptsobem inverzni matici nalezneme.

Definice 1.16: Necht’ A = (a;;) je Ctvercova matice fadu n. Inverzni matici k matici A

rozumime matici A~%, pro kterou plati: A-A™' = A1 A =E.
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Véta 1.3: Pokud k matici A existuje inverzni matice, pak je tato inverzni matice urcena

jednoznacng.

Diikaz: Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze k matici A existuji dvé inverzni
matice A7 a A3?', pricemz A7! # A3, Z definice pro tyto matice plati: A- A7 =
=A7'-A=F a A-A;'=A;'-A=E. Odtud Aj' =A7Y E=A,"-(A-A;Y) =
= (A71-A)- A3 = E- A3 = A7, Dostali jsme rovnost A7! = A3', coz je spor

S pivodnim tvrzenim. m

Véta 1.4: Ke ctvercové matici A fadu n existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz

h(A) = n (tedy pravé tehdy, kdyZ A je regularni matice).

Dukaz této véty vyzaduje znalosti 0 determinantech, proto jej na tomto misté nebudeme

provadét, ovSem vratime se k nému v kapitole 2.3.
Na zékladé véty 1.4 mizeme vyslovit vétu 0 souc¢inu regularnich matic.

Véta 1.5: Necht matice A a B jsou ¢tvercové regularni matice fadu n. Pak také matice

C = A - B je regularni matice fadu n.

Diikaz: Matice C je ¢tvercova matice fadu n, coz plyne z definice soucinu matic.
V souladu s vétou 1.4 existuji k maticim A a B inverzni matice A~! a B~1. Ukazeme, Ze

k matici C = A - B existuje inverzni matice, kterd ma tvar B~1 - A™%:
(B -AY)-(A-B)=B'-(A1-4)-B=B'-E-B=B'-B=E,
(A-B)-(BL-AY)=A-(B-B)-Al1=A-E-A'=A-A"1=E.

Matice tvaru B~! - A~ je skute¢né inverzni matici k matici 4 - B. Na zakladé véty 1.4 je

tedy matice C = A - B regularni. m

K nalezeni inverzni matice slouzi metoda eliminace. Nez metodu popiSeme, je potieba
objasnit, ze vSechny elementarni fadkové tpravy matice A je mozné reprezentovat
vynasobenim matice zleva jistou regularni matici. Tato skute¢nost vychazi z principu
nasobeni matic. Matici B, kterd je shodna s matici A, pouze ma prohozeny i-ty a j-ty
radek, ziskdme vynasobenim matice A zleva matici P;, kterd ma podobu jednotkové

matice, pouze ma prohozeny i-ty a j-ty fadek.
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1 0 0 1 0 2 1 0 2
Priklad1.4: |0 0 1):{2 1 0)J=({0 0 3
0 1 0 0 0 3 2 1 0

Matici B,, ktera je shodna s matici A, pouze ma i-ty fadek vynasobeny ¢islem c, ziskame
vynasobenim matice A zleva matici P,, ktera ma podobu jednotkové matice, jen ma i-ty

fadek vynasobeny Cislem c.

4 0 O 1 0 2 4 0 8
Priklad1.5: |0 1 0])-{2 1 0|J=(|2 1 O
0 0 1 0 0 3 0 0 3

Matici Bs, ktera je shodna s matici A, ovSem na misté i-tého fadku ma jeho soucet s c-
nasobkem j-tého fadku, ziskame vynasobenim matice A zleva matici Ps, ktera ma podobu

jednotkové matice, pouze ma na i-tém fadku v j-tém sloupci ¢islo c.

1 0 0 1 0 2 1 0 2
Priklad 1.6: (0 1 0) . (2 1 O) = (2 1 )
0 2 1 0 0 3 4 2 3

Véta 1.6: Necht matice B vznikne z matice A konecnym poctem elementarnich

o

radkovych tprav (oznaCujeme A ~ B). Pak existuje regularni ¢tvercova matice P takova,

zeB=P-A.

Dukaz: VySe jsme uvedli, Ze jednotlivé elementarni tadkové Upravy matice Ize
reprezentovat vynasobenim matice jistou regularni matici zleva. Matice B vznikla
zmatice A po k elementarnich fadkovych upravach, proto existuji regularni matice
P, Py, ..., P, takové, 7e B =Py (Pe_y- ot (Py-(Py-A)) )= (P Proys Py
- P;) - A = P-A. Vysledna matice P je regularni, jelikoz v§echny matice P;, ..., Py jsou

regularni a sou¢inem regularnich matic je opét matice regularni. m

Poznamka: Elementarni sloupcové Upravy lze taktéZ reprezentovat ndsobenim matice
jistou regularni matici, a to nasobenim zprava. Vétu 1.6 lze tedy preformulovat takto:
Necht matice B vznikne z matice A kone¢nym poc¢tem elementarnich sloupcovych uprav.

Pak existuje regularni ¢tvercova matice Q takova, ze B = A - Q.

Nyni pfistoupime k vété, ktera popisuje vztah pro urceni inverzni matice. Budeme
pracovat s rozsirenou matici, coz je matice, kterou ziskame, kdyz vedle prvka jedné
matice napiSeme prvky druhé matice se stejnym poctem fadki a prvky obou matic
oddélime pro piehlednost svislou ¢arou. Rozsifenou matici vytvoifenou z matic A a B
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oznacujeme jako (A|B). Veskeré tadkové tpravy pak provadime s touto matici jako

celkem.

Véta 1.7: Necht' A je regularni matice a kone¢nym poctem elementarnich fadkovych

Giprav rozsitené matice (A|E) ziskdme matici (E|B), pak B = A~ 1.

Diikaz: Podle véty 1.6 existuje ¢tvercova matice P takova, ze (E|B) = (P-A|P-E).
Pro matici P plati: P-A = E. Matice A je regularni, tudiz k ni dle véty 1.4 existuje
inverzni matice A~!. Vynasobenim rovnice P:A = E touto inverzni matici zprava
dostaneme: (P-A)-A"1=E-A"1, pak P-(A-A"Y) =A71,tj. P = A~1. Matice P je
tedy inverzni matici k matici A. Matice B je dana vztahem: B = P - E, tedy B = P, proto

je matice B inverzni matici k matici A. m

Na zikladé véty 1.7 mizeme shrnout postup vypocétu inverzni matice A~ K regularni
matici A. Do rozsifené matice napiSeme napravo od matice A jednotkovou matici E
a pomoci elementarnich fadkovych uprav pievedeme matici (A|E) na matici, ktera ma na
levé stran¢ matici E, tedy na (E|B). Matice B, ktera vznikne na pravé stran¢ rozsifené

matice, je inverzni matici k matici A.
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2. Determinanty

Nasledujici kapitola se zabyva determinanty. Nez vSak pfistoupime k jejich definici

a vlastnostem, vymezme nejprve pojmy pofadi a permutace.

2.1 Poradi a permutace

Definice 2.1: Necht M = {1, 2, ...,n} je kone¢na mnozina 0 n prvcich. Pak libovolna
uspotadana n-tice utvotfend ze vSech prvkli mnoziny M se nazyva poradi Zn prvka

12,..,n.

Definice 2.2: Necht R = (ry, ..., 1) je libovolné poradi. Inverzi v pofadi rozumime
kazdou dvojici pfirozenych cisel r;,7; v pofadi R takovou, pro kterou plati i <j
asoucasn€ r; > ;. Inverze v pofadi je tedy takova dvojice Cisel, ve které vetsi Cislo
predchazi mensimu.

Potadi R se nazyva sudé, jestlize celkovy pocet jeho inverzi je sudé Cislo. Potfadi R se
nazyva liché, jestlize celkovy pocet jeho inverzi je liché ¢islo. Pti rozhodovani, zda je

poradi liché nebo sudé, uréujeme paritu poradi.

Definice 2.3: Necht M = {1,2,...,n} je kone¢na mnozina 0 n prvcich. Permutaci

mnoziny M rozumime bijektivni zobrazeni P mnoziny M na sebe sama.

Permutaci P, definovanou ptedpisem P (i) = j; pro kazdé i = 1, ..., n, budeme zapisovat

p=(l 2 1)
1 J2 v Jn

kde horni 1 dolni fadek ptfedstavuji vzdy néjaké potadi z n prvki. Permutaci lze uvést

ve tvaru tabulky

i v takovém tvaru, kde horni ¢isla nejsou uvedena vzestupné podle velikosti. Zapis, kde

horni ¢isla uspofadana vzestupné jsou, nazyvame zdkladni tvar.

Z kombinatoriky je zndmo, Ze celkovy pocet permutaci n-prvkové mnoZiny je n!.

Mnozinu vSech permutaci n-prvkové mnoziny budeme znacit S,,.

Permutace P se nazyva suda, jestlize soucet poctu inverzi v hornim a dolnim fadku je
sudé ¢islo. Permutace P se nazyva licha, jestlize soucet poctu inverzi v hornim a dolnim

fadku je liché ¢islo. V tomto pifipad€é hovotime o parité nebo téZ znaménku permutace.
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Znaménko permutace budeme znadit sgn P a plati pro n&j: sgn P = (—1)*?, kde in P

predstavuje praveé celkovy pocet inverzi v dané permutaci.

2.2 Determinanty a jejich vlastnosti

Definice 2.4: Necht’ 4 je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T. Determinantem matice

A rozumime prvek z T definovany vztahem

detA = z sgnP-aqj "azj, *..." Ayj .

PES,
aj; Q12 -
. . , . . Qdz1 Qzz2 - A
Determinant matice A se také oznacuje |A| nebo | : . . .
An1 Qn2  *° Qnn

Determinant matice A je tedy soucet n! soucini pies vSechny mozné permutace na
mnoziné indexu {1, 2, ..., n}, pfi¢emz v kazdém soucinu vystupuje n Cinitelti takovych,
ze z kazdého tadku a kazdého sloupce matice A je vybran pravé jeden prvek. Soucin je
opatien kladnym znaménkem v piipadé¢, kdy dana permutace fadkovych a sloupcovych

indext je sudd, nebo zdpornym v piipade, kdy je dana permutace licha.

Popisme nyni, jak vy¢islit determinanty jednotlivych fadi, pficemz fadem determinantu

rozumime fad ptislusné matice, jejiz determinant pocitame.
Determinant fadu 1 ziskdvame okamzit¢:
detA = |a11| = a11.

Determinant fadu 2 ziskame jako soucin prvkl na hlavni diagonale minus soucin prvku

na vedlejsi diagonale. Tomuto postupu se fika krizové pravidlo. Tedy:

a1 4q2

detd = |
a1 04y

| = a1 Ay — Aqp " d2q.

Determinant adu 3 ziskame z definice takto:

a1 Q412 Qi3
az1 Gz a4z
31 dzp dzz

detA = = Qaq1° 03" A33 T A1 " Ap3 " A31 + Q43 " Ap1 " A3z — Aq3 "

" Qpp " Ad3z1 — Qg1 " Ap3 " A3 — Aqp " Apq " A33.

19



Jednotlivé ¢leny si neni nutné pamatovat nazpamét'. Kdyz prvni dva sloupce napiSeme za
matici, pak determinant ziskame jako soucet souéini prvkd spojenych carami na

nasledujicim schématu:

Obrazek 1: Sarrusovo pravidlo. Zdroj: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sarrus_rule.png.

Souciny prvkla ve sméru hlavni diagonaly budou opatfeny na zaklad¢ poctu permutaci
kladnym znaménkem a souciny prvkl ve sméru vedlejsi diagondly budou opatteny
znaménkem zapornym. Tomuto postupu pro vypocet determinantu matice fadu 3 se fika

Sarrusovo pravidlo.

Determinanty vysSich fadi jiz nepocitame piimo z definice, jelikoZ vypsat vSechny ¢leny
by bylo velmi pracné. Pro zjednoduseni vypoctu tedy vyuzivame vlastnosti determinantu
¢i pfevodu na vypocet determinantti nizsich fadu.

Véta 2.1: Necht' prvky i-tého fadku ¢tvercové matice A fadu n maji tvar: a;; = b;j; + ¢4,
aip = biy+ cizy . ,Aiy = bin + i, @ necht’ matice B, resp. C vznikne z matice A
nahrazenim jejiho i-t€ho fadku tadkem by, by, ..., bin, Y€SP. €1, Ciz, ---, Cin- POIOM pro
determinant matice A plati: det A = det B + det C.

Diikaz: MUzeme pro jednoduchost predpokladat, ze prvni fadek matice A 1ze vyjadtit jako
a,j = byj + ¢y pro kazdé j = 1, ..., n. Potom:

detA = Z Sgn P -aqj "azj, * . Qpj, =
PES,

= Z Sgn P - (byj, +¢1j,) Qzj, " wm Qpj, =

PES,

= Z sgn P byj ayj, *.."apj + Z SN P -cyj azj, t ot Qpj, =

PES, PES,

=detB+detC.m
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Tvrzeni Ize indukei zobecnit na libovolny pocet s¢itanc.

Véta 2.

10.

Duikaz:

2: Zakladni vlastnosti determinantu:
Determinant matice A se jejim transponovanim nezméni, tj. det A = det AT.

Jako disledek této vlastnosti plati v§echny nésledujici vlastnosti formulované pro

radky také pro sloupce.

Necht’ matice B vznikne z matice A vynasobenim jednoho tadku ¢islem c € T,

potom det B = c - det A.

Necht’ matice B vznikne z matice A zaménou dvou libovolnych fadku, potom

detB = —detA.

Necht’ se v matici A jeden fadek sestava ze samych nul, potom je det A = 0.
Necht’ jsou v matici A dva rizné fadky shodné, potom je det A = 0.

Necht je v matici A jeden fadek nasobkem jiného fadku, potom je det A = 0.

Necht’ je v matici A jeden fadek linearni kombinaci ostatnich fadkd, potom je

det4 = 0.

Necht’ matice B vznikne z matice A pii¢tenim k jednomu fadku libovolného

nasobku jiného fadku, pak se hodnota determinantu nezméni, tj. det B = det A.

Necht' matice B vznikne z matice A pfi¢tenim k n&jakému fadku libovolné
linedrni kombinace ostatnich fadkl, pak se hodnota determinantu nezméni,

tj. det B = det A.

Necht’ je matice A horni (dolni) trojahelnikova matice, potom je jeji determinant

roven soucinu prvkil na hlavni diagonéle.

Necht’ (j1, j2, -, jn) je libovolné potadi z n prvki. Pak z definice determinantu
plyne, Ze sou€in a,j, * ayj, * ...* Ay, se vyskytuje prave jednou v det A, ale také

v det AT. Tento soucin bude v det A vynasoben ¢&islem (—1)" a v det AT &islem

(—=1)%, kde r =znaci celkovy pocet inverzi v permutaci (I j Jn>
L2 v n
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a s celkovy pocet inverzi v permutaci (J 11 ]22 ]T’l‘) Ziejmé& viak r = s.

Odtud uz detA = det AT.

Vynasobime-li i-ty fadek matice A prvkem c € T ziskame matici, kterou

ozna¢ime B. Potom:

detB = Z SgnP 'aljl -azjz Lt (C -al-jl.) : ...'anjn =

PES,

=c- Z Sgn P - ayj, ~Qyj, * ot Qg0 e Ay, = € detA.
PES,
Zaménime-li v matici A i-ty a j-ty fadek, kde i # j, zGstanou souciny v det A
a det B stejné, ovsem budou mit vzdy opa¢né znaménko, jelikoz zaména dvou

riznych fadkti zméni paritu permutace. Tedy det B = — det A.

Jestlize ma matice A nulovy fadek, pak kazdy soucin a,j, - azj, = ..." ap;, j€ roven

nule, tedy det A = 0.

Zaménime-li v matici A dva shodné fadky, matice A se ziejmé nezméni. Na
zéaklad¢ vlastnosti 3 vSak musi platit det A = — det A, coz plati pouze v piipadé,

kdy je det A = 0.

Ptedpokladejme, ze napft. prvni fadek je c-ndsobkem druhého tadku, potom podle

vlastnosti 2 a 5 plati: det(c * 1y, 13, ..., 1) = ¢ - det(1y, 15, ..., 1) = 0.

Determinant matice A lze podle zobecnéni véty 2.1 rozepsat jako soucet
determinantil, Z nichZ vSak kazdy obsahuje fadek, ktery je nasobkem jiného radku.

Z vlastnosti 6 je kazdy z téchto determinanti roven nule, tedy i detA = 0.

Piedpokladejme, Ze napf. k prvnimu fadku pficteme c-nasobek druhého fadku,
potom dle véty 2.1 a vlastnosti 2 a 5 plati: det(r; +c 1y, 15, ..., 1) =

= det(ry, 1y, ..., 1) + ¢ - det(ry, 1y, ..., 1) = det(ry, 15, ..., ).

Obdobn¢ jako vlastnost 8 plyne z véty 2.1 (jejiho zobecnéni na vice scitancit)

a vlastnosti 2 a 5.
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10. Jestlize je matice A horni (dolni) trojuhelnikova matice, pak vSechny souciny
Ay, * Azj, * " Apj, JSOUTOVNY Nule kromé soucinu sestaveného z prvki na hlavni

diagonale. Odtud tedy detA = a1 " ayy " ...” Ay M

Zejména vlastnosti 8 a 9 Ize vyuZit pro zjednoduSeni vypoctu determinantu z definice.
Matici upravime na takovy tvar, ktery obsahuje co nejvetsi pocet nul, jelikoz pak bude
vétSina soucinii V sumé nulovych, ¢i pfimo na schodovity tvar, ze kterého determinant

ziskame jako soucin prvkil na hlavni diagonale.

Druhou moznosti zjednoduSeni vypocétu determinantu fadu n je, jak jiz bylo diive

naznaceno, pievod na vypocet n determinantt fadu n — 1, coz uvadi nasledujici véta.

Véta 2.3: Véta o rozvoji determinantu: Necht A je ¢tvercova matice fadu n (n > 1). Pro

kazdé¢ i =1, ....,n plati:

n
detd = (—1)‘+1aij 'detAij,
Zj=1

n
detd = Z (—1)‘+Jajl- ' detAjl-,
j=1
kde A;; je matice fddu n — 1, kterd vznikne z matice A vypusténim jejiho i-tého fadku
a j-tého sloupce.

Uvedeny vztah se nazyva Laplaceiiv rozvoj determinantu podle i-tého fadku, resp. i-t¢ho

sloupce.

Duikaz: Plyne z definice determinantu a jeho vlastnosti. Plati:

ai1 0 Qg5-1 Q15 Qgj41 0 Qip
detA =|Qn1 - Qij-1 Qi Gijy1 0 Qin| =
an1 = Quj-1 Qnj Qpj+1 " Apn
A1 Qqj—1 Q15 Qg4 0 Qip
n . . H . H
:Z 0 -« 0 a 0 - 0]|=
j=1] : : : : : :
an1 = Quj-1 QAnj Qpj+1 " App
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aiq A1j-1 Q15 QAqj+1 Ain
n : : : : :
=) ay-|o0 o 1 0 0
j=1 S . . . .
an1 an,j—l anj an,j+1 Ann
Dale plati:
aiq Ai,j-1 A1j Q1541 Qin
0 0 1 0 01|=
an1 Qan, j—1 an j Qan, j+1 Ann
1 0 0 0 0
= (—1)it. -yt T T T S e )
anj an1 an,j—l an,j+1 Ann
1 0 0 0 0
_ (_1)i—1+j—1, a;; A Aij-1 Q1j+1 Ain _
anj an1 an,j—l an,j+1 Ann
1 0 0 0 0
L aqi a1 aij-q1 aij+1 a L
— i+j . J 9 Jt+ in| _ i+j .
—(—1) J . . . . . —(—1) J detAU
anj an1 an,j—l an,j+1 Ann

Dohromady tedy det A =¥7_,(—1)"*/ - a;; - det A;;. Platnost druhé rovnosti pro rozvoj

podle i-tého sloupce je dana vztahem detA = det A”. m

Dodejme, ze prvek (—1)”in]- z véty o rozvoji determinantu se nazyva algebraicky

doplnék prvku a;; a budeme jej znacit D;;. Determinant ¢tvercové matice B, kterd vznikne

z matice A vypusténim libovolnych fadkd a sloupcli, se nazyva minor nebo téz

subdeterminant matice A.

Také pfi vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje se vyplati nejprve matici

upravit tak, aby jeden fadek nebo sloupec obsahoval co nejvétsi pocet nul. Kdyz pak

provedeme Laplacetv rozvoj podle takového fadku nebo sloupce, mizeme poéitat pouze

algebraické doplnky prvka, které nejsou rovny nule.
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2.3 Vypocet inverzni matice pomoci determinantu

Na zavér kapitoly o determinantech uvedeme druhy zpusob, jak nalézt inverzni matici,

a to pravé pomoci determinantii. Nejprve vSak vyslovme vétu o soucinu determinantt.

Véta 2.4: Cauchyova véta o soucinu determinantii: Necht' 4, B jsou ¢tvercové matice fadu

n. Pak plati: det A - det B = det(4 - B).

Diikaz: Matici A 1ze elementarnimi fadkovymi Gpravami pfevést na matici A’, ktera je ve
schodovitém tvaru. Pfevedeni lze provést takovymi upravami, které neméni determinant
podle vlastnosti ve vété 2.2 (ptipadné prohozeni fadktl sice méni znaménko determinantu,
ovSem vynasobenim fadku konstantou —1 se opét vratime na znaménko ptivodni), bude
tedy platit detA = det A". Na zaklad¢ véty 1.6 existuje ¢tvercova matice P takova, ze
A =P-A.

Matici B ptevedeme elementarnimi sloupcovymi Gipravami na matici B’, ktera je také ve
schodovitém tvaru, takze det B = det B’. Na zakladé poznamky u véty 1.6 existuje

¢tvercova matice Q takova, ze B' = B - Q.

Plati tedy det A - det B = det A’ - det B'. Dale jelikoz matice A" a B’ jsou ve schodovitém
tvaru, tak matice A’ - B' bude také ve schodovitém tvaru, coz vyplyva z principu nasobeni
matic, a pro jeji diagonalni prvky c; bude zfejmé platit ¢;; = a’;; - b';;. Determinant
matice ve schodovitém tvaru se rovna soudinu prvki na jeji hlavni diagonale, odtud

dostavame rovnost det A’ - det B’ = det(4’ - B").

Provedeme-li na matici A - B stejné fadkové a sloupcové upravy, jako jsme provedli na
matici A, resp. matici B, dostaneme matici A'-B": P-(A-B)-Q=(P-A)-(B-Q) =
= A’'- B'. Provedené upravy neméni determinant, takze matice A-B a A'- B’ maji

determinant stejny. Dohromady tedy ziskavame rovnost:
detA-detB = detA’-detB’ = det(A'-B’) = det(A-B).m

Definice 2.5: Necht' A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak matice A= (dij), kde
a;j = Dj; je algebraicky doplnék prvku a;; v matici A, se nazyva adjungovand matice

k matici A. Oznacujeme ji také adj A.
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V kapitole 1.4 jsme pomoci hodnosti matice definovali pojmy regularni a singularni
matice. Nyni mizeme definici formulovat pomoci pojmu determinant. Vratme se také

k véte, kterou jsme jiz diive uvedli jako vétu 1.4, a dokazme na tomto mist¢ jeji platnost.

Definice 2.6: Ctvercova matice A fadu n se nazyva reguldrni, je-li det A # 0. Ctvercova

matice A se nazyva singuldrni, pokud det A = 0.

Véta 2.5: Ke ¢tvercové matici A fadu n existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz A je

regularni matice.

Diikaz: Necht nejprve k matici A existuje inverzni matice A~1. Pak plati A-A™1 = E.
Kdyz ptejdeme k determinantlim, pak dle véty 2.4 plati: 1 = detE = det(4-A471) =
= det A - det A™1. Odtud musi det A # 0, tedy matice A je regularni.

Nyni necht’ A je regularni matice, takze detA # 0. Sestrojme matici X = ﬁ-/f

a dokazme, 7€ X je inverzni matici k matici A. Ozna¢me C = A - X. Pak prvek c;; matice

1

C Ziskémejako: Cij = E ' (ail ' D]l + ap - DjZ + -+ Ain * Djn)

Uzitim véty o rozvoji determinantu dostavame:

. . 1 1
- prOL=]:cil-=m-(ai1-Di1+ai2-Di2+--~+ain-Din)=m-detA=1,

1

m-0=0.

, , 1
- prot#j: Cij :m' (ail 'Djl + a;; 'Dj2 +"‘+ain'Djn) =

Zjistujeme tedy, Ze matice C je jednotkova matice. Plati rovnost A - X = E. Analogicky
by se dokazalo, Ze plati i rovnost X -+ A = E. Matice X = ﬁ - A je skute¢ng inverzni
matici k matici A. m

Véta 2.6: Necht’ A je regularni matice. Pak A™1 = ﬁ A

Platnost tohoto tvrzeni byla dokazana v druhé c¢asti dikazu véty 2.5. Na zakladé
uvedeného vztahu ziskavame druhy zpusob, jak 1ze vypocitat inverzni matici k matici A.
Inverzni matici A~! miizeme spoéitat vynasobenim adjungované matice k matici A

pfevracenou hodnotou determinantu matice A.
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3. Soustavy linearnich rovnic

Definice 3.1: Soustavou m linedrnich algebraickych rovnic 0 n nezndmych nad télesem

T budeme rozumét soustavu rovnic tvaru

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == b1
ay1X1 + AyrXy + -+ AoynXn == bz
Am1X1 + QaXo + -+ QunXn = by,

kde koeficienty a1, a;3, ..., @, @ absolutni ¢leny by, b,, ..., by, jsou prvky télesa T.

Soustava se nazyva homogenni, jestlize b; = 0 pro vSechna i = 1,...,m. V opatném

pfipad¢ se soustava nazyva nehomogenni, tedy kdyz b; # 0 alesponi pro jedno i.

Matice
a11 e aln b1 a11 e aln bl
a21 a2 b a21 a2 b
A= : . :n , b= ;2 ’ (A|b) = : . :n ;2
Am1 - Amn b, Ami - Amalb,,

nazyvame po fadé matice soustavy, sloupec pravych stran a rozsirend matice soustavy.
X1 b1
Soustavu miiZzeme zapsat také maticové ve tvaru: A- X = B, kde X = P ,B=|:

Xy, b,

Definice 3.2: Resenim soustavy m linearnich rovnic o n neznadmych je kazda uspoiadana

n-tice x = (xq, Xy, ..., X, ) prvku télesa T, pro kterou plati vSech m uvedenych rovnosti.
Z hlediska poctu feSeni soustavy musi nastat pravé jeden ze tii piipadi:

1. soustava nema zadné feSenti,

2. soustava ma jediné fesent,

3. soustava mé nekone¢né mnoho feseni.

Paklize existuje alespon jedno feSeni, soustava se nazyva resitelna. V piipadé, ze zadné

feSeni neexistuje, se soustava nazyva neresitelnd.

Resit soustavu linearnich rovnic znamena nalézt vSechna jeji feSeni, tedy urcit jistou

podmnozinu T™ vSech feSeni soustavy.
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Poznamka: MnozZina feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic tvofi vektorovy

podprostor, u nehomogenni soustavy pak afinni podprostor. Timto pojetim se z diivodu

zamgéieni prace na metody feSeni soustav linearnich rovnic nebudeme zabyvat.

3.1 Ekvivalentni upravy soustav linearnich rovnic

Definice 3.3: Dv¢ soustavy linearnich rovnic o n neznamych se nazyvaji ekvivalentni

soustavy, jestlize maji stejné mnoziny feseni.

Provadime-li se soustavou linearnich rovnic takovou upravu, po které¢ ziskame soustavu

s ni ekvivalentni, jedna se o ekvivalentni upravu dané soustavy linearnich rovnic. Vycet

ekvivalentnich Gprav uvadi nasledujici véta.

Véta 3

.1: Necht’ je dana soustava m linearnich rovnic 0 n neznamych nad télesem T. Pak

nasledujici upravy jsou ekvivalentnimi upravami této soustavy:

1
2.
3
4.
Diikaz:

3.

libovolna zaména potadi rovnic,
vynasobeni libovolné rovnice nenulovym ¢islem z T,
pticteni linearni kombinace jinych rovnic K jedné rovnici,

vypusténi rovnice, kterd je linearni kombinaci ostatnich rovnic.

Resenim soustavy je takova uspofadana n-tice, pro kterou plati viech m rovnosti,
tudiz nezélezi na potadi, ve kterém jsou rovnice uvedeny. Soustavy lisici se pouze
potfadim rovnic jsou zfejmé ekvivalentni.

Pokud (t4, ty, ..., t) je feSenim soustavy linearnich rovnic, pak je feSenim kazdé
jeji rovnice. Proto pti dosazeni do i-té rovnice ziskavame platnou rovnost: a1 t; +
+ ajpty + -+ aj,t, = b;. Vynasobime-li tuto rovnici nenulovym ¢ € T, ziejmé
odtud také plati: c- (ajt; + ajpt, + -+ + ajpt,) = ¢ - b;. Stejné tak pokud
plati druhd uvedend rovnost, tak z ni zfejmé vyplyva platnost prvni uvedené
rovnosti. Tedy soustava, ktera vznikne vynasobenim libovolné rovnice ptivodni
soustavy nenulovym ¢islem z T je S ni ekvivalentni.

M¢jme soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych (1):

allxl + alzxz + -+ alnxn = bl
ay1X1 + AyrXo + -+ AoynXn = bz
Am1X1 + QuaXy + o+ Xy = by
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a pri¢téme napt. Kk jejimu prvnimu fadku druhy fadek vynasobeny Cislem c € T.

Dostavame soustavu (2):

a11x1+"'+a1nxn+C'(a21x1+"'+ aann) = bl +C'b2
ar1X1 + AyrXy + -+ AoynXn == bz
Am1X1 + QpaXy + o+ QunXn = by

Necht’ (tq,t,...,t,) je feSenim soustavy (1), pak plati: ay;t; + at; + -+
+ alntn = bl a také: c - (a21t1 + azztz + -4+ aZntn) =C- bz. Odtud a11t1 +
+ a12t2 + -+ alntn +cC- (a21t1 + azztz + -+ az-ntn) = bl +cC- bz,

vSechny ostatni rovnice jsou stejné, tedy (tq, t, ..., t,) je feSenim soustavy (2).

Naopak necht’ (t;,t,, ..., t,) je feSenim soustavy (2), pak z prvni rovnice plati:
A1t + aqpty + o+ agpty + ¢ (azity + agty, + -+ aznt,) = by + ¢ by,

Z druhé rovnice plati: apit; + azyt, + -+ ay,t, = b,. Tudiz po dosazeni
a odetteni v prvni rovnici ziskavame: a;;t; + aq,t; + -+ + agnt, = by. Reseni

(tq1, ty, ..., ty) je feSenim soustavy (1). Soustavy (1) a (2) jsou ekvivalentni.

4. Uvazujme soustavu, jejiz prvni rovnice je linearni kombinaci ostatnich rovnic (3):

C2  (ayXxy + o+ AupXy) + o+t (A Xy + o+ ApXn) = Cp by + -+ Cp by
a21x1 + a22x2 + A + aann == bz
A1 X1 + QpaXo + -+ QunXn = by,

kde c,,...,c,; € T. Dale uvazme soustavu (4), ktera vznikne ze soustavy (3)

vypusténim prvni rovnice:
alel + azzxz + -+ aann = bz
am1x1 + amzxz + -+ amnxn = bm
Je ziejmé, ze (ty,t,, ...,t,) je feSenim soustavy (3) pravé tehdy, kdyz
(tq,ty, ..., ty) je FeSenim soustavy (4). Jinak feCeno, soustavy (3) a (4) jsou
ekvivalentni. m

3.2 ReSitelnost soustav linearnich rovnic

Jednim z ukolt pii feSeni soustavy linearnich rovnic je rozhodnout o jeji feSitelnosti.

Zakladni vztah, ktery uruje, zda je soustava feSitelna, popisuje Frobeniova véta.
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Véta 3.2: Frobeniova véta, resp. Kronecker-Capelliho véta: Soustava m linearnich rovnic
0 n neznamych je feSitelnd pravé tehdy, kdyz hodnost matice této soustavy je rovna

hodnosti rozsifené matice této soustavy, tedy h(4) = h(A|b).

Duikaz: Necht soustava linearnich rovnic ma feseni (tq, to, ..., t,;). Pak plati:

a11t1 + a12t2 + -+ alntn = bl
a21t1 + azztz + -+ aZntn = bz
am1t1 + amztz + -+ amntn = bm
neboli
a1 a2 Ain b,
a a a b
| | et = )
am1 Am2 Amn bm

to znamena, ze sloupec pravych stran je linedrni kombinaci sloupcti matice A. To plati

prave tehdy, kdyz h(A) = h(A|b). m

Z Frobeniovy véty vyplyva, Ze homogenni soustava linearnich rovnic je feSitelna vzdy.
Sloupec pravych stran obsahuje samé nuly, jeho piipojenim ke sloupciim matice A se tedy
nezméni hodnost, proto vzdy plati h(A) = h(A|b). Homogenni soustava mtize mit bud’
pravé jedno feseni, kterym je uspotfadana n-tice (0, 0, ...,0) nazyvana nulové reseni, nebo

ma nekone¢né mnoho fesSeni (zahrnujici také nulové fesent).

Dale uved'me vétu, ktera popisuje, jak v ptipadé¢ fesitelné soustavy urcit, zda ma jediné

feSeni, nebo jich ma nekone¢né mnoho.

Véta 3.3: Soustava m linearnich rovnic o n nezndmych ma jediné feSeni, pokud matice
soustavy a rozSifena matice soustavy maji stejnou hodnost, kterd se rovna poctu

neznamych soustavy, tedy h(A) = h(A|b) = n.

Diikaz: Soustavu linearnich rovnic miizeme zapsat maticové ve tvaru: A - X = B. Matice
A je regularni (pokud zpocatku nebyla ¢tvercova, staci vynechat linearné zavislé radky),
takZe k ni podle véty 2.5 existuje inverzni matice A, Vynasobime-li ptivodni maticovy
zapis soustavy inverzni matici A~! zleva, dostdvame A™'- A- X = A~1-B. Odtud
dostdvame vztah pro feSeni soustavy: X = A~ - B. Jelikoz inverzni matice je uréena

jednoznacné, jedna se o jediné feSeni dané soustavy. m
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Hodnost matice nemtize byt vétsi, nez je pocet sloupcit matice, ktery je stejny jako pocet
neznamych. Proto pokud je soustava feSitelnd a zaroven nenastdva rovnost z véty 3.3,
musi nutné h(4) = h(A|b) = r < n, kde n je pocet neznamych. V takovém piipadé ma

soustava nekone¢né mnoho feseni, které zavisi na (n — r) parametrech.

Uvedené poznatky o feSitelnosti soustavy shrnuje nasledujici schéma:

Soustava m linearnich
rovnic 0 n neznamych

h(A) = h(A|b) h(A) # h(A|b)

soustava ma reSeni soustava nema reseni

h(A) = h(Alb) =n

soustava ma jediné feSeni

h(A) = h(Alb) =r <n
soustava ma nekone¢né mnoho feSeni
zavislych na (n — r) parametrech

Obrazek 2: Resitelnost soustav linedarnich rovnic.

Reseni obsahujici parametry se nazyva obecné reSeni soustavy linearnich rovnic.
Dosadime-li za parametry konkrétni ¢isla, dostavame jedno feSeni, které nazyvame
partikularni Feseni. Vzhledem K témto pojmim mulizeme popsat vztah mezi feSenim
nehomogenni a homogenni soustavy linedrnich rovnic takto: obecné feSeni nehomogenni
soustavy rovnic je rovno souctu partikularniho feSeni této nehomogenni soustavy

a obecného feseni prislusné homogenni soustavy.

Nyni vime, jak uréit pocet feseni soustavy linearnich rovnic na zakladé hodnosti matice
soustavy a hodnosti rozsifené matice soustavy. Resit soustavu znamené nalézt viechna

jeji feseni, k cemuz slouzi metody, které popiseme ve zbyvajicich kapitolach.
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4. ReSeni soustav linearnich rovnic na zakladni Skole

Z4ci se obvykle s tématem soustav linearnich rovnic poprvé setkavaji v uéebnicich pro
9. ro¢niky zdkladnich Skol, pfipadné pro kvarty na viceletych gymnaziich. V tomto
obdobi jsou feSeny pouze soustavy dvou rovnic se dvéma neznamymi, obvykle
ozna¢ovanymi jako x a y. Nezbytnym ptedpokladem pro pochopeni uciva je dobra

znalost prace s rovnicemi.
4.1 Soustavy dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Definice 4.1: Soustava

a;x+byy = ¢
a,x + by = ¢y,
kde aq,a,, by, by, cq,c, € R se nazyva soustava dvou linedrnich rovnic se dvéma

nezndmymi x,y.

Mnozinu feSeni této soustavy rovnic tvoii vSechny takové usporadané dvojice [x; yl],
které jsou feSenim obou rovnic. Soustava dvou rovnic se dvéma neznamymi miize mit

prave jedno feSeni, nekone¢né mnoho feSeni nebo nemit feSeni zadné.

Vsechny metody pouzivané k hledédni feSeni soustavy rovnic vyuzivaji ekvivalentni
upravy rovnic a jejich soustav. Jedna se o tipravy, pii jejichz pouziti zistane zachovana

stejna mnozina feSeni.
4.2 Metoda dosazovaci

Prvni metodou, kterd se pouZzivd k feSeni soustav dvou linedrnich rovnic se dvéma

neznamymi, je metoda dosazovaci nebo téZ substitu¢ni.

Pii pouziti dosazovaci metody zaneme vyjadienim jedné neznamé zjedné rovnice
soustavy. Vyjadienou neznamou nasledné dosadime do druhé rovnice. Tim ziskdme
jednu rovnici o jedné neznamé, kterou vyfeSime. Spocitanou hodnotu jedné neznamé pak

dosadime do pivodniho vyjadieni, a tim ziskame i hodnotu druhé neznamé.

Postup si nyni ukazeme na ptikladech.
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Piiklad 4.1: Dosazovaci metodou feste soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi x a y
(Odvarko & Kadlecek, 2019, s. 12):

x+7y = 13

3x—7 = =5y
ReSeni: Druha rovnice soustavy neni v zakladnim tvaru ax + by = c. Do tohoto tvaru
bychom ji mohli snadno upravit, ov§em pro vypocet ptikladu to neni potieba, mizeme

tedy ihned zagit fesit.

V prvnim kroku zjedné rovnice vyjadiime jednu neznamou. Jelikoz mame Ctyfi
moznosti, je vhodné si vtomto kroku vzdy rozmyslet, ktera volba je nejvyhodnéjsi.
V tomto piipadé bude nejlepsi vyjadtit z prvni rovnice soustavy neznamou x, jelikoz je
u ni koeficient 1, takze diky této volbé nebudeme pracovat se zlomky:

x+7y = 13 /=7y
x -7y + 13

Ziskany vyraz dosadime za x do druhé rovnice:
3:(=7y+13)-7 = =5y

Ziskavame jednu rovnici s jednou neznamou y, jejiz hodnotu z ni vypocitame:

—-21y+39-7 = -5y
—21y+32 = -5y /+5y—32
1
—-1l6y = =32 ==
Y /< 16)
y = 2

Spocitanou hodnotu y dosadime do vyrazu vyjadiujiciho x z prvni rovnice a vypocitame

hodnotu neznamé x:

x = =7-2+13
x = -—-14+13
x = -1

Soustava ma jedno feSeni, a to uspoiadanou dvojici [—1;2]. ReSeni zapiseme jako

mnozinu: K = {[—1; 2]}.

Pro kontrolu spravnosti vysledku se na zdkladnich Skolach béZné€ provadi zkouSka

spocivajici v dosazeni vysledku do obou rovnic a porovnani stran:
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L(-1;2D)=-1+7-2=13 Py ([-

1;2]) 1;2]) =13 L =P,
L,([-1;2]) =3-(-1) —7=-10 P([-1;2

)
D=-5-2=-10 L, =P,

V obou rovnicich soustavy se po dosazeni feSeni pravé a levé strany rovnaji, ovefili jsme

tedy spravnost uvedeného feseni.

Pravé vyteSend soustava byla pfikladem soustavy s jednim feSenim. Uvedeme jeste
ptiklad soustavy, kterd nema zadné feSeni, a soustavy, kterd ma naopak feSeni nekonecné

mnoho.

Priklad 4.2: Urcete kolik feSeni ma soustava rovnic (Herman et al., 1999, s. 92):

6x+5y = 15
2 +5 = 3
x+3y =

ReSeni: Zacneme opét tim, ze zjedné rovnice vyjadiime jednu nezndmou. V tomto
piipadé neni zadna varianta vyrazn¢ vyhodnéj$i nez ostatni, vyjadiime tedy z prvni

rovnice neznamou Xx.

6x+5y = 15 /=5y
1
6x = —-5y+15 /-8

B 5 +15

S

Toto vyjadieni x dosadime do druhé rovnice a nov€ vzniklou rovnici o jedné neznamé

vyfeSime:
) ( 5 +15>+5 _
6" " 6) 73V T
5 +15+5 _ 3
3773 T3V T /
—5y+154+5y = 9
Oy+15 = 9 /-15
0 = -6

Dochazime k neplatné rovnosti, 0 # —6, coz znamena, ze neexistuje zadna uspotradana
dvojice ¢isel, ktera by byla soucasné feSenim obou rovnic ze zadani. Soustava tedy nema
feSeni, mnozina feseni je prazdna: K = Q.

O tom, Ze soustava rovnic nema feSeni, se mizeme presveédcit jeSte jinym zplsobem.
Vratime se znovu K piivodni soustavé a vynasobime druhou rovnici ¢islem 3, abychom
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ziskali v obou rovnicich stejny koeficient pifed nezndmou x. Provadime pouze
ekvivalentni Gpravu. Soustava, kterd vznikne mé tedy stejné feSeni jako soustava ze
zadani, a vypada takto:

6x+5y = 15

6x+5y = 9
Levé strany obou rovnic jsou stejné, ale absolutni ¢leny na pravych stranach se 1isi. Najit
takovou uspofadanou dvojici [x; y|, aby se vyraz 6x + 5y rovnal soucasné 15 i 9 neni
mozné, rovnice tedy opravdu nema feSeni. Poznatky ztohoto piikladu muzeme
formulovat do obecné platného zavéru: Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma

nezndmymi nemd zadné feSeni, pokud si rovnice odporuji.
Piiklad 4.3: Urcete, kolik feSeni ma soustava rovnic (Herman et al., 1999, s. 92):

—x+4 7y
40—-10x = 70y

Reseni: Budeme postupovat stejnym zptisobem jako v predchézejicich dvou ptikladech.
Zacneme tedy vyjadienim jedné nezndmé z jedné rovnice. V tomto piipadé¢ bude
nejvyhodnéjsi vyjadtit z prvni rovnice neznamou x, jelikoZ je pied ni koeficient —1, diky

¢emuz opét nebudeme muset fesit rovnici se zlomky:

—x+4 = Ty /—4
—x = Ty—4 /(=D
x = =7y+4

Ziskany vyraz dosadime do druhé rovnice a rovnici vyfeSime:

40 -10-(=7y+4) = 70y
40+70y —40 = 70y /—70y
0 = 0

Dosli jsme k platné rovnosti 0 = 0. To znamena, Ze soustava rovnic ma nekonecné

mnoho feSeni.

Stejné jako v predchozim ptikladg, i tady obecné popiSeme, pro jakou dvojici rovnic ma
soustava nekoneéné mnoho feseni. Vratme se k pivodni soustavé a upravme ji do
zakladniho tvaru s nezndmymi na levé stran¢ a absolutnimi ¢leny na pravé. Prvni rovnici
vynasobime Cislem —10 a druhou c¢islem —1, aby byly pfed neznamou x stejné

koeficienty. Dostavame tuto soustavu:
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10x +70y = 40

10x +70y = 40
Po této upravé jsou 0bé& rovnice naprosto stejné, tudiz vypovidaji totéZ. Resenim soustavy
jsou tedy vSechny uspoiadané dvojice [x; y], které jsou feSenim linearni rovnice se dvéma

neznamymi 10x + 70y = 40, a téch je nekonecné mnoho.

Prestoze feseni soustavy je nekoneéné mnoho, nejsou to vsechny dvojice realnych Cisel.
Hodnotu jedné nezndmé mizeme vzdy volit libovolné, ovsem druhou musime urcit
v zavislosti na prvni tak, aby platila rovnost. Re$eni ziskame takovym zptisobem, Ze jednu
neznamou zvolime za parametr t a druhou neznadmou vyjadiime z rovnice pravé pomoci

tohoto parametru. V této soustavé to bude vypadat takto:

y =t
10x +70y = 40 /=70y
1
10 = =70 40 —
X y+ 10
x = —-7y+4
x = =7t+4

Vsechna feSeni dané soustavy vyjadiime jako mnozinu: K = {[—7t + 4;t],t ER }.

Toto vyjadfeni vypovidd, Ze za hodnotu ¢ miZeme dosadit libovolné realné cislo
a dopocitanim x ziskdme uspotadanou dvojici, kterd je feSenim dané soustavy. Jelikoz

realnych ¢isel je nekone¢né mnoho, je nekonecn€ mnoho i feSeni dané soustavy.

Kdybychom zvolili za parametr neznamou x, dostali bychom sice jiné vyjadieni, ov§em

vyslednd mnozina feSeni by byla totozna.

Chceme-li opét formulovat obecny zavér tykajici se poctu feseni soustavy, mizeme ho
vyjadrtit takto: Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi ma nekonecné

mnoho feseni, pokud rovnice vypovidaji totéz.

4.3 Metoda scitaci

Druhou metodou probiranou na zékladnich Skolach je metoda scitaci. Pii pouziti této
metody je potieba upravit rovnice tak, aby alespoil u jedné neznamé byly koeficienty
opacna cisla. Pokud tato podminka neni splnéna jiz v zadani, nasobime jednu ¢i obé

rovnice vhodnym nenulovym ¢islem. Nasledné ob¢ rovnice secteme, ¢imz ziskdme jednu
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rovnici o jedné neznamé. Jejim vyfeSenim ziskdme hodnotu jedné neznamé, pomoci které

pak po dosazeni do jedné z ptivodnich rovnic uré¢ime i hodnotu druhé nezndmé.

Priklad 4.4: Scitaci metodou feSte soustavu dvou rovnic se dvéma nezndmymi x a y

(Herman et al., 1999, s. 89):

27x+4y = -58
3x -5y = -1
Reseni: Koeficienty u stejnych neznamych se v rovnicich li§i, proto musime zagit
upravou rovnic. Moznosti, jak je vynasobit, aby koeficienty pied jednou z neznamych

byly opac¢na ¢isla, je vice. Zvolime tu, Ze druhou rovnici vynasobime ¢islem —9:

3x-5y = -1 /(-9
—27x+45y = 9
Ziskame tuto soustavu:
27x +4y = -—58
—27x+45y = 9

Koeficienty pted neznamou x jsou opacna cisla, secteme tedy ob¢ rovnice a dostaneme

rovnici o jedné neznamé, kterou vyfeSime:

49 !
/ 49
y = -1

0x + 49y

Spocitanou hodnotu y dosadime do jedné zrovnic soustavy a vypocitame hodnotu

neznameé x:
3x -5y = -1 /+5y
1
3x = 5y—-1 -—
X y 3
B 5 1
x = 3773
5 1
= —.(=1) ==
x 3 ("D -3
x = =2

Soustava ma jedno feSeni: K = {[—2; —1]}. Zkouska by se provad¢la stejnym zptsobem

jako u ptikladu 4.1 v kapitole 4.2.
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V kroku, kdy se s¢itaji upravené rovnice, by u n¢kterych soustav mohlo dojit k tomu, ze
se odeCtou ob¢ neznamé. V piipadé, ze bychom pak po upravé dosli k rovnosti 0 = 0, by
to znamenalo, Ze mé soustava nekone¢n¢ mnoho feSeni. Paklize bychom dosli k neplatné
rovnosti, Ze jakékoliv ¢islo rizné od nuly se rovna nule, znamenalo by to, Ze soustava

nema feSeni zadné.
4.4 Metoda porovnavaci

Resime-li soustavu dvou linearnich rovnic se dvéma nezndmymi metodou porovnavaci,
vyjadiime nejprve z obou rovnic stejnou neznamou pomoci druhé neznamé. Tato
vyjadieni porovname, ¢imz dostaneme jednu rovnici o jedné neznamé. Rovnici vyfesime,
¢imz ziskdme hodnotu této neznamé. Jejim dosazenim do jednoho z ptivodnich

vyjadfenich ziskdme i hodnotu neznamé druhé.

Priklad 4.5: Porovnavaci metodou feste soustavu dvou rovnic se dvéma nezndmymi x

ay (Hermanetal., 1999, s. 81):

3x—y -3

2x+y = -2
ReSeni: Nejprve vyjadiime z obou rovnic jednu neznamou. V tomto kroku je opét vhodné
vybrat neznamou tak, aby nasledné nebylo nutné pocitat se zlomky. V tomto ptipadé
budeme vyjadfovat neznamou Yy, jelikoZ je ptfed ni koeficient —1 Vv prvni rovnici a 1

Vv rovnici druhé. Vyjadienim neznamé y z obou rovnic tedy obdrzime:

3x—y = =3 /—3x
2x+y = =2 /—2x
-y = —=3x-3 /(1)
y = =2x-—2
y = 3x+3
y = —2x—2

Hledame takovou hodnotu x, pro kterou maji oba vyrazy vyjadiujici y stejnou hodnotu.

Tu uréime tak, ze dame obé¢ vyjadieni do rovnosti a vzniklou rovnici vyiesime:

3x+3 = —-2x—-2 /+2x-3
1
5 = =5 c=
X /5
x = -1



KdyZ zndme hodnotu x, spocitdme pomoci ni hodnotu y tak, Ze ji dosadime do jednoho
z ptivodnich vyjadieni:

y = 3-(-1D+3
y =0

Mnozina feSeni obsahuje jedinou uspofadanou dvojici: K = {[—1; 0]}.

Kdyby soustava méla nekonecné mnoho feSeni, pak bychom v kroku, ve kterém
porovnavame vyjadieni téze neznamé z kazdé z rovnic, dospéli k rovnosti 0 = 0. Pokud
by soustava neméla feSeni zadné, pak bychom v tomtéz kroku dospé€li k neplatné rovnosti,

ze se jakékoli realné ¢islo rizné od nuly rovna nule.

4.5 Grafické reSeni

Posledni metodou feseni, kterou se zaci u¢i pouzivat na zékladnich skolach, je metoda
grafického feseni soustav dvou linearnich rovnic o dvou neznamych. S touto metodou se

seznamuji v ramci probirdni uc¢iva o funkcich.

Grafické feseni spociva v tom, ze z obou rovnic vyjadiime, jak y zavisi na x. Tim ziskdme
piedpisy dvou linearnich funkci, jejichz grafem jsou pfimky. Ob¢ funkce nakreslime do
jedné kartézské soustavy soutadnic a zjiStujeme, pro které x nabyvaji obé funkce stejné
hodnoty y. O téchto bodech totiz plati, Ze lezi zaroven na obou piimkach, jsou feSenim

obou rovnic, a jsou tedy fesenim dané soustavy.

Na grafickém feSeni lze ndzorné ukazat, v jakych pfipadech maji soustavy rovnic jedno,
z4dné a nekone¢n¢ mnoho fesSeni. V ptipad¢, ze jsou narysované piimky riznobézné, pak
se protinaji v jednom bodé¢, a pravé tento bod je jedinym feSenim soustavy. Pokud jsou
pfimky rovnobézné, pak neexistuje zadné x, pro které by funkce nabyvaly stejné hodnoty,
soustava tedy nema feSeni Zadné. Posledni moznosti je, Ze grafy obou linedrnich funkcich
jsou totozné piimky. Pak jsou vSechny body na téchto pfimkach feSenim dané soustavy,

feSeni je tedy nekone¢né mnoho (Herman et al., 2000).
Vsechny tyto moznosti ukdzeme na feSenych piikladech.

Piiklad 4.6: Reste podetnd i graficky soustavu rovnic (Herman et al., 2000, s. 86):

3x—2y—10 = 0
2x+y—9 = 0
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ReSeni: Za¢neme tim, Ze z obou rovnic vyjadiime nezndmou y pomoci x. Tim ziskdme

ptredpisy dvou linearnich funkci, které mizeme oznacit f a g:
f:y=§x—5, g:y=-2x+9

Nyni, kdyz zname ptedpisy funkci, pfistoupime k nakresleni jejich graft. Jelikoz grafem
linearni funkce je pfimka, staci pro kazdou funkci najit dva body, kterymi prochazi,

protoze ty urci celou piimku:

f:y=%x—5, g:y=-2x+9
x 0 2 X 0 2
y | =5 -2 y 9 5

[4.11

Obrazek 3: Ruznobézné primky.
Z obrazku zjistujeme, Ze se ptimky protnou Vv bodé [4;1], coz je tedy FeSeni dané

soustavy rovnic.

Zadani pozadovalo, aby byla soustava feSena pocetné i graficky. Provedeme tedy

I pocetni feseni, které zaroven poslouzi jako kontrola.

Jiz dfive jsme z obou rovnic vyjadiili nezndmou y, ¢ehoz lze vyuzit pfi porovnavaci
metod¢. Obé vyjadieni tudiZ porovname, ¢imz ziskame jednu rovnici, z které vypocteme

hodnotu x:
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3
zx—S = —2x+9 /+2x+5
7 _ 2
2* = 'z
x = 4

Dosazenim vypoétené hodnoty x do jednoho z puvodnich vyjadieni ziskaime hodnotu y:

y = —2-4+49
y =1

Pocetnim feSenim dochazime K totoznému vysledku. ZapiSeme feSeni: K = {[4;1]}.

Piiklad 4.7: Grafickou metodou zdtvodnéte, pro¢ dana soustava nema feseni (Herman

et al., 2000, s. 84):

3x—2y = 4

9x—-6y = 6
ReSeni: Ze zadani vime, Ze soustava rovnic nema zadné feSeni. Pro zdivodnéni vSak
budeme postupovat stejné jako v pfedchozim ptiklad€. Zacneme tim, ze z kazdé rovnice

vyjadiime y, ¢imz ziskame ptedpisy dvou linearnich funkci:
3 3
f.y—zx—Z, g.y-;x—l

Jiz z tohoto vyjadieni je ziejmé, Ze grafy obou funkci budou rovnobézné, jelikoz
koeficient pted x urcuje sklon pfimky, a ten je u obou funkeci stejny. Pfesvédéime se vSak

pomoci sestrojeni grafi funkci.

fry=-x-2, g:y=5x-1
x 0 2 X 0 2
y | =2 | 1 y | =1 | 2
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Obrazek 4: Rovnobézné primky.
Grafy obou funkei jsou skuteéné rovnobézné ptimky, coz vysvétluje, pro¢ soustava nema
zadné tfeSeni. Rovnobézné piimky nemaji zddny spolecny bod, tudiZ ani dana soustava
rovnic nema zadné feSeni. Neexistuje totiz Zadna uspotradana dvojice [x; y] takova, ktera

by lezela zaroven na obou piimkach, a tedy byla soucasné feSenim obou rovnic.

Priklad 4.8: Potvrd'te graficky, Zze dana soustava ma nekone¢né mnoho feseni (Herman

etal., 2000, s. 82):

x—2y =1
3x — 6y 3

ReSeni: Opét za¢neme tim, Ze z obou rovnic vyjadiime y a néasledné nakreslime do

jednoho obrazku grafy obou linedrnich funkci, které timto vyjadienim ziskame.

=11 ey =1,_1
f.y—zx 2' 9y =3%X73

Oba funkéni prredpisy jsou stejné, piimky jsou tedy totozné.

1 1
x 0 2
y | 1|1

2
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Obrdazek 5: Totozné primky.
To, ze jsou piimky totozné, znamend, ze kazdy bod, ktery lezi na jedné z piimek, lezi
soucCasn¢ i na druhé, tedy je feSenim dané soustavy. Takovychto bodl je nekonecné

mnoho, proto i feSena soustava ma nekonecn¢ mnoho feseni.

4.6 Slovni ulohy

Kromé toho, ze se zaci v devatych tridach poprvé seznamuji s metodami feSeni soustav
dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi, u¢i se nasledné tyto poznatky vyuzit
k feseni slovnich loh. U nich je navic vyzadovano, aby zaci dokazali interpretovat udaje

ze zadani a sami soustavu rovnic sestavili, nez mohou pfistoupit k jejimu feSeni.

Slovni Ulohy feSené pomoci soustav linedrnich rovnic mohou byt velmi riznorodé.
Odvarko a Kadle¢ek (2019) zafazuji ve své ucebnici k této latce Glohy o smésich,

roztocich a pohybu.

Priklad 4.9: Tfidni pokladnik Jarda bude objednavat vstupenky na divadelni predstaveni
Jehla v kupce sena. Cena drazsich vstupenek je 110 K¢, levngjsi stoji 90 K¢&. Jarda vybral
celkem 2620 K¢ od 26 zajemcu. Nezapsal si ale, kolik z nich si pfedplatilo drazsi
vstupenky a kolik vstupenky lacingjsi. Dokazes to vypocitat? (Odvarko & Kadlecek,
2019, s. 16)

Reseni: Nejprve udélame struény zapis zadani, ze kterého nasledn& uréime, jak bude

vypadat soustava rovnic.
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Neznamé budou v tomto ptipadé pocty zdjemct o rizné drahé vstupenky:
Pocet zajemcii o drazsi vstupenky ... x
Pocet zajemcii o levnéjsi vstupenky ... y
Pocet zajemcii celkem ... 26

Dale zapiSeme, c0 plati 0 ¢astkach vybranych na koupi vstupenek:
Castka vybrand na koupi drazsich vstupenek ... 110 - x K¢
Castka vybrand na koupi levnéjsich vstupenek ... 90 -y K¢
Celkovd vybrana castka ... 2620 K¢

Celkovy pocet zajemcl se musi rovnat poctu zajemcii o draz§i vstupenky a poctu zajemct
o levnéjsi vstupenky dohromady. To zapiseme do rovnice, ¢imz ziskame jednu rovnici
soustavy. Zaroven celkovéd vybrana ¢astka se musi rovnat ¢astkdm vybranym na koupi
draz$ich a levnéjsich vstupenek dohromady, coz dava druhou rovnici soustavy:
x+y = 26
110x +90y = 2620
Soustava je sestavena, piejdeme K jejimu feSeni. K tomu muzeme vyuzit kteroukoliv

z dtive popsanych metod. Pouzijeme metodu s¢itaci. Vynasobime prvni rovnici Cislem

—11 a druhou rovnici ¢islem %, aby byly koeficienty pied x opacna Cisla:

x+y = 26 /- (—11)
1
110x +90y = 2620 /- —
10
Ziskavame tuto soustavu:
-11x - 11y = -286
11x+9y = 262

Secteme ob¢€ rovnice a Spocitame hodnotu y:

-2y = =24 /-(——)
y = 12

44



Dosazenim do jedné z ptivodnich rovnic dopoc¢itame hodnotu x:

x+y = 26 /=y
x = —-y+26
x = —-12+26
x = 14

Spocitana hodnota x odpovida poctu zajemci o draz$i vstupenky a y poctu zajemci
0 levng;jsi vstupenky. Reseni slovni tlohy je vhodné ovéfit zkouskou. Nejprve ovéfime
spravnost feSeni soustavy:

L,([14;12]) = 14 + 12 = 26 P ([14;12) =26 L, =P,
L,([14;12]) = 110-14 4+ 90- 12 = 2620 P,([14;12]) = 2620 L, = P,

Nasledné provedeme zkousku udaji ze zadani: 14 + 12 = 26,

110+ 14+ 90+ 12 = 2620.

Zkouska potvrdila spravnost feSeni. Mlizeme napsat odpoveéd: Drazsi vstupenky si

predplatilo 14 zajemct a levnéjsi vstupenky si piedplatilo 12 zajemct.

Priklad 4.10: Chceme piipravit 200 gramt 30% kyseliny dusi¢né. Mame k dispozici
dostatek 12% a 60% této kyseliny. Kolik které z nich budeme potiebovat? (Odvarko
& Kadlecek, 2019, s. 17)

Nez za¢neme s feSenim ulohy, je potieba Vyjasnit, co znamenaji Udaje v zadani.
V ucebnici je uvedeno, Ze mluvime-li o 30% kyselin€, mame na mysli roztok, ve kterém
je na 100 g roztoku obsazeno 30 g kyseliny a 70 g vody. Obdobné u 12% a 60% kyseliny.
S touto informaci jsme jiz schopni ptiklad vytesit pomoci soustavy dvou linedrnich rovnic

se dvéma neznamymi.

Reseni: V této slovni uloze budou neznamé piedstavovat hmotnosti 12% a 60% roztoku

kyseliny, které pouZzijeme k ptipravé 30% roztoku:
Hmotnost roztoku 12% kyseliny ve vysledném roztoku ... x g
Hmotnost roztoku 60% kyseliny ve vysledném roztoku ... y g
Celkova hmotnost vysledného roztoku ... 200 g

Dale popiseme, jakou hmotnost ve vysledném roztoku zaujme pouze samotna kyselina

Z pouziteho 12% a 60% roztoku:
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Hmotnost kyseliny z 12% roztoku ve vysledném roztoku ...0,12 - x g
Hmotnost kyseliny z 60% roztoku ve vysledném roztoku ... 0,60 -y g
Celkova hmotnost kyseliny ve vysledném roztoku ... 0,30 - 200 g

Na zaklad¢ zapisu vytvofime soustavu. Prvni rovnice vypovidd o tom, ze soucet
hmotnosti pouzitého 12% roztoku a 60% roztoku se musi rovnat celkové hmotnosti
vysledného roztoku. Druha ptredstavuje informaci, ze soucet hmotnosti kyseliny z 12%
a 60% roztoku se musi rovnat celkové hmotnosti kyseliny ve vysledném roztoku.
Sestavime tedy soustavu rovnic a vyfe$ime ji pomoci dosazovaci metody:

x+y = 200
0,12x + 0,6y 0,3-200

Z prvni rovnice vyjadiime neznamou x:

x+y 200 /=y
x = —=y+200

Vyjadieni dosadime za x do druhé rovnice a dopocitame hodnotu y:

0,12-(—y+200)+ 0,6y = 0,3-200
-0,12y +24+ 0,6y = 60 /—24
0,48y = 36 25
y = 75
Dosazenim do vyjadieni x ur¢ime hodnotu druhé nezndmé:
x = =75+200

X 125

Soustava je vyfesena. Hodnota x odpovida hmotnosti v gramech 12% roztoku kyseliny

a y hmotnosti v gramech 60% roztoku kyseliny pouzitého k ptipravé 30% roztoku.

Provedeme zkouSku spravnosti feSeni soustavy:

L,([125;75]) = 125 + 75 = 200 P,([125;75]) = 200 L =P,
L,([125;75]) = 0,12- 125+ 0,6 - 75 = 60 P,([125;75]) = 0,3-200 =60 L, = P,

Naésledné ovefime, Ze spocitané udaje vyhovuji zadani: 125+ 75 = 200,

0,12- 125+ 0,6 - 75 = 60; 60 : 200 = 0,3.
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Ove¢tili jsme spravnost feseni. NapiSeme odpovéd’: Budeme pottebovat 125 gramii 12%

kyseliny dusi¢né a 75 gramt 60% kyseliny dusi¢né.

Piiklad 4.11: Cesta od Adama k Ev¢ je dlouha 4 km. Adam si s Evou dojednal schiizku
a vyrazil za ni rychlosti 6 km/h. Eva v témz okamziku vySla Adamovi naproti rychlosti
4 km/h. Kolik kilometrii uyjde Adam k mistu setkani a kolik ujde Eva? Za jak dlouho se
setkaji? (Odvarko & Kadlecek, 2019, s. 20)

ReSeni: Opét udélame strucny zapis, ktery vyuzijeme pii sestavovani soustavy rovnic.

Tentokrat jako nezndmé x a y oznacime pocet kilometri, které ujdou Adam a Eva:
Vzdalenost, kterou ujde Adam ... x km
Vzdalenost, kterou ujde Eva ... y km
Celkova vzdalenost ... 4 km

Dale popiSeme, jak dlouho Adam a Eva ptjdou, neZ se setkaji, k cemuz vyuzijeme tdaju

o tom, jakou jdou rychlosti:

Doba chiize Adama ... g h

Doba chiize Evy ... % h

Soucet vzdalenosti, kterou ujde Adam a Eva se musi rovnat celkové vzdalenosti, kterou
je potfeba ujit. Vzhledem ktomu, Ze Adam a Eva vysli ve stejny okamzik
a predpokladame, Ze oba pujdou tak dlouho, dokud se nesetkaji, budou se doby jejich
chiize rovnat. Z téchto idajli sestavime soustavu:

Xty =
X

6

A

K feseni pouzijeme tentokrat porovnavaci metodu, proto nejprve z obou rovnic vyjadiime

neznamou Xx:

xt+y = 4 /=y
x _ Y :
6 4 /6
x = —-y+4
3

X = Zy
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Obe¢ vyjadreni porovname a dopocitame hodnotu y:

3 3
-y+4 = 5y /—Ey—4
5 _ 4 ( 2)
27 = -

_ 8
Y = 5
y = 16

Dosazenim do jednoho z vyjadieni x dopo¢itame druhou neznamou:

x = —-16+4

x = 24
VyfteSenim soustavy jsme ziskali odpovéd’ na otazku, kolik kilometrti ujde Adam a kolik
ujde Eva k mistu setkani. V zadani se dale ptaji, za jak dlouho se setkaji. Oznac¢me tuto
dobu jako t. Doba, za kterou se setkaji, odpovida dobé chiize Adama a Evy, kterou jsme

vyjadtili hned na zac¢atku, takze ji mizeme spocitat dosazenim do jednoho z vyjadieni:

t_x
6
t_2,4
6
t = 04

Vyjadfeni doby je v hodinach, proto udaj pfevedeme na minuty: 0,4 h odpovida 24

minutam.

Provedeme zkouSku spravnosti feSeni soustavy:

L.([2,4;1,6])) =24+1,6=4 Pi([2416]) =4 L, =P
24 1,6
L,([2,4;1,6]) = G =04 P,([2,4;1,6]) = 2 =04 L,=P,
Ovétime, ze spocitané udaje vyhovuji zadani: 2,4 + 1,6 = 4, 0; % = 6; g = 4,

Zkouska potvrdila spravnost feSeni, takZze napiSeme odpovéd’: Adam ujde k mistu setkani

2,4 km a Eva ujde k mistu setkani 1,6 km. Setkaji se za 24 minut.
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5. ReSeni soustav linearnich rovnic na stiredni skole

Pti probirani tématu soustav linedrnich rovnic na stiednich Skolach se obvykle zac¢ina
opakovanim dfive probrané latky. Zaci si tak nejprve piipominaji moznosti feseni soustav
dvou rovnic se dvéma neznamymi. Nasledn¢ vSak ptechéazeji k feSeni soustav tvofenych
vice rovnicemi s vétSim poctem neznamych. Latka se obvykle vysvétluje a procvicuje na
soustavach tfi rovnic se tfemi nezndmymi. Znalosti je mozné nasledné aplikovat 1 na vétsi

soustavy.

5.1 Soustavy tFi linearnich rovnic se tfemi neznamymi

Soustavu tii linearnich rovnic se tfemi neznamymi definujeme stejné, jako jsme
definovali soustavu dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi, pouze v definici
pridavame jednu rovnici a v kazdé rovnici pribyva jeden séitanec s redlnym nasobkem
tieti neznamé. Neznamé budeme odted” oznaGovat jako x5, X,, X3. ReSenim jsou potom
vSechny uspotfadané trojice [x;; X; x3] takové, ze kdyZ je dosadime do kazdé ze tii

rovnic, dostaneme platnou rovnost.

Reseni miizeme nalézt metodami, které jsme vyuzivali pii feSeni soustav dvou linedrnich
rovnic se dvéma neznamymi. Pfi pouziti dosazovaci, s¢itaci a porovnavaci metody
nejprve prevedeme soustavu na soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi, kterou pak

dofesime kteroukoliv z téchto metod. Uziti téchto tfi metod ukdZeme na piikladech.
Piiklad 5.1: Reste soustavu rovnic (Janedek, 1995, s. 95):
X1 + Xy — X3 =

2x1 + X5 — X3
4x1 + 2x2 - 3x3 =

Il
orR o

Reseni: Soustavu vyfesime pomoci dosazovaci metody. Nejprve vyjadiime z jedné
rovnice jednu nezndmou. Nejvhodnéjsi je vyjadfovat z prvni rovnice, jelikoz absolutni
¢len je roven 0 a zaroven koeficienty u neznamych jsou rovny 1, respektive —1.
Vyjadiime tedy z této rovnice neznamou x; :

X1 +x,—x3 = 0 /=%y + X3
x1 _xZ+X3
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Vyjadifeni dosadime do zbyvajicich rovnic, které upravime:

2'(_x2+X3)+xZ_x3 == 1
4 - (_xZ + X3) + 2x2 - SX3 = O
_sz + ZX3 + xz - X3 = 1
—4-x2 + 4X3 + 2x2 - SX3 = 0
—Xy + X3 == 1
—2x2 + x3 == 0

Ziskavame soustavu dvou rovnic se dvéma neznadmymi, kterou budeme dal feSit

dosazovaci metodou. Vyjadiime z prvni rovnice nezndmou x3 a dosadime ji do druhé

rovnice:
_xz + x3 = 1 /+x2
x3 = xz + 1
x5 = -1 /(D)
xz = 1

Hodnotu x, dosadime do vyjadieni neznamé x5 a dopocitame jeji hodnotu. Nasledné

dosazenim do vyjadfeni x; dopocitame i tuto neznamou:

X3 = 1 + 1
X3 = 2

x1 —_ _1 + 2
x1 = 1

Ziskavame feSeni, které zapiseme jako mnozinu: K = {[1; 1; 2]}.

Pti provadéni zkousky musime ovéfit, Ze po dosazeni feseni dostaneme platnou rovnost

ve vsech tfech rovnicich:

Li(1152D)=1+1-2=0 P([1,12])=0 Ly =P
L(s12D)=2-1+1-2=1 P([L12D=1 Ly =P,
L;([1;1;2]) =4-1+2-1-3-2=0 P;([1;1;2]) =0 L3 =P;

Zkouska ovéfila spravnost spocitaného feSeni soustavy.
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Piiklad 5.2: Reste soustavu rovnic (Janegek, 1995, s. 95):

X1 + ZXZ - BX3 = _8
—3x1 + Xy + ZX3 = 10
le - 3x2 + 2x3 == 5

ReSeni: Soustavu budeme feSit metodou s¢itaci. Rovnice musime upravit tak, abychom

po secteni eliminovali jednu neznamou. Vynéasobime prvni rovnici Cislem 3 a seCteme ji

S druhou rovnici soustavy:

X1 + 2%, — 3x3 -8 /-3
_le + xz + ZX3 10
3X1 + 6x2 - 9X3 —24‘
—3x1 + x5 + 2x3 10
7X2 - 7X3 _14‘

Vynésobime prvni rovnici ¢islem —2 a secteme ji s tieti rovnici soustavy:

x1 + 2x2 - 3X3 _8 / (_2)
le - 3x2 + ZX3 = 5
_le - 4x2 + 6x3 = 16
2x1 - 3x2 + ZX3 = 5
_7x2 + 8x3 = 21

Ziskavame soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi. Koeficienty pfed neznamou x,
jsou opacna cisla, mizeme tedy soustavu dale fesit s¢itaci metodou a rovnice okamzité

secist:

7XZ - 7X3 = —14‘
_7x2 + 8x3 = 21

x3:7

Vzniklou rovnici jiz nemusime nijak upravovat, ziskali jsme ihned hodnotu neznamé x;.
Jejim dosazenim do jedné ze dvou rovnic se dvéma neznamymi dopocitame hodnotu

nezndmé x, a nasledné dosazenim do jedné z pivodnich rovnic soustavy dopocitame

i hodnotu neznamé x; :
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7x2 - 7x3 ==

=
N)
Il

X1+ 2x, — 3x3
X1
X1
X, =

Mnozina feseni dané soustavy obsahuje jednu uspotadanou trojici:

1

7x3 —14 /=

X3 /7
X3 —2
7—2
5
-8 /—2x, + 3x3
—2x, +3x3— 8
—-2:5+3-7-8
3

K ={[3;5;7]}.

Spravnost feseni by opét ovérila zkouska, ktera by se provadéla stejnym zptsobem jako

v prikladu 5.1.

Piiklad 5.3: Reste soustavu rovnic (Janeéek, 1995, s. 95):

X1 + Xy — ZX3 = 0
X1 — Xy — 8.X3 = 0
3x1 + 5x2 + 4x3 == 4'

ReSeni: Soustavu budeme fesit pomoci porovnavaci metody. V prvnim kroku vyjadiime

ze vSech tfi rovnic stejnou nezndmou. Miizeme vybrat kteroukoliv, vyjadifeme nezndmou

X1

xl + xZ - 2x3 = O /_xz + 2x3
X1 — Xy — SX3 = 0 /+x2 + 8X3
3x1 + 5x2 + 4x3 = 4 /—5x2 - 4'X3
X1 —X, + 2x3
X1 X, + 8x3
1
3x1 = —5x2 - 4'X3 + 4' / §
xl = _xZ + 2x3
X1 = X+ 8x3
5 4 4
X1 = _§x2 - §X3 + §

Z t&chto tfi vyjadieni sestavime dvé€ rovnice tak, Ze porovname vzdy dvé vyjadieni. Neni

podstatné, jaké dvojice zvolime, pouze musime vyuzit vSechna vyjadieni:
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—X; + ZX3 = X3 + 8X3
5 4 4
—X, + 23 —3%2 3% +§

Ziskavame soustavu dvou rovnic se dvéma nezndmymi. Setrvame u porovnavaci metody

a soustavu dofeSime. Z obou rovnic vyjadiime neznamou x, a jejich porovnanim ziskdme

jednu rovnici s jednou neznamou, ze které dopocitame hodnotu x5:

—Xy + ZX3 = Xy + 8X3 /—x2 - ZX3
5 5
—x2+2x3 = _§x2_§x3 +§ /+§x2_2x3
1
2 10 4 3
3% = T3ty /g
xz = _3x3
xZ _SX3 + 2
_3x3 = _5x3 + 2 /+SX3
1
205 = 2 .2
X3 / >
x3 = 1

Kdyz zname hodnotu nezndmé x5, mizeme jejim dosazenim do jednoho z vyjadieni x,
dopocitat hodnotu této nezndmé. Nasledné¢ dosazenim do jednoho z vyjadieni x;

dopocitame 1 hodnotu posledni nezndmé:

xZ _3 - 1

Xy -3

X —3+8-1
x1 = 5

Soustava je vyfeSena, zapiseme mnozinu feSeni: K = {[5; —3;1]}.

Soustavy tii linedrnich rovnic se tfemi neznamymi je tedy mozné fesit pomoci metod,
které se uzivaji pii feSeni soustav dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi. Jejich
pouziti u vétsich soustav by vsak jiz bylo nevhodné a zdlouhavé, proto se obvykle
pocinaje feSenim soustav tii rovnic se tfemi neznamymi zZaci na stfednich Skolach uci
pouzivat metodu nazvanou Gaussova elimina¢ni metoda, kterou popiSeme v nasledujici

kapitole.
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5.2 Gaussova eliminaéni metoda

Pti pouziti Gaussovy elimina¢ni metody pfevedeme soustavu pomoci ekvivalentnich
uprav na soustavu se specificky rozmisténymi koeficienty. Nova soustava musi mit

Vv pfipadé soustavy tfi rovnic:
e Vv prvni rovnici nenulovy koeficient u prvni neznamé,

e Vv druhé rovnici nulovy koeficient u prvni neznamé a nenulovy koeficient u druhé

nezname,

e V tfeti rovnici nulovy koeficient u prvni a druhé nezndmé a nenulovy koeficient

U tfeti neznamé.

Ostatni koeficienty mohou byt libovolné. Ve zvlastnich piipadech soustavu neptijde
upravit na tento tvar, a tak se bude vyskytovat nulovy koeficient i u druhé neznamé
Vv druhé rovnici nebo U tfeti nezndmé ve treti rovnici. Bude tomu tak u soustav, které¢ maji

nekonecné mnoho feseni, nebo nemaji feseni zadné.

Popsaného odstupiiovaného tvaru soustavy dosdhneme tim, Ze nejprve sefadime rovnice
tak, aby v prvni byl nenulovy koeficient u prvni neznamé. Pak ke druhé a tieti rovnici
pii¢teme nebo od nich odecteme takové nasobky prvni rovnice, aby se v nich eliminovala
prvni neznama. Nasledné sefadime druhou a tfeti rovnici tak, aby druha rovnice méla
nenulovy koeficient u druhé nezndmé a pti¢teme nebo odecteme takovy jeji nasobek od
téeti rovnice, aby se v tfeti rovnici eliminovala druha neznama. Z takto upravené soustavy

zpétnym dosazenim dopocitdme hodnoty vSech neznamych.

Castéjsi piistup k FeSeni je takovy, Ze soustavu piepiseme do matice. Na levou stranu
matice napiSeme koeficienty od vSech nezndmych, na pravou stranu napiSeme absolutni
Cleny, které od zbytku matice oddélime svislou ¢arou. Tim ziskdme rozsifenou matici
soustavy. Tuto matici pak elementarnimi Gpravami pfevedeme na schodovity tvar
stejnym zpusobem, jako jsme popsali v pfedchozim odstavci. Z toho pak navratem
k rovnicim dopocitame hodnoty neznamych. Jedna se o totozné postupy, ovSem prace

S maticemi muZe byt prehledné;jsi a rychlejsi nez ptepisovani celych rovnic.
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Piiklad 5.4: Reste soustavu rovnic (Charvat et al., 1999, s. 115):

X1 + Xy + X3 == 1
x1 + sz + 2x3 == 2
2x1 + 2x2 + x3 == 3

ReSeni: Za¢neme tim, ze soustavu prepiSeme do matice. Piseme pouze koeficienty pied
nezndmymi na levou stranu matice a absolutni ¢leny na stranu pravou. Kazdy tfadek

v matici zastupuje jednu rovnici a je tieba kontrolovat, Ze jsou koeficienty stejnych

1
2
3

Nyni zaéneme matici upravovat do schodovitého tvaru. Nejprve potiebujeme vytvofit 0

neznamych v matici zapsany pod sebou:

1 11
1 2 2

2 21

Vv prvnim sloupci druhého a tietiho fadku. Od druhého fadku odeéteme fadek prvni a od
tietiho fadku dvojnasobek prvniho fadku:

1 1 11 1 1 1)1
1 2 2(12)—7rn ~|(0 1 1]1
3/ —2n; 0 0 —-111

2 21
Pod diagonalou jsou okamzité¢ samé nuly, matice je tedy ve schodovitém tvaru a my z ni

muzeme zpétnym dosazenim dopocitat feseni tak, ze se na jednotlivé fadky opét divame

jako na rovnice s ptivodnimi neznamymi:

xl + xz + X3 = 1
X, +x3 = 1
_X3 = 1

Z posledni rovnice ziskdme hodnotu nezndmé x5:

—x = 1 /(D)
x3 = -—1

Dosazenim za x5 do druhé rovnice dopocitime hodnotu nezndmé x:

xZ +x3 == 1 /_X3
xz == _X3 + 1
x, = —-1-(-1)+1
x2 = 2
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Nakonec dopocitame hodnotu nezndmé x;, ¢imz ziskame kompletni feSeni soustavy

linearnich rovnic:

x1+x2+x3 = 1 /_xz_x3
x1 = _xZ_X3+1
X, = —2—-1-(-1)+1
X1 = O

Mnozina feSeni soustavy vypada takto: K = {[0; 2; —1]}.

Pravé vyfeSena soustava rovnic méla jedno feSeni. Uvedeme jesté dva priklady, na
kterych vysvétlime, jak pii feSeni soustavy pomoci Gaussovy elimina¢ni metody z matice

pozname, ze soustava ma nekone¢né¢ mnoho feSeni nebo nema feseni zadné.

Piiklad 5.5: Reste soustavu rovnic (Charvat et al., 1999, s. 115):

xl - x2 + ZX3 == 2
X1 + ZXZ - ZX3 = 3
6x1 - 3x2 + 8.X3 = 13

Reseni: Nejprve soustavu piepiSeme do matice:

1 -1 2
1 2 =2

6 -3 8

2
3
13

Zacneme matici upravovat do schodovitého tvaru. V prvnim kroku odec¢itdme od druhého
a tfetiho fadku nenulové nasobky fadku prvniho tak, aby se v prvnich sloupcich v téchto

radcich vyskytovala 0. Od druhého fadku tedy odecteme prvni fadek a od ttetiho fadku
odecteme Sestinasobek prvniho fadku:
1 -1 2|2 1 -1 2]2
1 2 =-2/3]-nn ~|0 3 -—41
13/ —6r; \0 3 —4I1

6 -3 8
V dal$im kroku provadime takovou tpravu, aby v druhém sloupci tietiho fadku byla 0.
Toho dosahneme ode¢tenim druhého fadku od fadku tietiho:

1 -1 2|2 1 -1 2|2
0 3 —4 1) ~<O 3 —4[1
1/ —r, \O 0 010

0 3 -4
Jelikoz druhy a tieti fadek byly naprosto stejné, vznikl v matici po tomto odecteni nulovy

radek. To znamen4, Ze tieti rovnice soustavy byla nadbyte¢nd, vypovidala totéz, co prvni

56



a druhd rovnice. Kdyz se nyni vratime k rovnicim, ze kterych budeme dopocitavat feseni,
budeme mit soustavu pouze dvou rovnic:
X1 - Xz + ZX3 = 2
3x2 - 4‘x3 == 1
Nova soustava je tvofena dvéma rovnicemi, které¢ ale maji tfi nezndmé. To, Ze je rovnic
méné nez neznamych, uréuje, Ze soustava ma nekonecné mnoho feseni. Chceme-li tato
feSeni vyjadrit, zvolime za jednu neznadmou parametr t a zbylé neznamé vyjadiime

pomoci tohoto parametru:

x3 = t tER
3x2_4x3 = 1 /+4X3
1
3x2 = 4x3+1 /§
1 4
xz = §+§X3
1 4
Xy = §+§t teER
xl_x2+2x3 2 /+x2—ZX3
x1 XZ—ZX3+2
1 4
X, = §+§t—2t+2
7 2
Xy = §—§t teR

Reseni soustavy je nekone¢né¢ mnoho a maji tvar: K = {E — %t; % + gt; t] ,t E R}.

Pokud po upravé matice na schodovity tvar zdstane v matici méné nenulovych fadkt, nez
je poCet neznamych v soustavé rovnic, a zadny fadek nema na levé strané matice samé

nuly a soucasné na pravé ¢islo rizné od nuly, soustava ma nekone¢né mnoho feseni.

Piiklad 5.6: Reste soustavu rovnic (Charvat et al., 1999, s. 115):

5x1 +5x, +x3 = 2
3x; +4x, —3x3 = 1
—2x1 — X, —4x3 = 0

ReSeni: PiepiSeme soustavu do matice:

5 5 1

3 4 -3

-2 -1 -4
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Nejprve opét vytvarime nuly v prvnim sloupci druhého a tetiho fadku. Za¢neme tim, ze

vynasobime druhy a tieti fadek matice Cislem 5. Od druhého tadku pak odecteme

2
-1
4

Pro dokonceni schodovitého tvaru potfebujeme vytvotit 0 v druhém sloupci tretiho fadku.
Odecteme tedy od tfetiho fadku fadek druhy:

5 5 1] 2 5 5 1] 2
<O 5 —-18|-1 ~10 5 -18|-1
4/ —-r, \0 0 ol 5

0 5 -18
Ziskavame schodovity tvar matice, mizeme z néj Cist feSeni. V tomto piipadé jsou na

trojnasobek prvniho fadku a k tfetimu fadku pti¢teme dvojnasobek prvniho:

5 5 1|2 5 5 1]2 5 5 1
(3 4 —31)-5~< 15 20 —155)—37‘1~<0 5 -—18

2 -1 -—410/-5 —-10 -5 -2010/ +2n, 0 5 -18

poslednim fadku na levé stran€ samé nuly a na pravé strané Cislo 5, tedy ¢islo rizné od

0. P1i piepisu tohoto fadku do rovnice dostavame:
Ox1 + Oxz + OX3 = 5

Z4dna usporadana trojice [xy; x,; x3], ktera by spliiovala tuto rovnost viak neexistuje.

Mnozina feSeni soustavy je prazdna: K = @.

Vzdy, kdyZ pii Gpravé matice na schodovity tvar vznikne fadek, ktery ma na levé strané

samé nuly a na pravé strané ¢islo rlizné od nuly, soustava nema feseni.

Pii feSeni soustav vice linedrnich rovnic s vice nezndmymi Gaussovou eliminacni
metodou je postup totozny, pouze je vétSinou potieba udé€lat vice kroktll, nez je matice

upravena do schodovitého tvaru.

Priklad 5.7: Reste soustavu rovnic se ¢tyfmi neznamymi X4, X5, X3, X, (Charvat et al.,

1999, s. 115):

X1 — 2X3 + X4
2X1 — Xy + X3
X1 — Xy — 2Xy
2Xy +x3—x4 = —3

Il
= oUW

Reseni: Postup feseni bude totozny jako v piedchazejicich prikladech. MZzeme tedy

soustavu piepsat do matice a tentokrat jiz bez komentovani upravit na schodovity tvar:
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1 0 -2 1| 3
2 -1 1 0| 5|-2r, _
1 -1 0 -2[ 1)-n
o 2 1 -1/-3
1 0 -2 1 3
[0 -1 5 -2|-1
0 0 -3 -1]-1
0 0 11 -5/-5/-3
1 0
[0 -1
0 0
0 0

Matice je ve schodovitém tvaru, dopocitame feseni:

—26Xx,

X4

_SX3 - X4,
_3X3

X3

X3

X3

_Xz + 5X3 - 2X4

1 0 -2 1| 3
0 -1 5 -2|-1 B
0 -1 2 =3|-2|—n
0 2 1 -—-11-3/+2n,
0 -2 11 3
-1 5 =-2[-1 5
0O -3 -1] -1
0 33 -15[-15/ +11r3
1 3
=2 —1
-1 —1
—261-26
26 /(-35)
/ 26
1
-1 /+x,
e
X4 / 3
1 4 1
3773
1 14 1
3 3
0
—1 /_SX3 + ZX4
5x3 - 2x4 + 1
5:0—-2-1+1
-1
3 /+2.X3 _x4_
2x3 - x4, + 3
2:0—-1+3
2

Mnozina feSeni obsahuje jednu uspofadanou étvetici: K = {[2; —1;0; 1]}.
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6. ReSeni soustav linearnich rovnic na vysoké Skole

6.1 Gaussova a Jordanova elimina¢ni metoda

Zékladni metodou vyuzivanou KfeSeni soustav linearnich rovnic je i1 v ramci
vysokoskolského u¢iva Gaussova elimina¢ni metoda, kterd byla jiz popsana v kapitole
0 feSeni soustav linearnich rovnic na stfednich Skolach. Pfi této metod¢ vychdzime
z poznatku, ze ekvivalentni upravy soustavy linearnich rovnic neméni mnozinu jejich
feSeni. ZapiSeme rozSifenou matici soustavy, kterou nasledné pomoci ekvivalentnich
uprav pievedeme na schodovity tvar. Z takto upravené rozsitené matice soustavy nejprve
na zékladé Frobeniovy véty rozhodneme o poctu feSeni a v pfipadé, Ze soustava ma

feSeni, toto feseni, pfipadné nekone¢né¢ mnoho feSeni, zpétnou substituci ur¢ime.

Obdobnou metodou, jako je Gaussova elimina¢ni metoda, je Jordanova metoda Uplné
eliminace. Principem této metody je Gprava levé strany rozsifené matice soustavy do

tvaru jednotkové matice. Po takovéto tipravé dostdvame na pravé strané rozsifené matice

pfimo hodnoty nezndmych.

Piiklad 6.1: Reste soustavu linearnich rovnic (Cernd, 1997, s. 86):

X1+ 3x; — 2x3 + x4
2x1 + 5x, — 3x3 + 3x,
X1+ 2x3 — 2Xxy

2x1 — x5 +4x3 +9x,4

Il
w o oo

ReSeni: Nejprve napiSeme rozsifenou matici soustavy (A|b):

1 3 -2
2 5 -3
1 0 2
2 -1 4

Tuto matici zacneme postupné upravovat tak, abychom na levé strané ziskali jednotkovou

110
310
-2(9
913

matici. Nejprve na levé strané vytvorime matici ve schodovitém tvaru:

1 3 -2 1|0 1
2 5 =3 310 |=2r; _[ O
1 0 2 =29 |—nm 0
2 -1 4 913/ —2ry 0
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1 3 -2 1/0 1 3 -2 1] 0
(o -1 1 1o (o -1 1 1fo
0 0 1 -6[9 0 0 1 -6/9
o o 1 ol3/-» \o o o 6l-6

Nyni za¢neme vytvaret nuly nad hlavni diagonalou. Postup bude totozny, jako kdyz jsme

vytvareli schodovity tvar, pouze tentokrat budeme postupovat odspodu:

1 3 -2 1] 0 1 3 -2 1| 0\
o -1t 1 1o} (o -1 1 1fo0|"m _
0 0 1 -6/ 9 0 0 1 —6| 9)+6n
o o o -6/ \o 0 0o 1l-1

1 3 —2 0] 1\+2r; /1 3 0 0] 7\ +3n

o -1 1 0of 1)-%n [0 -1 0 o]-2 _

o 0o 1 0|3 0 0 1 of 3
o 0o 0 1l-1 0 0 0 1l-1
1 00 01
[0 -1 0 of-2
0 0 1 of 3
0 0 0 1l-1

Matice je upravena tak, Ze na levé strané je diagonalni matice. V poslednim kroku uprav
pouze vynasobime jednotlivé tadky takovym redlnym cCislem, aby byly na hlavni

diagondle samé jednicky. Vynasobime druhy fadek ¢islem —1:

O Rr OO

0] 1 0
0]-2 | (-1) _ 0
ol 3 1
1l-1 0

cooR
cor o
cocoRr
cor o
_ o oo
W N R

Z takto upravené matice ur¢ime feSeni. Hodnost matice A se rovna hodnosti rozsifené
matice soustavy i po¢tu neznamych, soustava ma tedy pravé jedno fesSeni. Toto feSeni

¢teme piimo z pravé strany rozsifené matice soustavy:

X1 1
x, = 2
x3 = 3
X4 -1

Reseni zapiseme jako mnozinu: K = {[1;2; 3; —1]}.
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6.2 Cramerovo pravidlo

Dalsi moznosti feSeni soustav linedrnich rovnic na vysokoskolské Urovni je vyuziti
Cramerova pravidla. To vyzaduje znalost pojmu determinant a postup jeho vypoctu.

Princip pravidla popisuje nasledujici véta.

Véta 6.1: Cramerovo pravidlo: Necht je dana soustava n linearnich rovnic o n
neznamych, jejiz matice soustavy A je regularni. Pak ma tato soustava jediné feSeni

(x4, .., Xp) pFi¢emz plati:

detAj
X; =
J detA

proj=1,2,..,n,

kde matice A; je matice vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem pravych

stran.

Diikaz: Soustavu linearnich rovnic muZzeme zapsat maticové ve tvaru: A-X = B, kde

X, b,
X = < : ), B = ( : > Matice A je z predpokladu regularni, takze k ni existuje inverzni
Xn b,

matice A~1. Touto inverzni matici vynasobime zleva rovnost A - X = B, ¢imZ dostavame
A1 A- X=A"1-B.Odtud X = A7 B, coz je jediné feSeni dané soustavy.

/Dn Dyy - Dnl\

1 1

Pro inverzni matici plati: A7 = o A= i D:l j D.z j DTU' . Dosazenim
Din Do D
do X = A™! - B dostavame:
5 P Do Do - /01
aé,- L D;j D;j - D;”- - 13,-

: " deta : : : : -
xn/ Dln DZn Dnn/ bn/

Z této maticové rovnice vyjadiime nezndmou x;:

x.

]:M'(Dlj'b1+D2j'b2+'"+Dnj'bn):
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ai;  Qg5-1 by Aijy1 0 Ain
1

- detA.

A1 v Agj-1 by agje1 v Az

an1  *° Qpj-1 bn Anj+1  °° Ann

detAj
detA

kazd¢j=1,..,n.m (Horak & Janyska, 2022)

Uzitim Laplaceovy véty o rozvoji determinantu skuteCné dostavame: x; =

pro

Piiklad 6.2: Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci Cramerova pravidla (Horak, 1998,
s. 132):

3x1 — Xy + X3 = 10
5x1 + xz + 2x3 == 29
_4x1 + xz + 2x3 == 2

ReSeni: Za¢neme spocitanim determinantu matice soustavy pomoci Sarrusova pravidla:

3 -1 1
detA=| 5 1 2|=31-24+(C-1)-2-(—4)+1-5-1—-1-1-(—4)—-3-2-
-4 1 2

1—(-1)"5-2=6+8+5+4—6+10 =27

Determinant je rizny od nuly, matice je tedy regularni. Ptistoupime K pocitani dil¢ich
determinantti matic, které vzniknou nahrazenim j-tého sloupce v matici A sloupcem

pravych stran:

10 -1 1
detA; = |29 1 2/=10-1-2+(-1)-2-24+1-29-1-1-1-2-10-2-1—
2 1 2

—(-1):-29:-2=20—-4+29-2-20+58 =81

3 10 1
5 29 2
-4 2 2

detA, = =3.29:2+10-2-(-4)+1:5-2—-1-29-(—4)—-3-2"

+2—10-5-2=174-80+10+ 116 —12—-100 = 108

3 -1 10
detA;= | 5 1 29=3-1-2+(-1):29-(—4)+10-5-1—10-1-(—4) —
—4 1 2

-3:29:-1-(-1)"5-2=6+116+50+40—-87 + 10 = 135
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detAj_
detA’

Spocitané determinanty dosadime do vzorce x; =

_ det4, _81_3
1T qetd 27

_detd, 108
2= Getd 27

_detd; 135
37T qetd | 27

Mnozina feSeni je tedy: K = {[3; 4; 5]}.

Cramerovo pravidlo popisuje feSeni soustavy linearnich rovnic v pfipadé¢, kdy je matice
soustavy regularni a soustava ma prave jedno feSeni, jak bylo fe¢eno ve vété 6.1. Obecné
1ze v§ak vzorec z Cramerova pravidla pouzit i tehdy, kdy matice soustavy neni regularni,
ovSem plati h(A) = h(A|b) = ra r <n, kde n je po¢et neznamych, tedy u soustavy,
ktera ma nekone¢né mnoho feseni. Z matice soustavy vybereme libovolny nenulovy
subdeterminant fadu r. Na zaklad¢ této volby piepiSeme soustavy rovnic tak, Ze
ponechdme pouze ty rovnice, jejichZ koeficienty byly obsazeny ve vybraném nenulovém
subdeterminantu, a které jsou tedy linearné nezavislé. Ostatni rovnice jsou linearné
zavislé na ponechanych rovnicich, tudiZz je miZzeme vypustit, aniz bychom zménili
mnozinu feSeni. Soucasné u ponechanych rovnic pfevedeme n — r neznamych, jejichz
koeficienty nebyly obsaZeny ve vybraném subdeterminantu, na pravou stranu soustavy
tak, ze na levé strané ziistane regularni matice. Na tyto neznamé se dale divame jako na
parametry, které mizeme volit libovolné. Ziskdvame soustavu, jejiz mnozina feseni je
stejna jako mnoZina feSeni plivodni soustavy. Tato soustava ma regularni matici, takze ji

Ize vytesit pomoci Cramerova pravidla (Bican, 2009).

Piiklad 6.3: Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla (Cemé, 1997,
s. 87):

X1 — 2x2 + X3 = 4
2x1+3x, —x3 = 3
4x, —x, +x3 = 11

ReSeni: Za¢neme spocitdnim determinantu matice A:

1 -2 1
detA = |2 3 —1[=3+8-2-12-1+4=0
4 -1 1
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Determinant matice soustavy je roven 0, coz znamena, ze matice obsahuje linearné
zavislé tadky. Zavislost 1ze v tomto piipad€ urcit, aniz bychom matici upravovali na
schodovity tvar. Zatimco prvni dva fadky jsou linearni nezavislé, treti lze ziskat jako
soucet dvojnasobku prvniho fadku s druhym tadkem. Totéz plati i o rozSifené matici

soustavy, tedy h(A) = h(A|b) = 2 < n. Soustava ma nekone¢né mnoho feseni.

Nyni vybereme libovolny nenulovy subdeterminant fddu 2, napt. detAs;; ziskany

vynechanim tfetiho fadku a tfetiho sloupce matice soustavy:

Na zaklad¢ této volby upravime soustavu tak, Ze ponechame prvni dvé rovnice, které jsou

linearné nezavislé, a nezndmé x5 prevedeme na pravou stranu:

X1 — 2x2 == 4 — X3
le + 3x2 = 3 + X3

Takto upravenou soustavu, kde x; je parametr, vyfesime pomoci Cramerova pravidla:

4 —x3 =2
detA1_|3+x3 3|—12—3x3+6+2x3—18—x3
1 4‘_X3
detAz—Z 3+x3—3+X3_8+2.X3—_5+3.X3
_ det4; 18 1
1T GetA,, 7 778
_ detd, 5+3
2= Qetds, 7772
Soustava ma nekonecné mnoho feseni: K = { 1—78 - %x3; —§+ %x3; X3 ] ,X3 € R}

Reseni soustav linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla je pomé&mé pracné, zejména
u soustav s vétsim poctem neznamych. V praxi se proto piili§ ¢asto nepouziva. Obvykle

je upfednostiiovana Gaussova elimina¢ni metoda.
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6.3 ReSeni soustav pomoci inverzni matice

U soustavy linearnich rovnic, jejiZ matice je regularni, 1ze k nalezeni feSeni pouzit
metodu vyuzivajici inverzni matici. Se vztahem pro feseni soustavy, ktery metoda

vyuziva, jsme se jiz setkali v rdmci ditkazu Cramerova pravidla.

Je-li matice A soustavy linearnich rovnic regulérni, pak k ni existuje inverzni matice A~1

a pro feseni soustavy plati:
X=A"1B

Priklad 6.4: Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci inverzni matice (Cerna, 1997,

5. 86):

x1 + xZ + ZX3 == —1
4-x1 + x2 + 4'X3 = _2
le - x2 + ZX3 = _4

ReSeni: Zacneme ovéfenim, Ze je matice A regularni. Spocitame jeji determinant:

1 1 2
detA = |4 1 4/=2+8-8—-4+4-8=-6
2 -1 2

Determinant je rizny od 0, matice je regularni, coz je nutny predpoklad pro pouZiti této
metody. Pfistoupime k nalezeni inverzni matice A~!. Vytvoiime matici (A|E), kterou
budeme ekvivalentnimi Gpravami upravovat tak, aby na levé strané vznikla jednotkova
matice E. Pomoci t&chto uprav zarovet ziskame na pravé strané inverzni matici A~
1 1 211 0 O 1 1 211 0 O
<4 1 40 1 O>—4r1~<0 -3 —4[-4 1 O> ~
—7,

2 -1 210 0 /-2, \0O -3 -=21-2 0 1

1 1 211 0 O0-7T3 /1 1 0-1 1 -1
~lo0 -3 —4|-4 1 o0]|+2r3~|l0 -3 0Of 0 -1 2]-1/3~
o o 202 -1 1 0o o0 202 -1 1
1 1 0[-1 1 —-1\+n /1 0 0-1 2/3 —1/3
~lo -1 o] 0 —-1/3 2/3) ~l0 -1 0] 0 —1/3 2/3 ] (=1) ~
0 o0 21 2 -1 1 o o0 212 -1 1/-1/2
1 0 o-1 2/3 —1/3
(o 1 0ol 0 1/3 —2/3)
0 0 11 1 —-1/2 1/2
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Nasli jsme inverzni matici A~1. ReSeni rovnice nyni ziskdme, kdyZ vynasobime inverzni

matici a matici B, jenz je tvofena sloupcem pravych stran soustavy:

X -1 2/3 —-1/3\ /-1 1
)= 0o 1/3 —2/3|-(-2]=( 2
X3 1 —1/2 172/ \-4 -2

Reseni zapiseme jako mnozinu: K = {[1; 2; —2]}.

Stejné jako uziti Cramerova pravidla i metoda feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci
inverzni matice ma predevsim teoreticky vyznam. Pfi hledani inverzni matice nejprve
upravujeme matici soustavy na schodovity tvar. Tento postup provadime také pti
Gaussové eliminacni metod¢€, v jejimz piipadé po této Upravé piechdzime rovnou
k vyjadfovani feseni. U metody feSeni pomoci inverzni matice pokra¢ujeme Gipravou na
jednotkovou matici, pficemz po celou dobu upravujeme soucasné dvé matice. Na zavér

provadime nasobeni matic. Tato metoda je tedy numericky i ¢asové podstatné naro¢né;jsi.
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Zavér
Bakalatska prace se zabyvala soustavami linearnich algebraickych rovnic a metodami

jejich feseni. Cilem prace bylo poskytnout uceleny prehled metod, které se k feseni téchto

soustav pouzivaji na zdkladnich, stfednich a vysokych Skolach.

Prvni ¢ast prace byla tvofena tiemi kapitolami shrnujicimi teoretické poznatky o maticich,
determinantech a soustavach linearnich rovnic. Byly v nich uvedeny zakladni definice,
véty a vlastnosti, ze kterych poté vychazely metody feSeni soustav, jez byly uvedeny

Vv nasledujicich kapitolach.

Zbyvajici kapitoly se v souladu s cilem prace zaobiraly popisem konkrétnich metod
feSeni soustav linearnich rovnic. VSechny metody byly piedvedeny na fteSenych
ptikladech. Ctvrta kapitola byla vénovana metodam feSeni, které jsou uzivany na
zékladnich $kolach. V tomto obdobi se studenti uci fesit soustavy dvou linearnich rovnic
se dvéma neznamymi. K feSeni se pouziva dosazovaci, s¢itaci a porovnavaci metoda
a grafické feseni. Soucasti kapitoly byly rovnéz ukazky slovnich tloh feSenych pomoci

soustav dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi.

Pata kapitola byla vénovana metodam uzivanym k feSeni soustav na stiednich Skolach.
Studenti zde opét pouzivaji metody, které se naucili na zakladni $kole, tentokrat pievazné
pfi feSeni soustav tfi linedrnich rovnic se tfemi neznamymi. Také se vSak poprvé
seznamuji S Gaussovou elimina¢ni metodou, ktera je pro feSeni vétSich soustav, pocinaje

pravé soustavami tfi rovnic se tfemi neznamymi, vhodnéjsi.

Posledni kapitola byla vénovana metodam feSeni, které jsou vyuovany na vysokych
Skolach jakozto soucast linearni algebry. Tato kapitola zna¢né vychazela z teoretickych
poznatki, které byly uvedeny v prvnich tfech kapitolach. Také na vysokoskolské Girovni
je obvykle nejpouzivanéjsi metodou Gaussova eliminaéni metoda. Kromé ni lze pouzit
podobnou metodu nazvanou Jordanova metoda tplné eliminace. Dalsi uzivanou metodou
je Cramerovo pravidlo, které k vypoctu feSeni uziva determinanty. Posledni popsana

metoda umoznuje najit feSeni soustavy pomoci inverzni matice k matici soustavy.

Praci je mozné pouzit jako studijni material pro zajemce o ziskani novych poznatkt nebo
prohloubeni znalosti o maticich, determinantech, soustavach linearnich rovnic a pifevazné

0 metodach, které se pouzivaji Kk feseni téchto soustav.
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