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§ 3.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Méjme funkci f definovanou na néjakém intervalu (a,b). Pojmy primitivni
funkce a neurcitého integralu slouzi pro zodpovézeni otézky: derivaci ceho je vyraz

f(z)?

DEFINICE 3.1. Primitivni funkce k funkci f na intervalu (a, b) je takovéa funkce
F, Ze pro kazdé x z (a,b) plati F'(z) = f(z).

Napf. funkce F(z) = 323 je primitivn{ funkef k f(z) = 522, nebot F'(z) =
2. 3z% = bz? = f(x). Navic viechny primitivni funkce pro f(z) = 52* maji tvar
F(z) = 323 4 C, kde C je libovolna konstanta (toto plati i obecng).

DEFINICE 3.2. Vyraz

/ f@)de = F(z) +C, z € (a,b), (3.1)
kde F' je primitivni funkce k f a C je libovolnd konstanta, se nazyva neurcitym
integrdlem funkce f.
13



14 3. NEURCITY INTEGRAL

Symbol [ je oznacovan jako integracni znak, funkce f se nazyva integrandem a
formalni symbol ,dz“ slouzi k oznaceni proménné, podle niz dany vyraz integru-
jeme. Zéapis Cteme takto: ,integral z f(z) podle z*.

Neurcity integrél (3.1) zodpovidé otdzku: jak vypadaji vSechny mozné vgrazy,
které po zderivovdni vzhledem k proménné x se promeéni na f(z)? Plati tedy, Ze

([ @) = sta),

( [F@) dx) — F(z)+C, (3.2)

kde C je libovoln4 konstanta.! Operace derivovani a nalezeni neuréitého integralu
jsou navzajem inverzni. Konstanta C' se nazyva integracni konstantou.

a také

VETA. Ke kaZdé funkci spojité na intervalu (a,b) ezistuje na tomto intervalu
funkce primitivni a tudiZ md funkce neurcity integrdl.

§ 3.2. Vlastnosti neurcitého integralu

Zékladni vlastnosti neuréitého integralu je (3.2), tj. neurcity integrél z derivace
jakéhokoliv vyrazu je rovny tomuto vyrazu plus konstanta.
Vzhledem k § 4.1 a vlastnostem derivace pro libovolnou konstantu & plati

/kf(x) de = k/kf(z) dz,
[(F@) £ 9@)dz = [ f(z)da £ [ g(a)da,

tj. konstantu lze vzdy vytknout pfed znak integrélu a integral sou¢tu (rozdilu)
dvou vyrazi je souétem (rozdilem) pfislusnych integrala.

Neezistuji smysluplné vzorce, které by vyjadfovaly [ f(z)g(x) dz nebo [ % dz
ptes [ f(z)dz a [ g(x) dz!

§ 3.3. Vypocet neurcitého integralu

Derivace konkrétnich funkci vzdy vypocitame podle znamych pravidel deri-
vovani, tj. vysledek je svym zpisobem garantovan a k jeho dosaZeni stac¢i jen
znat zakladni vlastnosti derivace a tabulku derivaci elementarnich funkeci. Situace
je odlisnad v pripadé integrovani: miZze se totiz stat, Ze neurcity integral néjaké

ITj. integral z derivace funkce je samotné ta funkce plus konstanta.
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funkce zésadné ,nejde vypocitat“. Toto znamend, Ze existuji elementarni funkce,
jejichz primitivni funkce jiz mezi elementarni funkce nepatti. Je tomu tak napt. pro
f(z) = e, f(z) = sin(2?) apod.; jsou to funkce pro néz nelze integral [ f(x)dz
zddnym zpusobem vyjadrit pfes funkce elementdrni (tj. mocninné, exponencidlni,
trigonometrické, polynomidlni, raciondlni lomené).

, Vypoctem“ integralu se rozumi jeho vyjadfeni pres néjakou kombinaci ele-
mentérnich funkef, napi: [(a? + 5e*)dz = % + 33 + C, kde C je libovolng
konstanta.?

Na rozdil od derivaci, pro integral plati, ze:
(1) ne kazdy neurcity integral ,jde vypoditat;
(2) i pokud dany neuréity integril vypoditat lze, je potfeba nalézt zptsob jak
to udélat. Obecne platnd metoda pro vypocet libovolnyjch integralu neexis-
tuje.

§ 3.3.1. Vyuziti diferencidlu. Nehledé na to, ze ,dz“ v zdpisu integralu
je pouze formalni symbol, jenz znac¢i proménnou, podle nizZ se integruje, v praxi
je pohodlné (a z hlediska vypocti také vhodné) tlumodit vyraz ,f(x)dz“ jako
f (@) - dz“ (,.f(z) krdt dz*). PiSeme tedy napt. [ 1dz = [ 4.

§ 3.3.2. Tabulky zakladnich integrald. Prectenim tabulky zndmych de-
rivaci elementarnich funkci v opa¢ném sméru pfirozené vznikd uzitecnd tabulka
zékladnich integralii (viz tabulka 3.1).3

" gt dz
/:c de=""— (n#-1) /?—ln|m| (3.3)
a/(E
/edx e /adz na (a#1) (3.4)
/coszdzzsinx /sinzdzz —CosT (3.5)

dz dz .
/ 1T 22 = arctgx /ﬁ = arcsin z (3.6)

TABULKA 3.1. Integraly né€kterych elementarnich funkci.

2Kontrola zderivovanim: (%3 + ge‘% + C’), = %3:52 + 363””3 = 22 + 532,
3Pro lepsi piehlednost v této tabulce vynechévame libovolnou aditivni konstantu, kterd tam
samozfejmé patfi. Druhy vzorec v (3.3) chdpeme jako pfehlednou, av8ak netiplné pfesnou podobu

vzorce (3.7) (viz pozn. 4, str. 16).
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/\/ﬁ dz = arcsin% +C  (|z| < A) (3.8)
/ﬁdx=lm‘m+\/m‘+c (3.9)
/A?;—I—x?dwz %arctg%-l—C (3.10)
/ﬁdx=iln’ii—z'+0 (3.11)

TABULKA 3.2. Dalsi casto vyuzivané integraly.

my/ m\/
Vskutku mame (z™)" = mz™ ! a pak pro m # 0 plati z™ ! = (xm) = (%) ,

tj. F(z) = £~ je primitivn{ funkef k f(z) = z™~'. Déle plati (e*)' = €, (sinz)’ =
1

cosz, (cosz) = —sinz, (arctgz)’ = i atd. Podobnym zpiisobem se odvodi

integraly fady dalsich zndmych funkci, které nalezneme v piislugné literatute.?
Dalsi ¢asto vyuzivané integraly nalezneme v tabulce 3.2.

Tyto ,tabulkové“ integraly bezprostfedné v uvedené podobé zpravidla nepo-
tkdme a u konkretnich integralt je potfeba vymyslet vhodné tpravy.

PRIKLAD 3.1. Integral [ cos? z dz snadno vypo&itdme pomoci vzorce pro cosi-

nus dvojitého uhlu, jenZ ndm umozni mocninu snizit:
x

1 z 1 1
2 = — = — — i = — —g]
/cos zdx = 2/(1+(305293)d:13 5 —|—4/d(sm2x) 5 +4sm2x—|—C’.

§ 3.3.3. Metoda per partes. Méjme dvé funkce u a v, pro néz lze vypocitat
derivace. Pak (uv)’ = wv’ + v'v, odkud wv' = (uv)’ — vu' a proto

/u(x)v'(x) dz = /(u(m)v(x))'dx — /v(x)u’(x) dz. (3.12)
Podle (3.2) plati® [(u(z)v(x)) dz = u(x)v(z) a proto z (3.12) obdrZime

4V tabulce 3.1 je t¥eba okomentovat jen druhy vzorec v (3.3) vyjadiujici i %. I kdyZ tento
vzorec bézné potkavame v této zkracené podobé, jeho matematicky preciznim znénim je

/d_x_ In(—z)+C; proz <0, (3.7)
z  |lnz+C, pro z > 0, '

kde C; a C; jsou libovolné konstanty. Konstanty integrovini zde tedy mohou byt rtizné na levé
a pravé poloose. Duvodem je fakt, Ze In |z| neni v bodé z = 0 definovén a tak se definiéni obor
této funkce dé€li na dveé ¢asti, na nichz se vyraz % integruje zvIlast.

SMiiZzeme zde vzit konstantu integrovani rovnou 0, protoze se v souétu (3.13) vyskytuje dalsf
neuréity integral obsahujici konstantu integrovani.



3.3. VYPOCET NEURCITEHO INTEGRALU 17

/u(x)v’(ac) dz = u(z)v(z) — /v(m)u’(m) dz. (3.13)

Zptusobu vypoctu integrald, jenz se zakldda na vzorci (3.13), se fikd metoda
per partes, neboli po cdstech.

Tuto metodu je vhodné pouzit, jestlize bude integral [ v(z)u/(x) dz jednodussi
nez [u(x)v'(z) dz (tj. zderivovani u pfi soucasném zintegrovani v’ zpét na v situaci
zlepSuje).

Mé&jme, napt. [zcoszdz. Vime, Ze (sinz) = cosz, pak cosz = v'(x) pro
v(z) = sinz. Vezme-li u(x) = z, plati v/(z) = 1 a z (3.13) obdrzime

/zcosxdx = /x (sinz) dz =z - sinz — /1 -sinzdr = zsinx — /sinzdz.
Integral [ sinz dx je tabulkovy: [ sinx dx = — cos z + konstanta (viz (3.5)) a proto

/a:cosxdx:xsinz—/sinxdx=xsinz+cosw+0.

§ 3.3.4. Substituce. Tzv. substitucni metoda je zaloZend na vzorci

[ 1(h@)W (@)dz = F(h(a)) + C,

kde F je primitivni funkce pro f. Jinymi slovy,

/f h'x)dx—/f

kde t = h(z). Toto znamend, %e pokud mé integrand tvar f(h(z))h'(x) pro né-
jakou® funkci h, potom je vysledek jednoduse integrdlem z f z dosazenym misto
argumentu vyrazem h(z), tj. sta¢i odvodit integral z f.

Postup si 1épe vysvétlime, kdyz s jeho pouzitim vypocteme konkretni integral.
Méjme napf. integral [ %. V tabulce vidime vzorec pro jiny, avSak podobny
integral:

dz
/ ek arctg x. (3.14)

Zkusme ptuvodni integral upravit tak, aby se dal pouZit vzorec (3.14). Mame:

1 dz
1+— 1/—1+(§>2. (3.15)

dz _/
4+22 ) 4 1_|_w2

67de se nesoustiedime na pfesné formulace a p¥islusné podminky explicitné neuvddime.
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Diferencidlem funkce f v bodé x se nazyva vyraz
df(z) = f'(z) dz. (3.16)
Z hlediska vypoc¢tu je zde pohodlné tlumodéit vyraz ,f'(xz)dz“ jako ,f'(x) - dz“
(,f'(z) krat dz“). Pfipomind to také alternativni (starsi) oznaCeni pro derivaci:
flx) =4 (w) , odkud obdrzime (3.16) formalnim vynisobenim vyrazem dz (jemuz

se 1ik4a dlferen01al nezévisle proménné).
7Z diferencialy se pracuje stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.

Zavedeme v (3.15) novou proménnou

t= (3.17)

N8

Pak dle (3.16) dt = d(3z) = (32)' dz = 3 dz, tj. dt =  dz, odkud
dz = 2dt. (3.18)

Dosadme (3.17) a (3.18) do (3 15):
1 2dt 2 dt 1 dt

4+ﬁ_4/ 2 a1+ a1+ 2) 140
a s vyuzitim (3.14), (3.17 ) 1hned obdrzime vysledek:
dx 1 dt 1 1 x
= - = —arctgt + C = —arctg — + C.
i+ 3l iz 2arcg + 2arcg2+
Muzeme si také vS§imnout, ze vysledek je specidlnim piipadem vzorce (3.10).

§ 3.3.5. Zavedeni do diferencialu. Jde pouze o ponékud jinou podobu
vypoctu dle § 4.4.2, kdyZ se substituce provadi implicitné (nezapisujeme ji).

Ms&jme napt. [(2z — 7)3dz.

Podle (3.16) plati d(2z — 7) = (22 — 7)'dz = 2dz, potom dz = ;d(2z — 7).
Dosazenim tohoto vyrazu do integralu obdrzime:”

[z -7 de = [(20- 7)3% d(2z —7) = %/(293 — 7 d(2z —7)

171 4 1 4 A 1
= (4(233 7) +O) = @o-7'+C  (€=30)

Timto zptisobem napf. vypocet integralu (3.15) (§ 4.4.2, str. 36) zapiSeme
takto:

d(3) 1 @
2/————:— ric,
- (%)2 5 arctg 2 +

"Kontrola: (1(2z —7)* + é’)/ =1-402z-7)3 2= (2z—T7)>3.

4+ﬁ_4
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substituce ¢ = z/2 je totiz dosti jednoduchd a muZeme ji provést implicitné s
pouzitim (3.16), aniz bychom ji explicitné zapisovali.
§ 3.4. Piiklady vypoctu neurcitého integralu

Uvedme nékolik nejrozsitenéjsich typt integralu, pro néz lze formulovat jisty
obecny postup vypoctu.

§ 3.4.1. Integraly, pro néz je vhodné vyuzit metodu per partes. Me-
todu per partes pouzijeme pro integrily soucinii vyrazi, z nichz jeden by bylo
zadouci zderivovat a zaroven je mozné zintegrovat ten druhy.

PRIKLAD 3.2. Vypodtéme integral

&
I(z) = / cos* rdz. 5 g0
_3e®
PYepiSme integral ve tvaru [ cos zeosz dz a pouZijme metodu per partes: 3o _go®
s o
/ cos® zcoszdz =sinzcos®z + 3 / sinz cos® Tsin od® ~ o0
@™

:sinxcos3x+3/sin2x0032xdx
ool 3 2 2
= sin z cos x+3/<1—cos x)cos zdz

:sinxcos3x+3/0032xdx—3/cos4:vd:v
3

3
:sinxcos‘o’x-i-?—i- Zsin?x—?)/cos‘ixdx.

Toto znamenad, ze plati rovnost

3 3 3
I(z) = Ex + sin x cos® z + Ex + Zsin?x—BI(:p),

na niz lze hledét jako na rovnici pro I(z). Zbyva tedy tuto rovnici vyfesit a pfidat
integra¢ni konstantu; vysledkem bude

3 1 3 3 1 3
I(z) = §+Zsinxcos3x+ﬁsin2x+02 §+Zsinxcos3x+gsinxcosx-i—C.

PRIKLAD 3.3. Vypodtéme integraly
I(z) = /excosxdx, J(z) = /e”sinxdx.

Jelikoz (e%)" = e” a derivace sinu a kosinu jsou, aZ na znaménko, kosinus a sinus,
je vhodné tyto integraly pocitat metodou per partes, pricemz v daném pripadé neni
dulezité ktery z téchto ¢leni budeme derivovat. Uvazujme napt. I(z):

I(z) :/e”cosxdx :egccos:z:—/egc (—sinz)dz

8Pouzili jsme také vysledek piikladu 3.1 pro J cos? zdz.
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= e”cosx—i—/e”sinxdx = e cosz + J(z).

Vykondme-li podobné dpravy s J(z), obdrzime

J(z) = /e”sinxdx =¢"sing — /e”cosxd:c = e"sinz — I(z). o=
PO /2 \4
Odvodili jsme tedy, Ze pro integrély plati vztahy 15 45‘; o @
I(z) = €"cosz + J(z), J(z)=e"sinz—I(z), 2@~

odkud I(z) — J(z) = e*cosz + J(z), I(z) + J(z) = e*sinz a tudiz
1 1
I(z) = §e”(sin z+cosz)+C, J(z)= §e”(sin z —cosz) + C.

§ 3.4.2. Integral racionalni lomené funkce. Jsou to integraly tvaru

P@) 4,

q(x)
kde p je polynom stupné n a ¢ je polynom stupné m (takovy integrand se nazyvé
raciondlni lomenou funkei). Neni-li funkce ryze lomend (tj. n > m), integrand
délenim polynomi upravime na soucet polynomu a ryze lomené funkce. Polynomy
se integruji velice snadno a tudiz staci rozebrat pouze pripad ryze lomené funkce,
kdyz plati n < m.

Pro integraci ryze lomené funkce vypocitame jeji rozklad na soucet parcidlnich

zlomk,® jejich? integrly bud ihned pievedeme na tabulkové nebo — pro sloZi-

téjsi integraly tvaru (902117;5% s k > 1 — odvodime postupnym zredukovanim na

jednodussi typy (témito integraly se zde zabyvat nebudeme).

Vyjédifme-li jmenovatel g(x) ve tvaru souéinu vyrazi typu (z — c)* a (22 +
ar + B)k (kde a? < 4ﬁ) rozkladem podilu f]% na parcidlni zlomky bude soudet
vyrazi typu -+ (x 0)2 -+ (xlz’g)k, odpovidajicich kazdému vyskytu v rozkladu

élenu (z — c)’“, a vyrazi typu ;‘éfaﬁ% +- 4 %a jez odpovidaji ¢lentim
(z? + az + B)F.

Koeficienty se v riznych parcidlnich zlomcich lisi a jejich hodnoty je treba
vypocitat z podminky, ze vSechny vypsané ¢leny maji v souc¢tu davat pavodni
funkci (pfivedeme vse ke spole¢nému jmenovateli a zajistime, aby byl éitatel rovny

p(z)).

kde

9Parcidlnt zlomky jsou nejjednodusdi ryze lomené funkce typil @ fc) = nebo (xﬁz:f L

k=1,2,... a polynom z? + az + 8 m4 zdporny diskriminant (tj. o? — 48 < 0).
Poznamenejme, Ze jmenovatelé (z—c)* a (22 +az+3)* zde popisuji vechny mozné typy élent

v rozkladu polynomu na soucin kofenovych Ciniteld, kdyZ ho zapisujeme bez pouZiti komplexnich

Gisel.
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PRIKLAD 3.4. Integral
dx
1— a2
snadno vypocéitdme rozkladem integrandu na parcidlni zlomky (§ 3.4.2). Rozklad
polynomu ve jmenovateli na soucin kofenovych Cinitelt je —(z —1)(z + 1) a proto

1 1 A B

1-22  (z-1(@+1) z-1 +x+1’
pfiem? pro vSechna z mé platit —1 = A(z + 1) + B(z — 1). Dosadime-li do teto
rovnostl kofeny x = 1 a x = —1, obdrzime 1 = —2A, 1 = 2B, odkud A = 2,
B = 5 a tudiz plati

dt 1 1
I ———1 14 -1 1l+C
1—22 2 x—l 2/x+1 nlz—1f+gnje+1]+
1 r+1
_imh_1+c. (3.19)

Koeficienty vzdy mtzeme nalézt tak, Ze prirovname koeficienty u jednotlivych
mocnin na obou strandch rovnosti (v pfipade, kdy polynom ve jmenovateli m4
komplexni kofeny, se tomu nevyhneme; viz napf. priklad 3.5).

§ 3.4.3. Univerzalni trigonometricka substituce. Je-li integrand racio-
nalni funkci vyrazi cos x a sin x, je mozné pro vypocet integralu pouzit univerzdlni
trigonometrickou substituct

x
kde t znaci novou proménnou. Pak, samoziejmé,
x = 2arctgt (3.21)
a pro diferencial obdrzime dx = t2 <7 dt. Vzhledem k tomu, Ze plati
cos®2 —sin*2  1—tg?2 _ 2sin 2 cos £ tg 2
COST = 2z oz 2 x) SINT = 2z 2z 2z
cos® 3 +sin“3  1+1tg”5 cos? 2 +sin” 7 1+tg” 3

integral tak prevedeme na integral racionalni lomené funkce, a to pomoci néasledu-
jicich vzorci.

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce ¢ = tg 7:

= 2t 2dt

1+t27 ST = 1+t2, dx:—t2+1 (322)

COST =



3. NEURCITY INTEGRAL
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2Z (3.22) ihned plyne, Ze'° tgz = 2, ctgz = z—ttz, secx = ifii acscx =
L tj. po zavedeni substituce (3.20) pomoci (3.20) pfevedeme vSechny vyskyty
trigonometrickych funkci v integrandu na racionalni lomené funkce proménné ¢,

pri¢éemz podobny vyraz vznikne i po prepoctu diferencialu. Po vypoc¢tu upraveného
integralu pouzijeme (3.20) a vratime se k pivodni proménné z

PRIKLAD 3.5. Vypo¢téme
inx —1
/ sin dz.

cosx + 2

Pouzijeme-li substituci (3.20), ze vzorcu (3.20) obdrzime
/sinm—ldx:/1+t2—1 2 df = / 2t — (1+?) 1
cos T + 2 217 +1 1—22+2(1+12)t2+1
t2—2t+1 1 2t +1
-2 [ T at=-2[ *
3+12 241 (2 +1)(2 + 3)
V integrandu je ryze lomena funkce, jiz mizeme déale rozlozit na soucet ptislusnych

parcidlnich zlomka (§ 2.4.2):
?—2t+1  At+B N Ct+D (At+B)(t*+3)+ (Ct+ D)(#*+1)
T o+4+1 0 243 (2 +1)(#2 + 3) '

(t2+1)(t?2+3)
Pottebujeme tedy, aby pro libovolné ¢ platilo
(At+B)(t*+3)+ (Ct+D)(* + 1) =t* — 2t + 1.

Pfirovnanim koeficientd u t°, ¢!, ¢? a t* obdrZime podminky

3B+ D=1, 34+C = -2, B+D=1, A+C=0,
odkud vypocitaime A= -1, B=0,C = -1, D =1. Pak
2 _
_2/ t*—2t+1 dt:—2/ t t+1
(2 4+ 1)(¢2 + 3) 2410 t2+3

2t dt
= [ aqdt- t2 gdt—2 [ 57
2
2o dt = At = ln(t2+1) J s dt=

Mameft2+3 —arctg( ) o
aZ na aditivni konstantu, jiz k vysledku pfidame pozdéji. Potom

2 —2t+1 2 t
— dt=Int*+1) —In(t* +3) — — arctg | —
/(t2+1 n(t°+1) — In(t* + 3) \/garcg<\/§>

In (t2+3),

)(£% +3)
t2+1 2 t

1 1
osz? OSCT = G-

10pfipometime, 7e funkce sekans a kosekans se definuji vzorci secz =
Upryni podminku, jez odpovids koeficienttim u ¢°, lze vidy odvodit také dosazenim hodnoty

t=0.
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Ted jiz zbyvéa jenom dosadit do (3.23) vyjadfeni ¢ pfes = ze substituce (3.20) a
pfidat integra¢ni konstantu:'2

sinz — 1 tg22 41 2 < 1 x)
= —dr=In>2— — —_arctg[ —=tg> | + K. 3.25
/cosx+2 tg’2+3 /3 8 V3 D) (3:25)

Pouziti univerzalni substituce (3.20) je zpravidla spojeno s pracnéjSim vypo-
¢tem proto je vzdy vhodné si rozmyslet, zda neni mozné integral vypocitat snad-
néji. Casto je uziteéna nasledujici poznamka: je-li integral ve tvaru

/ R(cosz,sinx) dz,

kde R je racionalni lomena funkce dvou argumentti majici jednu z vlastnosti
R(—u,v) = —R(u,v), R(u,—v) = —R(u,v), R(—u,—v)= R(u,v)

pro vSechna (u,v), pak lze pouZit jednu ze substituci ¢ = sinz, ¢ = cosz resp.
t=tgz.

Jestli napt. R(u,v) = u?v3, pak je R lich4 podle v a tudiZ pouZijeme ¢t = cos z:
/cos2 rsin®zdr = / cos’zsin’zsinzdr = — / cos’ z (1 — cos® z) d (cos z)
atd.

§ 3.4.4. Nékteré integraly obsahujici kvadraticky polynom. Uvedme
nékolik ¢asto se vyskytujicich integralu, kde v integrandu je pritomen kvadraticky
polynom. Nékteré z nich se obvykle uvadi v tabulkdch integralt (pfiklady 3.6, 3.7,
3.8).

PRIKLAD 3.6. Mé&jme

/ dzx
Ve

kde a > 0. Defini¢nim oborem integrandu je mnozina {z : |z| > a}.

2Casto se stava, 7e vysledky integrace p¥i pouziti ponékud odlisnych tprav se zdanlivé lisi.

Napf. viimneme-li si, ze dle (3.20) t? + 1 = tg?% + 1 = %+, obdrzime
2

1
tg2%+1 -1 cos? 2 1

T
n =In =In =1n1—1n(1+2cos2—)=—lncosx+2
tg2%+3 @4—2 1+2COS2% 2 ( )

a proto lze (3.25) pfepsat do tvaru

sinx —1 2 1 T
/ p— dz = —In(cosz + 2) — %arctg (E tg 5) + K. (3.24)
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Reseni 3.6.1. Funkce je sudd; uvaZujme z > a. Vykonejme substituci z =
asect, kde t € (0, ) (pfipomefime, Ze sect = a0<cosz<1prote (0, ))

cost

Pak
a2
Va2 —a? = VaZsec?t — a2 = \| 7 — @ =a\/1+tg’t — 1 =atgt
cos“t
(prot € (0,%) je tgt > 0) a do = — =252t 4t = 28X 4,

/dx _/latgt _/dt
ViZ—a2 J atgt cost cost’

Jelikoz tg?t + 1 = L a dle substituce - = £, plati tgt = /23 — 1 =
\/ — a?. Pro [ =% vyuZijme vysledek piikladu 3.13, feSeni 3.13.1; pak obdrzime

1
(—+tgt> +C
cost

/\/m /cost
=ln(a+a\/W)+Czln<x+\/m>+K,

kde K (K = C —Ina) je libovolna konstanta. Tento vzorec jsme dokézali pro
T > a.
Jelikoz funkce v integrandu je sudé, pro < —a misto F(z) = In (a:+\/ z? — a2>

jejf primitivni funkce bude'® —F(—z) = — ln(—a:+ Va2 — a2). Upravou obdrZime:

—F(—z) = —ln(—x + Va2 — a2) =Inl- ln(—x +Vaz? — az)
! m2_a2+x:ln(—ac—\/:1:2—a2)

:ln :hl

\/;172—0,2—1' 1172—1—.'132

Sjednocenim dvou poslednich rovnosti obdrzime vzorec platny pro vSechna z s
|z| > a:

/\/%=ln‘x+\/x2—a2)+l(.

137 de vyuZijeme takovou vétu:

VETA. Budte f sudd funkce a F jeji primitivnd funkce na [0,400). Pak je funkce F(z) =
—F(—z), z <0, primitivnd funkci pro f na (—o0,0].

DOKAZ. Vskutku, pro z < 0 méme ' (z) = -4 F(-2)=-F(-2)=—f(-2) = f(z). O
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Resent 3.6.2. Funkce v integrandu je sudé a tudiZ se miZeme omezit p¥ipadem,
kdy z je kladné, tj. x > a. Vzhledem k vlastnostem hyperbolickych funkci'* (viz
(3.26)) je zde vhodné provést substituci

x = acosht, (3.27)
pak Vz2 —a? = \/a2 cosh?t — a2 = ay/cosh?t — 1 = aVsinh?t = asinht a dife-

rencial bude dz = asinh¢dt :

/m /asmh asmhtdt—/dt—t

Zbyvéa tedy jen vykonat inverzni substituci a vratit se k ptivodni proménné .

Vztah = a cosht znamen4 (viz pozn. 14), ze z = (e’ +e7"), tj. e¥ — 2Ze! +1 =
0, coZ je kvadratickd rovnice s — %xs + 1 =0 pro s = €. Vyfesime-li tuto rovnici,
obdrzime s = 7 & %\/ z2 — a?, kde vezmeme znaménko ,+“, protoZze s = e’ a tudiz
musi byt s > 0 (navic uvazujeme z > a). Jelikoz ¢ = In z, obdrzime

t=In (§+évx2—a2) =ln(a:+\/x2—a2) —Ina

a proto

dz
/ W = ln(x + Va2 — a2) +C. (3.28)

PRIKLAD 3.7. M&jme
/ dz
VEta
kde a > 0.
1

P¥ipomefime si vzorec tg?z + 1 = =, a zavedme substituci x = atgt, t €

(—=5,5). Pak Va2 + a2 = \/a2tg2t—|—a2—a\/tg2t+1—madﬂf_
[ = am=]
2+ a2 ﬁcos% ~J cost’

Integrdl [ -2 lze vypotitat riznymi zpisoby (§ 3.4.5, piklad 3.13). Zde je
pohodlné vyuzit feseni 3.13.3

dt 1
/ ;= —+tgt’+K ln‘\/l-l-tgzt—l-tgt’-l-K
COS

cost

a tudiz

=In + K

2 1
1—|—x—2+E —|—K=ln‘£—|——\/x2—|—a2
a?  a a a

[ =

14pfipometime, Ze hyperbolické kosinus a sinus (§ 1.1) se definuji jako cosh z = F(e®+e™),
sinhz = 1(e® — e7?) a plati (sinhz)’ = coshz, (coshz)’ = sinhz,

cosh? z —sinh® z = 1. (3.26)
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= ln‘x + Va2 + a2’ + C, (3.29)
kde C'= K — Ina.

Z (3.28) a (3.29) obdrzime tabulkovy integral (3.9):

/ & =ln(fo+Va?£a?)) +C. (3.30)

PRIKLAD 3.8. M&me
/\/x2 — a?dx,

kde a > 0.
Zde lze pouzit vysledek (3.30) z pfikladu 3.7. Aplikujme metodu per partes s

u(z) = V2?2 —a?, v'(x) =1 a vzorec (3.30):
z) = 2 —a?dzr ==z xz—a2—/dem
)= ” e
22 —a?®+a?
S
N
=zV1?2 —a? — /\/1’2—a2dx—a/
m

=zva?—a?—I(z)—a ln<|x +va?— a2|),
odkud nalezneme I(x) a obdrZime
1 2
/\/:U2 —a?dz = 531:\/9102 —a?— % ln(|x + Va2 — a2|) +C. (3.31)
PRIKLAD 3.9. M&jme
/ Vz? + a?dzx,
kde a > 0. Vypocitejme tento integral riiznymi zplsoby.

Reseni 3.9.1. Dany integral lze vypoéitat metodou per partes podobné pii-
kladu 3.8 s volbou u(z) = vz% + a2, v'(z) = 1 a vyuzitim vzorce (3.30):

z) = 2+ a2dr ==z w2+a2—/dex
)i= [+ “ Vi

x? —I—a —a2
=zVz2+a?—
\/332+a2

1
:x\/x2+a2—/\/x2+a2dx+a /—dx
V2 +a?
=x\/x2—|-a2—I(a:)+a21n(|m+\/m2—a2|>.
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Posledni vztah je rovnici pro nalezeni I(z), proto
1 2
/\/a:2 —a?dz = 530\/:102 —a?+ % ln(|x + Va2 — a2|) +C. (3.32)

Reseni 3.9.2. Vzhledem k vlastnostem hyperbolickych kosinu a sinu (§ 1.1.1)
lze zavést substituci

x = asinht, (3.33)

pak dz = acoshtdt. JelikoZ dle (1.4) cosh®t = sinh®¢41, cosh 2t = cosh® t+sinh®¢,
cosh®t = 1(cosh(2t) + 1) a [ sinht¢d¢ = cosh¢, mame

/\/x2+a2dx—/a\/aQSlnh2t+a2coshtdt—a /a\/smh t+ 1coshtdt

/ cosh®tdt = 0} / (cosh(2t) + 1) dt = Z smh(2t) 5 t

kde integra¢ni konstantu pfiddme aZ na konci vypoCti. S vyuzitim vzorce (1.6)
pro inverzni funkci arsinh = sinh™" z (3.33) obdrZime

2
t = arsinh = = In (E-i- (E) +1) =ln(a:+\/x2+a2)—lna

a [0 a

a proto dle vzorce pro sinh dvojitého uhlu (1.4) a vztahu a? cosh® t = a? sinh® t 4 a?

2 2 2 2 q 2
az sinh(2t) + %t = %2 sinh ¢ cosh ¢ + %t =50 sinht - acosht + %t

1 . ) a?
= —asinht-{/a?sinh“t +a? + —t

2 2
z—a:\/x2+a2+ ln(:c+v:62+a2)——lna

Obdrzeli jsme tedy vzorec

1 2
/Vx2+a2dx=Ex\/:c2+a2+%ln(x+\/x2+a2>+C', (3.34)

Sjednocenim rovnosti (3.31) a (3.32) obdrzime vzorec

2
/ V22 £ a?dz = %x\/ﬁ +a2F % In(jz + Va2 £ %) + C. (3.35)

Velmi ¢asto je vhodné vyjadfit kvadraticky polynom ve tvaru (z — c)? £ d2.
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PRIKLAD 3.10. UvaZujme integral
[ ViR = =T ds.
Jeliko? 422 — 4z — 7= (22)2 —2-2z-14+1—8 = (2 — 1)> — 8, plati
/mdz - /\/(2:5 — 1)’ —8dz = %/\/(290 — 1)’ -8d(2z—1)
_ / V(22 — 1)° — (VB)2dg,

odkud substituci 2z — 1 = ¢ obdrZime integral tvaru [/t2 — a? dt (viz pfiklad 3.8).

PRIKLAD 3.11. M&jme integral

x
_. 3.36
/ V3 + 2z — z? (3.36)
Jelikoz pro polynom ve jmenovateli plati vyjadreni
3+2r—2*=—-(2"-2r-3)=—(2*-2-1-2+1—-1-23)
=—((z-12-4)=4—(z—1)? (3.37)

obdrzime

/ dx =/ dx =1/ dx
V3 42z —22? \/i 2 \/T_Tl)
_/ rz—1

PRIKLAD 3.12. Pro integral

4o

= arcsin (

dz
/\/332 —2r -3

jenz se lisi od (3.36) pouze znaménkem polynomu, dle (3.37) obdrZime integrél
typu (3.30):

:ln(’x—l—i—\/a:—l — D—i—C’
=1n(\x—1+\/x2—2m—3\)+0.
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§ 3.4.5. Ruzné priklady.
PRIKLAD 3.13. Vypocétéme integral
/ dzx
COSZT

Uvedme tfi zptisoby feSeni (vSimnéme si riznych tvard vysledki).

Reseni 3.13.1. Integrand je raciondlni funkci vyrazu cosz a tudiz lze vyuzit
obecnou trigonometrickou substituci t = tg § (§ 3.4.3). Dle vzorci (3.22) obdrzime

/ _/l—i-t2 Q=9 dt
COSZT 1—¢#2¢2 41 1—t2

Integral [ lf—tﬁ byl vypocéitan v prikladu 3.4, pouZijme proto jiz odvozeny vzorec
(3.19):

1 1 tg2+1
g__

: T T
sin 5 + CoS 5

Ccos T 2 t—1

‘+C’=ln

P T T
SI 5 COS 5

(sin 2 + cos )

2T 2T
SIm” 5 — CO8” 5

in2 T 2z in & z
sin® 5 + cos 24—2sm2<zos2

=In

+C=In +C

2Z _ qin2z
cos* 5 — sin” 3

T ’1+s1nx‘

= ln’— -|—tg:v' +C.
coszT

Reseni 3.13.2. Po vynésobeni Citatele a jmenovatele clenem cosz lze zavést
substituci s = sin x:

/ _/cosx dx—/ cosT . _ d (sinz) _/ ds
COS T cos? ) 1—sin?2z ~  J 1—sin?2z J 1-—s2

Pro posledni integrél pouZzijme (3.19):

d 1 1 1 inz—1
/ ad :—ln|sina:—1|——ln|sinz+1|+C:—ln%—I-C’.
cosr 2 2 2 [sinz+1
Reseni 3.13.3. Jiny zpiisob je zaloZen na vzorcich ( Osw), = gz _ ans

(tg 117) - 0032

/ = / o —|—tg.’1,' _ Cosz cs;:; dz
cos T COST - — + tgx oz T 182
cos:c +tg$)
= =1In +tgx‘+0:ln|secx+tgx|+0.
+tgx cos T

Cos T

PRIKLAD 3.14. Vypoc¢téme integraly

I(z) = /sin (Inz)dz, J(z)= /cos (Inz)dz.
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Vzhledem k definiénimu oboru logaritmu mé smysl integraly uvazovat pouze pro
x > 0, coz nadale predpokladame.
Vykonejme substituci Inz = ¢; pak z = €' (uvazujeme kladnd z) a dz = €' d¢:

/sin (Inz)dx = /et sin ¢ dt, /cos (Inz)dz = /et costdt.
PouZijeme-li ted vysledky prikladu 3.3, obdrzime
1
/sin (Inz)dz = éet(sint —cost)+C = ;(Sin (Inz) —cos(Inz)) + C,
x

1
/cos (Inz)dz = iet(sint +cost) + C = 5 (sin (Inz) + cos (Inx)) + C.
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kde F je primitivni funkce? k funkci f na intervalu (a, b) a C je libovoln4 konstanta,
a se urcuje vlastnostmi

( [ @ dx)/ — f(a), ( [F@ dm) —F@z)+C. (41

Pojem neurcitého integralu se tedy zavadi jako operace inverzni k operaci vy-
poctu derivace.

§ 4.2. Zavedeni urcitého integralu

Pojem urcitého integrdlu se zavadi bud s pouzitim integralu neurcitého (tj. pres
primitivni funkci) nebo p¥imo pfes tzv. integralni soucty. V poslednim piipadé se
jednd o zpusob, jimz se obdrzi vzorec pro vypocet obsahu jistého krivocarého
lichobézniku, tj. plochy lezici pod kfivkou a ohraniéenou zleva a zprava svislymi
¢arami.3

§ 4.2.1. Plocha pod kfivkou. Méjme funkci f nabyvajici na [a, b] nezdpor-
nych hodnot.

Zasrafujeme-li geometricky utvar, jeZ ohranicuji kfivka s rovnici y = f(z), osa
z a svislé pfimky s rovnicemi z = a, x = b (viz schematicky obrazek 4.1a), urcity
integrdl funkce f na intervalu (a, b) (zna&i se [° f(z) dz) udévé obsah plochy tohoto
utvaru.

Myslenka vedouci na zptisob vypoctu velikosti plochy pod libovolnou kfivkou
spoCiva v jeji priblizném nahrazeni jednodus$sim tvarem s lehce vypocitatelnou
plochou, a sice sjednocenim maljch obdélnikii.*

Rozdélme interval [a, b] na menSi intervaly [zo, z1], [21,Z2], - .., [Tn-1,Ts] za-
dédnim n — 1 libovolnych bodi z1, za,..., z,—1 (definujme také zo = a, x, = b).
Vezmeme-li v kazdém z intervali [z;, z;1] libovolny bod &;, u kazdého z téchto in-
tervali muZeme sestrojit obdélnik $i¥ky ;1 — z; a vySky f(&) (viz obrazek 4.1b).
Pak hledanou plochu je prirozené ptiblizné nahradit souctem ploch zminénych ob-
délnik1, coz je

2 f(fz')(xiﬂ - wz)

Kdyz je n velké (tj. zvolenych bodi a odpovidajicich subintervald je hodné),
vSechny veliéiny x;,1 — x; jsou malé a proto sestrojené obdélniky dostateéné dobte
kopiruji tvar piivodni plochy. Je logicky ocekavat, ze by se ,kvalita“ aproximace
meéla zlepSovat pri zvétSeni poctu subintervala. Urcitym integrdlem f(f f(z) dx pak

2Jakakoliv primitivn{ funkce. P¥ipometime si také, 7e primitivni funkce se uréuje jednoznaéné
az na aditivni konstantu.

3Leibniz a Newton, XVII st. Pfesnd formulace vznikla v rdmci Riemannova integralu v XIX
st. Soucasné se matematicky precizné vyjasni plochy jakych figur lze v rdmci tohoto integralu
vypocitat (existuji totiz ,exotické“ pripady, kdyZ urcity integril neexistuje — podrobnéji na toto
téma zde hovofit nebudeme).

4Touto cestou vznikd definice toho, co je to obsah plochy obecného tvaru.
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y A’
|
|

y

| /i) » X
(4) (B)

OBRAZEK 4.1. Plocha ohranifens k¥ivkou s rovnici y = f(z), osou
x a pfimkami x = a, x = b.

bude vysledek vhodnym zpiusobem chipaného limitniho prechodu pfi neustale
zmenSujicich se délkach subintervali. Funkce, pro néz tato konstrukce neselhava,
jsou integrovatelné (odpovidajici plocha pod kfivkou je vypocitatelnd).
Neexistuji napft.:
1V de, fi% Inz dz (funkce jsou definovdny pouze pro kladnd éisla);
fZtgzde (interval (1,2) obsahuje bod 3, v némz plati lim, ,z_tgz = +o0 a
lim, ,z, tgz = —o0; lze ukdzat, Ze tato nespojitost je neintegrovatelnd a odpovi-
dajici plocha pod ki¥ivkou je nekoneénd, viz p¥iklad 5.4 a obrazek 5.2b).°

VETA. Pro kaZdou funkci f : [a,b] — R, jeZ je na tomto intervalu spojitd nebo
po Cdstech spojitd, urcity integrdl [0 f(z) dz ezistuje.

Pojem uréitého integrdlu se rozsifuje se zachovdnim vlastnosti (§ 4.3) i na
funkce stfidajici znaménko.

§ 4.2.2. Newton-Leibnizv vzorec. Pro vypocet urcitého integralu staci
umét nalézt k dané funkci primitivni funkei (tj. vypoéitat odpovidajici integral
neurdity). Plati totiZ tzv. Newton-Leibniziv vzorec®

b
[ #@)do = F) - F(a), (42)
kde F' je primitivni funkce k funkci f na daném intervalu.

5Samotnd nespojitost jests neznamend, ze integrél neexistuje; zdlezi také na jeji typu a rych-
losti ristu nebo klesdni. Nap¥. lim,_,o4 In z = —o0, avSak plati fol Inz dx = —1 (viz obrizek 5.3b
a priklad 5.5, p. 55); integral tohoto typu se nazyva neviastn.

SVzorec (4.2) Ize pousit jako definici integralu f: f(z) dz spojité funkce f.
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§ 4.3. Vlastnosti urcitého integralu

Vzhledem k Newton-Leibnizovu vzorci (4.2) a vlastnostem neur¢itého integralu
pro libovolnou konstantu k plati

/ab kf(z)dz = k/ab kf(z)dz,
A%ﬂ@igwnwﬁﬁff@mxilﬂw¢a

tj. konstantu lze vzdy vytknout pfed znak integralu a integral souctu (rozdilu) dvou
vyrazu je souctem (rozdilem) pfislusnych integréld. Toto jsou stejné vlastnosti
linearity, jez mé integral neurcity. Dale plati

/b " f@)dz = — /  #(z) da. (4.3)

Z (4.3) je zfejmé, Ze ve specidlnim pfipadé, kdyZz a = b (tj. horni a dolni meze
integrovani se shodujf), plati

/aaf(z)dm=0.

Nakonec, je-li ¢ libovolny bod lezici mezi a a b, pak

[ f@yaz = [ f@yaz+ [ 1) da. @4)

Tato vlastnost se nazyvé aditivita vzhledem k intervalu, nebot (4.4) znamen4, Ze
integral funkce na sjednoceni navzajem disjunktnich” intervald je sou¢tem integrala
z téz funkce na jednotlivych intervalech. Je to vlastnost velmi pfirozenéd vzhledem
k tomu, Ze urcity integral mé vyznam plochy geometrického atvaru.

§ 4.4. Vypocet urcitého integralu
Zékladnimi néastroji jsou tzv. substituéni metoda a metoda per partes.

§ 4.4.1. Metoda per partes. Metoda integrovani per partes (tj. po ¢astech)
pro urCity integral se formuluje témér stejnym zpusobem jako v pfipadé integralu
neurcitého.

Budte u a v funkce, jez maji spojité derivace. Pak (uwv) = wv' + uw'v, odkud
w' = (uwv)’ — v’ a proto

/ab u(z)v'(z)dz = /ab(u(:c)v(x))' dz — /abv(:c)u'(x) dz. (4.5)

Funkei primitivni k derivaci souinu (uv)’ je, samozfejmé, soucin uv. Vzhledem
k Newton-Leibnizovu vzorci (4.2) pro libovolnou funkci g se spojitou derivaci plati

[ 9(@)dz = g(6) - g(a) (4.6)

"Tj. takovych, jejich? primik je prazdny.
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nebo, coz je totéz,
| dg(@) = 9) - gla). (47)
Proto ,
/a (u(z)v(z)) dz = u(b)v(b) — u(a)v(a) (4.8)

a z (4.5) obdrzime
b

/a " w(@) () dz = u(b)o(b) — u(a)v(a) — / v(@)d (z) da. (4.9)

a

Metoda integrovani per partes pro uréity integral spoéiva v uziti vzorce (4.9), jenz
se Casto zapisuje ve zkraceném tvaru

/ab u(z)v'(z) dz = u(z)v(z)|> — /abv(:c)u'(:c) dz. (4.10)

Tuto metodu je vhodné pouzit, jestlize bude integral [ v(z)u'(z)dz jednodussi
neZ [u(x)v'(z) dz (tj. zderivovani u pfi soucasném zintegrovani v’ zpét na v situaci
zlepSuje).

Vzpomeneme-li si ted na pojem diferencidlu funkce,® pro lepsi zapamatovani
muzeme rovnost (4.10) zapisovat ve tvaru

b b

/ u(@) dv(z) = u(z)v(z)|’ / () du(z). (4.11)

PRIKLAD 4.1. Mé&jme nap¥. fog zsin z dz. Jelikoz (cos z)’ = —sinx, pak sinx =
v'(z) pro v(z) = — cos z. Vezmeme-li déle u(x) = z, plati v/(z) = 1 a podle vzorce

(4.10) obdrzime
/(:zsinxdx = —/wa(cosz)'dx = (zcosx) ‘g - /Oﬂ 1-(—cosz)dz
=mcosm — 0cos0+ /Owcosxdx = -+ /Oﬂcosxdx
= -7+ /Ow(sinx)’dm = —m+sinz|j = —7+sinm —sin0 = —7.
PRIKLAD 4.2. Vypodtéme integral

1
/1 Inz dz. (4.12)

8Viz pozn. 10, str. 37
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_Ww® =%
Jelikoz (Inz) = 1/z, je vhodné pouzit metodu per partesys ~ " o)

L)
aol® 7q
/lnxdx—/ 1- lnxdx—/ (z) lnxdx—”clnxll _/fl z(lnz) dz

1
=Inl-— 51115 —/% z—dz = —§ln1+§ln2 = —(1n2— 1).

Naértneme-li graf funkce z — Inz na intervalu (3,1), miZeme odvodit, Ze nale-
zend hodnota integrélu (4.12) udévé plochu rovinného dtvaru z obr. 5.3a, str. 57.

§ 4.4.2. Substituce. Substitucni metoda pro urcity integral je zalozené na
-9
vzorci

[ 7(h(z)) dhe) = F(AG)) ~ F(b(a)),

kde F' je primitivni funkce pro f, tj.

/ab f(h(z))h (z) dz = F(h(b)) — F(h(a)).

Vypocet se provadi substituci ¢ = h(z), odkud dt = A/(z) dz a pokud m4 in-
tegrand tvar f(h(z))h/(x), pak lze z z vyrazu Gplné vylouéit a obdrzime integral
vzhledem k nové proménné ¢. Tim padem staci odvodit neurcity integril z f a do-
sadit odpovidajici (ztransformované) meze. Tento posledni krok, jenZ nemd obdobu
pro integrdl neurcity, je velmi dileZity, jelikoZ nespravné integracni meze zpisobi
chybu.

VETA. Md-li funkce h na (a,b) spojitou derivaci, pro kaZdou spojitou funkci f
plati

/  F (b)) () do = h'(t:) F(8)dt. (4.13)

Metodu substituce obcas pouzivame v alternativni podobé, a sice tak, Ze se
vzorec (4.13) pfete ,opaénym“ smérem.

VETA. Necht [a, 8] a [a,b] jsou uzaviené intervaly a funkce h : [a, 8] — [a,b]
je takovd, Ze h(a) = a, h(B) = b. Md-li funkce h na («, B) spojitouw derivaci, pak

9Tento vztah je p¥imym disledkem metody substituce pro neuréity integril a Newton-
Leibnizova vzorce (4.2). Metoda substituce pro neuréity integral je disledkem pravidla derivovani
sloZené funkce.



4.4. VYPOCET URCITEHO INTEGRALU 37

pro kaZdou spojitou na [a,b] funkci f plati
/ f(z dx—/ f(h(s))K' (s)ds. (4.14)

V praxi vypocty provadime nejcastéji tak, ze vzorec explicitné nevypisujeme a
prechazime pfimo k zaméné proménné. Pfitom vykondme nésledujici kroky:
(1) vySetfime vyraz pod integridlem a zkusime nalézt vhodnou substituci;
(2) zavedeme novou proménnou, dosadime do integrandu a vylouc¢ime pro-
ménnou puvodni;
(3) vypocitame nové meze integrovani.

PRIKLAD 4.3. M&jme integral

/3 xdx
1z +2

Integrand obsahuje dva linearni ¢leny: z a x + 2, oba dva maji stejny diferen-
cial.’® Proto zavedeme substituci z +2 =t. Pak x =t — 2 a dt = d(z + 2) = d=.

JelikoZz se proménna x méni v mezich od —1 k 3, potom ¢t = = + 2 se méni od
—1+2:1k3+2:5'

rdr /Stdt SQ—/st%dt—2/5t‘%dt
—1yVz+2 1 viooh 1

3+l

=%-i—ll

5 titlp i1 53

—1 2 10
—2 =-(V5)® -4V +
—Tyth 3 = 5(V8 -5+ g

2 2

Z vykonanych vypocti miZzeme odvodit, Ze by bylo lepsi rovnou zavést substi-
tuci vz + 2 = s. Pak £ = s2 — 2 a proto dz = 2sds.!! Déle, jelikoz —1 < z < 3,
pak 1 < x4+ 2 < 5 a vzhledem k monotonnosti funkce z +— /z + 2 plati 1 <
vz + 2 < /5. Dosazenim do integralu obdrzime, samozfejmé, stejny vysledek:

V5 (g2 —-9).9 V5 V5 V5
xdx _ (s ) 3d8=2/ (82—2)(218:2/ s2ds—4/ ds
1Vz+2 N § ! ' '

10Zde vyuzijeme pojmu diferencidlu funkce jedné proménné. Diferencidlem funkce f v bodé
T Se nazyva vyraz

df(z) = f'(z) d, (4.15)
kde ,,f'(z)dz* tlumoc¢ime jako ,f’(z) - dz“. Pfipomind to také oznadeni pro derivaci ve tvaru
fl(z) = %(f), odkud obdrZime (4.15) formdlnim vyndsobenim vyrazem dz (jemuZ se ¥ik4 dife-
rencidl nezgvisle proménné). S diferencidly se pracuje stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.

HMohli bychom také odvodit ds = d(v/z + 2) = dz, pak dz = 24/ + 2ds = 2sds.

eTs
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31v5

s 2 3 10
=24 —4(Vo-1)=3(V5) - 4v/B+

1

PRIKLAD 4.4 (substituce a integrace per partes). Vypoctéme

2 .
/xezdx.
0

MiZzeme si v§imnout, Ze plati d(z®) = 3z? dz a proto je pfirozené zavést sub-
stituci
t=z°. (4.16)
Potom dt = 3z%dz a tudfz 22 dz =  dt. Déle, jelikoZ se  méni v mezich od 0 k
2, pak t podle (4.16) je v mezich 0 a 23 = &:

2 3 2 3 2 3 1 1 8
/ z’e” dm=/ rie” . 1’ dx=/ e - 2 d(z?) = —/ te’ dt. (4.17)
0 0 0 3 3 Jo

Pro f(f tet dt pouZijeme metodu per partes:
8 8 8 8
/ te' dt = / t(e') dt = (tet)] — / 1-e'dt
0 0 0 0
8 8
= 2¢? —Oeo—/ etdt=2e2—et’O =2 — (e —e¥) =2e* —e® + 1.
0

Dosazenim tohoto vyrazu do (4.17) obdrzime

2 2 8
0 3

PRIKLAD 4.5. Vypo&téme

2
/ z(2 —z%)" dz.
-1

Jedna se, samoziejmé, o integraci polynomu stupné 15, s ¢imZ po vykonani
prislusnych tprav zadné potize nebudou. Pro usnadnéni vypocti si zde mizeme
vSimnout, Ze se ten nejslozit&j$i vyraz (2 — z?)" zjednodusi, zavedeme-li novou
proménnou t = 2 — z2. Pak bude (2 — z?)" = ¢’ a dt = —2zxdz. Navic vzhle-
dem k pfitomnosti ¢lenu ,z“, jenzZ miZzeme k diferencidlu pfiradit, neni potieba
vypoéitdvat dz (dz = —5L, 2% = 2 — t) a stadi pouzit vztah zdz = —1 dt.

Vypodétéme nové meze integrovani: z = -1 =t =2—22 =1, z
t=2—12=2—4=—2'2Pak obdriime

2 2 -2 1 1 -2
a2\ A N _ 7. (_1 __* 7
/_1z(2 z*) dx /_1(2 z9)" - xdx /1 t ( 2dt> 2/1 t'dt

1¢8|-2 1
—— | =—=((-28%=-1)= -2
2811 16(( ) )

12Nové meze integrovani 1 a —2 vychdzi opacné uspofddané: dolni mez je vets nez ta horni,
1 > —2. Neni to chyba; divodem je, Ze na intervalu (—1,2) je funkce = — 2 — z2 klesajici.

I
4
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§ 4.5. Priklady vypoctu urcitych integrali

Vypodet urditych integrili provadime pomoci Newton-Leibnizova vzorce (4.2).
Je dilezité predem ovérit vlastnosti integrandu a ujistit se, Ze uréity integral na
daném intervalu je korektné definovan.

§ 4.5.1. Racionalni lomené funkce. Pro integraci racionalni lomené funkce
vypocitame jeji rozklad na soucet parcialnich zlomki, pro néz neurcité integraly
bud znadme nebo nalezneme v tabulkéch.

PRIKLAD 4.6. UvaZujme integral

1 22 —1
/o 42 +4z+4
V integrandu je neryze lomena funkce, jiz prevedeme na ryze lomenou funkci dé-
lenim polynomi. Rozklad na parcidlni zlomky pak bude

23 —1 B 2 1 13z+17
B4+ z2+4r+4 5z4+1 5 2244

Zde stac¢i okomentovat jen posledni ¢len, kde pro integraci rozlozime citatel na
soucet dvou vyrazi a v jednom z nich vydélime v citateli diferencidl jmenovatele
d(z? + 4) = 2z dz:3

1 13x+17dx_ 3 M1 =z i 17 11 da

5Jo0 2244  5Jo 2244 5Jo z2+4

3 [1d(z®+4) 17 T

=—— [ 2= T Yy — — arctg =.

10 2244 T 1023

Vypoctem pak obdrzime

1 3 —1 1 3 17 1
—14+-In2— — In5— — arctan —.

/0 SBrrdrrd [Ty lr2T g o qparctang

§ 4.5.2. Univerzalni trigonometricka substituce. Je-li integrand racio-
nalni funkci vyrazl cos x a sin z, je mozné pro vypocet integralu pouzit univerzdlni
trigonometrickou substituci

t ztgg. (4.18)
Pak z = 2arctgt a dz = 25 dt. Vzhledem k tomu, Ze plati
cos®2 —sin*2  1—tg*2 ) 2sin 2 cos £ tg 2
CosS T = s — ) Ssmr = 2z 2z 20
cos?§ +sin®§  14tg?§ cos®  + sin” § 1+tg* 5

integral tak pfevedeme na integral racionédlni lomené funkce, a to pomoci néasledu-
jicich vzorci.

Az+B

13Takto integrujeme obecné vyrazy typu 505>



40 4. URCITY INTEGRAL

t f 1
0 arccos( 2] L-n 1r
5 3 2

OBRAZEK 4.2. Graf funkce x — cosz pro z<z<7.

Vzorce pro vykondni univerzalni trigonometrické substituce ¢t = tg 7:

=3 2t 2dt
COSY — ——— SINY — —— r = ——.
1+t2, 1+t2, t2+1 (419)
A :
x=a¢t=tgg, z=b=t=tg.

PRIKLAD 4.7. Vypo&téme integral

3 dz
_ 4.20
/z 3—5cosz ( )

3

Funkce z — 3——— je spojitd v bodech & # arccos 2 + 2n, n = 0,£1,....

Zédny z téchto bodi nelez{ v intervalu [%, 7] (viz obr. 4.2) a tak se jedn4 o integral
spojité funkce, jenz je korektné definovan.

Zavedeme-li v (4.20) trigonometrickou substituci (4.18), meze integrace pro
novou proménnou ¢ budou ¢t = tglT = tgT = 1(3)~1 = 75 (misto z = %) a
t =tgiZ = tgF = 1 (misto z = %). Pak dle (4.19) se integral (4.20) piepise
takto:

/% dz _/1 1 2t dt—2/1 1
1 3—bcosz JL 2Lt +1 L 3(t2+1) — 5(1 - t?)
1 11 1101
=/1 at? 1dt=§/1 1% 2 ) a1
1482 — 12t — 12t +

dt

14provedli jsme rozklad podilu ﬁ na soudet parcidlnich zlomka (§ 4.5.1): ﬁ =

Wl(%ﬂ) = ;A + 525, kde pro viechna ¢ musf platit A(2t + 1) + B(2t — 1) = 1. Pak

A+B=0,A-B=1,tj. A=1 B=-1.
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/1d2t—1 /1 d(2t+1)
T4 2t—1 4 241

1 1

=—-In|2t -1||, ——ln L 4.21

gl -, — g i (421)

1 2 1 2

=-(lnl-In|{—=-1])]—-=(In3—-In|{—=+1

i (w1 (5-1)) 4( (1))
2++v3 In3

—In .
47 2-4/3 4

Poznamenejme, Ze v (4.21) nebyla potfeba prepocitavat integraéni meze, nebot
pri zavedeni do diferencidlu jsme ponechali proménnou ¢, jez se méni v ptivodnich

mezich \/ig a 1 (tj. substituce typu s = 2t + 1 jsme explicitné nevykongvali).

PRIKLAD 4.8. Vypod&téme

T sing — 1
—dz. 4.22
/_ncosac+2 v ( )

V piikladu 3.5 jsme pomoci trigonometrické substituce (4.18) odvodili neuréity

integral [ S22 dz, pro n&jZ plati (3.24):
sinz — 1 2 1 z
———dzr=-1 2) — —arctg | ——=tg = C. 4.23
/cosz-|—2 x n(cosz + 2) \/?;arcg<\/§g2)+ (4.23)

JelikoZz —1 < cosz < 1, jmenovatel v (4.22) je vzdy odlisny od 0. Integrand je
tedy spojitou funkci na [—m, 7] a stadi jen pouzit Newton-Leibniziv vzorec (4.2),
tj. dosadit do (4.23) integradni meze:'®

7™ sing — 1 2 1 z
— —dz = —(In(cosz + 2))|~, — —= arctg | —=tg -
/ (tn(cosz + D)7, - arets (e )

—r CcoST + 2
2 1 T 2 1 T
4 1
R (%) V-

PRIKLAD 4.9. Vypoétéme [, i do 7;"’ ?i’” Ihned poznamenejme, Ze cos  # 0

cosx 6 sin

pro z € [0,5] a sinz # 0 pro z € [6, 2l 1ntegrandy jsou tedy na pfislusnych
intervalech spojité a integraly existuji. Tyto integraly lze prevést na integraly ra-
ciondlnich lomenych funkei obecnou trigonometrickou substituci (4.18); v daném
pripade vsak je pohodlnéjsi to udélat jinak.

15pfipomeiime si, 7e funkce z — tgz a & — arctg z jsou liché.
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Reseni 4.9.1. V integralu [ c;% vykonejme substituci sinx = t, pak dt =

cosz dzx a tudiz

/ /cosa:da: cosz dzx . dt
CoS T cos? 1—sin?z J 1-—1¢
Rozklad vyrazu 1= na parcidlni zlomky je {2z = ;17 + 515, proto’®
dt _ 1 de 1 di _1/ +) 1 d(1—1)
1—¢2 2/ 1+t 2 1—t 2 1—t
1 1 1+t
—In|l14+¢ ——1 11—t == —_—
i+t =gl =t =3 | t‘

odkud zpétnym dosazenim ¢ = sin x obdrzime

dzx 1 1+sinx 1 1+sinx 1+sinz
/ =—ln —_’=—ln(—,)=ln Y
cosr 2 1—sinz 2 1—sinx 1—sinx

/1—' dz I [1+sinz
0 cosT 1—sinx

g_ln L+sing | [1+sin0
0_ 1 —sin7 1 —sin0

(V2+1)

(4.24)

=In(vV2+1).

2—-1
Reseni 4.9.2. Podobné pfedchozimu pro t = cos z mame dt = —sin z dz,
/ smm dm B sin z dzx B dt
sinx sin? x 1—cos?2zx 1—1¢2
_ n’l—i—t‘ l—t’_ 1——cosz T 1——coszx
2 1—1t 1+¢ 1+cos:c o 1+ cosz

3 1 — cos

/% dz I /1—cosx£
= sing 1+cosz|x
6

1

=—Inv3—In T 2 =—§1n3—

Integraéni konstanty pro prehlednost vynechévime

n —_—
x 1+ cos

™

3
s

3

—ln\ 1+ cos

In(2 — V/3).

s

1 — cos

6
s

6
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(a) (B) (c)

OBRAZEK 4.3. Geometrické utvary leZici mezi grafem funkce a
osou T

§ 4.5.3. Razné priklady.

PRIKLAD 4.10. Vypocltéme

/e (3 —Inz)*dz.

Vyraz (3 — Inz)? se vyznamné zjednodus po zderivovani a tudiZ m4 smysl

3
zkusit per partes (§ 4.4.1), kde za druhou funkei v sou¢inu zvolime konstantu 1: \ A
@7
e? 2 e? 1 —_ 3 2, o Y0
(3—Inz)’dz =z(3—Inz)?[ —2 2T d 50 o®)
=
e € e T ,w@\ -
o2 = AL
:e2—4e—2/ (Inz — 3)dz ol
e ez
=e’—4e+6(e’—e) — 2/ Inzdz
e
2 e2 62 ]_ eﬁ,
=T7e* — 10e — 2z In z|{ +2/ x;dx WL
© Lo =%
= 7e? — 10e — 4e? + 2e + 2(c? — e) = 5e — 10e. | L7 o)

PR =

§ 4.6. Geometrické aplikace urcitého integralu

Pojem urcitého integrialu funkce jedné reilné proménné lze velmi efektivné
uplatnit mimo jiné pfi feSeni riznych otézek geometrického charakteru.

§ 4.6.1. Plochy ohrani¢ené kiivkami. Méjme spojitou funkei f : [a,b] —
R. Graf funkce pfedstavuje rovinnou kfivku, s niz souvisi dalsi geometrické atvary.
Ve vypoctech se obvykle vyskytuji atvary lezici mezi grafem a osou x a dale Gtvary
ohrani¢ené dvéma nebo vice grafy.
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§ 4.6.1.1. Plocha geometrického utvaru leZictho mezi grafem a osou x. Je-li
potfeba urcit obsah plochy S rovinného tutvaru ohrani¢eného grafem funkce f,
osou x a svislymi pfimkami s rovnicemi £ = a, x = b, jsou mozné nasledujici
pripady schematicky zobrazené na obrazcich 4.3a, 4.3b a 4.3c:

4.3a: funkce f je na [a,b] nezédpornd, jeji graf lezi nad osou z, integral je
nezaporny a plocha uvazovaného ttvaru je S = [’ f(x) dz;

4.3b: funkce f je na [a,b] nekladnd, jeji graf lezi pod osou z, integral je ne-
kladny a S = — [ f(z) d;

4.3c: funkce f na [a,b] stfida znaménko, proto plocha uvazovaného utvaru
je rovna souétu integrald z |f| na jednotlivych intervalech, kde mé f konstantni
znaménko (je kladna nebo zapornd).

Integral funkce stfidajici znaménko muize byt jak kladnym tak i zdpornym cis-
lem (nemluvime-li o nule). Odli$nosti v postupu v piipadech 4.3a, 4.3b, 4.3c pfi-
rozené vznikaji vzhledem k znaménku funkce na odpovidajicich mnozinach. Napf.
v 4.3b je funkce na celém intervalu zaporna a tudiz pro vypocet plochy pomoci
integralu musime pocitat integral z absolutni hodnoty funkce.

PRIKLAD 4.11. Vypo&téme obsah plochy S rovinného ttvaru ohraniéeného gra-
fem funkce f(r) = 3 — 622 + 11z, osou = a pfimkami z = 0, z = 3.

Graf této funkce je zndzornén na obrazku 4.3a. Funkce je na [0, 3] nezdporné a
tudiz

S=/()3f(x)dw=/03(x3—6x2+11x)dx

3 3 3 34 33 32 63
3 2
= [(2%ds—6 [ odo+11 [ wdo =" —6T + 11T =2 (425
/0 z° dz | o7de + | wdr = 3 +ilo = (4.25)
PRIKLAD 4.12. Vypoétéme obsah plochy S rovinného titvaru ohrani¢eného gra-
fem funkce f(r) = x3 — 622 + 11z — 7, osou z a pfimkami z =0, z = 3.
Graf této funkce je znézornén na obrazku 4.3b. Funkce je na [0, 3] nekladnd a
tudiz dle (4.25), kde jsme jiz vypodetli [ (2 — 622 + 11z) dz, plati

S=—/03f(x)dx=—/()3(x3—6$2+11x—7)da:

3 3
=—/ (z3—6x2—|—11x)dx+7/ dw=—@+21=§.
0 0 4 4

PRIKLAD 4.13. Vypoc¢téme obsah plochy S ttvaru ohrani¢eného grafem funkce
f(z) = 23 — 62® + 11z — 6, osou z a piimkami z =0, z = 3.

Graf této funkce je zndzornén na obrézku 4.3c. Funkce na [0, 3] stfida znaménko
v bodech 1, 2 a 3, pricemz 3 je jiz krajni bod intervalu. Funkce je kladnd na
intervalu (1,2) a zdporné na (0,1) a (2,3), proto je plocha rovna

S=—/Olf(:c)da:—i-/jf(x)dx—/jf(m)dx:IT:.
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§ 4.6.1.2. Plochy ohranicené dvéma grafy. Urceni obsahu plochy ohrani¢ené
dvéma grafy se provadi podobnym zpiisobem jako v § 4.6.1.1. Mame-li dvé funkce
f a g, pro néz plati'”

f(z) 2 9(z), =z€(a,p), (4.26)
a jejichz grafy se navzajem protinaji pro £ = a a x = § tak, Ze v roviné vymezuji
jistou ohranicenou plochu, pak obsah plochy S jednoduse vypocCteme pres uréity
integral. Vskutku je situace takova jako na schematickém obrazku 4.4a a je ziejmé,
Ze obsah barevné zvyraznéné plochy je roven rozdilu obsahii dvou ploch, jez ohra-
nicuji grafy funkci f a g spolu s osou x a pfimkami x = a, x = . Dle § 4.6.1.1
obsahy t&chto ploch udévaji integraly [° f(s)dz a [° f(s) dz, pak je

S = /j f(z)dz — /j f(s)dz, (4.27)

nebo, coz je totéz, S = [P (f(x) — g(z)) dz. Integral od funkce s ,hornim“ grafem
se v (4.27) vyskytuje se znaménkem ,+“ a ten odpovidajici ,dolnimu“ grafu —
se znaménkem ,,—“.

Poznamenejme, pro vypodet obsahu plochy pomoci vzorce (4.27) neni nutné,
aby obé dvé funkce nabyvaly na (a, 8) kladnych hodnot (viz obrazky 4.4a, 4.4b),
nebot v pfipade kdyz tomu tak neni (obrazek 4.4c) vzdy muiZeme grafy posunout
nahoru pridanim k funkcim f, g néjakého dostatecné velkého ¢isla A, coz situaci
prevede na pripad 4.4a nebo 4.4b. Rozdil funkci, a tudiz i obsah plochy se pfitom
nezméni, protoze (f + A) — (g+ A) = f —g.

V pripadé kdyz je se grafy protinaji tak, Ze vznikd uzavieny rovinny utvar
sestaveny z nékolika ¢asti (obrdzek 4.5), obsah jeho plochy bude sou¢tem ploch
jednotlivych utvara vypoctenych podle vyse uvedeného.

V pripadé, kdyz se krivky protinaji ve vice bodech a tudiz mame ne jeden
interval (a, B) ale nékolik, je potfeba si ddvat pozor na usporddani grafa (tj. na
nerovnost (4.26)). Muze se totiz stat, Ze po pruse¢iku uz bude pivodné ,horni“ graf
niz. V takovych pfipadech pocitdme integraly zvlast na kazdém z intervalu (a, 5)
odpovidajicich prisecikim grafii, pficemz (4.27) pouZivime tak, aby se znaménkem
»+“ byl vZdy integral z funkce, jeZ na (o, §) odpovidd ,hornimu“ grafu.

PRIKLAD 4.14. Vypo¢téme obsah plochy S uzavieného rovinného dtvaru ohra-
ni¢eného grafy funkci f(z) = cosz, g(z) = sinz v intervalu (0, 27).

Naértnéme grafy (viz obrézek 4.6a). Potfebny geometricky Gtvar (na obrazku 4.6a
barevné zvyraznény) je uréen dvéma body, v nichz se grafy protinaji, a ty jsou ko-
feny rovnice

sinx = cosz (4.28)

17Takové funkee se nazyvaji dobfe usporadané na daném intervalu.
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(a) (B)

OBRAZEK 4.4. Rovinn4 plocha leZici mezi grafy dvou funkei: posun
grafl ve svislém sméru obsah plochy neméni

Sy \/\\

(a) (B) (c)

OBRAZEK 4.5. Plocha mezi grafy dvou funkci sestavend vice ttvary

v intervalu (0, 27). V intervalu (0, 27) (4.28) plati pro body % a T + m = 2.
Znéazornéme si graficky plochy ohranicené grafy funkeci f(x) = cosz, g(x) =

sin z, osou x a svislymi pfimkamiz = 7, z = 5{ (obrazek 4.6a). VSude na intervalu

(E sm

T, o) lezi graf sinu nad grafem kosinu, tj. sinz > cosz pro z € (7, %’r) Velikost

23 5n
plochy S je tedy podle § 4.6.1.1 rovna rozdilu integrali f%“ sinzxdzx a fg“ cosrdzx:

5m 57
S:/W4 sinxdx—/: cosz dzx. (4.29)
I i
Jelikoz
T ey 5 T om
sinzdz = —/ d(cosz) = —cosz| = cos— —cos—
z z I 4 4
1 1
= —— — —_—— =\/§’
7z (%)
5 5 & om T 1 1
cosxdm=/ d(sinz) =sinz|* =sin — —sin— = —— — — = —/2,
/% 7 i 4 4 V2 V2
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z (4.29) obdrzime vysledek S = v/2 — (—v/2) = 21/2.
5T

Vsimnéme si, Ze druhy integral v (4.29) vychdzi zdpornyg: [ %T coszdz = —/2.
Ten vSak sdm o sobé Zadnou plochu neudéava; obsah dané plochy je roven rozdilu
dvou integrala a tudiz je to logicky v porfadku. Zde je situace typu znazornéného
na obrazku 4.3c, kde uvazovana plocha protina osu z a proto jista jeji cast lezi pod
osou a odpovida zapornym funkénim hodnotam. Jak jiz bylo zminéno, pri¢tenim
vhodné konstanty takovy pfipad miZeme vzdy prevést na 4.3a nebo 4.3b (staci
jen o tom védét; pokazdé vykondvat takovy posun, samoziejmé, nemusime). Pro
tento priklad je zfejmé, Ze, definujeme-li

f(z) =cosz+1, j(z)=sinz+1,

m™ 5T
4) 4

plochu tého# obsahu, nebot j — f = f — g a proto fgf g(z)dx — f;f f(z)dz = S.

pak jsou funkce f a § na intervalu | | nezdporné (viz obrézek 4.6b) a ohranicuji

(A) f(z) =cosz, g(z) =sinzx

(B) f(x) =cosz +1, j(z) =sinz +1

OBRAZEK 4.6. Grafy funkci z pfikladu 4.14 v intervalu (0, 27): po-
sun utvaru ve svislém sméru
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PRIKLAD 4.15. Vypoctéme plochu S uzavieného geometrického dtvaru ohra-
ni¢eného grafy funkei f(z) = (z — 1), g(z) = £ + 1 v intervalu (—1,3).

Po nalrtnuti schematického grafu (viz obrazek 4.7) zjistime, Ze se potfebny
utvar urcuje kofeny rovnice

(e -1 =3 +1 (4.30)
nebo, coz je totéz,
)
r? — 3¢ =0. (4.31)

Kofeny rovnice (4.31) jsou 0 a 2. V intervalu (0, 5) lez{ graf funkce g nad grafem
funkce f. Proto plocha rovinného ttvaru jimi ohrani¢eného je rovna

/Og(ngl)dx_/Oé(x—l 2/ xdm+/ dx—/ (x —1)2d(z —1)

(z—1)%3 65 35 125

o 16 24 48"

5 _
2

3

OBRAZEK 4.7. Grafy funkei f(z) = (z —1)%, g(z) = 2+ 1 a jimi
ohranicena plocha

PRIKLAD 4.16. Vypo&téme plochu S rovinného ttvaru ohranideného grafy
funkei f(z) = 25, g(z) = =.

Grafy funkci se protinaji v bodech [—1, —1], [0,0] a [1, 1], pfi¢emz v bodé [0, 0]
se méni znaménko rozdilu f — g a proto vpravo od 0 lezi graf f pod grafem g
(,8eda“ plocha), kdezto vlevo od 0 je tomu naopak (,Cervend“ plocha)). Proto je
plocha rovna

5=~ [ (o) - f@)dz + [ (o(2) - f(@) da

-1
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1A

0.5 1

-0.54

-1

1

OBRAZEK 4.8. Plocha ohranien4 grafy funkci f(z) =z’ ag(z) =z
0

0 1 2 26\ 10 2 8
_ 0 0 _ (. _Z Lo
= /_l(x x)dx+/0(ac z°)dz (2 6)_1+(2 6)
1.1_2
3 3 3

2
Zde bychom si mohli také v§imnout, Ze obé dvé funkce f a g jsou liché; pak je
ihned zfejmé, 7e je S = 2 f; (9(z) — f(z)) d=.
Poznamenejme, ze kdybychom zde pro vypocet obsahu plochy nespravné pou-
zili vzorec (4.27) s jednim integrdlem v mezich o = —1 a 8 = 1, obdrzeli bychom
absurdni vysledek S = [*,(f(z) — g(z))dz = [*,(z® — ) dz = 0.

Postupujeme stejnym zpiisobem i v pripadech, kdyz se grafy kiivek protinaji
ve vice bodech a zména uspotradani vétvi grafii nastava nékolikrat.

PRIKLAD 4.17. Vypoétéme plochu S rovinného dtvaru ohraniéeného grafy
funkef f(z) = 2® — 62% + 22 — 6 a g(z) = £ v intervalu (0,4).
Je potfeba urcit priseciky graf téchto funkci; ty jsou kofeny rovnice

45 x
3_@p2, O o T
z° — 6z” + i 6 1 (4.32)
Rovnici (4.32) Gpravami pfevedeme na tvar
7 — 62° + 11z — 6 = 0. (4.33)

Polynom v (4.33) mé celé koeficienty. Pouzitim Hornerova schematu nalezneme
kofeny rovnice (4.33); ty jsou 1, 2 a 3.

Priseéiky grafu funkci f a g v intervalu (0, 4) se tedy nachézi v bodech, jejichz
souradnice na ose x jsou

a1:1, a2=2, a3:3.

Grafy jsou znazornéné na obrazku 4.9.



50 4. URCITY INTEGRAL

OBRAZEK 4.9. Plocha ohraniden4 grafy funkci f(z) = z° — 622 +
Bz —6a g(z) =% v intervalu (0,4)

Pottebna plocha se skladé z nékolika ¢asti zabarvenych Sedé a ¢ervené, pricemz
v ,Sedych“ Castech (intervaly (0,c4) a (a2,as)) lezi graf pfimky g nad grafem
funkce f a v ,Cervenych“ Castech (intervaly (ai,s) a (as3,4)) je tomu naopak.
Proto v daném pripadé pro urceni obsahu plochy je potfeba seCist integrily z
funkce g — f na intervalech (0, o), (a2, @3) a integraly z funkce f — g na (a4, a2)
a (as,4):

5= ["(ota) ~ fa)) o+ / (9(0) - £(@)) do
/a "(@) - g dz [ (@) - g(a)) da. (4.34)

Jelikoz se v integralech ctytikrat vyskytuje stejny vyraz, je vhodné vypocitat ne-
urcity integral
45
[(@) —g(x))dx=/( —62%+ o -6 - —)dx

4 3 2
_ 3 a2 _ oz 12z 11z
_/ 73 — 622 + 11z 6>dx——4 R

a nasledné dosadit odpovidajici meze:

/O"l (9(z) — f(z))dz = — /Oal(f(x) —g(z)) dz

B z? 129103_'_11:102
N 4 3 2




4.6. GEOMETRICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU 51
1 12 11 9

[0t = sanao == (5 - B+ 1 - o)

2 z* 1223 1122 1
[ -senas= (5 -5+ B —ee)| =5,
: zt 1223 112 112 1 9
R e e R A R

a z (4.34) obdrzime

9 1 1 9 10
S=itgtat=r =5

PRIKLAD 4.18 (parametricky zadana k¥ivka). Vypoctéme obsah plochy ohra-
nicené elipsou s poloosami a a b.

Rovnice takové elipsy je
)\ 2 Y\ 2
- Z) =1 4.35
(a) * (b) ’ (4:35)

pro dany tucel je vSak pohodlnéjsi jeji parametrické zadani:
x =acost, y=bsint, (4.36)
kde 0 <t < 2m. Z obr. 4.10a je ziejmé, ze vzhledem k soumérnosti je hledana

plocha S rovna 4S5y, kde Sy znaci plochu sektoru lezictho v prvnim kvadrantu. Pro
So plati

So =/0 ydz, (4.37)

kde y znadi odpovidajici funkci proménné z, jeZ tento tsek grafu popisuje (tj. y jako
funkci nezévisle proménné x). Abychom nemuseli vyjadfeni této funkce explicitné
zapisovat, pouZzijme radéji parametrické rovnice (4.36); pak v integrandu vyhézi
ydr = —bsintd(acost) = —absin?t dt. Pfepoditejme integraéni meze: pro z = 0
obdrZime cost =0, t = ; pro ¢ = a je cost = 1, tj. t = 0. Pak obdrZime'®

a 0 0 %
S():/ ydx:—/ bsintd(acost):—ab/ sin2tdt:ab/ sin® ¢ dt
0 z z 0

1 2 1 1 2 1 1 /2 .
_§ab/o (1—cos2t)dt—Z—l7rab—§/0 cos2tdt—§ab—é—l/0 d (sin 2t)

= Zﬁab,

odkud S = 4S5, = mab.

18Pouzijeme vzorec sin?z = (1 — cos 2z).
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D
N

(4)
OBRAZEK 4.10. P¥iklady rovinnych ploch

Poznamenejme, ze v piipade bezprostfedniho vyuZiti vzorce (4.37) bychom
museli z rovnice (4.35) vyjadfit

2
y=+by/1— =,
a
coz by vedlo na integral
a x2 1
So=b [ \1-5de=ab [ VI=sds.
0 a 0

Zavedeme-li substituci s = sin ¢, mame ds = cos¢d¢, pro s = 0 je t = 0, pro
s=1jet = 3 a pak bude

1 g g
ab/ \/1—s2ds:ab/ \/1—sin2¢cos¢d¢:ab/ cos? pdg
0 0 0
1 2 1 1 2
— Sab /0 (1+ cos26) dg = ;mab+ Sab /0 cos 26 d¢

= Zwab,
odkud obdrZime stejny vysledek'® S = wab.

§4.6.2. ... [..]

9Poznamenejme, Ze pro b = a obdrzime ma2, tj. plochu kruhu o poloméru a.



KAPITOLA 5

Nevlastni integraly

Existence uréitého integralu a jeho hodnota podstatné zavisi na vlastnostech
funkce na daném intervalu. MizZe se stat, ze primitivni funkci zname, avsak urcity
integral na daném intervalu je nekonecny nebo viibec neexistuje. Takové pripady
vyzaduji upfesnéni pojmu integralu a tpravu technik prace s nim.

§ 5.1. Motivace

Uvedme nékolik motivacnich prikladi.

PRIKLAD 5.1. Vypo&téme integral

2dx
1 x3
Jelikoz ptislusny neuréity integral je
d 1
/x—f _ /x_3 dz = —227% +C, (5.1)

vyuzitim Newton-Leibnizova vzorce (4.2) snadno obdrzime
2dz . 121 (1 1) 3
R AY -8

Obsah plochy znazornéné na obr. 5.1a je tedy rovny %.

PRIKLAD 5.2 (integral neexistuje). UvaZujme integral

1 dx
L&

Dosadime-li vjraz (5.1) do Newton-Leibnizova vzorce (4.2), obdrzime [, 9 =
—52|t; = —2(1 — 1) = 0. Tento vysledek je viak chybng, protoZe interval (—1,1)
obsahuje bod 0, v némz m4 funkce singularitu (mimo jiné, je narusena jeji spojitost)
a nebyli jsme opravnéni Newton-Leibniztiv vzorec pouZit.

Tento integral neexistuje a odpovidajici geometricky dtvar obsah nema. Vskutku,

. p ’ s r—e1 dz __ 1 |—e1 __ 1 1 1 dz __
pro libovolnd kladnd e; a e, plati [ S5 = —55|° 7' = 3(1 — 3) a f;, 55 =
—# |;2 = %(Eiz —1). Budeme-li v téchto vzorcich hodnoty &; a €5 neomezené zmen-

2
Sovat, vychazi
. —edr 1 . 1
lim — ==lim(1- =) =—o0, (5.2)
e—0+J_1 3 2 e—0+ e2

53
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17 150000 1

0.84 100000

50000
0.6

0.41 -

0=

-50000+
0.2

-100000

-150000 -

(A) f2 ig =3 (B) f—lé ‘i—g’ neexistuje

OBRAZEK 5.1. Integrdl z 5 na riiznych intervalech

. 1dz 1 . 1 B
el—l)I(I)1+ F N 5 e—)0+(€_2 B 1) =t (53)
a pro [, 4z coz by dle (4.4) mélo byt souttem 1o 1 & a fy 42 tak obdrzime
1 dz
1z

Tomuto neuréitému vyrazu vSak nemiizeme smysluplnym zptisobem priradit hod-
notu ani kdybychom integralem fil rozuméli limitu souétu [~ d” + [ !4z bro

) 3
€1, €2 — 04, nebot takova limita neex1stuje. ¢
Vskutku, budte 61 = 5 aey = 2, kden =1,2,.... Pak [ o & =1(1-n?a
Ji % = 1(n—1), odkud méme

13

-5 dx 1dz 1 9 1 1
/_1 F+/%in(l—n)+§(n—1)=—§n(n—1)—>—oo, n — 400.

Vezmeme-li naopak €, = + a €3 = -5, obdrZime

-» dz ldr 1
/ ——I—/1—=§n(n—1)—>—|—oo, n — +o00.

-1 a3 L g3
Chovéni vyrazu [~* 92 + L, ! ‘i?f pro €1, €3 — 0+ tudiZ podstatné zavisi na rychlosti

s jakou se €1 a €5 b11z1 k 0 a o limité pfi €1, €2 — 0+ proto nelze mluvit. Integral

i d . . . 1
J21 53 tedy neexistuje ani v tomto smyslu.
'Rovnosti (5.2), (5.3) znamenaji, Ze pro nevlastni integraly [ 01 j—”; a 01 i—g plati 01 i_g =

1
—00, Jo ‘;g = 4-00. Podivame-li se na obrazek 5.1b, vznika intuitivni predstava, ze ,velikost“

nekonecna je v obou dvou p¥ipadech stejnd (plochy pod (—1,0) a nad (0,1) jsou sobé rovné) a
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PRIKLAD 5.3 (nekone¢ny obsah plochy). Vypo&téme obsah plochy ohranicené
kiivkou s rovnici y = tg x, osou z a piimkami z =1, z = 7.

PoZadovany obsah plochy udéva urcity integral [;? tg z dz, ktery vSak koneénou
hodnotu nemé.

Vskutku méme (cosz)’ = —sinz, odtud d(cosz) = —sinzdz a sinzdx =

—d(cosz) a proto (implicitné providime substituci cosz = ¢ a pouZivime (4.7))

L3 L 1 1
/2 tgwdm=/2 ST d$=/2 sinzdz = —/2 d(cos z)
1 1 1 1

COST CoOs T COS T
us
2

=— /E d(Incosz) = —Incosz ) (5.4)
1

= — lim Incosz +Incosl. (5.5)

TG —
Zde vyraz Incos1 mé smysl, protoZe cos1 =~ 0.54 > 0. AvSak cosj = 0, tudiz
limx_% In cos z neexistuje a limm_,%_ Incosz = lim; o4 Int = —oo0. Odtud vzhle-

dem k (5.5) obdrzime?
/15 tgz dz = +o0. (5.6)

Poznamenejme, ze funkce = +— tg x neni v bodé 7 spojitd. Geometricky vztah (5.6)
znamena, Ze plocha znazornéné na obr. 5.2a mé nekonecny obsah.

PRIKLAD 5.4 (integral neexistuje). UvaZujme integral

2
/ tgx dx.
1

Vime, Ze [tgxz dz = In|cosz|+ C a miZe se zdat, Ze sta¢i jen pouzit Newton-
Leibniztv vzorec (4.2), tj. v (5.4) misto |? dosadit meze |?; pro [ tgz dz by ndm
tak vysla hodnota — In cos z|? = In cos 1 —In cos 2. Posledni vyraz viak nem4 smysl,
nebot cos2 ~ —0.42 < 0. V éem je problém? Z obrazku 5.2b vidime, Ze interval
integrovani (1,2) obsahuje bod 7, v némZ se naruSuje spojitost funkce (a neni
funkce viibec definovdna). Vzorec (4.2) zde pouzit nesmime, navic integral ani
neexistuje; argumentovat lze podobné prikladu 5.2.

PRIKLAD 5.5 (integrace per partes, singularita v konci intervalu). Vypo&téme

integral
1
/ Inz dx.
0
1 4g

Ze by prece mohlo platit f_l €% = 0, definujeme-li tento integral néjak jinak. Ze vztaht (5.2),
(5.3) plyne, Ze skuteéné bude tomu tak, rozumime-li tento nevlastni integral ve smyslu Cauchyho

hlavni hodnoty, tj. fll 92 =lim. o4 ([ %+ al dz).

2Tento integral je tzv. nevlastni: funkce z — tgz je spojits viude na otevieném intervalu

(1, %) aneni viibec definovéna v jeho pravém koncovém bod€ Z. Proto integrél [ 1% tg z dr miZeme
chapat pouze ve smyslu limity limp, z flb tg x dx; ta vSak, jak jsme jiz zjistili, je nekonecna.
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807
704

601
60

501 401

40 201

307 O

20 ~20

104 -401

0-r 1 -60

)=

~g0-

jus 2 . .
(a) [ tgzdz = +oo (B) J; tgx dz neexistuje

OBRAZEK 5.2. Integral z tgz na riznych intervalech

Stejné jako v prikladu 4.2 pouzijeme integraci per partes:

1 1 1]
/ Inzdr = (rlnz)|; —/ zd(lnz) = (zlnz)|} —/ z—dz
0 0 0o
1
= 1 — = — i — = —
= (zlnx)|, /0 de=In1l zlg&xlnx 1 1. (5.7)
Rozdil je vSak v tom, Ze dosazeni meze 0 v (zlnz)|} vyZadovalo pouziti jedno-
stranné limity, protoze hodnota In0 nem definovana a lim, o4 Inz = —o0. Zde
jsme odvodili lim, o, zlnz = llmz_,0+ 1 = 0 podle I’Hépitalova pravidla; hod-
nota limity je 0, nebot llmx_>0+ a ) = lim, ,o4 —=2 —lim, oz =0.

Z (5.7) 1ze rovnéz odvodit, Ze plocha rov1nneho utvaru ohraniceného kiivkou
s rovnici y = Inz, osou = a prlmkaml z = 0, z = 1 (viz obr. 5.3b) je rovna
Ji|Inz|dz = 1, kde kvili nespojitosti funkce z +— Inz v okoli 0 urdity integral
musime tlumoéit v tzv. nevlastnim smyslu: [} |Inz|dz = lim._o; [} |Inz|dz.

§ 5.2. Zavedeni nevlastniho integralu

Myslenky pouzité pri analyze uvedenych prikladi vedou na prirozené definice
nevlastnich integrald.

§ 5.2.1. Nevlastni integral s nekonecnymi mezemi. Bud f funkce, jez
je definovéna na intervalu [a,400), kde a € R. Necht integral [° f(z) dz existuje
pro libovolné velké b > a.
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0 1 0

-0.29

-0.34

-0.49

-0.51

-0.61

(A) [tlnzds = %(an -1) (B) fol Inzdz = —1 (nevlastni!)
2

OBRAZEK 5.3. Integral z Inz na rtznych intervalech

DEFINICE 5.1. Existuje-li limita integralt [° f(x) dz p¥i b — +oo, pak hodnota,
této limity se nazyva integralem funkce f v mezich od a do +oo:

a+oo f( dz = bginw/ f

Toto je nevlastni integrdl s nekoneénou horni mezi. Je-li limita konecna, rika
se, ze integral konverguje (v opaéném piipadé, tj. kdyz limita je nekoneéna nebo
neexistuje, integral diverguje).

Podobnym zptisobem zavédime integral [°__ f(x)dz, kde je f definovéna na
intervalu (—oo, b]. Existuji-li integraly ["*° f(x)dz a [°, f(x)dx pro n&jaké c € R,
jejich sou¢tem definujeme nevlastni integral

+o00

G da:—/ flz dx+/ f(z) da.

Integraly z priklada 5.1 a 5.2 jsou nevlastnimi integraly ve smyslu definice 5.1.

1 e
konverguje pro a > 1 a diverguje v opacném pripadé.
Necht o # 1. Pak

bdg xl—e
lim — = lim
bo+ooJ1 ®  b=+oo 1 —alp

PRIKLAD 5.6. Integral

b 1
= lim
bo+oo 1 — ¢

(bt~ —1). (5.8)
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Z (5.8) plyne, Ze limy_ o0 [ 92 = L pro @ > 1 a limy 40 flbg—;'f = 400 pro

a < 1. Nakonec pro a = 1 plati

. bde :
lim — = lim (lnb—1In1) = +oo.
b—>+o0J1 X b—+o00

§ 5.2.2. Nevlastni integral z neomezené funkce. Bud f funkce definovana

na intervalu (a,b) (—oo < a < b < +00), neomezend v pravém okoli® bodu a a
omezena na kazdém intervalu (a + €,b), kde € > 0 je libovolné male kladné &islo.

DEFINICE 5.2. Existuji-li viechny integraly [ e f(z) dz pro libovolné mala e,
integralem [° f(x) dz rozumime jednostrannou limitu t&chto integralt pro € — 04

/abf(x)dx= lim ’ f(z)dz.

e—=0+ Jate
V pripadé existence kone¢né limity integral konverguje, jinak integral diverguje.
Bod a, kde neni funkce f omezend, nazyva se singuldrnim bodem této funkce.
Podobnym zptisobem definujeme integral f: f(z)dz v pfipadé, kdy je f neo-
mezend v okoli bodu b:

b . b—e
[ @ o= tim [ f(o)do.

Jestlize obé meze a a b jsou pro f singularnimi body, zavddime integral rovnosti

/abf(x) dx=/:f(w) dm+/cbf(x) dz, (5.9)

kde c je n&jaky bod intervalu (a,b) a integraly [° f(z)dz a [° f(z)dz chipeme
v uvedeném vyse smyslu. Rikdme, Ze integral (5.9) konverguje, jestlize konverguji
oba integréaly souctu (v opacném pfipadé integral diverguje).
Nakonec, mé-li funkce f singularitu v néjakém bodé ¢ € (a,b) a existuji-
li nevlastni integraly [ f(z)dz a [° f(z)dz, definujeme pak nevlastni integral*
J? f(z) dz rovnosti (5.9).
Integraly z prikladd 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 jsou nevlastnimi integraly z neomezenych
funkci.
PRIKLAD 5.7. Integral
1dx
0 ¢
konverguje pro a < 1 a diverguje v opacném pripadé.
Necht o # 1. Pak

1
lim d_a: = lim L (1 — al_"‘> .
a—0+ Jq ¢ a—0] —
3Tj. neomezen4 na (a, a + €), kde ¢ je malé kladné &islo
47de je mo#né uvazovat i moznosti, kdy a = —co nebo b = 400 (viz § 5.2.3); v takovych
pfipadech se na pravé strané rovnosti (5.9) objevi integrily s nekoneénou mezi, jeZz chipeme ve
smyslu § 5.2.1.
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PART 1dz __ 1 : 1dz __
a tudiz lim, 04 f; 55 = 775 pro a < 1 a limg 04 f; 55 = +00 pro a > 1. Pro
a = 1 obdrzime
: ldz .
lim [ — = lim (In1—1Ina) = +oo.
a—0+Jo T a—0+4

§ 5.2.3. Nevlastni integral z neomezené funkce s nekoneénymi me-
zemi. Tento druh nevlastnich integrali vznika kombinaci integrali dvou predcho-
zich typu.

DEFINICE 5.3. Je-li funkce f : (a,4+00) — R neomezené v pravém okoli bodu
a, integralem [;"*° f(r)dz rozumime soudet

[T i@ = [ j@aet [ @),

kde c je n&jaky bod® intervalu (a,+00).
Integraly typu [;"*° f(x)dz, kde f je neomezen4 v okoli néjakého bodu b > a,
zavadime rovnosti

[T i@ar= [ f@aa+ [ fw)a,

kde [° f(z)dz a f;*° f(z) dz rozumime ve smyslu definici 5.1 a 5.3.
PRIKLAD 5.8. Z piikladi 5.6 a 5.7 plyne, Ze integral

/+OO dx
0 T

diverguje pro libovolné a.

5Pak se dokéZe, 7e na volbé bodu ¢ vysledek nezavisi.



