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předmluva

Učební text je určen pro cvičení z matematické atalýzy v 3. semestru
studia matematiky na PdF MU v Brně. Navazuje na skriptum prof, V.
Nováka Integrální počet funkcí jedné reálné proměnné, které je určeno
pro přednášku z téhož předmětu. Sbírka proto neobsahuje žádnou te-
orii, kterou najde čtenář ve výše zmiňovaném skriptu, jsou uvedeny
nanejvýš drobné metodické poznámky

Sbírka obsahuje jednak řešené, jednak neřešené příklady s uve-
dením výsledku, na kterých si čtenář může ověřit, jak dalece si pro-
blematiku osvojii. Učivo navazuje svým obsahem na znalosti z dife-
renciáIního počtu funkcí jedné reáIné proměnné, které byly probírány
v 2, semestru, Jsou využívány i poznatky z algebry, se kterými se
student během studia seznámil.

Ve sbírce se čtenář setká nejen s příklady učiva matematické analýzy
ve vysokoškolském smyslu, ale protože je text určen budoucím učitelům
matematiky, jsou zde zařazeny také příklady využitelné na základní
či střední škole, Je zmíněn přístup k výuce obsahů a objemů geomet-
rických útvarů na základní škole.

Symbolika í íazení kapitol jsou ve shodě se zmíněným skriptem,
ačkoli některé kapitoly jsou z praktických důvodů sloučeny.

Ve sbírce jsou uvedeny rozmanitější přftIady, než se objevují na
cvičení. Je tomu tak proto, aby byla problematika ukázána v kom-
plexnějších souvislostech,. na což ve cvičení není čas. Množství, spek-
trum a složitost příkladů jsou však itakze zíejmých důvodů omezeny.
Existuje však celá řada sbírek, které lze ke studiu doporučit, neboť
jsou svým rozsahem obsáhlejší a jejichž seznam je uveden na konci
této publikace,

Na závěr bych ráda poděkovala panu doc. Pavlu Řehákovi, Ph.D,,
který mi poskytnul spoustu cenných rad v oblasti matematické analýzy,,
a RNDr. Růženě Blažkové, CSc., která mě obohacovala po stránce di-
daktické problematiky.

Brno, záíí 2014 Irena Budínor,á
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1. Primitivní funkce

t_.1. P ímá metoda
Nejjednodušší zprisob, jak m žeme integrovat funkci, je vytžít vzotec,
pokud takov vzorec existuje, využíváme znalostí z diferenciálního
počtu, kde jsme se seznámili s derivacemi elementárních funkcí. uvádí-
me zde základní vzoíce pro integrování. písmenem c označujeme in-
tegrační konstantu,

dr-r+C,
í

!-r@) dr

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(B)

(9)

(10)

J n*l

I I d,r- ln lrl * C,Jr

! "ow 
d,r- sin r * C,

[ "" d,r - e* + C,
J

te nr*C,,
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Integrál ve vzorci (t) j" možno zapisovat také způsobem / I dr Ye
vzorcích (Z) a (S) jsme využili linearity derivace.

Modifikací uvedených vzorců obdržíme další velmi užitečné vzorce:

(1 1)

(L2)

( 13)

dc

d)

c)

J

V následujících p íkladech budeme integrovat pomocí vzorcri. Větši-
nou je pot eba zadanou funkci upravit tak, aby bylo možno vzorec
aplikovat.

P íklad 1.1.

Řešení. a) F\rnkci p epíšeme jako /(r) : tr7 - rá a dáIe postupujeme
podle vzorcri (3) a (a):

Ir[alezněte primitivní funkce k danym funkcím:
17-ffi,r ]R,

(#)',r + 0,

r ór\/rJ J

,ffi+t ^ G

pI
Pi

b) Zadanou funkci mrižeme algebraick mi ripravami upravit tak, abychom

!W' - r*) d,r -

mohli využít vzorc ..

í(+)'d,r_íry

/r'd,r- !r+ d,r

í'83.
T ž"ffi+c,

d,r*^Íidfi.

tr8 rt t t'-t 
-t -r L-/Bí

_---'--_*|



P i poslední
dostáváme

í
c)

(ry)'o,- r+4ln|r| 1*r

ťrpravě jsme použili vrozce (2) a (3). Integrováním

,__,trl

d)

111
rT trA rE +1

1

rT
.3
(rE *r -+7 d,r +2rft+C.B11

11

Goniometrické identity
V mnoha príkladech obsahujících goneometrické funkce

pred integr ací funkci upravit pomocí jedné z goniometrickych
Pripomeneme nejčastěji p oužívané goniometrické identity:

cos2 r - sin2 r - cos 2r,

;(r * cos 2*),

sin2 r - }O- cos 2r).

musíme
identit.

(14)

(15)

(16)

(17)

(1B)



* ; -,l-' -] L.2. \alezněte primitivní funkce k danym funkcírn:_q. i,:,i. u

i-,, "ť(r) - tgr,r+(2k+l)t,k Z,

Řešení. a) Platí

Ja,

| ,rnUr: -+ +C,

(ověrte zpětnym derivováním) . -,Tedy

r1
J sínZr

e)

a,b jsou kon

d)

stanty

í 
'*,

í rr' r d,r

Pi

b) Platí tgr : ffi. Nyní využijeme vzorce (13). Protože derivací
funkce cos r je - sin r, mrižeme psát:

I Era, : I |Š3,d,r : _ [ -,:::,: or : -lnIcos r|+ c.
J J COS,' J COSfr

Později uvidíme, že p íklad je možno ešit také substituční metodou.

c) Príklad ešíme lžitímgoniometrick ch identit (1a) a (16):

1 f sin2r*cos2r ,l 

- 

rtl,

2 J sinrcosr
CoSr t

Sln tr

1r lsinr| + C.

Rt
kt,

Ildr.l 2sin rcostr

;íH+;í
-1h lcosrl + t

2l12

kt

j

1\,I
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neboť

e) K integraci této funkce využijeme v

|,,n',d,r- í(; }.o,2")
11

r1
J ffidr - tgr*C, (19)

+-7 cos 2tr}otom:

1.rsin2r*C-,I1
22

P íklad 1.3. Nalezněte primitivní funkce k dan; m funkcím:

") í (") : sin 3r cos 3r, e IR

D í@):#F*,rf ktr,keZ
") í("): k, r IR

il Í@) : Ňfu, r f kt,, 
" f (ž )- 2krr,f;rr * 2kr), k e Z

Ř'ešení. Všechny tyto integráty je možné počítat substituční metodou,
kterou budeme uvádět později. Je však také možné polňít yzorec

Mohli e postupovat i jinak: (cos 3r)l - -3 sin 3r a

sin 3r

jsm

í cos 3r d,r 1 
' .n* 3r(-3

1 cos2 3r
32

CoS2 3r- 6 +C,

11

(20)



Na první pohled by se mohlo zdát, že tyto dvě výsledné funkce jsou
zcelatizné. Všechny primitivní funkce k jakékoli funkci jsou ale totožné
ažna aditivní konstantu. To platí i v našem případě, o černž se můžeme
přesvědčit např. nakreslením grafu (obr. 1).

sin2 3xY=o

Obr. 1

b)

J Sln- tr,

- Í 
cotg r.(cotg*)'- Í 

cotg r.

-2ffi+C.
12

*C -
ffi

1
2



d) Poněva dž je (1 - cotgr)I - frfo, máme

í sin2rffi

13

sin2 r

*C -1
2

1

2

P íklad 1.4. Následující funkce integrujte využitím j ednoho ze vzorc,ů,

I r"@).f'(r)d,r: Í"*' *C
J n*7 | v

nebo

í#*:hl/(r) l+c,

(2r-3)-2 *C _
-2

Řešení. a) F\rnkci si nejd íve p epíšeme jako /(r) : (2r -3)-u,Der!
vací funkce (2r + 3) je 2, proto po menší pravě mrižeme použít první
z uvedenych vzorc :

-1

b)

1 - cotgr

- Cotgr

ffi



:í
í

dr dr
arctgr*12arctgr (1 + r') arctgr

J arctg r J arctg r
d)

d,r: Í-.i-Í-2r
1(1 - r)+2+

PIatí (arcsin2r)l - + a tedy
\/ I_(zr7z

rarcsin2r 11 2
I: l n-nn7^n- :J ,/t - 4r2 2 J ,/t (2*),

- 1 [ ur"rinLr. (arcs fut2r)'2J

- 
arcsín2r 

+ C.
4

e)

, dr:

1 arcsinz 2r
22l\-,/

P íklad 1.5. Najděte primitivní funkci F(r) k funkci f (r) : fu
tak, aby platilo F(l) : i.
Řešení.

F(r) : [ _}-a": 3arctg r l C,' J llr2
F(1):3arctgI+C :3.ž+C amá-Ii platit .F'(1): i, pak budeme
ešit rovnicíf;lr+C : {, jejímž ešením je C : -f . Hledáná primitivní

funkce tedy je

L4

7T

2

_tr2
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P Íklad 1.6. I\alezněte primitivní funkce k danym funkcím:

Ř'ešení. a)

e2, _ 2e* e-r, * e-2*

neboť

[ 
""* 

d,r -J

kde a je konstanta.

odt|J 
+C,

a,

b) pripomeňme nejd íve dva algebraické vzorc e, z níchžjeden budeme
k v počtu pot ebovat.

(2I)

(22)

qružíjeme k ťrpravě zadaného zlomku:

(o + b)(o' - ab + b').

er1
o2r

2

15



C) \í
r 9r+1 _ 6*-2,-

J $r*1
.r- !

g .32*
Dú

3*-22*-2

3"
'r q2r

"J Jr

í)3" 1

1 f 3*2"

3.9.4J 3t

10B J
)r

. u t?
In2 | \'z '

. Integrace racionální lomené funkce

P i integraci racionální'lomené funkce rozlišujeme mezi ryzí a neryzí
racionáIní funkcí, V p ípadě, že je funkce neryzí,, upravíme ji na součet
polynomu aryzíracionáIní funkce. To lze provést buď dělením čitatele
jmenovatelem (univerzáIní, avšak někdy zbytečně zdlouhavá metoda),
nebo algebraick;fmi ripravami, pokud to tvar racionáIní funkce umožní.

P íklad 1_.7. Upravte ryzí racionální funkci na součet polynomu a

ryzí racionáIní funkce a integrujte,
a) í(r): Č=U#@,
t) /(") : *-L*r,

") í("): #.
Řešení. a) T\iio funkci upravíme děIením. P ipomeňme z algebry a1-

goritmus dělení dvou polynomri:

*2r3 *r2 *r +1),(r2+ 1):"3 -2r2 * r+3 - h
*13
*13

-212
*3r'2

*r
312
312

16

b)
kt
kd
ra
di"

pr

Fl

C}

(r' -Zra
15

-2ra
-Zra

13

13

či
r}

ti1

či
di

+3

-2



Máme tedy

12 + 1

Funkci v nově

12 + 1 12 + 1

vzniklém tvaru mrižeme

í
r5 - 2ra * 2r3 * 12 * r * 1

12 + 1

12+L-I r?+t

("' -2r2 * r+ 3 - nl d,r -
2r3 12

3 + T+3r-2arctgr+C.

:í

14

4

b) v p ípadě zejména racionálních funkcí často využijeme ripravu,
která se někdy naz vájako ,,p ičtení nuly", Jedná se o ripravu čitatele,
kdy k čitateli p ičteme a hned zase odečt eme v rraz, kter nám umožní
racionální funkci snadno upravovat, Nap . v našem p íkladě by se ho-
dilo, kdyby v čitateli nebylo r2,, ale 12 +I. Zatírn čelem v čitateli
p ičteme a odečteme jedna a zlomek potom rozděIíme na dva:

)r-
12 + 1 12 + 1

již snadno integrovat:

c) Budeme postupovat obdobně jako v p edchozí části:

f tr2 -2

t
J}-n

v p ípadě, žezadanáracionální funkce jeryzí,je vhodné se p esvěd-
čit o tom, zda je možné provést aigebraickou ripravu, která zlomek
rychle a efektivně p evede na součet integrovateln; ch funkcí. Takovou
ripravou mriže b t jednoduché rozdělení zlomku, nebo ,,p eskládání''
čitatele a následné rozděIení zlomku, jak uvidíme v následujícím p ftla-
dě]

L7



Příklad 1.8. Upravte zadanou racionální funkci a poté integrujte.
^\ //-\ _ 2l-L?1) J\J,)-P|f^l
u) /(") : ffi5,,r f 0,*I.

Ěešení. a) Zadaný zlomek je možné jednoduše rozdělit na dva a in-
tegrovat. Musíme si jen uvědomit, že derivací jmenovatele (r2 + 1) je
2r, což je jeden ze sčítanců čitate}e.

f 2r-1 r 2r d,r_ [J-ar=J a-ro': J r\l J rz*L

, 
:!n(r2 + 1) - arctg r -l C.

b) ,,Přeskládáme" vhodně čitatel tak, abychom zlomek mohli rozdělit
na dva:

2r2*2r-1 (r'+2r) + (*' -1)
(r'*2r)(r-1) (*' * 2r)(r -

12 +2r 12 1

(r'+2r)(r-1) (*'+2r)(r-1)

1)

+

l r-ll:,-rr,za)r'

Tento v taz již mtňem" (po malé pravě druhého zlomku) integrovat:

í (*- ;+) o, : í *o,*} Í ffio" :
:lnlr-1l + }mP'+2r|+c.

Je-Ii racionální funkce tyzí,Ize ji rozložit na součet parciálních
zlomkri. V tomto rozkladu vystupují zlomky tvaru

# (odpovídající reálnému ko enu 16 jmenovatele),

6fu,n N,n > 1 (odpovídající vícenásobnému reáinému
ko enu z6 jmenovatele),

1B



(*-ro)'+o'
tele,

b*+"ffi)n N,n
ginárnímu ko enu ro i

V poslední ťrpravě jsme p esunuli
jsme se zbavili zlomku. Parci áIní

1

br*c (odpovídající imaginárnímu ko enu íg i ai, jmenova-

rrl

Budeme se setkávat pouze s prvními t emi p ípady. Integraci zlomkri
aia a 

"y- 
provádíme jednoduše:

t -rL' (r - ro)*1

S t etím tvarem racionáIní funkce se setkáme později,

P íklad 1.9. Nalezněte primitivní funkce k dan m funkcím:

") í("): 5;};4,
b) í("): ?#*o
"jiě;:ffi,'

Ř'ešení. a) Danou racionáIní funkci musíme nejd íve upravit na součet
parciáIních zlomkri. začneme tím, že polynom ve jmenovateli rozložíme
na součin ko enov ch činitelri, tedy

a,i, jmenovatele) .

koeficient 3 do druhé závorky, óímž
zlomky budou mít tedy tvar

a,b
l

r-1 3r+2
3ar*2a*br-b.

Hledáme neznámé konstanty o, b. Mrižeme je najít buď porovnáváním
koeficientri u stejn;ich mocnin r, nebo dosazováním konkrétních hod-
not za r, vybereme si druhou možnost, Do vzniklé rovnice dosadíme za
r číslo I, což je jeden z ko enri jmenovatele zadané funkce. Dostáváme

19



l:3a-l2a, odkuda: }, Nyní užzbývá určit ještě b,zar dosadíme
libovolné číslo, Nejvýhodnější je číslo 0. Pak t : ? - ó, odtud a : -*.

Nyní již můžeme přistoupit k integraci:

^1.,l l ,

ctl:

1
5

r-1í
dr:

í(

*í
1r,
_5

1r,
5

b) Začneme opět rozkladem jmenovatele z}omku na součin ko enov ch
činitelri. Mrižeme zavéstsubstituci tr2 : t, pak t2 +4t*3 : (ú+3)( +1)
a tedy ra +4r2 *3: (r'+3)(r2 +L), cožje v IR konečn rozklad
daného polynomu. Zlomek upravíme na součet parciáIních zlomkri:

2r3 * 12 * 2r + 3

(r-1)(3r+2)

(*'+ 3) (*' + 1)

2r3 * 12 * 2r * 3 -

1

r1
|r - 1|

|r - 1l

- ln (*'+ 3) * arctgr + C.

Dl

c)

Sa

}ri

ar*b I cr*d
r2+3' r2+1
arT *ar*br2 +b*cr3 *3cr*dr2 +3d

Nyní zvolíme pro nalezení konstant porovnávací metodu (p i více než
dvou neznám ch konstantách se většinou jedná o jednodušší metodu):
r0: 3: b+3d
rL:2:al3c
12:7:b+d
tr3:2:a*c
Z této soustavy čty rovnic o čty ech neznámych získáme a : 2, b : 0,

c : 0, d,: l. Máme tedy

2r3 *12 *2r +3
í 14+4r2+3

TJkážeme ještě jiny zpri.sob, jak bylo možno upravit zlomek. a to

20



algebraickou ripravou.

2r3 * 12 * 2r + 3
(r'+ 3) (*' + 1)

12 +3

(1 -r)r(L*rr)

p istoupit k integraci:

1 rl 1 1

:J(r-"T@T

12 +3+213 +2r ,

(*'+ 3) (*' + 1)

2r(r2 + 1)

(r'+ 3) (r' + 1)
+

DáIe bychom postupovali v integraci jako v predchozí části.

c) Opět zaéneme rozložením funkce na parciální zlomky:

1

2l

a,
+

1-r t

C-*,d

2l



Cvičení
1.1. Integrujte nrásledující funkce:

") í("):8r5 ll2r7 *3cosrpror IR,

t) /(") : (r'- 1)' pro z IR,

.) /(r) : # + # +;z!1 pro r f -l,,0,
a) /(") :3rffi - h +,# pro r ) 0,

") í(") :'e#- pro r > 0,

ilí@):*prorlf,,,
s) /(") = #; pro r + -2.

Ia) $16+ lr'-ssinr*C, q i"'-116 +r3 -r*C^, c) ln |r+1| - j+arctgr+C,
il +rE -2\/t _ 2cotgr*C, e) 3"i - Ť"# + 1"2 + C, f) -+h|2 - 5r|+C,
s)r-ln|r*2|+C)

l-.2. Nalezněte všechny primitivní funkce pro dané funkce:

") í("): cos2 r, z IR,

ů í(r):*.1##,rf ktr,ke Z,

") í("):4#k,, * T,F e Z
a) /(") :tlr*cotgr,,r+ff,ke Z

í ") *" + lsin2r * C, použijte .vzorec cos2 r : }(r + sinZr; ,b) 2cotgr - r * C,
c) - cotgr - tgx + C, d) ln Itgr| + C ]

1.3. Integrujte následující funkce:

cos2 r sin 2r, r ]R,,

cos2 r sín r, r ]R,

ffidr, r (-1,1).

I u) i("n - DŽ + c, 11 - -u * C, c) -*# + C, d) -\E -aZ+! ve všech

čty echp ípadechpoužijte vzorec Í í'(")í'(")ar:ffi+Cl
1.4. Integrujte následující funkce:

a,) /(") : flr, r 1l,
b) /(") : ffi""r^,, lrl < 1,

") í("): fu, r lIn3.
t-) -+h|1- r.3|+C,b) lnIarcsinr|+C, c) ln|e'-3|+C]

22
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1 . 5. Integrujte následující funkce:

I u) * t" |r -1l - *trr |3r * 2| + c,,b) *t" 12* -
c) **u + }r4 - t*' - 12 * 3r - Aarctg r * C ]

1.6. Integrujte následující funkce:

1l+ * t" |*' + 1l + 3arctg r * C,

70* )

|7 _92r
I2r )

l") |-{# -2r*c,u1 -sffi+ffi+c]

1.7. Algebraicky upravte a pak integrujte následující funkce:

") í("):ffi,r*0,
b) /(") -- ##j,
") í("): ffi,lrl < 1.

t"l ť - +x*C,rl -* - 2arctgr*C,c) -2"/1=}Z *arcsinlraC]

23



L.2. Metoda per partes l,

Metoda integrace per partes neboii integrace po částech vy'chází
derivace součinu dvou funkcí. Připomeňme, že platí

("(r), u(r))' : u' (r), u(r) + u(r), u' (*).

Pokud na tuto rovnost apiikujeme integrál, obdržíme

rf
u(r) - u(r) : l "'@) 

. u(r) dr + | u(r), u'(r) dr.
JJ

Upravou dostaneme ýzorec

dr. (23)

Neexistuje jednoduch; návod, jak vybírat funkce u a u. Avšak
naším cflem je najít nov integrál, kter je jednodušší než privodní in-
tegrál. Obvykle volíme za u tu funkci, která se derivací zjednoduší. Za
o'musíme zvoiit takov vyraz,, kter dokážeme integrovat. Následující
p íklady budou dostatečně ilustrovat strategii metody per partes,

P íklad 1.10. Vypočtěte neurčité integráIy:
a) /lnrdrprorž0,,
b) IYd,rpror)0,
c) j re-2" dr pro r IR,

d) Í ,' cos3r d,r pro r IR,

e) / arcsin r dr pto r (-1; 1),

f) /arcsin2 r drpro r e (-1; 1);

d I,'ln(l -t r) drpro r > -1.
Řešení, a) Volíme z : ln tr, ,u| :1, potom

Í '" 
r d,r-

b) Zďe volíme u

Í "'@)u(r)Í "(") 
,'(r)

u-Inr
u-r

or| 1
IJ Orď2).rJ

,r| 1U, ro
-1
ftíYd,r: r

u
?.,L|

- LnT,,

- lnr
r

tedy

24
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U-I

tre-2*

-2r
e-2*

tre-2'
2

použít opa-
stupeň po-

f e-2*+J 
22

+C.

d) Jedná se o p íklad, kdy je pot eba metodu per partes
kovaně. }iejd íve volíme u - tr2 (derivací budeme snižovat
lynomu) , u' - cos 3r a

! *cos 3r

I ur"sin r

|!, - trZ ,l)' _ cos 3r

o sin 3r
-4.,LJ

3

u- r

o sin 3r
t'ya u

.,IJ

3

. sin 3r
,r.Z I_,

3

2f

.,1 cos 3rv3

2 ( -r cos3r
T3\ 3

2
g* cos 3r -

2.
-S127

1r
3 J cos3r

,n3r + C,

u-arcsinr u|

ď-+ LlL-n

25
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f) Dvakrát použijeme metodu per partes:

u - arcsin2 r
* l/L-r2 u-r

Po použití metody per partes upravíme děIením racionáIní funkci
součet polynomu a íyze lomené racionální funkce:

/
- rarcsinz r * I zrffi arcsin r -\
- rarcsinz r * 2\ffi arcsin r - 2

í ,o") :
r*C.

g)

na

í
12 Ln(I

P íklad 1.11. Vypočtěte následující integrály pro r IR:

u) I "'sinr dr,
b) /sinrcosardr.

Řešení. a) V tomto p ípadě není dri}ežité, kterou funkci zvolíme jako
u a kterou jako u, takže nap . volíme u: sinfr,,l)| : e*,, 1l' : coszl

26
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I1

(hledan integráI jsme si označili písmenem 1), Nyní musíme znovu
použít metodu per partes, ale tentokráte už nemáme na v; běr, jak
zvolíme funkce (neboť jedna možnost by vedla k p edchozímu kroku),
takže u: cos t,,l)l: *,U': 

-Sin í,, 1): e" a dostáváme

Nyní se zdá, že se pohybujeme v kruhu, neboť jsme opět obdrže\i za-
dan integrál a dalším opakováním metody per partes budeme získávat
po ád stejné integrály. Všimněme si ale, že jsme obdrželi lineární rov-
nici o jedné neznámé (neznámou je právě zadan integrál):

I:e'sin tr- e'cosr- I

a algebraickou ripravou dostáváme

1

I ::e"(sinr - cosr) + C.

Nyní se sami v počtem p esvědčte o tom, že kďyž na začátku bu-
deme volit u : e' a r-l/: sinr, dojdeme ke stejnému v sledku.

b) Votíme nap . ,l],: cosltr,,l)t : sinr, ,l.t' : -4cos3r.SiníD, U :
- cos r. Dostáváme

J

Í ""sin 
r

^ Ísin 
r cosl r! ,r" r cos| r d,r

- cosí tr 4L

I-

Získa}i jsme rovnici s neznámou I ve tvaru

I--cos5r- 4I

ah}edanl integrál mátvar I- -*cos5r+C.

27
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Cvičení
1.8. Pomocí metody per partes vypočtěte následující integráIy:

u) Í *'sínrdr, r e ]R

b) /rarccotg rdr,, r e R

") Ir'Inrdr,z>0
a)I r'Irt2 rdr, r > 0

") 

"[ 
'1$ í) d,r, r e (2ktr,2(k + l)r), J sln-uf)tr2s'dr,r IR

g) /Ťffidr,r e (_1,1)

I a) 2 cosr- 12 cosr*2rsinr*C, b) Ž(r' arccotgz*r -arctgr*C), c) $r3lnr-
!r3 +C, a) Žrnln2 r - lralnr+ #rn *C, e) - cotgrlncosr - r+C, t) # -
Zffi + Z# + C, d 2\/iT"arcsinr + dtffi + C ]

1-.9. Pomocí metody per partes vypočtěte:
u) I "" 

cosrdr, r ]R

bJ Jre'sinrdr, r ]R

") /sin(ln r)dr, r > 0

I a) }e'(cosr * sinr) + C, b) }e'(cosr - rcasr f rsinr) * C, c) fr(sin(tnr) -
cos(lnr)) + C ]

2B
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1_.3. Substituční metoda
Substituční metoda vychází z derivace složené funkce, Připomeňme,
že pro derivaci funkce f(g(x)) platí

(í (g(*)))' : í' (g(r)), s' @).

Při substituci nahrazujeme funkci 9(r) funkcí t (u, z apod,), a dáIe
platí dt: gl(r)d,r, Tím docflíme zjednodušení integrované funkce:

(24)

P íklad I.L2. Pomocí substituční metody ešte následující p íklady:
a) l 8r(r2 - 3)5 dr,
b) I (r*--+rydr,r+-1,
c) Iffidr,r e (-1;1).

Ř'ešení. a) Integrovanou funkci p ed volbou substituce vhodně upravíme:

: n.[ * c :?r* -s)6 + c.

Všimněme si, že jsme v tomto p íkladě mohli také postupovat podle
již uvedeného vzorce

12 -3 -t

r

J

Jak je nyní zíejmé ) vzotec lze snadno

b) Zlomek nejd íve rozšíríme vytazem

r 1 11 2dr

2J 74\^)U 6

29

f n+L
Jtf'1.TT\_/.
n+1

odvodit právě ze substituce.

z.
2,

2r*3

1

t'
1

-6



c) Platí

1r -2rw* 2J
1 1_

1t,
T
2

dr:

1

-rt

1 - tr2 :,f,

*C -

P íklad 1.13. Pomocí substituční metody vypočtěte následující in-
tegráIy:

a) [ r2e-" d,r,

b) J fu dr,,

c) f ffi d,r.r}L,Jr,-e
d) /",5; dr, r > 0,r f I,

E I;,*adr,r>O,rf l.

b)

rer
JL+t2-á,fCtg*C-arctge*+O.

:í

:í

c)

+C.

30

(1 + lnr)3

Frrrr- _ 
-_ -

[\ffi dr:Jr



d)

r1
J rln3 r
Všimněme si, že

Inr - t

*dr-dt
jsme opět

l fi |'IJU 2p l \-/ -ffi T-

ohli postupovat i podle yzorce

sn*L

n*1!r"@)í,(,)
e)

Im-
1 r 1

} 
r" lh(,')l

P íklad L.L4. Vypočtěte následující integrály:
a) íffidr,r++,
b) í&dr,r+L,
c) I&dfi.

Ř'ešení. a)

(2 - ar)t + c.

1 lS 4 ,\

64, 4r)s 
B

31



_, __ . . _.._..ž!,,_l. že ve jmenovateli zlomku máme dvojčlen umoc-
,. ..- __". __ S,:i"stitucí 1 -tr: ú docílíme toho, že dvojčlen přesuneme
_ . _ _: ._:e.. a budeme moci zlomek rozděIit na součet ,několika zlomků:

1-r-t

1 -3t+3t2 -ť
tI2

_3_11 +3-1o_t-n) d,t:

131
-:.jrt:f.T10'r:rc

11
11 (1 - r)tt

111
I

3 (1-r)9'B

31
10 (1 - r)to

1

C-ry +C,

11 11
3 7s 'B 78 

|

c)

5+12 -t

1(_!t!.1-n\
2 \ t' 2 t2 T")
1151
2 5+r2' 4 (5+*r)' \-/

1 5+ 2r2

P íklad 1.15. Pomocí substituce ešte:
a) Í#dr,r ]R.,

b) Í*dr,r (-1;1)
c) í#dr,r+0.

32
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a) Substituci budeme volit tak, aby integrál vedl na funkci?r,Ř'ešen
arctg:

í

ůC-
me
ktr:

r
t6 * ra 

w''/

arctg t + C

1r dtI-
B J 7+t2

r 2dt

J 16 + L6t2

112

1.

1

8

b)
tr2-t

arcsin t + C

33

1

,
c) po zavedení substituce budeme postupovat rozložením racionální
funkce na součet parciálních zlomk pomocí algebraické ripravy ,,p i-
čtení nuly ":

[ 3' dr:
J 1-)r|JJ,fu

*C -

11 1

'J \mdt



Nyní se vrátíme k,integraci racionáIní funkce. Dosavadní znalosti
dopiníme o další typ racionální funkce, V případě racionáIní funkce
tvaru #a (k,l,m jsou reálné konstanty), kde polynom kr2 +
lr * m nemá reálné kořeny, postupujeme pomocí úpravy známé jako

,,doplnění na čtverec",

Příklad 1.16. Vypočtěte:
a) í3,#TI,z€JR,
b) I3#;T5dr,r€IR,
") /+r dr,r+-l.

Řešení. a) Polynom 12 + t * 1 nemá reálné kořeny, doplníme jej na
čtverec:

Tento výraz doplníme do integrálu a dále zavedeme substituci tak,
aby integráI vedl na funkci arctg (podobně jako v příkladě 1.15 a):

d,r

(**

rfa, 4rtr dt: 
J YlZn:5' 2 J t\1:
2 2 2r-ll: 
rtarctg 

lC: 
n6arctg rt +C.

b) Jmenovatel daného zlomku opět nemá reáIné ko eny, Zlomek bu-
deme upravovat v následujících krocích:

(r) Čitatel upravíme tak, aby byt derivací jmenovateie (v našem
p ípadě 2r * 2);

(2) po této ripravě ,,zbude" racionáIní funkce, jejíž jmenovatel upravíme
doplněním na čtverec.

34

rdr,-
J 12 * r * 1
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eŤi
rkce
7t T

ď;o

}u-

:- _]]le

f r , 1r2r*2-2

ak,

c) Rozkladem na součet parciálních zlomkri dostaneme

1 a, br*c

(polynom 12-r*L není jižv R dál erozLožitelny) , kde a,-
c - ? (sami si ově te vypočtem) , tedy

35

*, b - -*,

1 1 1 1 r-2
1+trS:5'"+1-Z'"z-"*'

Funkci #budeme postupně upravovat jako v p edcházejícím p íkladě:

f r-2 1 f 2r-4
Ja_-no':'lir-r-a':

1 r 2r-l 3 r 7:' 
J ď -r+Lo'- i.| r, - r*rd" :

7 f 2r-I 3 r I:' 
J ď - r+Io*-' l 1r:y *and":



-1 In(rz-r*2\ (r - *)'+ i

-1 Ln( 122\

d,r- + dt

3t+:rJW4
(r-*)'+i

d,t:rfrarctgt+C- l- 2r-1
\/ 3 arctg

,fr

Celkem tedy

Ir" @'- r+ 1) + +arctg T +C.

Substituci mrižeme použít i v,,obráceném směru", tj, fie-li "f .po-
jitá funkce na intervahl L, p je funkce se spojitou derivací na intervalu
,I1 taková, že 9{t) l 0 pro t e tr) v integráIu I í@) dr položíme
, : 9(t), dr : p'(t)dt. Yyužíváme pak vzorce

(2 5)

Ve vysledku je pak t eba vrátit se k privodní proměnné r.

P íktad L.L7. Pomocí substituce ešte:

a) í \ffi dr,, r (-1; 1),

/ J rlnr

36
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r - sin t,t (-t; ž)
dr=costdt

Inr - 1

*dr-

dt:2zdz

37

tJi

2 J \-

1

1_

závér jsme se vrátili k privodní proměnné dosazením t: p-l(r).

: t2 arctg t - t + arctg t + C -
: ,rarctg .,/i - {i + arctg 

"/i + C.

c) v tomto p íkladě využijeme obou druhri substituce. Nejd íve funkci
p evedeme substitucí na iracionální funkcí a tu druhou substitucí upra-
víme na racionální funkci:

tffi

]oS

1
:S,

t+

C.

dt=

1

2

C-

2

tS

2t

in

iin

dt-

t)*C -

dt-

*C -

ltla

b)

í

C.

]

)

-t
dt

sin2 cos ú

sin2 t)



Některé iracionální funkce

Symbolem r budeme znaóit racioná}ní funkci jedné proměnné, symbo-
lem ,R racionáIní funkci ve dvou proměnných,

F\rnkce typu r(t/r), Funkci tohoto typu jednoduše převedeme na
racionální funkci zavedením substituce tr : tn. Tím se zbavíme n-té
odmocniny.

Příklad 1.I-8. Vypočtěte následující integrály:

ů í#d,r,,r}0,
d r#*d,r,r>O,rf 7,

ýr,- ýt

Rešení. a)

J r*1
r:t2

: í#Ztd,t:rI$jor:
:rIho,-ífto,:
:' I (#- *-h) dt - In(t2+ 1) :
: 2t - 2 arclgt - In(t2 + t) + C :
: 2Ji - 2 arctg/i -ln(z * 1) + C.

b) Ve zlomku se vyskytuje druhá, t etí a čtvrtá odmocnina z. Nejmenší
společn násobek číse} 2, 3, 4 je 12. Integrovanou funkci proto m žeme

p epsat i"U" =ffi. Proto volíme substituci tr : tI2, d,r : I2tlI dt

a dostáváme

lfr_i/r2 ffií

3B

\



a poděIením dostáváme

\10 
+ 5 +

'W-r|) +c.

}r" Wš -,|) + c

tuci ""ťcr*d
obdržíme

: tn. Z této rovnice vyjádríme postupné r a dr a po dosazení
racion áIní funkci.

P íklad 1.19. Vypočtěte následuj ící integrály :

-z3,

(1;2) U (2; *),
(- 1; 0) U (0; 1),

{0, 1}.

a) íffi

lffi,+1 :

21 72

c) I*.\Rdr,r
d) í 3ffidr, r+

Řešení. a) Jedná se o iracionální funkci typu *(",{Ňa, kde a:
3,ó: 2,c:O,d,:1 a volíme proto substituci 3rl2:t2:

dr 3r*2:t2
í

_ -l

:3 í(,
-I*z 2r+| 

r"lt+1|
--L 33

1/ _
-5(r" +2-2 ffi

*C -
+2l"|&+2+rl) +c.

39
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b)
"l

1:l,

í
^rF

r-2\F.
r- 1:t2
dr: 2t dt
r:t2+1

40

a po rozLožení na parciální zlomky dostáváme

IÉ-h-#r) di:In| -1l -ln|t+r| + 2arctgt:

Irr
',l "-+C'

c) Zdepoložíme # --í2, odtud vyjád íme *: ffi a d,r : ffi at.

Potom

(t-1)(ť+1)(tr+1)dt:4 Í dt
í: 1 _ 7z 

v (t'+ 1)'



d)

r+3
L-r
/ya t3.lJ ffi

1

3P

G+ry dt-

ffi+c,
F\rnkce typu R(*, r/u*z + bx + c), a,,b, c R, 0 + 1] funkcí

tohoto typu budeme rozlišovat tri prípady,

(1) Polynom p: ar2 +br l c nemá reálné ko eny, tj. a > 0 (jinak
by odmocnina nebyla definována pro žádné r), Integraci dané
funkce pak mrižeme provést tzv. Eulerovou substitucí

- *rft,r tt, (26)

kde na pravé straně mrižeme volit kteroukoli kombinaci znamének.

(2) Polynom p má dva rrizné reálné ko eny tt,z.2l kde 11 { frz.

Potom vyraz lffi +Tr + c upravíme na 1/a|r - rt|ffi vro
a > 0 a1/4(r- rr)@,rproo < 0. Vprvnímp ípaděvolíme
substituci ffi : t2, ve druhém p ípadě ffi: t2.

(3) polynom p má reálné ko eny, ale vzhledem k jejich složitosti by
byla p edchozí substituce náročná. Pak c ) 0 a mrižeme vylžít
Eulerovu substituci

(27)

P íklad I.2O. Vypočtěte následující integráIy:

47
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Řešení. a) Jedná se o iracionální funkci typu,R (",t/ďF+b"+"),
kde polynom ar2 +br*c nemá reálné ko eny a volíme proto Eulerovu
substituci @W + c: irl/ai . V našem p ípadě mriže mít tato
substituce nap . tvar l/9r2 - 6r l2 :3rlt aztéto rovnice vyjád íme

dr

neboť ze substituce vyplyvá,

* +2t+2-W.J+

ffiuIJ
-(t'+2t+2)

í

1-

3( +L)(tr+2t+2)

b) Zde mrižeme volit substituci ffi

Dosazením dostáváme

-t-r,neboťpakjer*

í r+
l. 2(t2 +t+1):íryd,t:ríffidt

42
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a odtud po

í
2In

ťrpravě na parciáIní zlomky

lz 3 3 \
oA2 l *':\t 7+2t (i+LL)/

ll *'r,|L+Zt|+ ,3 . +C1-1 2---|- ,--| , 2(I+2t) t v

+
..l|

-2,"|ffi-rl -|r"
3

2(L+zffi-2r)

c) Polynom -r2 +4r-3 má reáIné ko eny 1 a 3 a proto mrižeme psát

dr d,r

í r)(* - 1)

f1

I L .+.Jry, -4t
@dt-
-2arctgt+C -

V r- I

d) Polynom -r2 - ri-l má sice reálné ko eny II,2 : '#, ale vzhle-

dem k jejich složitosti by bylo p evádění integráIu na typ * (r, {*)
nepohodlné. Využijeme proto druhou Eulerovu substituci

Mrižeme tedy zvolit nap , ffi - rt *

43
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@_rt+l
!, dr

ffi
l _ zt+I

zffidt
-W?#+t)

2(t'+ + 1)

(zt+L)(tr+ +1)

F
r
-(dt:

zffi-t
r +r| +c.

e) Zde obdobně jako v p edchozím p íkladě jsou ko eny kvadratického
poiynomu -r2 - 2r l I složité: z7,2 : -1 * Ó, Proto raději volíme
Eulerovu substituci \fr - zi=T : rt - l:

2(t_L\
M\./'IJ l+tz
d,r- -'(iiiT,v' dt

f 2t-1

- f (4 1+_]_) cft_-J \i-rr' TTt-L)
- - 2 arctgt -In | | * In |t - 1| * C -

- 2arctgú+'"|r 
+l 

*C-

í 1+

- 2 arctg

I

+lnI1
I

+r
r

+C.

44
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kého
,l'rinre

Goniometrické funkce
Funkce typu R(sinx, cosx): V někter; ch p ípadech lze funkci
.R(sin tr, cos r) p evést do jednoho z násleujících tvarri a použít p íslušnou
substituci:

(1) n(sinrr,cosr) : r(sinr) .cosz, klademe sinr: ú,

(2) R(sinu,cosr) : r(cosr) .sinr, klademe costr: ú,

(3) n(sin tr, cos r) : r(tgr), klademe tgr : t.

Pokud není možné danou funkci p evést na jeden z p edchozích
tvar , je t eba zvolit následující substitucil:

.r.1 2

Obr.2

Z obrázku 2 je vidět, že:in t - fu, cos
vztahri pro goniometrické funkce dostavame

( 28)

vztahy pro funkce sin a cos mťržeme určit z pravoťrhlého trojrihelníku
na obrázkt 2:

r1 pomocí

2 2 I+t2' 22
rr 2t 1-ť

I + t2'
lTato substituce je použitelná ve všech p edchozích p ípadech, proto někdy

b vá označována jako ,,univerzální".
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P íklad L.zt. Vypočtěte následující integrály:

Řešení. a) Jedná se o funkci ve tvaru r(sinr) ,cosrr:

a) /Ťffi dr,
b) /ffi d*, r/
c) /#dr,r+t

l

r sinr
l = COSI: dr:J 1+sin"r

t*krr,k Z,,

*kr,k Z.

t - sinr
dt - cosf,

:

f2t
Jffi*-_

2\

dr

1
2

+C

b) Integrovanou funkci upravíme do tvaru r(cosr) .sinz, využijeme
p itom goniometrické identity sin2 r -| cos2 r : l:

I*o,: íffi sí,,rd,r: í'r::?sinrd,r:

(,
1

ti) dt -t* *C -

c) Abychom v tomto p ípadě mohli použít jednu z v rše uveden ch
substitucí, musíme nejd íve funkci rozší it v razem ffi:
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dt - -sinr dr



J ."r% J cos4 r
l t - sinr

-|
I dt - cos r dr

P íklad L.22. Vypočtěte
a) [ cosr- dr.r+/ J cos rr-SWIr ) l

b) í#dr,,
c) í#:d,r,r+t,
d) I#dtr.

- r sin2r

1 1 1\
@ L+t I,t) cJt:

1( 1 1

-4 \-I+tT l t
1/ 1 1

4 \ 1*sinr' 1-sinr

+t| +In|l-rl) *c-

- ln l1 + sinrt * ln ]1 - sin"l)

- ln |1

následuj ící integr áIy :

t * krr, k 7",

Řešení. a) Integrovanou funkci lze upravit na funkci v proměnn é tgr:

í
CoS r

cos r - sinr d,r-Í*dfi.

Tento integrál
stitucí ú - tgr.

m žeme p evést na integrování racionální funkce sub-
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a po rozkladu na

r 1 1,-
J 1-t I+t2

b) Úprurrumi mrižeme integrovanou funkci p evést na tvar í(tsr)
(ts r)' a m žeme tedy opět užít substituci ú : tg r:

dr
.AJ'-^J 

J #+2 cos2r

íhdi:

í zlomky mrižeme p istoupit k integraci:

dt:
(1 -, t)(I + t2)

tgr - t

h-u
d,t: ó a,

parciáln

or: Í

í sin2 r*2cos2r

Ize I

po\-

t t-t c,*

í

ór 1 ó
ŽJ",+Idu- , arctgu*C_

2 arctg 
r/z 2 (lrv'g 

,n + U '

c) Také v p ípadě, že obě funkce sin i cos vystupují v lomené funkci v
sudé mocnině, je možné použít v še uvedenou substituci. Potom je ale
nutné ještě vyjád it ze substituce tg r : t funkce sin r a cos r. Pro lepší
zapamatování mtňe sloužit následující pravorihi trojírheiník, z néhož
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dt

_ Fr

- \]
., l

-- _,Z

Obr. 3

Ize snadno vyjád it všechny goniometrické
povídá naší substituci (obr. 3),

funkce a ktery zároveň, od-

Z obrázkll je patrné, že sin , : ffi a cos í : #.Nyní tedy

f cos2 r
J Sln^ tr

tgr - t
dr - #dt

J 7+ 
|*lJ 

3ú3

d) Tento príkla,C se reší obdobně jako
tuce tgr - t:

tgr - t

Jt+tz

*c --# +c.

p edchozí, tj. s využitím substi-

6r,r) 
'*,

í#*
,ftt-u

'F, 

d,t : d,u

arctg u

,re'6u'

dt:

ó t_
z",fr J u

,re
6 arctg

f1
JŇdu

,re
6

+C

ctg ((") +c
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Příklad L.23. Řešte následující príkhdy:
.) / TTk dr, r + + +2klr, k €Z,
b) /H#+ dr,rl2krr,ke Z.

Řešení, a) Pro tento případ není vhodná ani jedna z výše uvedených
substitucí pro goniometrické funkce (sami si promyslete, proč tomu tak
je). Proto musíme zvolit univerzální substituci rgt: ú. Dopočítáme
dr:fudta

2tsinr- L+t2'
Po dosazení do integráIu dostáváme

[ -+- d*: I I _2- d,t: [ -*, , ,, d,l 1+sinr*-- J I+# l+tz-"- l l-12t*l.

:' [ ,, ' .= at: --3- *C: -, 2 
= +C,J (l+t)z L+t l+tgi

b) V tomto p ípadě je rovněž vhodné volit univerzáIní substituci:

J cosr- 1

tg; - t

L-r a,

1"-t,

l. 2tfft+1 2

JTL, 17zd,t:-Íffid,t:
L-T I/

:-í(#+1+ildt:

- ln (, * (** ;)') 2lnl.-;l+ *I+c
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en3"ctr

ru tak
íiánre

iC.

i:

P íklad I.24. Pomocí vhodné substituce rypočtěte:
a) /cos2 rsin3 t dr,
b) /cos3 rsiní r d,r,
c) [sinsrdr,
d) /sin2 rcos2 r d,r.

Řešení. a) Jedná se o p ípad, kdy funkce sin je v liché mocnině a cos
v sudé mocnině. Funkci sin3 r upravíme na sin2 z . sinz a dále volíme
substituci ú: cosrr:

rr
l "or'rsin3 

r d,r: / "or'rsin2 
xsinr d,r:J,l

::,1 ;:_: dt| 
: - í *0 - t,) d,t:

cos5 r cos3 r- ^ +C.
3

b) obě funkce sin i cos jsou v liché mocnině. proto mrižeme voiit
libovolnou ze substitucí t : sinr, t: cos r. Yylžijeme ale také toho,
že funkce cos je v nižší mocnině. proto volíme substituci ú : sinr:

sin2 r) sin' r cos r d,r -

dt

dt

T
BI

p i volbě substituce : co z by integrovaná funkce byla ve složitějším
tvaru

t')' d"t.

-t
dr-
t')tu

+C

r
r

tB

8

sin6 r sin8 r
C,

- Ícos3 
rG
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Pc)

COS r' -
-sinr

1) dt:

t,
sin r dr

,t- 
!o

cos3 r

!O- cos'*)

- !o-ť)d:

:

Tedy

!rrr2trcos2 
rd,r: Íry ryd,r-

Ji

fi
- CoSr +C.

+3
L

3

d) V p ípadě, kdy jsou v součinu s|n*rcosntr obě mocniny m i n
sudé, nelze p ímo použít žádnou substituci a musí se nejprve snižovat
mocnina pomocí vztahri

1 - cos2r

+C.

2)
1 + cosZr
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Příklad 1.25. Volbou vhodné metody vypočtěte následující integrály:

a) í#arctg} dr,r+0,

c) Írydr,r+0.

Ř'ešení. a) Mrižeme začít začít substitucí a v
metodou per partes:

dalším kroku pokračovat

^ l|_

---.-+ . Ll L

r 1 1

J , árcrr,
1J-

l)r ! ur"tg ú

l_

dt:
u - arctg u'

-tarctgt- Í # di:

-tarctgt-:Ir( L+ť)*C -
arctg -rr +, '+t

trz

b) Začneme substitucí a budeme pokračovat metodou per partes:

1

t

|:;:'rror| 
:,Íilntd,t:

t2 Int-:*C -rlnrft-i*'
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c) Zde začneme metodou per partes a budeme pokračovat substitucí:

f arccos r u - arccos r
t- 1

a ,f I

l' tTw Jl-rz

r J rzfr=

tro

r

1-12 -t2

r -J@
arccos r r dt

r +r(/ t+Ldt- J t_--I

*,"ft-1l+r21,2| C-
arccos tr 1

r2

arccos r 1 t

r2

\/ffi+1l_

+1 +C.
1
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/

+ . -! - 
i l Cvičení

1.1O. Pomocí substituční metody vypočtěte následující integráIy:

^) Ié8d,r,r+-+,
Q Irl/s=?d,r,r e (-3,3),qI#dr,r iR,

il I+dr,r>0,
") Iffidr,r>7,

' 
Í#7dr,r++4,

g)[{,4,r JR,,

h) t g"""z' sínr cosr dr,
I a) $ h |I +2r|+ <#a - T6G+'p + c, b) -á lg - r2)\/g -a + c, 

") i|n(e2, +

L)+c,a; } m5 r*c,e) f m8 r-6lÁii+c, f) + ^lť#]+c, 
s) } arctg t+c,

h)=je"""2"+C)

1.11. Pomocí vhodné substituce ešte:

í ,# d,r, r } 0,,

b) Í #W d,r, r e (0,1) U (1, m),
q I#d,r,r)2,
d) I*F*"d,r,re (I,2),

")I#dr,z IR.

l Zr/r-2axctgl/E*C,b) rt9"8 + Z"? +z,,/a+3rŽ +arÉ *6h(rá _t)+C,
c) r - 2 - zl/r4, + 2 ln(l/i=1 + l) + C,d) 2 arctg rI* - {ž arctg rP 7+, + c,
e) -} h |4\/W - r + 3- 8r| + 1 + C ]

I.L2. Pomocí vhodné substituce ešte:

") /*"*--r'% dr,r+(2k-7)n,ke Z,
b) /ďffi d,r,r*}"+2kr,k Z,
c) Íw*'*dr,r++*kr,,k Z,r-I

-2^
2

d) /##dr,r+t+ktr,k Z,

") /i+š# dr,r*[+zktr,
f) /ffi d,r,r+(2k-l)n,ke Z.

Ia) -ln|l +cosr|+C, b) 2ln |1*sinr|* 1;** -lC, c) -$ arctg(Ótgr)+C,
d) ráarcts(Óter)-r*C,e) -r-tr#+C,í) r-tg 8+"l
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1.13. Pomocí substituční metody vypočtěte:
a) / sin5 r cos7 r dr,
b) /cosarsin r dr,
c) /cos5 r dr,
d) f sina r dtr.
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* C, c) sinr * *c,cos5 r:
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_ ,sin3 z t
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Cvičení
V následujícím cvičení si máte možnost ově it, nqkolik jste si in-

tegrování osvojili a do jaké míry dokážete samostatně určit vhodnou
integrační metodu.

L.LA. Pomocí vhodné integrační metody ešte
a) IWdr,r+t*kn,k Z,
b) Í#dr,r+*1,
c) Íffidr,r+-á,
d) Iffidr,r*0; 1,

e) I*,"+!,f) /#dr,r+kn,k V,,,

g) í ("' - r)e3* dr,
rdr

Í #-dr, r (0,*),

í#dr,
f@dr,
í ,'sin r dr,
I arctg r dr,
f d* *J -J (2rlslsl,ÁJT 2)I#,,+0, 1,*,

Í*rtrdr,r R- (t,2),

/ cos5 2r dr,
Í ffidr,,r (ž,"),

t) I#dr,re(-m,0),
u) J rse" dr,
v) /!.P d,r,r>0,
w) r** d,r,r*kn,ke Z,/ J stníx) I#ffi,r)0,
v) Í*5"dr,r>O,rfI,z) /+#tr* dr,, r*i+ktr,k eZ.

Ia)7tgr*r+C, b) -}tnlt -r2|+C, c) $h|3z+1| -ln(r2+1)+2 arctgx*C,
{ - r - alft - ah |{ r - L|+ C, e) - l ln(r2 + r+ r ) - f arctg ({ Qr+ r)) + $ ln |r-
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následující príklady,

h)

i)
j)
k)
1)

m)
n)
o)

p)

q)

r)
s)



L|+ C,f) ln I tg tl+ c, g) } e3' (sr7 - 9r2 - 3r +1) + C,h) arctg(ln r) +c, i; 3k, -
|Ž -y2r1",=1 i C, j) !r* ll r - luZ + C, k) $ arctg (* ts 

")+ 
C, l) - rt cos r +

C,m) -r3 cosr* 3r2silr-6sinu *6rcosr*C, n) ratctgr-,}tnlr2 +L)+C,
o) -t a# +C, p) ln|r| +ln|z-1| -2ln|2x-l|+C, q) 2arctgft+
C, r) Y - q" * ssin5 2r *C, s) 2arcsin(ln r) +C, t) frarcsing* +C,
u) r3e' - 3r2e' * 6re' - 6e1 *C, ") 

EŤť * C, w)'ť' * cosr * } kr(cosr -
L) * +h(cos r + 1) + C, x) 2.1/r - 4{r * 4 ln |1 + {rl + C, y) # - & + C,
z)2tgfi-r+Cl

5B

F

fr

Ll

r(

F

7

j

T

i
t

:* --. =\aa_.,- ,. ,-- 
I



2. tJrčity integrál

P íklad 2.1. Vypočtéte z definice určitého integrálu ft Z" a".

Ř'ešení. Jestliže.je funkce / integrovatelná na intervalu (o,ó), pak
určit integrál I! t r"l dr je iimita Riemannova součtu. Pokud interval
rozdělíme na pravidelné podintervaly, pak

í-'

,i-1

TL

7z-+oo ? ni_l
(29)

Rozdělíme interval (0, 1)

Funkční hodnota v bodě

n podintervalri, každy o délce Lr

fn.
,i_1

nl rL

J o n-+oo á

Protože platí

1.

ní

íi

G)(;) jim (#)

+2+3+... *n-n(n+I)2) (30)

dostáváme po dosazení

['rrd,r: Iim Í1) n(nJ7): 
Hm 

,17 :I.
Jo n-+x \n2 / 2 n-+* n

z geometrického htediska je tento vl sledek roven obsahu plochy
pod grafem funkce í(") :2r, víz obrázek 4, Jedná se o trojrihelník o
základně 1 délková jednotka a v šce 2 délkové jednotky, jehož obsah
je skutečně 1 čtvereční jednotka.

p i určování obsahu nahradíme trojrihelník n obdélníky o základ-
nách Az : * u q škách í(rr) : ff. obsahy těchto obdéIníkri sečteme.
cím větší je číslo n, tím více se součet obsahri obdélníkri bIíží obsahu
trojrihelníku.
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Obr. 4 Vvpočet obsahu plochy pod grafem funkce

P íktad 2.2. Vypočtěte z definice určitého integrálu

Řešení. Rozdělíme interval (1,3) na n podinterval .,

í (r) : ,Ztr.

í| "' d,tr.

každy má délku

(31)

(32)

2i _D

'' ňíi;i"ioa,rotuv bodě ri je f (16) - *?: (t+T)' :7+#-|

Protože platí

,i_L

n(n+1)(2n+1)

(*)'. Potom

r3

J t 2-+oo

dostáváme

r3
l12

Jt

E(,- #+ (:) 
') (;)

(:D1 + *E**2 ,,)

po dosazení

d,r Jim (++

3

Sn(l 
1 

t) 
*

2n2
26

3'
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Bn(n * 1)(2n * 1)

6n3 ):
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b)

c)

Pi
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V dalších příkladech budeme postupovat pomocí Leibniz New-
tonovy formule: Nechť / je integrovatelná funkce na intervalu (a, b)
a nechť .F' je funkce, která je na (a, ó) spojitá a na (a, b) primitivní k
funkci /. Pak platí

í,'
(33)

lélku
1+

Po vypočítání primitivní funkce P(r) dosadíme za r nejd íve hod-
notu horní meze b a potom hodnotu dolní meze a. Rozdíl F(b) - F(a)
je konstantní číslo nezávislé na integrační konstantě.

P íktad 2.3. Vypočtěte:
a) í| "' dr,
b) I:, e-2'
c) Í:"cos f,

Ř'ešení. a)

dr,,

dtr.

r3

Jt

l\
_, 1i

_]r

b)

C)

Í:re-'* 
d,r _

[r'l ' 3a 1s 26

L3], 3 3 3

(- *r)

P Íklad 2.4. Vypočtěte určity integrál následujících funkcí:
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a) /f sin 2r dr,

b) fr*dr,
c) í:#,
d) í:#

Řešení. a)

f" ,inz, dr - [- 
cos 2rl '

Jt 
éJaIJLlJ'fu 

L 2 J"

b)

cos 2rr cos ?i"

2-r2

L2

Jo \"+t r+2) 'IJ'l'

- 2In2 - ln 3.

1
1
lr)

zl

lt 1 1

c)

í,'

d)

í^'

dr
r'+3r+2

dr
m-\ffi
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r9
3)B l -Ja

1 lZ 3 2
-(r9\()

22 1_2
15, 15

P íklad 2.5. Vypočtěte:

íi In2 r d,r,,

b) íš rcosrd,r,

Ř'ešení. a) Primitivní funkci budeme hledat pomocí metody per partes,
kterou použijeme opakovaně:

Í,'rn'r d,r:|:,::\'r:r*).* 
i' 
-_: 

| 

: r" h2 r]!,-, 
I'Inr d,r:

:2In2, -, ť Inr d,r :| u :Inr'' : I l :Jt lu':* u:tr l:
:2In2, -, (1rlnr]| - [' or\ :ťJt)
_2ln2 2 - 4lnz + z|r]! : 2In2 2 - 4ln2 -l 2,

- í,,

b)

rt
J, rcosr

0 + fcos "]&

2

63

u- r
'l,.L| :1
.7TSln- -2

1T*cos-
2

7r

2
7T

2

P íklad 2.6. Vypočtěte

-1.

_:_ ]'t



a)

b)

c)

d)

e)

rOrJžrffidr,
rrfr d,r

JL_
1L

12 dr
Ji 1-66grt

f,' u,r.cos r d,r,

I:ffid,tr.
Řešení. a) P i použití substituční metody nesmíme zapomenout na
změnu mezí. V našem p ípadě zavedeme substituci I - 2r : t2 a nové
meze vypočítáme tak, že dosadíme do této substituce za r privodní
meze, Je-li r - -1, pakú : Jl-?r: rt,je-ti r:0, je t:l:

1 -2r -t2
-2drT2tdt
-1 -+ ,n
0-+1
rL 1 -ťl_+(-)

J ,/g IJ

dt: t ['2Ja
(!1
\3

lt3 l' 1

Le- ]rt '

1

2

1

2

Bylo by možno p íklad počítat i tak, že bychom našli primitivní
funkci, tzn. z proměnné ž bychom se vrátili k proměnné r, a potom
bychom neměnili integrační meze. Sami se mrižete v počtem p esvědčit,
že primitivní funkce k zadané funkci je

d,r- *,, - 2flt

a po dosazení integračních mezí za r máme

|r,1; 
_},tt-(á,, - 2)1 - i*): * - *-*n-in : -i
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rt na
no\-é

rOdní

1

3

tírzrí
}tom
Mčit,

1

3

1 - In2 r

b)

t - Inr
dt:*dr
1-+0
1ft, -+ +

.17r?T
266

c) Po zaveďení substituce t - tg t dostáváme

!,n

td,rr#
J 1-cosr J 4

tdt 1

st d,r l- 1f 1 1

li 1-cosr L tst)t tgž 'tgá

tg;

a tedy

d)

f0 -tdt f
' Jt t J,

1-tr2:t2

0+1
1-+0
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e)

?t,t)
dt

1T

1
1

2

1l-
- 2 r+

r - sin t,t

0-+0
1-+ t

dt - Í,'

dtr.

1l
I

2l

2.2. Vypočtěte:
a) í: #dr,

c) íi ""'* 
d,r,

d) í:rarcco tg r dr,

e) íf r arctgr dr,
f) í:rydr,,
g) ffstns rdr,
h) íš Ť# dfi.

[ ") t,b) } t"5 - In2, c) * + ž, d)

66

recos t d,t: St ,reí cos t d,t:

1 + cos2t
2 dt:

Cvičení
2.L. Vypočtěte:

a) I1, *' dr ,

b) í| "'rft dr,
c) í:wdr,
d) {š (cos2 r - sin2 r)

I u) 0, b) 3Q' - 1), .) +,d)

cos2 t

sin zila

-l
2 ]o

V
ktt
pj
uri
int
de,

rn1

ve

Lr
dr,

Jel

te!

teí

P
te

í,'



3. Ir{evlastní integrály

v p edchozí kapitole jsme pracovali s určit m integrálem ÍI í@) ar,
kter byl definován na uzav eném intervalu {o,b). Uvažovali jsme
p itom funkce, které byly na tomto intervalu omezené. Nyní budeme
určovat integrály spojit ch funkcí na nekonečn; ch intervalech, nebo
integrály neomezen; ch funkcí na omezen ch intervalech. V obou p ípa-
dech naz; váme integrály nevlastní. Nevlastní integrál mriže nebo ne-
musí b t reáIné číslo. Podle toho rozlišujeme nevlastní integráIy kon-
vergentní a divergentní.

3.]_. Nevlastní integrál 1. druhu
Uvažujme funkci / na intervalu (o, oo). Nevlastní integrál prvního
druhu definujeme jako

í (") dtr.
í"* #L Í"'

Jestliže limita na pravé straně existuje, pak íkáme, že neurčit;
tegrál konverguje. Jestliže limita neexistuje, íkáme, že neurčit
tegrál diverguje,

Analogicky definujeme

(34)

( 35)

(36 )

in-
in-

"lll Í-'

d,r - í:_í@) d,r * 
Í"*

í (") dtr.

V p ípadě, že jsou obě meze integrálu nekonečné, rozděIíme jej na
součet dvou integrálri, v nichž je vždy jedna mez vlastní, tj.

í**í 
(,) f (") dr.

P íklad 3.1. Rozhodněte,
tegrály:

a) ír # dr,
b) Á'" hd*.

zda konvergují následující nevlastní in-
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Řešení. a) Podle definice m žeme psát

r* 1 fo 1

J, ď d,r- J* Ir' # d,r -

]

I\evlastní integrál tedy konverguje a jeho hodnota je 1.

b) Opět podle definice máme

Limita neexistuje,

rb1
b-+x Jg 1/r

b-+oo

nevlastní integrál

1

-{rí,*

b+oo \

tedy diverguje.

Jestliže funkce / je spojitá a kladná na intervalu (a, oo) a Ji í @) dr
konverguje, pak hodnota névlastního integráIu je plocha pod / na
intervalu (o, *). Mrj.žeme tedy íct, že plocha pod /(r) : 1 na
intervalu (1, -) je 1, Situace je znázorněna na obrázku 5.
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Obr. 6 Plocha pod /(r) : h nu intervalu (3, -) je nekonečná.

, Ne druhou stranu, pokud integrál Íř r@ dr diverguje, má ne-
konečnou hodnotu a také plocha pod / na intervalu (a, oo) je
nekonečná. Například plocha pod /(r) : h na intervalu (3, m) je
nekonečná (viz obrázek 6).7]I

11a

__,i P íklad 3.2. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci nevlastních
integrálri:

a) l'-1 |ar., J_@ í"
L\ roo d,ru) Jt Paffil
.) ť." tre-" dfi,
d) ,[r* TP dr,
.) /i #16

Ř'ešení. a)

dr - lim
ú-+-oo

í-+*oo

nevlastní integrál tedy konverguje.

í:* ,l%|*] 

"
1

2'

69



b)

dr
12*3r*2

I\evlastní integrál tedy opět konverguje.

c)

-+oo '

t -+oo '

|t-+oo t + 2|

- ln1 - ln 2 +ln3 - ln3 - InZ,

í,*

rdr
-oo

t- -tr2
dt: -2
-oo -+
0+0
1/ 

^

; (e"

e' d,t -

lim ."\ - -1a-+-oo ) 2

Nevlastní integrál konverguje.
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d)

í,*
arctgr 

7

tr" }*Í,

J-'ar
1

^ 

t' IlJJ 1+r2

r-,C,b

T
ct
-tr,

fro

r
dr u

^.|

ú-+;L r V l4+4rffi.),

dr

7T1I7r
4 2"'2 4

Ln2
2

e) Vzhledem k tomu , že jsou nyní obě
rozdéIíme jej na součet dvou integrál .

rozdělit libovolně, nap . bodem 0:

meze integrálu nekonečné,
Interval (-m, oo) mrižeme

í:
dr

12 * 16 Jo ,z.v16* J_*
dr

12 + 16

7I



I\yní budeme počítat

dr
12 + 16

tyto integr áIy kažďy zvlášl .

dr
12 +16í,* J* Í,"

r
44
dr:
0-+

dt

oo
rb

=f,

-4
+0
.+C

}t
o Jo

. -(

+oo

Tr

2

U-+
OO:

1im
b-+oc

(T
\z

1

4

1

4

t2 + 1 4ď;a L---

Nyní bychom mohli vypočítat druh integrál, ale uvědomíme-li si,
zadaná funkce je sudá, je zíejmé, že i druh integrál bude roven
Celkem tedv /a #* : { a nevlastní integráI konverguje.

Cvičení
3.1. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci nrásledujících integrálri:

u) .[r* a# dr,
b) /,* Y dr,

") /i" {id*,
d) "r ?#T6,
.) /a e-'dr,
f) _[r- #ar,
s) "Í. e-'sínr dr,
h)J, #

I u) }, b) 1 (pri v počtu limity použijte l'Hospitalova pravidla), c) diverguje,

d)2|n2-1n3, e) diverguje,t) E, s) *, t) l"fe"1
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3.2. Nevlastní integrál 2. druhu
u druhého typu nevlastního integrálu integrujeme neomezenou funkci
p es omezen interval. určíme singulární body funkce. pokud se sin-
gulární body nacházejí uvnit intervalu, na němž integrujeme, rozděIíme
interval tímto singulárním bodem. Pokud by nap , na intervatu (o, b)
byl singulární bod c, platí

rb _. ;tl í@) dr: }íT l t@) dr * lim | 7@) ar. (37)
Ja t-+c_Ja u-+c1 Ju -

P íklad 3.3. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci dan ch in-
tegráIri:

í:rh,
b) ,ť, #a",
d Ii ,lnr d,r,

d) .[,"#
Ř'ešení. a) Určíme nejd íve singulární body integrované funkce. Těmi
jsou -1 a 1. To znamená, že v bodech r : -l a r: 1 ,,utíká'' funkce
do nekonečna, resp, do mínus nekonečna. proto integráI rozdělíme
tak, aby vždy jedna mez byla konečná. Mriže to b; t nap . Í:: *,
Í:rh, Í: h, I: * Nynívyšet íme konvergenci každého z těchto
integráIti zvlášl,

í_-,'
dr

12 1 í:,

L;,

dr
rr:I

nlr - 1l }r" w+,,] 
_,

1

2
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první z integrálri tedy diverguje, čímž máme značnéusnadněnou práci,
neboť je zíejmé, že musí divergovat i cel integrál.



Graficky je daná situace znázotnéna na obtázku 7. Naznačená plo-
cha má nekonečný obsah.

Obr. 7 Piocha mezi osou r a grafem funkce í(r) : h nu intervalu
(-2,2> je nekonečná.

-1 a L, cožjsou krajní body intervalu, p es

proto rozdělíme na součet dvou integrál .

hledat nap . pomocí vzorce

- 
í**'(r) .

n*1

í:,
dr

(") f '(r)dr

b) Singulárnírni body jsou
néjž integrujeme. IntegráI
primitivní funkci mrižeme

Ir"

í,'
oba nevlastní
tegrál.

1

2'

Obdobně

13 1

r/t-14 At_+t_

integr áIy konvergují, a

|z
ffi

proto zaďany in-

1

2'

guje i
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er partes:

l_
I

ospitalova

r je 0. Pro integraci použijeme metodu p

,'jfl |+'""] : i,H Í,',d,r:
*,h+ l,'tnr]| *,hp [+] 

' :
2t-+o* L* *'-'"Jt 

2t_ó* L2],1 1 í}_ 1

;.0 - ,y* t2 Int - ;+ 0.

neurčíty vyraz typu 0.oo. S ,yužitím l'H1im1

[ad

1árn,

"1

rI
)

TIt-+(

dos

lim t2 Int -
-+0-.

Celkově

í. Int
ú-+0a b -+01

od

lr

lt,
m(

bc

d,,

In
,ár

o

drrit

ť
áv

ím

,n,

lt2
tá.

ln

,gi

sti

guI

í,

; lir:

lla

c) Sin5

Yyraz
pravid

1im
-+01

I dr-dsr
1-+0
e -+ 1

platí totíž

1
t

_2
T

nL

J, 4'
l$evlastní integrál tedy konverguje.

Zajímavé je, že zadany integrál není nevlastní.

Situace je znázorněna na obrázku B.

d) Singulárním bodem je bod 1.

b-+0,, J 6

dr
rnr

r" drI_
J, ,,M

ds l.
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c) singulárním bodem je 0. pro integraci použijeme metodu per partes:

['rmrd,r: Iím ['ru.*d,, I u:Inr 1)',:tr l

Jon"'**n t-Jó. J, *"'**x:Iu':* ,:+l:
: 

,ljt1 lt^,)',-i,,lt |,' 
, a, :

: i,\ti |r2ln,]:-i,,lt l+]',:
:} o-ilgt2lnt-i*o

Yýtazlim1__yg t2Intje neurčitý výraztypu 0.oo. S využitím l'Hospitalova
pravidla dostáváme:

lim
-+01

1 dr-ds
fr

1-+0
e -+ 1

platí totíž

1
t

_2
F

lim t2 Int -ú-+0-.

Celkově

a. Inú

-+01 F -+0a

nI

Jo 4'
l$evlastní integrál tedy konverguje.

Zajímavé je, že zadany integrál není nevlastní.

Situace je znázorněna na obrázku B.

d) Singulárním bodem je bod 1.

b-+O,, J 6

dr:
rlAnr

r" drI_
J, ,,ffi

ds I.
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pes
,á,lu.



Obr. B

Cvičení
3.2. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci násiedujících integráIri:

ft#,
tt r.' L dr.

' JI \,/r-L

") /], fuar,ilI:k,
") /a i;=a".

I a) diverguje,b) 2, c) n, d) diverguje, e) diverguje ]
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4. Geometrické aplikace určitého
integrálu

pomocí integrálního počtu lze počítat obsahy rovinn; ch obrazc , déIkv
k ivek, povrchy a objemy těles. Je k tomu však vždy zapotíebí znát
p íslušnou funkci, jejíž graf ohraničuje danou plochu.

Vzledem k tomu, že délky k ivek, obsahy jednoduchych rovinn ch
obrazc i povrchy a objemy těles se počítají pomocí vzorc již na
základní škole, ukážeme si nejd íve souvislosti mezi těmito zjednoduše-
n; mi metodami a integrálním počtem. Později uvedeme p íklady, které
se elementárním zprisobem vypočítat nedají, avšak integrálním počtem
se vypočítají snadno.

4.1,. Obsah rovinn; ch obrazcri
Obsah subgrafu nezáporné funkce /(r), kde r (a,ó), počítáme podle
vztahu

,S

Subgrafem p itom myslíme

Obecně počítáme plochu mezi dvěma grafy funkcí jako

(í(") - 9(")) dr,

J, J \*

plochu, která

(38)

je ohraničena grafy funkcí

,S - Í"'

,S - Í,'

(39 )

jestliže v dan ch mezích platí /(r) > s@),Je-li tedy í :0 a g je
záporná funkce na |a,b), platí

(0 - g(r)) dr -9@) dr.

P íklad 4.1. Prost edky žákazákladní školy vypočtěte obsah obdélníka
o stranách a ab,

Řešení, Žácí základní školy intuitivně chápou obsah obdéIníku jako
počet jednotkov ch čtverečních jednotek, kter;fmi lze obdéInft pokr t

77



Obr. 9 lJkázka plochy mezi osou r a grafem funkce.

(aniž by se jednotkové čtverce překrývaly). V přípaďé, že obdéIník

nemá ce}očíselné délky stran, je obsah obdélnftu chápán jako k-násobek
čtvereční jednotky,

Již na prvním stupni Zš se pomocí jednotkových čtverců odvodí
vztah pro obsah obdélníku, jehož strany jsou vyjádřeny přirozenýmí
čísly. Děti si vystřihnou čtverečky o straně 1 cm a ty pak pokládají do

předem daných obdétníků, ukazuje se jim, že celkový počet čtverců

v obdélníku je roven součinu počtu čtverců v řádku a ve sloupci.
Tato činnost umožňuje žákům ověřit vědomost, že obsah obdélníku
(v případě obdéIníku s přirozenými délkami stran) je ,S : ab, kde a, b

jsou délky stran obdélníku,
K práci s obdéiníky, jejichž strany mají racionální déIky, se přistupu-

je až po probrání zlomků, tedy na druhém stupni. Opět budeme praco-

vat s jednotkovými čtverci, do nichž se tentokrát vejde }.f obdélníků,
kde o, b jsou dé}ky stran těchto obdéiníků (viz obr. t0). Z této činnosti
opět vyplyne platnost vztahu S : ab.

Příklad 4.2. Yypočtěte obsah rovnoramenného trojúhelníku, jehož

zák|adna má déIku o a výška na stranu a délku o.

Řešení.
a) Prostředky žáka zd,kladní školy
Na zš ke vyvodit obsah trojúhelníku v této metodické řadé: záci
se nejdříve seznamují s obsahem obdéIníku. později s obsahem rov-
noběžníku, který lze drobnou geometrickou úpravou změnit na obdélník,

7B



1

T

1

T

obr.10obsahobdélníku,jehoŽdé1kystranjsoua
,S - ab - *.

yzotec tedy opět vychází z obsahu obdéIníku. Rovnoramenn;.i trojrihel-
ník mrižeme chápat jako polovinu rovnoběžníku. Metodická ada je
graficky znázornéna na obtázku 11.

Obr. 11

obsah trojrihelníku se tedy určí jako polovina obsahu rovnoběžníku
o téže straně atéže v šce, tj. S : ry.

b) Pomocí i,ntegrdlního počtu
Rovnoramenn trojrihelník mrižeme zakreslit do sou adnicoq ch os
nap , jako na obrázku 12.

Vidíme, že nytí nebudeme počítat obsah pod grafem jedné, n rbrž
dvou funkcí. Proto v;ípočet rozděIíme do dvou p ípadri: obsah plochy
pod grafem funkce í(r): kr v mezích (0, t| " í("): -k(r - a) v

79
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y--k(x-a)

Obr. L2

mezích (Z,"). Tedy

sI_

Srovnáme-Ii tento w sledek se znám; m vzorcem S : f,auo, musí b t
uo : kž.To je ale z ejmé z obrázkl12, neboť funkce a : kr má v
bodě ! hodnotu právě kfi. V sledky se tedy shodují.

P íklad 4.3. Vypočtěte obsah kruhu o poloměru r.

Řešení.
a) Prost edkg žóka základní školy
Na ZS je i v tomto p ípadě možno vytžít experimentu, kter; umožňuje
p ibližně určit obsah kruhu. Kruh rozdělíme na 16 nebo 32 shodn ch
kruhov ch v sečí (aby jich bylo co nejvíce, aie p i možnosti s nimi ma-
nipulovat). V seče poskládáme do obrazce, jehož tvar p ipomíná rov-
noběžník, nebo je mrižeme ost ihnout na trojrihelníky a z trojťrhelnftri
vytvo it rovnoběžník, jak je znázorněno na obrázku 13. V ška to-
hoto rovnoběžnftu má délku poloměru privodní kružnice a jeho jednu
stranu si žáci zméíí (zjistí, že je o něco kratší, než déIka prilkružnice2).

2Žáci se na základní škole nejd íve seznamují s obvodem kruhu, kter počítají
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l12
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Vypočítané číslo je približné rovno obsahu kruhu.

ffiffi
Obr. 13

b) Pomocí integrd,lnííto počtu
Pripomeňme, jakymi zprisoby je možno zadat rovnici

(dolní prilkružnice) .

(a,2r} .

kružnice:

-_Tsin, t

Obr. 14 Bod na kružnici vyjád en; analytic\ m a parametrick m
zprisobem

Jednodušší z hlediska q počtu integrálu je zvolit parametrick é vyjá-
d ení pro kružnici. p i parametrickém vyjád ení počítáme obsah ro-
vinného tvaru podle vzorce

,h(t)lp' (t)l dt. (40)

více vysečí bychom kruh
číslu zrr. Tímto zprisobem

B1

sI - !-u

rozdělili, tím více by se délka jeho záklaďv približovala
u žák rozvíjíme limitní myšlení.

[r cos(t), r sin(t)]

\AAAAAAAl

{;!r::i l:j,!.:- ] i]i,



V případě kružnice ju p(t): rcost, r!(t): rsint, p'(t) - _rsinú,
ú € (0,2r) a

,: ['" 12 sin2t d,t: r, Io ry d,t: r2lr_Yf'o" : nr,
Jo Jo 2

Můžeme ale počítat i analyticky např. obsah subgrafu horní půlkruž-
nice, a to pomocí substituce r : r sint:

r - T sin

15
2

T -) t

o,

pl
o
1,

1,

2

-(

I

l..t

- ['_ 
.rcostd,t:

,l -T

: 
Í_'r 

. r cos t d,t : 
Í'rrzGosz 

t.cos t d,t :

ú -a

celé kružnice je potom dvojnásobry, tj. Sl - rrr2Obsah

P íklad 4.4. TJrčete obsah části roviny pod grafem funkce a : -r2 +
4.

Řešení. O určení obsahu riseče paraboly se snažil již štarověk myslitei
Archimédes. Archimédes vy ešil tento problém s rictyhodnou p esností
pomocí drimyslného vepisování trojírhelníkri do riseče paraboly. Došel
k závěru, že obsah riseče paraboly je roven dvěma t etinám obsahu
obdéIníku, do kterého je seč paraboly vepsána.

Mohli bychom se také pokusit obsah daného ritvaru aproximo-
vat pomocí obsahu mnohorihelníka. Poměrně jednoduché je interval
(-2,2) ekvidistantně rozdělit nap . na 8 díIri a parabolu nahradit

82
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osmi obdélníky, jejichž v šku určíme nap . jako funkční hodnotu v
prilce daného děIicího intervalu. vypočítáme obsah každého z těchto
osmi obdélníkri a sečteme j". /(0, 25) : 3,,9375,,,Sr : 0,5 . 3,9375 :
1,96875, í(0,75) :3,4375,, Sz:1,71875, í(1,25) :2,4375, Sz:
I,21875, Í(1,75): 0,9375, ,Sa : 0, 46875, S :2.(^9r+Sr+,Se*,9a) :
2. 5,375: 10,75.

V; počet pomocí integráIního počtu je p esn a rychl :

,2BB32

.'333
2

Jestliže dosadíme naše hodnoty do Archimédova q sledku (ti. Ze
obsah riseče paraboly je roven dvěma t etinám obsahu obdélníku, do
kterého je seč paraboly vepsána), dostáváme S:3.4,4:10,6 a je
vidět, že Archimédriv postup byl opravdu velmi p esn1 .

Hledaná plocha je znázorněna na obrázku 15.

Obr. 15

P íklad 4.5. Vypočtěte obsah plochy mezi osou r a grafem funkce
í(r): sinr na intervalu (0,2r).

Řešení. Musíme si uvědomít, že p i v; počtu počítáme plochu mezi
grafy dvou funkcí. V našem p ípadě jde o funkce 9 : sin r a u : a
(obrázek 16). Na intervalu (0, r) p}atí sin r ) 0, zatímco na intervalu
(tr,2lr) je to naopak.

B3



Platí

Sl - Ír"
-1+

tedy:

(sinr - 0) dr *

Obr. 16

- sin r) d,r - t - cos 
"1:

r l2r
l cosrl
L JŤ

í^'" 
,o

P íklad 4.6. Vypočtěte obsah rovinného obrazce omezeného kubic-
kOuparaboloug:tr3 ap ímkou a:r,

Obr. L7

Rešení. Nejd íve musírne zjistit) v jakych mezích

84

máme integrovat,

,1 ,
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najdeme tedy prrisečíky grafri danych funkcí:

-3

si musíme
(0, 1) platí

dr-

p íklad 4.7. určete obsah rovinného obrazce ohraničeného oblouky
parabol a' : o*, aa: tr2, o > 0.

rl"1

vypočteme r-ové sou adnice
/ ,\ 2

\a,)

B5

T2 , kde a, - 2.

prrisečík obou k ivek:

Obr. 18

Ř'ešení. I\.jd íve

F



-1alft, - *o'óa

P íklad 4.8. Vypočítejte plošn obsah elipsy, jejíž poloosy jsou a : 2,

b:3.

Obr. 19

obou parabol t&k, aby byly obě

paraboly r- + je v proměnné

Řešení. Danou elipsu vyjádríme rovnicí

(t:. část elipsy nad osou r). Obsah celé

B6

že mrižeme vyjád it funkční závíslosti
v proměnné r (neboť vyjádrení první

a). Tedy a- \@, a -,+.

elipsy budeme počítat jako

,a-

3- 
z\ft

3

,r"T

I
':

-1

J



,9-

a to odp

SI'- rab.

P íklad 4.9. Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného obloukem para-
boly 9 : tr2 - 6r -l II a jejími tečnami v bodech dotyku ft|1,6] a
T2|4,3].

Ř'ešení. Nejd íve musíme najít rovnice tečen, což mrižeme uděIat nap .

podle vzarce pro tečnu U - ao: fl(rg)(r - ro), Poněvadž je f'(r) :
2r-6, má tečna ptocházející bodem [1,6] rovnicia - -4(*- 1)+6:
-4r * 10 a tečna procházející bodem [4, 3] rovnici a - 2(, -4) + 3 :
2r-5,

B7

2:Í-,

Mnohem jednodušší by v tomto p ípadě ovšem bylo použít místo
obecného vyjád ení parametrick; ch rovnic. Elipsa má parametrické
rovnice tr : acost, g : ósin, kde t e (0, 2tr), Potom

' 
: ['" ó sin |-a sin t| dt : o, ['" sin2 tdt :Jo | -------|--- *-Jo

:ob|l 1 12r

Lzr- nsin2t]o 
:rab,

a je-Ii v našem p ípadě a:2 ab:3, dostáváme opět S :6lr.

:i

0
f,t

^7f 
_ Tl

I a l':

? l zJ 

^m.2cos t d,t:12 l 
'rcos2 t d,t:J_E .)

ovídá vzorci pro obsah elipsy



DáIe najdeme prŮsečík obou tečen: -4r -| I0 :2r - 5 =+ r : *,

(r'-6r*

dr:
_5lz*rllr

í,r

(2*

Ir'
L3

sI _

- 5))

,
-a'

P íklad 4.10. Vypočtěte obsah části roviny ohraničené jedním ob-
loukem cykloidy.

Obr. 20 Cykloida

je k ivka, kterou opisuje bod kružnice o poloměru

BB

Řešení. Cykloida



áU:a(I

pomocí parametrického vyjád ení jako

4.2. Délka k ivky
élka k ivky se pomocí analytického vyjád ení vypočít á ze vztahts,

7bt: l ,/t + í'\") a" (41)
Jr,

,S

tdt:

ěru
nť)

D

a

P
lo,

Ř,

nR

l- J, at. (42)

íklad A.tI. Vypočtěte délku kružnice (neboti obvod kruhu) o po-
měru r.

ešení.
a) Prost edky žáka zdkladní školg
Na ZS m žeme obvod kruhu vyvozovat pouze p ibližn; mi metodami,
z nichž jedna je nap . pomocí vepsan ch a opsanlich mnohorihelníkri,
jejichž počet stran se neustáIe zvětšuje - začneme nap . pravideln; m
šestiťrhelníkem a pokračujeme osmi helníkem, dvanácti helníkem atd.
Postupně určujeme obvod každého mnohorihelníku avždy vypočítáme
aritmetick; prriměr z obvodu mnoho helníka vepsaného a opsaného.

B9



Takto se neustále přibližujeme správnému výsedku, ale přesnou hod-
notu obvodu kruhu neurčíme. I přesto se jedná o velmi náročné výpočty,
které by bylo na základní škole možno doporučit pouze nadaným
deváťákům.

Jinou možností je experimentáIní činnost, kdy žáci vždy k danému
průměru zméíí obvod kruhu (např. pomocí válečku a provázku či
papírového měřítka). Počítají poměr obvodu k průměru kruhu a při
pečlivé práci jim vycházívždy podobné číslo, které se blížíkčíslu 3,14.

Z toho se odvodí, že f; : r,, tj, o : rd,, Tato manipulativní činnost
může hrát také důIežitou úIohu v tom, že si žáci uvědomí, že poměr
obvodu kruhu a jeho poloměru je pro všechny kruhy konstantní číslo.

b) Pomocí,integrólního počtu
Opět mr3žeme zvolit analytické i parametrické

Analytické vyjádrení prilkružnice je í (") :
Tedy

vyjád ení kružnice.

) tr (-r,r) .

t-

:

:

o-

í:,

í:,
r|ar

í,*

í,*

IT1la

To je obvod prilkruhu a obvod celého kruhu určíme již jen vynásobením
dvěma, tj. o : 2l :2trr.

Parametrick;Ími rovnicemi p(t) : rcosí, ,lr(t): rsin , t e (0,2r)
mrižeme počítat délku celé kružnice:

d,t : 
Ír^

P íklad 4.L2. Vypočtěte délku části paraboly v mezích (2,4).

90

í '' (")

,p,2 (t) + ,h'' (t) r2 sín2 t r2 cos2 t



Vzhledem k obtížnosti q počtu daného integráIu (možno použít EuIe-
rovu substituci) se jeví jednodušší najít k dané funkci funkci inverzní
a vypočítat délku jejího grafu. Zmíněnou inverzní funkcí je r :21/ú,
délku budeme hledat na intervalu (1,4), neboť pro r :2 jeU: I a

l---T
V'* a 

dY,

- ?,L2, odtud vyjádríme a, vypočteme
. Tedy

Ř'ešení.

,: fu \trTjd@o,: I,n,lr;ď o,: 
í,n {r*4o,Jo

l

I\yní zaveďeme substituci

-2u"Wdu-
]-t 1
|22
L"+t ("+tY

r
J,

1+1'a
meze

^5l2l- lJa
l-

^bl2

d 4.L3,

, Platí 9

t- 
Í,'

n2

1

2
1l

(u - 1),] 
wwu-1

rt
c

eš

P
ni

Ř,

KIat

mi

en?,.

íklr
em.

šen

. Vypočítejte délku
t',r!@-t-*pro

4t2+ 1 -2t2+t4

krivky danou parametrickymi rov-
t (L,2) .

- , tedy

(t + t2) d,t : 
t,

tt'l' c),B 1 1 10

91
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4.3. Objemy a povrchy těles

Pomocí iednoduchého intergrálu lze kromě obsahů rovinných obrazců

a délek křivek počítat téz ábjemy těles. My se však omezíme pouze

na rotační těIesa (tj. těiesa, která vzniknou rotací plochy kolem určité

osy). Jiná tělesa sice jednoduchý integrál také dokáže v některých

případech spočítat, exstuje však vhodnější metoda dvojných a trojných
integrálů.

povrchy mnohostěnů se vypoóítají snadno elementárními meto_

dami, neboť jde vlastně o výpočty obsahů rovinných Útvarů (obdéIníků,

čtverců, trojúhelníků apod.),
Povrch rotáčního tělesa počítáme v případě analytického vyjádření

podle vztahu
b

í (")

a v p ípadě paramterického vyjád ení jako

.9- 2r t
Jo

,S- ,l,(t)
'n Í.u

(43)

(44)

(45)

(46)

Objem rotačního tělesa počítáme podle vztahu

V - Tr 

Í^' 
í'(*) d,r

a v p ípadě parametrického vyjád ení jako

v - * Í" ,b'(t),p'(t) dt

P íklad 4.1,4. Vypočtěte povrch a objem rotačního válce o poloměru
podstavy r a q šce tělesa T.,.

Řešení.
a) Prost edkg žáka zdkladní školg
Po zvládnutí v počtri obsahri rovinn; ch ritvarri vypočítají žáci tento

p íklad velmi snadno, neboť obsahy dvou podstav jsou obsahy dvou

kruhri a obsah pláště váIce je roven obsahu obdélníka, jehož jedna

strana je 2trr a druhá strana je o, tedy S : 2trr2 *2rru : 2rr(r -l u).

92

í'' (*)

,l,'' (t)



:
tZctl
0njze

,
rcnte

ďch
n3,ch

retc
nf,ťtl.

1 ení

t {3)

Ij

P i odvozování objemu válce sevychází z analogie v; počtu objemu
kolmého hranolu, jehož objem se odvodí z objemu kvádru. Kvádr s
celočíseln; mi stranami je možno vyplnit jednotkov,; mi krychlemi a
odvodí se vzorec v : abc,, tedy obsah podstavy se násobí v škou.
Na základě této analogie se mriže vyvodit vztah pro v počet objemu
hranolu pro libovoln kolm hranol nebo válec. Tato činnost je opět
pouze experimentální a neprovádí se zde drikaz. Celkem je tedy objem
váIce V : Ťr21).

b) Pomocí i,ntegrálního počtu

Obr . 2L Vznik rotačního válce

Válec získáme, jestliže necháme rotovat obdéIník kolem jedné jeho
strany (obrázek 21). Obdélník je vlastně plochou pod grafem kon-
stantní funkce a : r v mezíchod r : 0 až r : tr a tedy

ru

Jo

Obdobně vypočítáme objem válce:

Jo

=,-] 
:

-= 
n-t

] r,, .
,,_ , _ -t

hento

dr-ou
edna
* r)"
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Příklad 4.L5. Vypočtěte povrch a objem rotačního kužele, jehož po-
loměr podstavy je r a výška ,u.

Řešení.
a) Prostředky ždka záktadní školy
Povrch kužele je tvořen podstavou (kruh) a pláštěm (kruhová výseč).
K tomuto faktu můžou žáci sami dojít, když si např. papírový kužel
rozlepí, nebo naop ak ze sítě vytvoří klůel. Potom tedy povrch kužele
je ,S: rr2 +zrs, kde s je strana kužele, ,: \/FTF.

S výpočtem objemu kužele je to složitější, neboť objem kužele je

roven } objemu váIce, který má stejnou podstavu a výšku. To můžeme
žákům ilustrovat experimentem, kdy máme modely dutých těles a
přeléváme vodu z kužele do válce.

b) Pomoc,í i,ntegrálního počtu

Obr.22 Vznik rotačního kužele

Rotační kužel můžeme získat rotací pravoúhlého trojúhelníku ko-
iem jedné jeho odvěsny (obrázek 22). Danou funkcí je lineární funkce

U: kt, kde směrnici k určíme jako k:tga: I, v mezích od r:0
do r: o. Potom

D;
Ll].

-j

-L-

]_
] __

]_

:.

ko
ko
pr
tri
ko

br
Irt
pt
ť
kr
a

sI _ T
-ru |+]",'n Ír"

nr2 l r31"1-1
1)2 L 3 ]o

d,r: ZnL
u2

1í)
3
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P íklad 4.L6. Vypočtěte povrch a objem koule o poloiněru r.
Řešení. Prost edky žákaZŠ lze povrch koule vypočítat velmi obtížně,
protože koule nemá síť. Mriže se ale provést (byť velmi nep esn; ) expe-
riment, když se z pomeranče oloupe krira ve čty ech stejn ch částech,
na papír se nakreslí 4 kruhy o poloměru stejném jako je poloměr koule
a krira se na ně nalepí, Z této činnosti se usoudí, že S : 4lrr2,

Objem koule lze p ibližně určit takto: Pokud je již znám povrch
koule, mrižeme si p edstavovat jehlany, které mají podstavu na plášti
koule a hlavní vrchol ve st edu koule. Jehlanri je v kouli tolik, aby
právě naplnily cel objem * tzn,, že také všechny podstavy p ibližně
tvo í povrch koule. Je-Ii potom objem jehlanu S : lSoa, je objem
koule 5: !4trr27: trr3.
b) Pomocí i,ntegrólního počtu
kouli dostaneme rotací prilkruhu kolem osy r. Tento pritkruh se nachází
pod grafem funkce g : {P=T v mezíchod r : -r do r : r, Pro
q počet povrchu koule bude vhodnější použít parametrické vyjád ení
kružnice (kv Ii složitosti integrálu) tr : r cost,, y: rsin t, t e (0, r),
a tedy

D-

re

0
Mrižeme si všimn* zajímavosti, že povrch koule o poloměru
ny jako plášť válce, ktery má poloměr podstavy T a vyšku 2T.
Objem koule mrižeme počítat pomocí anatytického vyjád ení:

rp,S-r"J.rh@ di:

v-"!:,?'-*')d,r

33

rje
stej
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Příklad 4.L7. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne iotací subgrafu
funkce sin r v intervalu (0, rr) kolem osy r.

Řešení.

cos 2r) dr -

pa-P íklad 4.18. Vypočtěte objem těIesa vzniklého rotací subgrafu
raboly U :4 - 12 kolem osy í..

Řešení.

v-n 
Ío" 

sin2 rd,r-n Ír"}l
Tť l- 

: _1 si. z 1n 7r2

n2

L

512
lI l

15

P íklad 4.Ig. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací plochy
mezi g : fr a a : tr2 a) kolem osy u, b) kolem osy g,

Řešení. a) Prrisečfty dan; ch funkcí jsou r : 0 a tr : 7, takže

v : lr [' r* - rn) d,r : lrl+"' - ]"'l' :+,, "Jo L3 5 ]o 15

b) Nyní p evedeme funkce do proměnné y, tj. r : a a tr : r/Ú, u e
(0,1). Tedy

7t 7I
v : rr 

|"' twur - a') da : n 
í,' ro - a\ da : nl+ -{]. : ;
96



p íklad 4.2o. vypočítejte objem tělesa, vzniklého rótací subgrafu
jednoho obiouku cykloidy kolem osy u.

Ř'ešení. Parametrické rovnice cykloidy jsou r : a(t - sin ú), u : a(L -
cos ), t (0,2r).

r9V:r l ,l,'(t),p'Q)at:
Jo

f2n: n l o'(I -2cost*cos2 t). a(l-cos t) dt :
Jo

r2n:Ťa3 l O-3cos *3cos2ú-cos3t)dt:
Jo

: 1Ta2 
[, 

- , sin -| 
Xn *'r,rnrr1- (,", - +) ]'o" 

:
: 2t2a3 + 0 + 3r2a3 i 0 : 5lr2a3.

P íktad 4.2L. Vypočtěte obsah plochy,

Ř'ešení.

která vnikne rotací grafu

2r

L;

d,r - n 
Ío'

t.s\,ft.

obsah plochy vytvo ené robací krivky, jejíž
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P íklad 4.22. Vypočtěte
parametrické rovnice jsou
t (0, T) .



Řešení.

,S

,h'(t) -4asinúcost- 2a sínZt,

4a2 cos2 2t + 4a2 sin2 2t dt:

Cvičení
4.1. Pomocí integrálního počtu určete obsah
a) obdéIníku se stranami délek a,, b,

b) pravoirhlého trojírhelníku, kter má v šku dvakrát delší než pod-

stavu,
c) rovnoramenného trojrihelnftu, kter má v šku dvakrát větší než
podstavu,
d) elipsy, která má déIku hlavní poloosy dvakrát větší než délku ved-

lejší poloosy.

Ia) ab, b) o2, c) a2, d) Zlra| l

4.2. TJróete velikost plochy omezené danl mi k ivkami:

c) a-12+L,a-4-frZ,

I u) t, b) á, ") 
zr/e, ď) E#, d ť, f) *.9, s) Ť, h) Ó - l)

4.3. Určete obsah plochy pod parabolou, která procházíbody,4[0; -3],
B[1; 0], C1-1; -4), u osou ,r.

| ff, ,ud,anorr parabolou je graf funkce a : 12 * 2r - 3 ]

9B

Ír" 
2a sín2 t

Brr

Bn

o' 
Ío 

sin2

o' 
Í, 

sin2 ú

_r
2)

intervalu (0, á).

* sin2



4.4. Naiezněte délku dané křivky:
a)a:12,01r12,
b)a:rtr,O1r14,
c)a:In(cosu),0< "šž.
lú ,/ý + } mla + \/t7), u) $(ror/To - 1), 

") 
h(r + rá) ]

4.5. Vypočtěte povrch a objem rotačního kužele, který má třikrát
větší výšku, než je průměr jeho podstavy.

IS:t$r/s,V:jlra3]
4.6. vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací plochy omezené
danými křivkami kolem osy r.
a) Pod křivkou u: \/i na intervalu (0;4),
b) pod křivkou 9 : cosz na intervalu (0;f),
C)a:raa:tr2,
d) g: 2r3, a2 - 4r,,
e)a:3,rla:5,
f)a:e*,a:€-',t:In2,
g)a:Inr,,r:€ta:0,

I u) Bn, b) |n' , 
")

d) f n, e) Irr, f) |,,r, g) r(e-2) 
]

která vznikne otáčením krivky4.7. Vypočtěte obsah rotační plochy,
ko}em osy tr:

I #", n) Ť"']
4.8. určete obsah piochy vytvo ené otáčením oblouku asteroidy
o",:,r't, a: osin3 t, t e. (0;2rr|,

I t""' ]
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