KAPITOLA 3

Neurcity integral
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§ 3.1. Primitivni funkce a neurcity integral

M¢jme funkci f definovanou na néjakém intervalu (a, b). Pojmy primitivni funkce
a neurcitého integralu slouzi pro zodpovézeni otazky: derivaci ¢eho je vyraz f(x)?

DEFINICE 3.1. Primitivni funkce k funkci f na intervalu (a, b) je takova funkce F,
Ze pro kazdé x z (a, b) plati F'(x) = f(x).

Napi. funkce F(x) = 2x? je primitivni funkei k f(x) = 5x2, nebot F'(x) =
5 2 _ 5.2 _ P PR R R
3+ 3x% = 5x* = f(x). Navic v8echny primitivni funkce pro f(x) = 5x° maji tvar
F(x) = §x3 + C, kde C je libovolna konstanta (toto plati i obecné).

DEFINICE 3.2. Vyraz

/f(x)dx=F(x)—|—C, x € (a,b), (3.1

kde F je primitivni funkce k f a C je libovolnd konstanta, se nazyva neurcitym inte-
grdlem funkce f.
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14 3. NEURCITY INTEGRAL

Symbol [ je oznalovan jako integralni znak, funkce f se nazyvé integrandem a
formalni symbol ,,dx“ slouzi k oznaCeni proménné, podle nizZ dany vyraz integrujeme.
Zapis Cteme takto: ,integrdl z f(x) podle x“.

Neurcity integral (3.1) zodpovida otdzku: jak vypadaji vSechny moZné vyrazy, které
po zderivovdni vzhledem k proménné x se proméni na f(x)? Plati tedy, Ze

( [ 1@ dx) — /().

(/F’(x)dx) = F(x)+C, (3.2)

a také

kde C je libovoln4 konstanta.' Operace derivovani a nalezeni neur¢itého integrélu jsou
navzdjem inverzni. Konstanta C se nazyva integracni konstantou.

VETA. Ke kaZdé funkci spojité na intervalu (a, b) existuje na tomto intervalu funkce
primitivai a tudiz md funkce neurcity integrdl.

§ 3.2. Vlastnosti neurcitého integralu

Zékladni vlastnosti neurcitého integrdlu je (3.2), tj. neurcity integrdl z derivace ja-
kéhokoliv vyrazu je rovny tomuto vyrazu plus konstanta.
Vzhledem k § 4.1 a vlastnostem derivace pro libovolnou konstantu k plati

/kf(x)dx :k/kf(x)dx,
[ Eeenar= [ fwar [gwoa

tj. konstantu lze vzdy vytknout pfed znak integrdlu a integrdl souctu (rozdilu) dvou
vyrazi je souctem (rozdilem) pfislusnych integrali.

Neexistuji smysluplné vzorce, které by vyjadfovaly [ f(x)g(x)dx nebo [ % dx
pres [ f(x)dx a [ g(x)dx!

1Tj. integral z derivace funkce je samotna ta funkce plus konstanta.
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§ 3.3. Vypocet neurcitého integralu

Derivace konkrétnich funkci vzdy vypocitame podle znamych pravidel derivovani,
tj. vysledek je svym zpisobem garantovdn a k jeho dosaZeni staci jen znat zakladni
vlastnosti derivace a tabulku derivaci elementéarnich funkci. Situace je odliSna v pripadé
integrovani: miiZe se totiZ stdt, Ze neurcity integral néjaké funkce zdsadné ,,nejde vypo-
¢itat*. Toto znamend, Ze existuji elementarni funkce, jejichZ primitivni funkce jiZ mezi
elementarni funkce nepatfi. Je tomu tak napft. pro f(x) = e, f(x) = sin(x?) apod.;
jsou to funkce pro néZ nelze integrél [ f(x)dx Zadnym zplisobem vyjadrit pres funkce
elementarni (tj. mocninné, exponencidlni, trigonometrické, polynomidlni, racionélni lo-
mené).

,Vypoctem* integrdlu se rozumi jeho vyjadfeni pfes néjakou kombinaci elementar-
nich funkef, napi: [(x? 4 5¢3*)dx = % + 2e3* + C, kde C je libovolnd konstanta.®

Na rozdil od derivaci, pro integral plati, Ze:
(1) ne kazdy neurcity integral ,,jde vypocitat*;
(2) 1 pokud dany neurcity integral vypocitat 1ze, je potieba nalézt zpisob jak to
udélat. Obecné platnd metoda pro vypocet libovolnych integrdlu neexistuje.

§ 3.3.1. Vyuziti diferencialu. Nehled€ na to, Ze ,,dx* v zdpisu integrlu je pouze
formdlni symbol, jenZ znaci proménnou, podle niZ se integruje, v praxi je pohodIné (a z
hlediska vypoctd také vhodné) tlumocit vyraz ,, f(x) dx* jako ,, f(x) - dx* (,, f(x) krat
dx*). PiSeme tedy napf. [ Ldx = [ <.

§ 3.3.2. Tabulky zakladnich integrali. Prectenim tabulky zndmych derivaci ele-
mentdrnich funkci v opaéném sméru prirozené vznikd uZiteCn4 tabulka zakladnich inte-
grald (viz tabulka 1).3

Vskutku mame (x™) = mx™~! a pak pro m # 0 plati x™~* = (xm)/ = (%),
. F(x) = = Je primitivni funkef k f(x) = x™ 1, Ddle plati (¢*) = e*, (sinx) =
cos x, (cos x)’ = —sinx, (arctgx)’ = 5 +x2 atd. Podobnym zptisobem se odvodi inte-

grély fady dal$ich zndmych funkci, které nalezneme v piislusné literatute.* Dali{ ¢asto
vyuZzivané integrdly nalezneme v tabulce 2.

!/
ZKontrola zderivovénim: (% + §e3x + C) = %3x2 + §e3x3 = x2 + 5¢3~.
3Pro lepsi piehlednost v této tabulce vynechdvdme libovolnou aditivni konstantu, kterd tam samo-
zfejmé patii. Druhy vzorec v (3.3) chdpeme jako prehlednou, avSak netiplné pfesnou podobu vzorce (3.7)
(viz pozn. 4, str. 15).
4V tabulce 1 je tfeba okomentovat jen druhy vzorec v (3.3) vyjadiujici [ dyx. I kdyZ tento vzorec
béZné potkdvdme v této zkrdcené podobé, jeho matematicky preciznim znénim je
/ dx JIn(—x)+C; prox <0,
X

3.7
Inx + C, pro x > 0,
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n+1 d
/x” dx = = (n # —1) & Inx| 3.3)
n—+1 X
ax
/exdxzex /axdxz— (a#1) (3.4)
Ina
/cosxdx = sinx /sinx dx = —cosx 3.5

/ e _ arctg x / dx = arcsin x (3.6)
1+ x2 N c V1 — x2 B .

TABULKA 1. Integraly nékterych elementarnich funkci.

fﬁdxzarcsin%-i—C (Ix] < A) (3.8)
/\/ﬁdlen)xﬂ/mﬁc (3.9)
/Az;_i_xzdx: %arotg%+c (3.10)
/ﬁdxziln‘ji—i e 3.11)

TABULKA 2. Dalsi Casto vyuZzivané integraly.
Tyto ,tabulkové* integraly bezprostfedné v uvedené podobé¢ zpravidla nepotkdme a
u konkretnich integral je potfeba vymyslet vhodné tpravy.

PRIKLAD 3.1. Integrdl [ cos? x dx snadno vypo&itime pomoci vzorce pro cosinus
dvojitého uhlu, jenZ ndm umoZni mocninu sniZit:

/coszxdx— 1/(l+(:052x)dx—x—|—1/d(sin2x)—x—|— 1sin2x—|—C
) 2 4 2 4 '

§ 3.3.3. Metoda per partes. Méjme dvé funkce u a v, pro néZ lze vypocitat derivace.
Pak (uv)’ = uv’ 4+ u'v, odkud uv’ = (uv)’ — vu’ a proto

/u(x)v/(x) dx = /(u(x)v(x))/ dx — / v(x)u'(x) dx. (3.12)

kde Cy a C; jsou libovolné konstanty. Konstanty integrovani zde tedy mohou byt rizné na levé a pravé
poloose. Diivodem je fakt, Ze In |x| neni v bod€ x = 0 definovén a tak se defini¢ni obor této funkce déli
na dvé ¢4sti, na nichz se vyraz % integruje zvIast’.
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Podle (3.2) plati® J(u(x)v(x)) dx = u(x)v(x) a proto z (3.12) obdrzime
/u(x)v/(x) dx = u(x)v(x) — / v(x)u'(x) dx. (3.13)

Zpusobu vypoctu integrélll, jenz se zakladd na vzorci (3.13), se fikd metoda per
partes, neboli po cdstech.

Tuto metodu je vhodné pouZit, jestlize bude integrél [ v(x)u’(x) dx jednodussi neZ
Ju(x)v'(x) dx (tj. zderivovéani u pfi souCasném zintegrovani v’ zp&t na v situaci zlep-
Suje).

Mgjme, napf. [ xcosxdx. Vime, Ze (sinx)’ = cosx, pak cosx = v/(x) pro
v(x) = sinx. Vezme-li u(x) = x, plati u’(x) = 1 az (3.13) obdrzime

/xcosxdx = /x (sinx)’ dx = x -sinx — / l-sinxdx = xsinx — / sin x dx.
Integral f sin x dx je tabulkovy: f sin x dx = — cos x + konstanta (viz (3.5)) a proto

/xcosxdx :xsinx—/sinxdx = xsinx +cosx + C.

§ 3.3.4. Substituce. Tzv. substitucni metoda je zaloZend na vzorci

t/ﬂmnwuwx=Fma»+a

kde F je primitivni funkce pro f. Jinymi slovy,
[ s s = [ s,

kde ¢t = h(x). Toto znamend, 7e pokud md integrand tvar f(h(x))h’(x) pro n&jakou®
funkci A4, potom je vysledek jednoduse integridlem z f z dosazenym misto argumentu
vyrazem h(x), tj. sta¢i odvodit integrdl z f.

Postup si 1épe vysvétlime, kdyZ s jeho pouZitim vypocteme konkretni integrdl. Méjme

napf. integral [ 41’; 5. V tabulce vidime vzorec pro jiny, av§ak podobny integral:

/ dx ¢ (3.14)
= arctg x. .
1+ x2 &

Zkusme pivodni integral upravit tak, aby se dal pouZzit vzorec (3.14). Mame:
dx dx 1 dx 1 dx
/_4+x2:/—x2 :Z/—1 xZ:Z/—xz. (3.15)
4(1+%) +3 I+ (%)

SMiizeme zde vzit konstantu integrovani rovnou 0, protoZe se v souctu (3.13) vyskytuje dalsi neurcity
integral obsahujici konstantu integrovéni.
6Zde se nesoustfedime na presné formulace a pfislusné podminky explicitné neuvadime.
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Diferencidlem funkce f v bod€ x se nazyva vyraz

df(x) = f'(x)dx. (3.16)
Z hlediska vypoctu je zde pohodIné tlumocit vyraz ,,f’(x)dx“ jako ,,f’(x) - dx*
(,,f"(x) krat dx ). Pfipomina to také alternativni (starSi) oznaCeni pro derivaci: f'(x) =
%, odkud obdrzime (3.16) formélnim vyndsobenim vyrazem dx (jemuz se tika dife-
rencidl nezdvisle proménné).

Z diferencidly se pracuje stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.

Zavedeme v (3.15) novou proménnou

X
1= (3.17)
Pak dle (3.16) dr = d(3x) = (3x)'dx = 1 dx, tj. df = 3 dux, odkud
dx = 2dt. (3.18)

Dosad’'me (3.17) a (3.18) do (3.15):

/ dx 1/ dx 1/ 2dt 2/ dr 1/ dr
4+ x 4 1+(%) 4) 1+1¢ 4) 1+¢ 2) 1+¢
a s vyuzitim (3.14), (3.17) ihned obdrzime vysledek:

/ dx 1 / dr 1 et +C 1 o ¥ L C
—— =— [ —— = —arc = —arctg — .
d¥x2 2) T2 2008 2187
Muzeme si také v§imnout, ze vysledek je specidlnim piipadem vzorce (3.10).
§ 3.3.5. Zavedeni do diferencialu. Jde pouze o ponékud jinou podobu vypoctu dle

§ 4.4.2, kdyz se substituce provadi implicitné (nezapisujeme ji).
Mgjme napf. [(2x —7)% dx.

Podle (3.16) plati d(2x — 7) = (2x — 7)'dx = 2dx, potom dx = %d(2x - 7).
Dosazenim tohoto vyrazu do integrdlu obdrzime:’

1 1
/(2x —7)3dx = /(2x — 7)35 d2x —7) = 3 /(2x —7)3*d2x —7)

_ ! 1(2 N*+C) = 1(2 N*+C (C= 1C)

— 2\ 8 —2
Timto zpiisobem napt. vypocet integralu (3.15) (§ 4.4.2, str. 34) zapiSeme takto:

/ dx _1/ dx _1.2/ d(3)
2 2 2

4+ x 4 1+ (5) 4

1 X
3 = —arctg — + C,
1+ (3)

2 2
"Kontrola: (%(2x — 7)* + C’)/ =3-42x -7 2=02x-17)>.
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substituce ¢ = x/2 je totiZ dosti jednoduchd a miZeme ji provést implicitné s pouZitim
(3.16), aniz bychom ji explicitn€ zapisovali.
§ 3.4. Priklady vypoctu neurcitého integralu
Uved’ me n€kolik nejrozsitenéjsich typt integrdlu, pro néz lze formulovat jisty obecny

postup vypoctu.

§ 3.4.1. Integraly, pro néZ je vhodné vyuzit metodu per partes. Metodu per partes
pouzijeme pro integraly soucinti vyrazid, z nichZ jeden by bylo zadouci zderivovat a
zaroven je mozné zintegrovat ten druhy.

PRIKLAD 3.2. Vypoctéme integral

I(x) = /cos4xdx.

VI ! y: x OF
PfepiSme integrél ve tvaru [ cos® x cos x dx a pouZijme metodu per partes:® 2 g
B
\ =
. . . w® o Gx
/cos3xcosxdx — sin x cos> x —I—S/smxcoszxsmxdx 2% \)wé%‘
= y
ukﬁ CO‘SX AXo

— sinx cos> x + 3/sin2xcoszxdx w®
= sin x cos® x + 3/ (1 — cos® x) cos® x dx
o 3 2 4
= sin X cOS x—|—3/cos xdx—3/c0s xdx

. 3 3x 3 . 4
= sin X cOS x—|—7—|—151n2x—3 cos” xdx.

Toto znamen4, Ze plati rovnost
3x 3x 3
I(x) = > + sin x cos® x + > + 7 sin2x — 31(x),

na niz lze hledét jako na rovnici pro /(x). Zbyva tedy tuto rovnici vyfesit a pridat
integracni konstantu; vysledkem bude

3x 3 x 1 3
I(x) = —+—sinxcos’ x+—sin2x+C = ==+ —sinx cos® x + = sinx cos x + C.
() 8 + 4 + 16 + 8 + 4 + 8 +
PRIKLAD 3.3. Vypoctéme integraly

I(x)=[excosxdx, J(x)=/exsinxdx.

8pouzili jsme také vysledek pifkladu 3.1 pro [ cos® x dx.
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JelikoZ (¢*)" = e* a derivace sinu a kosinu jsou, az na znaménko, kosinus a sinus,
je vhodné tyto integraly pocitat metodou per partes, pricemz v daném piipadé neni
dilezité ktery z téchto Clenli budeme derivovat. Uvazujme napt. /(x):

I(x) = /excosxdx =excosx—/e" (—sinx) dx

=e*cosx + / e*sinxdx = e*cosx + J(x).
Vykondme-li podobné dpravy s J(x), obdrzime
J(x) = /ex sinxdx =e*sinx — / e*cosxdx =e*sinx — I(x).

Odvodili jsme tedy, Ze pro integrdly plati vztahy w7 < axs
I(x) =e*cosx + J(x), J(x)=e"sinx — I(x), )
odkud 7(x) — J(x) = e*cosx + J(x), I(x) + J(x) = e*sinx a tudiz

1 1
I(x) = Eex(sinx +cosx)+C, J(x)= Eex(sinx —cosx) + C.

§ 3.4.2. Integral racionalni lomené funkce. Jsou to integraly tvaru
4G
(X)
kde p je polynom stupné n a g je polynom stupné m (takovy integrand se nazyv4 ra-
ciondlni lomenou funkci). Neni-li funkce ryze lomena (tj. n > m), integrand délenim
polynomt upravime na soucet polynomu a ryze lomené funkce. Polynomy se integruji
velice snadno a tudiZ staci rozebrat pouze pripad ryze lomené funkce, kdyZ plati n < m.
Pro integraci ryze lomené funkce vypocitdime jeji rozklad na soucet parcidlnich
zlomki,” jejichZ integraly bud’ ihned pfevedeme na tabulkové nebo — pro sloZit&jsi
integrly tvaru —2*t8 _ sk > 1 — odvodime postupnym zredukovanim na jedno-

(x24ax+p)k
dussi typy (témito integrdly se zde zabyvat nebudeme).

Vyjédﬁme li jmenovatel ¢ (x) ve tvaru souéinu vyrazi typu (x—c)¥ a (x2+ax+pB)*
(kde a? < 4p), rozkladem podﬂu 2] ( ) na parcidlni zlomky bude soucet vyrazi typu

Dl + oo c)2 +. W’ 0dpov1da]1c1ch kazdému vyskytu v rozkladu élenu (x — ¢)k,

A1x+Bl 4ot Ay x+ By

Pty oot pyF > JeZ odpovidaji Cleniim (x% 4+ ax + B)*.

a vyrazu typu

A Ax+B —
)k nebo w, kde k =

1,2,... apolynom x2 + ax + B md zdporny diskriminant (tj. > — 4,8 < 0).
Poznamenejme, e jmenovatelé (x — ¢)* a (x2 + ax 4+ B)F zde popisuji viechny mozné typy Clent
v rozkladu polynomu na soucin kofenovych Cinitelti, kdyZ ho zapisujeme bez pouZiti komplexnich cisel.

®Parcidini zlomky jsou nejjednodussi ryze lomené funkce typu
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Koeficienty se v riznych parcidlnich zlomcich lisi a jejich hodnoty je tieba vypocitat
z podminky, Ze vSechny vypsané Cleny maji v souctu davat ptivodni funkci (pfivedeme
vSe ke spolecnému jmenovateli a zajistime, aby byl Citatel rovny p(x)).

/ dx
1 —x2

snadno vypocitdme rozkladem integrandu na parcidlni zlomky (§ 3.4.2). Rozklad poly-
nomu ve jmenovateli na soucin kofenovych Cinitelt je —(x — 1)(x + 1) a proto

1 1 A B

= — — + ,
1 —x2 x—Dx+1) x—1 x+1
pfiCemZ pro vSechna x ma platit —1 = A(x + 1) + B(x — 1). Dosadime-li do této

PRIKLAD 3.4. Integral

rovnosti kofeny x = 1 ax = —1, obdrzime 1 = —2A4,1 = 2B, odkud 4 = —%,
1 oy .
B = 3 atudiZ plati
dr 1 dx 1 dx 1 1
- __ I e i—— -1 -1 1 C
/1—x2 2/x—1+2fx+1 p b =1+ oIl 41+
1 1
L o (3.19)
2 x—1

Koeficienty vZdy mtiZzeme nalézt tak, Ze prirovname koeficienty u jednotlivych moc-
nin na obou stranich rovnosti (v ptipade, kdy polynom ve jmenovateli ma komplexni
koteny, se tomu nevyhneme; viz napf. priklad 3.5).

§ 3.4.3. Univerzalni trigonometricka substituce. Je-li integrand racionalni funkci
vyrazli cos x a sin x, je mozné pro vypocet integralu pouzit univerzdlni trigonometric-
kou substituci

x
I =tg 5 (3.20)
kde t znaci novou proménnou. Pak, samoziejmé,
x = 2arctgt (3.21)
a pro diferencidl ihned obdrzime dx = t2i-1 dz. Vzhledem k tomu, Ze plati
_coszg—sinzg_ 1—tg*% . 2sinjcosy tg %
CosX = = — - = s sinx = p — 5 = BT
cos? 3 +sin“ 5 1 +1tg*5 cos? 5 + sin” 5 1 +tg* 3

integrdl tak prevedeme na integral raciondlni lomené funkce, a to pomoci nasledujicich
vzorcu.
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Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce = tg 3:

1 —¢2 2t 2dt
cosx = ——, sinx = ——, = —. 3.22
sx =g s = g dv= e (3.22)
Z (3.22) ihned plyne, 7e'’ tgx = 25, ctgx = %, secx = if;; acscx = 1;’2,

tj. po zavedeni substituce (3.20) pomoci (3.20) prevedeme vSechny vyskyty trigonomet-
rickych funkci v integrandu na raciondlni lomené funkce proménné ¢, pficemz podobny
vyraz vznikne i po prepoctu diferencidlu. Po vypoctu upraveného integralu pouZijeme
(3.20) a vratime se k piivodni proménné x.

/ sinx — 1
—dx
cosx + 2

Pouzijeme-li substituci (3.20), ze vzorct (3.20) obdrZime

PRIKLAD 3.5. Vypocltéme

2t

/Sinx—ldx_/l_Hz—l 2 dt—2/ 2t — (1 +12) 1 dr
cosx +2 :324_2124_1 N 1—242(14+2)t2+ 1

?=2t+1 1 12 -2t +1
= -2 / + dr = -2 / i dr.
3412 241 2+ 1)(t2+3)
V integrandu je ryze lomena funkce, jiz miZzeme déle rozloZit na soucet prislusnych

parcidlnich zlomki (§ 2.4.2):

t2 -2t +1 At+B Ct+D (At+ B)t?>+3)+(Ct+D)(t>+1)
C+DE 13 P+l 213 (12 + 1) + 3) '
Potiebujeme tedy, aby pro libovolné ¢ platilo

(At + B)t* +3) + (Ct + D)(t* + 1) =t* =2t + 1.
Piirovnanim koeficientti u 1%, t!, #2 a t3 obdrZime podminky'!
3B+ D =1, 344+ C = -2, B+D=1, A+ C =0,

odkud vypocitime A = —1, B =0,C = —1, D = 1. Pak

2 =2t +1 —t t+1
—2/ + dt=—2/ dt—Zf + dr
2+ 1)(t2+3) 2+ 1 2+2
_/ 2 / 2o 2/ dt
) 241 2+3 243

1OPﬁpomeﬁme, Ze funkce sekans a kosekans se definuji vzorci sec x = Coix, csex = Si;x.

Upryni podminku, jeZ odpovida koeficientim u ¢°, Ize vZdy odvodit také dosazenim hodnoty ¢ = 0.
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., 2
Mime [ % = %arctg(}) [ 2 2 dr = d(ttzill) In(t2+ 1), [ 2 s dt =In(t* +
3), aZ na aditivni konstantu, jiZ k vysledku priddme pozdéji. Potom

t2 -2t +1 L, . ’ ;
_2/ @2 + D)2 +3) dt =In(t" +1) —In(z" +3) — Earctg (%)

+1 2 ( t )
=In — —arctg| — | . (3.23)
*\3
Ted’ jiz zbyva jenom dosadit do (3.23) vyjadfeni ¢ pfes x ze substituce (3.20) a pridat
integradni konstantu:'?
sinx — 1 g’ +1 2 1 x
——dx=In——— tg| —=tg = K. 3.25
[cosx+2 o tg?3 +3 ﬁarcg ﬁgz + (3-25)

Pouziti univerzdlni substituce (3.20) je zpravidla spojeno s pracnéj$im vypoctem a
proto je vzdy vhodné popfemyslet, zda neni mozné integral vypocitat snadnéji. Casto je
uzite¢nd nésledujici pozndmka: je-li integral ve tvaru

/ R(cos x, sin x) dx,

kde R je raciondlni lomena funkce dvou argumentii majici jednu z vlastnosti
R(—u,v) = —R(u,v), Ru,—v)=—R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v)

pro vSechna (u, v), pak 1ze pouZit jednu ze substituci ¢ = sinx,? = cos x resp.t = tg x.

Jestli napf. R(u,v) = u?v3, pak je R lich4 podle v a tudiZ pouZijeme ¢ = cos x:
/ cos® x sin® x dx = / cos® x sin® x sinx dx = — / cos® x (1 — cos?® x) d (cos x)
atd.

§ 3.4.4. Nékteré integraly obsahujici kvadraticky polynom. Uved’ me nékolik
Casto se vyskytujicich integrdlu, kde v integrandu je pfitomen kvadraticky polynom.
Nekteré z nich se obvykle uvadi v tabulkach integrala (priklady 3.6, 3.7, 3.8).

2Casto se stavd, Ze vysledky integrace pri pouz1t1 ponékud odlisnych dprav se zdanlivée lisi. Napf.
v§imneme-li si, Ze dle (3.20) 12 + 1 = tgzx +1= z T obdrzime

1
ntg 2+1 n cos2 X —1n 1
g2 +3 @-}2 14+ 2cos? 5

=Inl—1In (1 + ZCOSZ;) = —In(cos x + 2)

a proto Ize (3.25) prepsat do tvaru

/Si“x_ld In(cosx +2) — ——arcte [ ——tg =) + K (3.24)
—— dX = —In(Cos x — —— arc — — . .
cosx + 2 J3 & ﬁg2
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PRIKLAD 3.6. Méjme

/ X
/X2 — g2
kde a > 0. Definicnim oborem integrandu je mnoZina {x : |x| > a}.

Reseni 3.6.1. Funkce je sud4; uvazujme x > a. Vykonejme substituci x = a sect,
kde ¢t € (0, Z) (pfipomenme, Ze sect = a0 <cosx < lprot € (0,%)). Pak

cost
a?

Vx2—a? = Va?sec?t —a? = - —ar=ay1+ig’ —1=atgt

Ccos~ ¢

(prot € (0, Z) jetgr > 0)adx = _zasint g, — atwt dr,

cos? t cost

tot dr
a8l g

/./ 2_ 42 /atgtcost cost

JelikoZ tg’ + 1 = —5— a dle substituce —— = %, plati tgr =

1 —
cos? t

1Vx? —a? Pro [ = vyuzijme vysledek pitkladu 3.12, feSeni 3.12.1; pak obdrzime

1
= — + tgt C
/./ 2 _ g2 /cost (cost+g)+
=1n(—-|—— xz—a2)+C=1n(x+Vx2—a2)+K
a a

kde K (K = C — Ina) je libovoln4 konstanta. Tento vzorec jsme dokézali pro x > a.
Jelikoz funkce v integrandu je sudd, pro x < —a misto F(x) = ln(x + V/x?% — a2)
jejf primitivni funkce bude'® —F(—x) = — ln(—x + Vx2— az). Upravou obdrzime:
—F(—x) = —In(—x 4+ vx2—a?) =Inl - ln(—x + Vx2 —a?)
1 /x2 — g2
=1In =In o4 +x=1n(—x—Vx2—a2)

4/x2—a2—x x2—1—x2

Sjednocenim dvou poslednich rovnosti obdrZime vzorec platny pro vSechna x s |x| > a:

dx
_— 2 _ 42
/ — ln|x+Vx a|—|—K.

137de vyuZijeme takovou vétu:

VETA. Bud'te f sudd funkce a F jeji primitivni funkce na [0, 4+00). Pak funkce F(x) = —F(—=x)
Jje primitivai funkci pro f na (—oo, 0].

Vskutku pro x < 0 mame F'(x) = —%F(—x) =—F'(—x) = —f(=x) = f(x).
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Reseni 3.6.2. Funkce v integrandu je sud4 a tudiZ se miiZzeme omezit pfipadem, kdy
x je kladné, tj. x > a. Vzhledem k vlastnostem hyperbolickych funkci'* (viz (3.26)) je
zde vhodné provést substituci

x = acosht, (3.27)
pak v/x2 — a2 = va?cosh’t —a? = av/cosh®>t — 1 = a+/sinh?¢ = asinht a dife-

rencial bude dx = a sinh¢ dr :

X 1
— = inhtdt = dr =1t.
/«/xz—az /GSil’lhtaSln /

Zbyva tedy jen vykonat inverzni substituci a vratit se k ptivodni proménné x.
Vztah x = a cosh znamend (viz pozn. 14), 7e x = 4(e' +e7"), tj. e* —Ze! +1 =
0, coZ je kvadratick4 rovnice s — Za—xs + 1 = 0pros = e'. VyfeSime-li tuto rovnici,

obdrzime s = ;—C + é\/ x2 — a?, kde vezmeme znaménko ,,+*, protoze s = e’ a tudiZ
musi byt s > 0 (navic uvazujeme x > a). JelikoZ t = In x, obdrZime

1
{=1In (i + —\/xz—az) =In(x + Vx2 —a?) —Ina
a a

a proto

/ ﬁ In(x 4+ vVx2 —a?) + (3.28)

PRIKLAD 3.7. Méjme

/ X
VxT+a?
kde a > 0.
Pfipomeﬁme si vzorec tg2x + 1 = = 12 - a zaved'me substituci x = atgt t €

—2.%). Pak v/x2 +a? = /a 2tg2t+a2 = atgt+1 = 5 adxy = 5 dr,

odkud

dr

d 1 a
—= | ———dt —
/ Vx?+a? / o cos? ¢ cost
Integrél [ c:)% lze vypocitat riznymi zptsoby (§ 3.4.5, piiklad 3.12). Zde je poho-
dIné vyuzit feSeni 3.12.3

dt 1
=In|l— +tgt + K= ln‘\/l + tg?t -I—tgt‘ + K
Cos t cos
14Pfipomeﬁme, Ze hyperbolické kosinus a sinus (§ 1.1) se definuji jako coshx = %(ex +e™),

sinhx = %(ex — e~ ") aplati (sinh x)’ = cosh x, (cosh x)’ = sinh x,

cosh? x —sinh® x = 1. (3.26)



26 3. NEURCITY INTEGRAL

a tudiz

2

1
= In 1+x—2—|—£—|—K:1n£_|__ x2+ a2+ K
a a a a

/ dx

— In ’x V2 tra?l+c (3.29)

kde C = K —Ina.

Z (3.28) a (3.29) obdrzime tabulkovy integral

[\/% =In(|x + Vx2 £ a?|) + C. (3.30)
x2+a

PRIKLAD 3.8. Méjme
/ vV x2 —a?dx,

kde a > 0.
PouZzijme metodu per partes s u(x) = ~/x? —a?, v'(x) = 1 a vzorec (3.30):

I(x) :=/V)c2—a2dx=xVx2—a2—/xJ%dx

x2—a?+a?
= xvVx2—a?— / dx
v T

Y s i /\/xz—azdx—a/m
= xvV/x2 —a? — I(x) —In(|x + vx2 —a?|),

odkud nalezneme /(x) a obdrzime

1 1
/sz—azdx = Exx/xz—az—iln(lx +Vx2—a?)+C

Velmi ¢asto je vhodné vyjadfit kvadraticky polynom ve tvaru (x — ¢)? & d?>.

PRIKLAD 3.9. UvaZujme integral

/\/4x2—4x—7dx.

JelikoZ 4x2 —4x —7 = (2x)2 —2-2x -1+ 1—8 = (2x — 1)* — 8, plati

/«/4x2—4x—7dx=/\/(2x—1)2—8dx=%/\/(2x—1)2—8d(2x—1)
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B / J@x - 12 - (v8)2dx.

odkud substituci 2x — 1 = ¢ obdrzime integral tvaru [+/12 — a2 dt (viz piiklad 3.8).

PRIKLAD 3.10. Mé&jme integral

dx
/ o (3.31)
V34 2x — x?
JelikoZ pro polynom ve jmenovateli plati vyjadireni
342x—x?=—-(x*-2x—-3)=—-(x*-2-1-x4+1-1-3)
=—((x—1)2—4) =4—(x—1)2 (3.32)

obdrzime

/ dx . / dx _ 1 / dx
V34 2x —x2 Vé—(x—-1)2 2 /1 _ G=12
4

_ / ld(x—(T:T)l)z — arcsin (X—;l) +C.

PRIKLAD 3.11. Pro integral

/ dx
Vx2—2x -3
jenz se 1isi od (3.31) pouze znaménkem polynomu, dle (3.32) obdrzime integral typu
(3.30):
/ dx B / dx B / d(x—1)
Vx?2—=2x-3 Vix—1)?2—-4 Vix—=1)2—-4
= ln(‘x— 1+ +(x— 1)2—4|) +C
=1n(‘x— 1+ Vx2—2x—3|) + C.

§ 3.4.5. Razné priklady.

PRIKLAD 3.12. Vypoctéme integral

/ dx
cCos X

Uved 'me tfi zptsoby feSeni (vSimnéme si rdzné tvary vysledki).

Regeni 3.12.1. Integrand je raciondlni funkci vyrazu cos x a tudiZ lze vyuZit obecnou
trigonometrickou substituci = tg 7 (§ 3.4.3). Dle vzorci (3.22) obdrzime

[ dx /1+z2 2 / dt
= =2 .
cos X 1—1212 41 1—1¢2
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Integral [ li—’tz byl vypocitan v prikladu 3.4, pouZijme proto jiZ odvozeny vzorec (3.19):

d 1 |r+1 tg> +1 sin 2 4 cos 5
/ Y | o =m| B2 o[22 T o
cos X 2 |t—1 tg5 — 1 sin 5 — Cos 5

) 2 ) )
X X 2 x 2 X X X
B (sin% + cos %) . |sin* 3 4 cos® 5 + 2sin 3 cos 5
= In -2 x 2 x +C=In 2 x s 2 x +C
Sin E—COS 2 COS 5—sm 3
1+ sinx 1
=In|——|+C=1In +tgx| + C.
COS X COS X

Reseni 3.12.2. Po vyndsobeni Citatele a jmenovatele ¢lenem cos x 1ze zavést substi-
tuci s = sin x:

dx COS X COS X d (sin x) ds
= dx=| ————dx = | ——— = .
COS X cos? x 1 —sin®x 1 —sin® x 1—s?

Pro posledni integral pouzijme (3.19):

dx 1 1 1 |sinx—1
/ = —In|sinx — 1| — <zIn|sinx + 1|+ C = =In|—| + C.
cosx 2 2 2 |sinx +1
Reseni 3.12.3. Jiny zpisob je zaloZen na vzorcich (Coix), = —% = %

(tgx) = o5

1 1 i
[ dx — / 1 co;x +gx dx = / coszlx + ci);lzxx dx
Ccos x COSX —— +1gXx oy T X
1
— / d(COSX + tgx) — ln

L 1 tgx

Cos X

+tgx|+C =1In|secx +tgx|+ C.

COS X

PRIKLAD 3.13. Vypoctéme integraly

I(x) = /sin (Inx)dx, J(x) = /cos (Inx) dx.

Vzhledem k defini¢nimu oboru logaritmu ma smysl integraly uvazovat pouze pro x > 0,
coz nadale predpokladdame.
Vykonejme substituci In x = ¢; pak x = e’ (uvazujeme kladnd x) a dx = e’ dz:

[ sin (Inx) dx = / e’ sint dt, f cos (Inx)dx = /e’ cost dt.
PouZijeme-li ted’ vysledky ptrikladu 3.3, obdrzime

1
/ sin(Inx)dx = Eet (sint —cost) + C = ;(sin (Inx) —cos (Inx)) 4+ C,

1
/cos (Inx)dx = Eet (sint 4+ cost) + C = g(sin (Inx) 4+ cos (Inx)) + C.



KAPITOLA 4

Urdity integral
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kde F je primitivni funkce® k funkci f na intervalu (a, b) a C je libovolna konstanta, a
se urCuje vlastnostmi

(/ f(x)dx) = f(x), (f F’(x)dx) = F(x)+C. 4.1)

Pojem neurcitého integralu se tedy zavadi jako operace inverzni k operaci vypoctu
derivace.

§ 4.2. Zavedeni urcitého integralu

Pojem urcitého integrdlu se zavadi bud’ s pouZzitim integrdlu neurcitého (tj. pres
primitivni funkci) nebo pfimo pfes tzv. integralni soucty. V poslednim piipadé¢ se jedna
0 zplsob, jimZ se obdrzi vzorec pro vypocet plochy pod kfivkou.?

§ 4.2.1. Plocha pod krivkou. Méjme funkci f nabyvajici na [a, b] nezapornych
hodnot.

Zasrafujeme-li geometricky utvar, jeZ ohranicuji kiivka s rovnici y = f(x), osa x a
svislé pfimky s rovnicemi x = a, x = b (viz schematicky obrazek 4.1a), urcity integrdl
funkce f na intervalu (a,b) (znaéi se | ab f(x) dx) udava velikost plochy tohoto utvaru.

Myslenka vedouci na zptisob vypoctu velikosti plochy pod libovolnou kiivkou spo-
¢iva v jeji priblizném nahrazeni jednodus$im tvarem s lehce vypocitatelnou plochou, a
sice sjednocenim malych obdélniki.*

Rozdé€lme interval [a, b] na mens{ intervaly [xq, x1], [x1, X2], ..., [Xn—1, X] zaddnim
n — 1 libovolnych bodi xy, x5,..., x,—1 (definujme také xo = a, x, = b). Vezmeme-li
v kazdém z intervald [x;, x;+1] libovolny bod §;, u kazdého z téchto intervali miZzeme
sestrojit obdélnik $itky x; 1 —x; a vySky f(§;) (viz obrazek 4.1b). Pak hledanou plochu
je prirozené priblizné€ nahradit souctem ploch zminénych obdélniki, coz je

Y FE) i — xi).
i=0

Kdyz je n velké (tj. zvolenych bodl a odpovidajicich subintervall je hodné), vSechny
veliCiny x;+1 — X; jsou malé a proto sestrojené obdélniky dostate¢né dobfe kopiruji tvar
pavodni plochy. Je logicky ocekavat, ze by se ,.kvalita* aproximace méla zlepSovat pii

2Jakdkoliv primitivni funkce. Pfipomenime si také, Ze primitivni funkce se urcuje jednoznacné az na
aditivni konstantu.

3] eibniz a Newton, XVII st. Pfesna formulace vznikla v rdmci Riemannova integralu v XIX st.
Soucasné se matematicky precizné vyjasni plochy jakych figur lze v rdmci tohoto integrdlu vypocitat
(existuji totiZ ,,exotické* ptipady, kdyz urcity integral neexistuje — podrobnéji na toto téma zde hovofit
nebudeme).

“Touto cestou vzniké definice toho, co je to plocha figury obecného tvaru.
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OBRAZEK 4.1. Plocha ohranic¢ena kfivkou s rovnici y = f(x), osou x
a prfimkami x = a, x = b.

zvétSeni poctu subintervald. Urditym integrdlem fab f(x)dx pak bude vysledek vhod-
nym zptusobem chapaného limitniho prechodu pii neustdle zmensujicich se délkéach su-
bintervalii. Funkce, pro néz tato konstrukce neselhava, jsou integrovatelné (odpovidajici
plocha pod kiivkou je vypocitatelnd).

Neexistuji napft.:

f_ll Jx dx, f_l 1 Inx dx (funkce jsou definovany pouze pro kladnd Cisla);

f12 tg x dx (interval (1,2) obsahuje bod 7, v némz plati lim,,z_tgx = 400 a
lim,_, z 4 tgx = —o0; lze ukdzat, Ze tato nespojitost je neintegrovatelna a odpovidajici
plocha pod kfivkou je nekoneénd, viz piiklad 5.4 a obrazek 5.2b).°

VETA. Pro kaZdou funkci f : [a,b] — R, jeZ je na tomto intervalu spojitd nebo po
Cdstech spojitd, urcity integrdl fab f(x)dx existuje.

Pojem urcitého integrélu se rozsifuje se zachovdnim viastnosti (§ 4.3) 1 na funkce
stfidajici znaménko.

§ 4.2.2. Newton-Leibniziv vzorec. Pro vypocet urCitého integralu sta¢i umét na-
1€zt k dané funkci primitivni funkci (tj. vypocitat odpovidajici integrl neurcity). Plati
totiZ tzv. Newton-Leibniziiv vzorec®

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a), 4.2)

Samotné nespojitost jesté neznamena, ze integral neexistuje; zalezi také na jeji typu a rychlosti ristu
nebo klesdni. Napf. limy_o+ Inx = —o0, avSak fol Inx dx = —1 (viz obrazek 5.3b a ptiklad 5.5, p. 56);
integrdl tohoto typu se nazyva nevlastni.

bVzorec (4.2) 1ze pouZit jako definici integrdlu | ab f(x)dx spojité funkce f.
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kde F je primitivni funkce k funkci f na daném intervalu.

§ 4.3. Vlastnosti urcitého integralu

Vzhledem k Newton-Leibnizovu vzorci (4.2) a vlastnostem neurcitého integralu pro
libovolnou konstantu k plati

/abkf(x)dx :k/abkf(x)dx,

b b
/ (f(x) £ g(x)) dx = / F)dx + / ¢(x) dv,

tj. konstantu lze vzdy vytknout pfed znak integrdlu a integrdl souctu (rozdilu) dvou
vyrazi je souctem (rozdilem) pfislusnych integralli. Toto jsou stejné vlastnosti linearity,
jez md integral neurcity. Déle plati

a b
/ f(x)dx = — / f(x)dx. 4.3)
b a

Z (4.3) je zfejmé, ze ve specidlnim piipadé, kdyZ a = b (tj. horni a dolni meze integro-
vani se shoduji), plati

/: f(x)dx = 0.

Nakonec, je-li ¢ libovolny bod leZici mezi a a b, pak

/ab f(x)dx = /ac f(x)dx+/cb f(x)dx. (4.4)

Tato vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k intervalu, nebot’ (4.4) znamena, Ze integral
funkce na sjednoceni navzajem disjunktnich’ intervald je sou¢tem integrald z té7 funkce
na jednotlivych intervalech. Je to vlastnost velmi pfirozend vzhledem k tomu, Ze urcity
integrdl ma vyznam plochy geometrického tutvaru.

§ 4.4. Vypocet urcitého integralu
Zékladnimi ndstroji jsou tzv. substitu¢ni metoda a metoda per partes.
§ 4.4.1. Metoda per partes. Metoda integrovani per partes (tj. po ¢astech) pro ur-
City integral se formuluje téméf stejnym zptisobem jako v pripad¢€ integralu neurcitého.
M¢éjme dvé funkce u a v, pro néz lze vypocitat derivace. Pak (uv) = uv’ + u'v,
odkud uv’ = (uv)’ — vu’ a proto

b b b
f u(x)v'(x) dx 2/ (u(x)v(x))/dx—/ v(x)u'(x) dx. (4.5)

a

7Tj. takovych, jejichZ prinik je prazdny.
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Funkci primitivni k derivaci sou¢inu (uv)’ je, samoziejmé, soucin uv. Vzhledem k
Newton-Leibnizovu vzorci (4.2) pro libovolnou funkci g se spojitou derivaci plati

[ 50 = 50) - st@) @6)
nebo, coZ je totéz, ’
[ 450 = 500 @)
Proto . ’
/ (u(x)v(x)) dx = u(d)v(d) —u(a)v(a) (4.8)
az (4.5) obdrzime ’

b b
/ u(x)v'(x)dx = u(b)v(b) —u(a)v(a) — / v(x)u'(x) dx. (4.9)

Metoda integrovani per partes pro urCity integrdl spocCiva v uZiti vzorce (4.9), jenzZ se
Casto zapisuje ve zkraceném tvaru

b b
/ u(x)v'(x)dx = u(x)v(x)|z —/ v(x)u'(x) dx. (4.10)

Tuto metodu je vhodné poutit, jestlize bude integral [ v(x)u’(x) dx jednodussi nez
Ju(x)v'(x) dx (tj. zderivovéni u pfi souCasném zintegrovani v’ zpét na v situaci zlep-
Suje).

Vzpomeneme-li si ted’ na pojem diferencidlu funkce,® pro lepsi zapamatovani mii-
Zeme rovnost (4.10) zapisovat ve tvaru

b b
/ u(x)dv(x) = u(x)v(x)|z —/ v(x) du(x). (4.11)
a a
PRIKLAD 4.1. Méjme napf-. fo% x sin x dx. JelikoZ (cos x)’ = —sinx, pak sinx =
v'(x) pro v(x) = —cos x. Vezmeme-li ddle u(x) = x, plati u’(x) = 1 a podle vzorce

(4.10) obdrzime
b b4 4
/xsinxdxz—/ x(cosx)'dx=(xcosx)|g—/ 1-(—cosx)dx
0 0 0
=nc0sn—0cosO+f cosxdxz—n—l—/ cos x dx
0 0

8Viz pozn. 10, str. 35
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4
= -+ / (sinx)'dx = —7 +sinx |j = —7 +sinw —sin0 = —7.
0

PRIKLAD 4.2. Vypoctéme integral

1
/ Inxdx. y ((4-12)
1 =
2

w® = #
JelikoZ (Inx)" = 1/x, je vhodné pouzit metodu per partes: @ o N i
1 1 1 @ 2
f Inxdx = / l-Inxdx = / (x) Inxdx = xInx{*" = | x(Inx) dx
1 1 1 2 1
2 2 2

1.1 L 1 1 1
:lnl——ln——[ x—dx=—=Inl4+-In2=—-(In2-1).
2 2 1 X 2 2 2

Nacrtneme-li graf funkce x — Inx na intervalu (%, 1), miZzeme odvodit, Ze nalezend
hodnota integralu (4.12) udava plochu rovinného utvaru z obr. 5.3a, str. 57.

§ 4.4.2. Substituce. Substitucni metoda pro urcity integral je zaloZend na vzorci’

b
/ J(h(x)) dh(x) = F(h(b)) = F(h(a)),

kde F je primitivni funkce pro f, tj.

b
/ () (x) dx = F(h(b)) — F(h(a)).

Vypocet se provadi substituci t = h(x), odkud dz = h’(x) dx a pokud mad integrand
tvar f(h(x))h'(x), pak lze x z vyrazu uplné vyloucit a obdrzime integral vzhledem k
nové proménné ¢. Tim padem staci odvodit neurcity integrdl z f a dosadit odpovidajici
(ztransformované) meze. Tento posledni krok, jenZ nemd obdobu pro integrdl neurcity,
Jje velmi duleZity, jelikoZ nesprdvné integracni meze zpiisobi chybu.

VETA. Md-li funkce h na (a,b) spojitou derivaci, pro kaZdou spojitou funkci f

plati
h(b)

b
/ Fh()H (x)dx = f(@t)dr. (4.13)

h(a)
Metodu substituce obCas pouzivdme v alternativni podobé, a sice tak, Ze se vzorec
(4.13) precte ,,opaCnym* smérem.

Tento vztah je pfimym dusledkem metody substituce pro neurCity integral a Newton-Leibnizova
vzorce (4.2). Metoda substituce pro neurcity integral je dusledkem pravidla derivovani sloZené funkce.
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VETA. Necht' |a, ] a [a, b] jsou uzaviené intervaly a funkce h : [a, f] — |a, b]
Je takovd, Ze h(a) = a, h(B) = b. Md-li funkce h na («, B) spojitou derivaci, pak pro
kaZdou spojitou na |a, b] funkci f plati

b B
/ f(x)dx = / f(h(s))h' (s) ds. (4.14)

V praxi vypocty provadime nejcastéji tak, ze vzorec explicitné nevypisujeme a pre-
chazime pifimo k zaméné proménné. Pfitom vykondme ndsledujici kroky:
(1) vySetfime vyraz pod integralem a zkusime nalézt vhodnou substituci;
(2) zavedeme novou proménnou, dosadime do integrandu a vylou¢ime proménnou
ptvodni;
(3) vypocitdme nové meze integrovani.

PRIKLAD 4.3. Méjme integral

3 xdx

-1 A/X —{—2'

Integrand obsahuje dva lineédrni Cleny: x a x + 2, oba dva maji stejny diferencia
Proto zavedeme substituci x +2 = ¢t. Pak x =t —2 adf = d(x + 2) = dx. Jelikoz
se proménnd x méni v mezich od —1 k 3, potom ¢ = x +2seméniod -1 +2 =1k
3+2=5:

3 xdx S(t—2)dt Stde S dt > >
— = —— = — 2 —= | t2dt—-2| t72dt
1 4x+2 1 \/; 1 \/Z 1 «/? 1 1

1 3 1
t2tl1 5 52— 52—-1 2 10

- 1 - 3
1 2""11 2 2

1.10

5 t—2t+1

=1
§+1

Z vykonanych vypocti mizeme odvodit, Ze by bylo lepsi rovnou zavést substituci
Jx+2=s.Pakx =s%2-2 a proto dx = 2s ds ! Dile, jelikoz —1 < x <3,pak 1 <
X 4+ 2 < 5 a vzhledem k monotonnosti funkce x — +/x + 2 plati 1 < /x +2 < V5.

107 de vyuZijeme pojmu diferencidlu funkce jedné proménné. Diferencidlem funkce f v bodé x se
nazyva vyraz

df(x) = f'(x)dx, (4.15)

kde ,,f”(x) dx“ tlumoc¢ime jako ,, f'(x) - dx . Pfipomin4 to také oznaceni pro derivaci ve tvaru f'(x) =
%, odkud obdrzime (4.15) formalnim vynasobenim vyrazem dx (jemuZ se fika diferencidl nezavisle
proménné). S diferencidly se pracuje stejné jako s odpovidajicimi derivacemi.

"Mohli bychom také odvodit ds = d(+/x + 2) = ﬁ dx, pak dx = 24/x + 2ds = 25 ds.
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Dosazenim do integralu obdrZime, samoziejmé, stejny vysledek:

3 d fo 2_2_2d ﬁ ~F5 ﬁ
/ el :f s ) SS=2/ (s2—2)ds=2/ szds—4/ ds
—14/x+2 1 s 1 1 1

- z?)f—qﬁ— 1) = %(Isf-4ﬁ+ 13—0

PRIKLAD 4.4 (substituce a integrace per partes). Vypoctéme

2 3
/ x’e* dx.
0

MiZeme si vS§imnout, Ze plati d(x>) = 3x2 dx a proto je pfirozené zavést substituci
t=x. (4.16)

Potom df = 3x2dx a tudiz x?dx = %dl. Dile, jelikoz se x méni v mezich od 0 k 2,
pak ¢ podle (4.16) je v mezich 0 a 23 = 8:

2 ; 2 ; 2 ; 1 1 8
[ x’e* dx :/ x3e® . x%dx =/ x3e® . —d(x?) = —/ tetdt.  (4.17)
0 0 0 3 3Jo

Pro f08 te' dt pouzijeme metodu per partes:

8 8 8
/ te' dt = [ t(e’) dt = (te’)|§ —/ 1-e'de
0 0 0

8
:2e2—0e0—/ etdt=2e2—et|§:2e2—(e8—e0):2ez—e8+1.
0

Dosazenim tohoto vyrazu do (4.17) obdrZzime

/2x5€x3 A
0 3

PRIKLAD 4.5. Vypocétéme

2
/ x(2 —x?)" dx.
-1

Jednd se, samozfejmé, o integraci polynomu stupné 15, s ¢imZ po vykonani pri-
slusnych dprav zadné potize nebudou. Pro usnadnéni vypocti si zde mizeme vSim-
nout, Ze se ten nejslozit&jsi vyraz (2 — x?)7 zjednodusi, zavedeme-li novou promén-

nou 1 = 2 — x2. Pak bude (2 — x?)7 = t7 adt = —2xdx. Navic vzhledem k pii-
tomnosti ¢lenu ,,x “, jenZ mizeme k diferencidlu priradit, neni potfeba vypocitavat dx
(dx = —$£, x? = 2 — 1) a sta®f pouZit vztah x dx = —1 dr.
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Vypoctéme nové meze integrovani: x = —1 =t =2 —-x2 = 1,x = 2 =
t =2—x?=2—4=-2"Pak obdrzime

2 2 -2 1 1 -2

/ x(2—x*)7dx = (2—x2)7-xdx:f t7-(——dz‘)=——f t7dt

—1 —1 1 2 2 1
1182

28

255

1
= —E((—Z)8 -1 = 16

1

§ 4.5. Priklady vypoctu urcitych integralu

Vypocet ur€itych integralti provadime pomoci Newton-Leibnizova vzorce (4.2). Je
dilezité predem ovérit vlastnosti integrandu a ujistit se, Ze urcity integral na daném
intervalu je korektné definovén.

§ 4.5.1. Racionalni lomené funkce. Pro integraci raciondlni lomené funkce vypo-
¢itame jeji rozklad na soucet parcidlnich zlomkd, pro néz neurcité integraly bud’ zname
nebo nalezneme v tabulkéch.

PRIKLAD 4.6. Uvazujme integral

! x3 -1
/0 X3+ x24+4x + 4
V integrandu je neryze lomenda funkce, jizZ pfevedeme na ryze lomenou funkci délenim
polynomu. Rozklad na parcidlni zlomky pak bude

x3—1 _ 2 13x+17
W4 x24+4x+4 0 S5x4+1 5 x244°

Zde staci okomentovat jen posledni ¢len, kde pro integraci rozloZime Citatel na soucet
dvou vyrazi a v jednom z nich vyd&lime v ¢itateli diferencidl jmenovatele d(x? + 4) =

2x dx: "
1 ('3x+17 3 MY «x 17 ' 1
— | =YV—dx=-| —dx—— [ ——dx
5 0 X2+4 5 0 X2+4 5 0 X2+4

3 1d(x?+4) 17 x
= —— —— dx — — arctg —.
10 J, x%2+4 10 2
Vypoctem pak obdrzime
! x3—1 1 3 17 1
=14 —-In2— — In5— — arctan —.
o X3+ x2+4x+4 5 10 10 2

2Nové meze integrovani 1 a —2 vychdzi opacné€ usporddané: dolni mez je vetsi neZ ta horni, 1 > —2.
Neni to chyba; diivodem je, Ze na intervalu (—1, 2) je funkce x +> 2 — x2 klesajici.

13 . . N Ax+B
Takto integrujeme obecné vyrazy typu —5-—-— hxic:
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o=
I

0 t f
amm[i] La 1q
"\5) 3 2

OBRAZEK 4.2. Graf funkce x — cos x pro % <x< %

§ 4.5.2. Univerzalni trigonometricka substituce. Je-li integrand racionalni funkci
vyrazl cos x a sin x, je mozné pro vypocet integralu pouZit univerzdlni trigonometric-
kou substituci

X
I =tg—. (4.18)
2
Pak x = 2arctgr adx = ﬁ dr. Vzhledem k tomu, Ze plati
B cos? £ —sin” % _1-tg?3  2sinjcosy g3
cosx = = Sy, sinx = S = %
cos? 5 + sin” 5 1 +1tg* 5 cos? 5 + sin” 3 1 +1tg”5

integral tak prevedeme na integral raciondlni lomené funkce, a to pomoci nasledujicich
vzorcu.

Vzorce pro vykonani univerzalni trigonometrické substituce = tg 5:

1—¢% 2t 2dt
coOsx =—, sinx = ——, dx = ——.
1+ 12 1 +12 2+ 1 (4.19)
a b '
=a=1=tg—, =b=>t=tg—.
X =a g2 X g2

PRIKLAD 4.7. Vypocétéme integral

b

2 dx
/ _— (4.20)

3—5cosx

Funkce x +— m je spojita v bodech x # arccos% + 2an,n = 0,%1,....
Zadny z t&chto bodd neleZi v intervalu [5, 5] (viz obr. 4.2) a tak se jednd o integrdl
spojité funkce, jenz je korektné definovén.

Zavedeme-li v (4.20) trigonometrickou substituci (4.18), meze integrace pro novou

< g lm _ 1aBy—1 _ 1 oo _ o lm
proménnou / budou? = tg5% = tg ¥ = 5(%) = —5 (misto x = Fat=tg5;5 =
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tgZ = 1 (misto x = Z). Pak dle (4.19) se integral (4.20) pfepise takto:'*

T dx Lo 2t ! 1
— = > dt =2 dr
z 3—5co8x a9 1=tm g2 4] a1 3(t24+1)—=5(1—1¢?)

3 V3 1412 V3
1 1 1 Y1 ||
= — dt = - — dt — - dt
412 —1 2 /1 2t —1 2] 2t +1
V3 V3 V3

21/1 d2t —1) 1/1 d2r + 1)

2+ 2t -1 4% 2t + 1

1 1 1 1
=—In[2r — 1| —=In|2t + 1| | 4.21)
4 34 /3

a5 ) en ()

1l 2+ 43 In3

n——— .
4 2.3 4

Poznamenejme, Ze v (4.21) nebyla potieba prepocitavat integraéni meze, nebot’ pfi za-
vedeni do diferencidlu jsme ponechali proménnou ¢, jeZ se méni v ptivodnich mezich
L a1 (tj. substituce typu s = 2¢ % 1 jsme explicitné nevykonavali).

V3
PRIKLAD 4.8. Vypoctéme

T sinx — 1
——dx. (4.22)
_zCOSX + 2
V piikladu 3.5 jsme pomoci trigonometrické substituce (4.18) odvodili neurcity in-
tegrdl [ 30X=F dx, pro n&jZ plati (3.24):
/Sinx_ld In(cosx +2) — ——arctg [ ——tg X ) + C (4.23)
—  dx = —In(cos x — —arctg | —=tg - . .
cosx + 2 J3 g J3 £3

Jelikoz —1 < cosx < 1, jmenovatel v (4.22) je vzdy odliSny od 0. Integrand je tedy
spojitou funkci na [—, 7r] a staci jen pouzit Newton-Leibniztv vzorec (4.2), tj. dosadit
do (4.23) integraéni meze: "
T sinx — 1 2 1
/ YT g = —(In(cos x + 2))|*, — —= arctg (— tg f)

T

x CosSx +2 J3 V3 2],
2 . ( 1 ) n) N 2 ) ( 1 . n)
= ———arctg | —=tg — —arctg [ ——=tg —
V3 v3it2) 3 V372
4provedli Jsme rozklad podilu t21—1 na soucet parcidlnich zlomkd (§ 4.5.1): 4t21—_1 =

WI(ZH—I) = ﬁ + %, kde pro vSechna t musi platit A(2¢ + 1) + B2t —1) = 1.Pak A+ B =0,

A-B=11t.4=4,B=-1

15Pfipomeﬁme si, Ze funkce x +— tg x a x — arctg x jsou liché.
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PRIKLAD 4.9. Vypottéme [* -2 a g 2 Thned poznamenejme, Ze cos x # 0
pro x € [0.,.1] a.sinx # 0 pro x € [%,_%], integrandy jsou tedy. na pffsluénjch inter-
valech spojité a integrdly existuji. Tyto integrdly Ize pfevést na integrdly raciondlnich
lomenych funkci obecnou trigonometrickou substituci (4.18); v daném ptipade vSak je
pohodIné;jsi to udélat jinak.

4.9.1. V integralu [ -2 vykonejme substituci sin x = ¢, pak df = cos x dx a tud{?
COs X

/ dx _/cosxdx_/ cos x dx _/ dr
cosx cos2x ) 1—sin®x J 1—1¢2

. 1 Ly P : 1 _ 11 1 1 16
Rozklad vyrazu ;= na parcidlni zlomky je = = -+ 3 proto

214 T 211

/ dr _1/ dr +1 dr _1/d(1—l—l) I/d(l—t)

1—¢2 2 14t 2) 1—¢t 2 1+1 2 1—¢
1 1 1 141
= —In|l+¢/—=In|l —¢] = =1 ,
yInt+f=3Infl =] =Zlnj—

odkud zpétnym dosazenim ¢ = sin x obdrZime
/ dx :lln 1—I—s-inx :lln 1—I—s'inx i /1—|—s‘inx 4.24)
cosx 2 1 —sinx 2 1 —sinx 1 —sinx
a
T odx 1 +sinx |4 1+ sinZ 1 +sin0
=1In S — =In —,—ln . <
0o COSX I —sinx |, 1 —sin% 1 —sin0
V241 (V2 + 1)2
—Inl=1In,/ =In /" =In(v/2+ ).
V2-1 2-1 ( )

4.9.2. Podobné predchozimu pro ¢ = cos x mame df = — sin x dx,
/dx _/sinxdx_/' sin x dx B / dr
sinx sinfxy ) 1—cos2x 1—12
1 14+¢ 1 1—1¢ 1 1 —cosx 1 —cosx
=—h|—|=-In|—|=-In|——|=In{/ ———
2 1—1¢ 2 1+t 2 1+ cosx 1+ cosx
a
3 dx I—cosx|3 l—cos% l—cos%
z sinx 1+ cosx x 1—|—cos§ l—l—cosg

16Integraén1' konstanty pro pfehlednost vynechdavame
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= In

1
= —Inv/3—In

§ 4.5.3. Razné priklady.

PRIKLAD 4.10. Vypoctéme

e2
/ (3 —Inx)?dx.

Vyraz (3 — In x)? se vyznamné zjednodusi po zderivovani a tudiZ m4 smysl zkusit
per partes (§ 4.4.1), kde za druhou funkci v soucinu zvolime konstantu 1:

¢? o2 “Inx —3
/ (3 —Inx)%dx =x(3>—lnx)2|e —2/ x dx
€ e X 2‘,
wX)
2 \4@/
:e2—4e—2/ (Inx —3)dx ut _ax
e w7

e2
=ez—4e+6(ez—e)—2/ Inx dx
2

_ 2 e2 ¢ 1
= T7e” —10e —2xInx|] +2 x—dx
e X

= 7¢* — 10e — 4e” + 2e 4 2(e*> —e) = 5¢” — 10e. um%‘“x’
= 8%
w@

§ 4.6. Geometrické aplikace urcitého integralu

§ 4.6.1. Plochy ohranic¢ené krivkami. Méjme spojitou funkci f : [a,b] — R.
Graf funkce pfedstavuje rovinnou kiivku, s niZ souvisi dal$i geometrické utvary. Ve
vypoctech se obvykle vyskytuji utvary lezici mezi grafem a osou x a ddle utvary ohra-
ni¢ené dvéma nebo vice grafy.

§4.6.1.1. Plocha geometrického uitvaru leZiciho mezi grafem a osou x. Je-li potfeba
ur¢it plochu S rovinného utvaru ohrani¢eného grafem funkce f, osou x a svislymi
pfimkami s rovnicemi x = a, x = b, jsou mozné nésledujici pfipady schematicky
zobrazené na obrazcich 4.3a, 4.3b a 4.3c:

4.3a: funkce f je na [a, b] nezdpornd, jeji graf lezi nad osou x, integrdl je neza-
porny a plocha uvazovaného utvaru je S = fab f(x)dx;

8%\
a® = *

_ %
N
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(A) (B) (C)
OBRAZEK 4.3. Geometrické utvary leZici mezi grafem funkce a osou x

4.3b: funkce f je na [a, b] nekladnd, jeji graf leZi pod osou x, integral je nekladny
as = —fab f(x)dx;

4.3c: funkce f na [a,b] stiida znaménko, proto plocha uvazovaného ttvaru je
rovna souctu integrali z | f| na jednotlivych intervalech, kde ma f konstantni zna-
ménko (je kladnd nebo zaporna).

Integrél funkce stfidajici znaménko miize byt jak kladnym tak i zdpornym cislem
(nemluvime-li o nule). OdliSnosti v postupu v ptipadech 4.3a, 4.3b, 4.3c prfirozené vzni-
kaji vzhledem k znaménku funkce na odpovidajicich mnoZinach. Napft. v 4.3b je funkce
na celém intervalu zdpornd a tudiz pro vypocet plochy pomoci integralu musime pocitat
integral z absolutni hodnoty funkce.

PRIKLAD 4.11. Vypoctéme plochu S rovinného ttvaru ohrani¢eného grafem funkce
f(x) = x®> —6x2 + 11x, osou x a pfimkami x = 0, x = 3.
Graf této funkce je znazornén na obrazku 4.3a. Funkce je na [0, 3] nezapornd a tudiz

3 3
S=/ f(x)dx:[ (x3 —6x? + 11x)dx
0 0
B 3 s 3 ) 3 _34 33 32_63
= x’dx —6 x“dx + 11 xdx=—-6—+11— = —. (4.25)
0 0 0 4 4

3 2

PRIKLAD 4.12. Vypoctéme obsah plochy S rovinného ttvaru ohrani¢eného grafem
funkce f(x) = x3 — 6x2 4+ 11x — 7, osou x a pifmkami x = 0, x = 3.

Graf této funkce je zndzornén na obrazku 4.3b. Funkce je na [0, 3] nekladna a tudiz
dle (4.25), kde jsme jiz vypoZetli [; (x* — 6x2 + 11x) dx, plati

3 3
_ _ _ 3 .2 _
S = /0 f(x)dx /0 (x°—6x°+ 11x —7)dx

3 3 63 21
:—/ (x3—6x2—|—11x)dx+7/ dx = —— +21 = =,
0 0 4 4

PRIKLAD 4.13. Vypocétéme obsah plochy S utvaru ohraniceného grafem funkce
f(x) = x®>—6x2+ 11x — 6, osou x a pfimkami x = 0, x = 3.
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Graf této funkce je znazornén na obrazku 4.3c. Funkce na [0, 3] stfida znaménko
v bodech 1, 2 a 3, pricemz 3 je jiZ krajni bod intervalu. Funkce je kladna na intervalu
(1,2) a zdpornd na (0, 1) a (2, 3), proto je plocha rovna

1 2 3 11
S = —/ f(x)dx —l—/ f(x)dx—/ f(x)dx = —.
0 1 2 4
§ 4.6.1.2. Plochy ohranicené dvéma grafy. UrCeni plochy ohranicené dvéma grafy
se provadi podobnym zpisobem jako v § 4.6.1.1. Méame-li dvé funkce f a g, pro néz
plati'’

fx)zgx),  xe(ap), (4.26)
a jejichZ grafy se navzajem protinaji pro x = o a x = B tak, Ze v rovin¢ vymezuji jis-
tou ohranic¢enou plochu, pak obsah plochy S jednoduSe vypocteme pres urcity integral.
Vskutku je situace takova jako na schematickém obrazku 4.4a a je zfejmé, Ze obsah
barevné zvyraznéné plochy je roven rozdilu obsahd dvou ploch, jeZ ohranicuji grafy
funkci f a g spolu s osou x a pifimkami x = «, x = B. Dle § 4.6.1.1 obsahy téchto

ploch uddvaji integrély | f f(s)dxa [ f f(s) dx, pak je

B B
S :/ f(x) dx—/ f(s)dx, (4.27)

nebo, coz je totéz, S = | f (f(x) — g(x))dx. Integral od funkce s ,hornim* grafem
se v (4.27) vyskytuje se znaménkem ,,+“ a ten odpovidajici ,,dolnimu* grafu — se
znaménkem ,,—*.

Poznamenejme, pro vypocet obsahu plochy pomoci vzorce (4.27) neni nutné, aby
ob¢ dvé funkce nabyvaly na (o, B) kladnych hodnot (viz obrazky 4.4a, 4.4b), nebot’ v
piipade kdyZ tomu tak neni (obrazek 4.4c) vzdy mizeme grafy posunout nahoru pfi-
danim k funkcim f, g né€jakého dostatecné velkého Cisla A, coZ situaci prevede na
pfipad 4.4a nebo 4.4b. Rozdil funkci, a tudiZ i obsah plochy se pfitom nezméni, protoze
(f+A-(@Eg+A)=[f-¢

V ptipadé kdyZ je se grafy protinaji tak, Ze vznikd uzavieny rovinny utvar sesta-
veny z nékolika ¢asti (obrdzek 4.5), obsah jeho plochy bude souctem ploch jednotlivych
utvard vypoctenych podle vyse uvedeného.

V pripadé, kdyz se kiivky protinaji ve vice bodech a tudiz mame ne jeden inter-
val («, B) ale n€kolik, je potieba si davat pozor na usporadani grafti (tj. na nerovnost
(4.26)). Muze se totiz stat, Ze po priseciku uz bude pivodné ,.horni* graf niZ. V tako-
vych piipadech pocitame integrdly zvlast’ na kazdém z intervald (o, 8) odpovidajicich
prasecikim grafl, pricemz (4.27) pouzivame tak, aby se znaménkem ,,+ byl vzdy
integral z funkce, jeZ na (o, ) odpovida ,,hornimu* grafu.

17Takové funkce se nazyvaji dobfe uspofddané na daném intervalu.
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(A) (B) (©)

OBRAZEK 4.4. Rovinna plocha lezici mezi grafy dvou funkci: posun
grafii ve svislém sméru obsah plochy neméni

)
yis it

(A) (B) (©)

OBRAZEK 4.5. Plocha mezi grafy dvou funkci sestavend vice ttvary

PRIKLAD 4.14. Vypoctéme plochu S uzavieného rovinného tdtvaru ohrani¢eného
grafy funkci f(x) = cosx, g(x) = sinx v intervalu (0, 277).

Nacrtnéme grafy (viz obrazek 4.6a). Potiebny geometricky utvar (na obrdzku 4.6a
barevné zvyraznény) je uréen dvéma body, v nichZ se grafy protinaji, a ty jsou kofeny
rovnice

Sin X = cos x (4.28)

v intervalu (0, 27). V intervalu (0, 27) (4.28) plati pro body 7 a Z + 7w = 57”.
Znazornéme si graficky plochy ohranicené grafy funkci f(x) = cosx, g(x) =
sin x, osou x a svislymi pfimkami x = 7, x = 57” (obrazek 4.6a). VSude na intervalu
(% 57”) lezi graf sinu nad grafem kosinu, tj. sinx > cos 59761 pro x € (%,5 ZT"). Velikost
plochy S je tedy podle § 4.6.1.1 rovna rozdilu integrald [,* sinxdx a [;* cosx dx:
4 4

S

4
S =/ sinxdx—/ cos x dx. (4.29)

4 3

A‘g]
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Jelikoz
s s
4 4 S v 5w
sinxdx:—/ d(cos x) :—cosx‘l4 = COS — — COS —
Fd T 4 4 4
4 4
5 ()=
= —— = ——) = 2,
V2 V2
S S
4 E3 EF.4 5w b/ 1 1
cosxdxz/ d(sinx) = sinx|, =sin—— —sin— = ——— — — = —/2,

z (4.29) obdrzime vysledek S = v/2 — (—v/2) = 2/2.

S5t

Vimnéme si, Ze druhy integral v (4.29) vychézi zdporny: [ %T cosxdx = —+/2.
Ten vSak sdm o sobé Zadnou plochu neudava; obsah dané plochy je roven rozdilu dvou
integrald a tudiz je to logicky v poradku. Zde je situace typu znazornéného na ob-
razku 4.3c, kde uvaZovana plocha protind osu x a proto jista jeji Cast lezi pod osou a
odpovida zapornym funk¢énim hodnotdm. Jak jiz bylo zminéno, pri¢tenim vhodné kon-
stanty takovy piipad miZeme vzdy prevést na 4.3a nebo 4.3b (staci jen o tom vedét;
pokazdé vykondvat takovy posun, samoziejmé, nemusime). Pro tento priklad je ziejmé,

Ze, definujeme-li

f(x) =cosx + 1, g(x)=sinx+1,

LAY 4
4’ 4

~ S St~
plochu téhoZ obsahu, nebot’ & — f = f — g a proto f%“ g(x)dx — f%“ f(x)dx = S.

pak jsou funkce f a g na intervalu | | nezaporné (viz obrazek 4.6b) a ohranicuji

PRIKLAD 4.15. Vypoctéme plochu S uzavieného geometrického ttvaru ohranice-
ného grafy funkci f(x) = (x — 1)2, g(x) = Z + 1 vintervalu (-1, 3).

Po nacrtnuti schematického grafu (viz obrizek 4.7) zjistime, Ze se potiebny utvar
urcuje kofeny rovnice

(x—1)% = g t1 (4.30)
nebo, coz je totéz,
, 5
X< — Ex = 0. 4.31)

Kofeny rovnice (4.31) jsou0a 3. V intervalu (0, 2) leZf graf funkce g nad grafem funkce
f . Proto plocha rovinného tutvaru jimi ohrani¢eného je rovna

5 5 5 5 5
5 3 1 (2 5 3
/(f+1)dx—[ (x—1)2dx=—/ xdx—i—/ dx—/ (x —1)2d(x — 1)
0 2 0 2 0 0 0

1x? 5 (x—D%3 65 35 125

2210 T2 3 o 16 24  48°

S
2
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(A) f(x) =cosx, g(x) =sinx

(B) f(x) =cosx + 1,g(x) =sinx + 1

OBRAZEK 4.6. Grafy funkci z pfikladu 4.14 v intervalu (0, 277): posun
utvaru ve svislém sméru

E3
2

OBRAZEK 4.7. Grafy funkci f(x) = (x — )%, g(x) = 3 + 1 a jimi
ohrani¢ena plocha
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1A

0.54

-0.54

-1-

OBRAZEK 4.8. Plocha ohranicen4 grafy funkci f(x) = x> a g(x) = x

PRIKLAD 4.16. Vypoctéme plochu S rovinného utvaru ohrani¢eného grafy funkci
flx) =x°g(x) =x.

Grafy funkci se protinaji v bodech [—1, —1], [0, 0] a [1, 1], pficemZ v bodé [0, 0] se
méni znaménko rozdilu f — g a proto vpravo od 0 lezi graf f pod grafem g (,,Sedd*
plocha), kdeZto vlevo od 0 je tomu naopak (,,Cervena* plocha)). Proto je plocha rovna

0 1
S=— /_ () = () dx + / (g(x) — £(x)) d

0 1 2 6.0 2 6. 1
__ 5 5 :_L_L‘ L_L‘
B /—1(x x)dx—l—/(;(x x7) dx <2 6)—1+(2 6)0
_1+1_2
33 3

Zde bychom si mohli také vSimnout, Ze obé dvé funkce f a g jsou liché; pak je
ihned ziejmé, Ze je S = 2 [ (g(x) — f(x)) dx.

Poznamenejme, Ze kdybychom zde pro vypocet obsahu plochy nespravné pouzili
vzorec (4.27) s jednim integrdlem v mezicho = —1 a 8 = 1, obdrzeli bychom absurdni

vysledek S = f_ll(f(x) —g(x))dx = f_ll()c5 —x)dx = 0.

Postupujeme stejnym zptsobem i v piipadech, kdyz se grafy kiivek protinaji ve vice
bodech a zména usporadani vétvi grafii nastava n€kolikrat.

PRIKLAD 4.17. Vypoctéme plochu S rovinného ttvaru ohrani¢eného grafy funkci
f(x) =x>—6x?+ £x —6ag(x) = % vintervalu (0, 4).
Je potfeba urcit pruseciky grafti téchto funkcfi; ty jsou kofeny rovnice

PP g™ (4.32)
4 T4 '
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OBRAZEK 4.9. Plocha ohrani¢end grafy funkci f(x) = x> — 6x2 +
Lx —6ag(x) =% vintervalu (0,4)

Rovnici (4.32) dpravami pfevedeme na tvar
x?—6x*+11x—6=0. (4.33)

Polynom v (4.33) m4 celé koeficienty. PouZzitim Hornerova schematu nalezneme koreny
rovnice (4.33); ty jsou 1, 2 a 3.

PriseCiky grafu funkci f a g v intervalu (0, 4) se tedy nachazi v bodech, jejichz
soufadnice na ose x jsou

()[1:1, O(2:2, 063:3.

Grafy jsou zndzornéné na obrdzku 4.9.

Potiebna plocha se skldda z nékolika Casti zabarvenych Sedé a Cervené, pricemz v
,Sedych® ¢astech (intervaly (0, 1) a (o2, a03)) lezi graf piimky g nad grafem funkce f a
v ,.cervenych* ¢astech (intervaly (o, ) a (a3, 4)) je tomu naopak. Proto v daném pfi-
pad¢ pro uréeni obsahu plochy je potieba seCist integraly z funkce g — f na intervalech
(0, 1), (a2, a3) aintegraly z funkce f — g na (o1, a2) a (a3, 4):

S = /0 () — faNdr + [ (g) — £(0)) da

a2

+ / () — g(x)) dx / (f(x) — g(x)) d. (4.34)

JelikoZ se v integralech Ctyfikrat vyskytuje stejny vyraz, je vhodné vypocitat neurcity
integral

/(f(x) g dy = / (x3 e+ B 2) o



4.6. GEOMETRICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU 49

/( 5 6x? 411 6)d x4 12)(3+ 11x2 6
== X — 0X X — X = — — — b6x
4 3 2

a nisledné dosadit odpovidajici meze:
o o]
| e - senax == [ (7 - g ax
0 0

x4 12x3 11x2 !
- (= - + — 6x

4 3 2

a3 4 3 2
/ (g(r) — f(x))dx = (% SEC.PL 6x)

@2 x4 12x3 11x2 1

— dx = [ = — -6 = —,

/a 1 (f(x) —g(x))dx ( 1 st x) =3
4 x4 12x3 11x2 Y1 12 11 9
— d = _— —6 = - — — _— = —,
L(f(x} g(x))dx (4 ) X) Ti173 3 1

a z (4.34) obdrzime
S_9+1+1 9_210_5
4 4 4 4 4

PRIKLAD 4.18 (parametricky zadand kiivka). Vypoctéme plochu ohranic¢enou elip-
sou s poloosami a a b.
Rovnice takové elipsy je

G-

pro dany ucel je v§ak pohodlnéjsi jeji parametrické zadani:
X =acost, y = bsint, (4.36)

kde 0 <t < 2m.Z obr. 4.10a je ziejmé, Ze vzhledem k soumérnosti je hledané plocha
S rovna 45, kde Sy znaci plochu sektoru lezicitho v prvnim kvadrantu. Pro Sy plati

S0:/ ydx, (4.37)
0

kde y znaci odpovidajici funkci proménné x, jez tento usek grafu popisuje (tj. y jako
funkci nezdvisle proménné x). Abychom nemuseli vyjadfeni této funkce explicitné za-
pisovat, pouzijme radgji parametrické rovnice (4.36); pak v integrandu vyhazi y dx =
—bsint d(a cost) = —ab sin® t dt. Piepoéitejme integra¢ni meze: pro x = 0 obdrzime
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cost =0, = %; prox =ajecost = 1,t. ¢t = 0. Pak obdrzime!®

a 0 0 z
SO:/ ydxz—/ bsintd(acost):—ab/ sinztdt:ab/ sin? ¢ dt
0 z 7 0
1 % 1 1 [z 1 1z
= —ab (1 —cos2t)dt = —mwab — - cos2tdt = —ab — - d (sin2t)
2 0 4 2 Jo 2 4 Jo

1
= —mab,
4

odkud S =4Sy = mwab.
Poznamenejme, Ze v pripade bezprostfedniho vyuZiti vzorce (4.37) bychom museli
z rovnice (4.35) vyjadfit
x2
-

y==b

coz by vedlo na integral

a X2 1
Sozb/ \/1——2dx:ab/ V1 —s2ds.
0 a 0

Zavedeme-li substituci s = sin¢, mdme ds = cos¢p dp,pros =0jet = 0,pros = 1
jet=72a

ab/ v1—s2ds—ab/ \/ 1 —sin? ¢cos¢d¢—ab/ cos® ¢ dg

1 1
= Eab/ (1 +cos2¢)de = —nab + ab/ cos 2¢ d¢p
0
1
= —mab,
4

odkud obdrzime stejny vysledek!® S = wab.

§4.6.2.... [...]

8pouzijeme vzorec sin® x = %(1 — cos 2x).
19Poznamenejme, 7e pro b = a obdrzime wa?, tj. plochu kruhu o poloméru a.
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(A)

OBRAZEK 4.10. Priklady rovinnych ploch

51






KAPITOLA 5

Nevlastni integraly

Existence urcitého integralu a jeho hodnota podstatné z4visi na vlastnostech funkce
na daném intervalu. MuzZe se stat, Zze primitivni funkci zndme, avsak urcity integral na
daném intervalu je nekonecny nebo vibec neexistuje. Takové piipady vyZaduji upies-
néni pojmu integrdlu a dpravu technik prace s nim.

§ 5.1. Motivace
Uved me nékolik motivacnich piikladi.
PRIKLAD 5.1. Vypoc¢téme integral
? dx
X3

JelikoZz pfislusny neurcity integral je

d 1
/—x = /x_3 dv = ——x2 4 C, 5.1)
x3 2

vyuzitim Newton-Leibnizova vzorce (4.2) snadno obdrZime

2_111_3
1 2\4 8

Obsah plochy zndzornéné na obr. 5.1a je tedy rovny %.

2 dx 1

. x3 2x2

PRIKLAD 5.2 (integrdl neexistuje). UvaZujme integral

/‘ Udx
-1 x3 .

Dosadime-li vyraz (5.1) do Newton-Leibnizova vzorce (4.2), obdrzime /_11 fc—’§ =
—ﬁﬂ_l = —%(1 — 1) = 0. Tento vysledek je vSak chybny, protoZe interval (—1, 1)
obsahuje bod 0, v némZ m4 funkce singularitu (mimo jiné, je naruSena jeji spojitost) a
nebyli jsme opravnéni Newton-Leibniziv vzorec pouZit.

Tento integral neexistuje a odpovidajici geometricky udtvar obsah nemd. Vskutku,

. , . . =€l dx 1 -1 __ 1 1 I dx _
pro libovolnd kladnd &; a & plati [_~ 55 = —5z1-, = 51 — E) a \/‘BQF =

53
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17 150000 1

0.8 100000 4

50000
0.6

0.41 -

| — 1

-50000
0.2

-100000 A

-150000 -

) J7 &=3 ) [ %x neexistuje

OBRAZEK 5.1. Integrdl z —5 na riiznych intervalech

—5zle, = 5(55 — 1). Budeme-li v t&chto vzorcich hodnoty &; a &, neomezené zmen-
2

Sovat, vychazi

) ¢ dx 1 . 1

lim — = = lim (1 — —) = —00, (5.2)
e—0+ J_4 x3 2 e—0+ g2

im [l (L) =4 (5.3)
Jm = s () = -

a pro f_ll &, coz by dle (4.4) m&lo byt souctem ffl La fol 49X tak obdrzime

Udx
—3200—00.
1 X

Tomuto neurCitému vyrazu V§ak nemtZeme smysluplnym zpisobem prifadit hodnotu
€ d 14

ani kdybychom integralem [’ ;& rozum@li limitu souctu [ X+ [ B proey, &, —

0+, nebot’ takové limita neex1stuje.

_L
Vskutku, bud’te ¢; = nLZ ag, = }l kden =1,2,.... Pak f_{’z i—é = %(1 —n?)a

1 »
1 i—’; = 2(n — 1), odkud mame

—e d d
/ —§+/ —x:—(l—n2)+ (n—l)———n(n—l)—> —00, n —> 4oo.
-1 X %x

Vezmeme-li naopak ¢; = }l ag, = niz, obdrzime

Tndy fldx 1
— + — = ynn—1) > 400, n— +oo.
-1 X 1 2
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Chovani vyrazu f ! dx T + f & x; pro &1, &, — 0+ tudiZ podstatné zavisi na rychlosti s

) ol
jakou se €; a &, blizi k 0 a o limité pfi €1, £, — 04 proto nelze mluvit. Integral f_l fc—’§
tedy neexistuje ani v tomto smyslu.'

PRIKLAD 5.3 (nekonecny obsah plochy). Vypoctéme obsah plochy ohranicené kfiv-

kou s rovnici y = tgx, osou x a pfimkami x = 1, x = 7.

PoZadovany obsah plochy udava urcity integral flg tg x dx, ktery vSak konecnou
hodnotu nem4.

Vskutku mdme (cosx)’ = —sinx, odtud d(cosx) = —sinxdx a sinxdx =
— d(cos x) a proto (implicitné provadime substituci cos x = ¢ a pouzivame (4.7))

T

T . T T
2 2 sinx 2 1 . 2 1]
tgxdx = dx = sinxdx = — d(cos x)
1 1 COSX 1 Ccosx 1 COsX

T

2 Ed
= —/ d(Incos x) = —Incos x|/ (5.4)
1
= — lim Incosx 4+ Incos 1. (5.5)
x—>5—
Zde vyraz Incos 1 md smysl, protoZze cos1 =~ 0.54 > 0. AvSak cos 7 = 0, tudiz
limx_% In cos x neexistuje a limx_%_ Incosx = lim;— ¢+ Int = —oo. Odtud vzhle-

dem k (5.5) obdrzime?

%
/ tgx dx = 4o0. (5.6)
1

Poznamenejme, Ze funkce x + tgx neni v bod€ 7 spojitd. Geometricky vztah (5.6)
znamend, Ze plocha zndzornénd na obr. 5.2a ma nekonecny obsah.

PRIKLAD 5.4 (integrdl neexistuje). UvaZujme integral

2
/ tg x dx.
1

Vime, Ze [tgxdx = In|cos x| + C a miZe se zdat, Ze stali jen pouZit Newton-

Leibnizlv vzorec (4.2), tj. v (5.4) misto |1% dosadit meze |3; pro [ 12 tg x dx by ndm tak
vysla hodnota — Incos x|? = Incos 1 —Incos 2. Posledni vyraz viak nemd smysl, nebot’

'Rovnosti (5.2), (5.3) znamenaji, Ze pro nevlastni integraly f 153 2 1;1" plati [ 0 d_x = —o0,

fol d—x = +00. Podivame-li se na obrazek 5.1b, vznika intuitivni predstava 7e ,velikost* nekoneéna je
v obou dvou piipadech stejnd (plochy pod (—1,0) a nad (0, 1) jsou sobé rovné) a Ze by prece mohlo
platit f_ll i—§ = 0, definujeme-li tento integrdl néjak jinak. Ze vztaht (5.2), (5.3) plyne, Ze skute¢né
bude tomu tak, rozumime-li tento nevlastni integral ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty, tj. f_ll ;—’; =
limeor (/5 5 + /| &)

Tento integrdl je tzv. nevlastni: funkce x + tgx je spojitd vSude na otevieném intervalu (1, 5) a
neni viibec definovana v jeho pravém koncovém bodé 7. Proto integrdl /; 1% tg x dx miZeme chéapat pouze

ve smyslu limity limb_%_ / Ib tg x dx; ta vsak, jak jsme jiZ zjistili, je nekoneCna.
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807
701

60
60

40+
501

40 20

301 0

|~

20 ~204

10 -401

0 J ~60

0]
(A) fO% tgxdx = +o00 (B) f02 tg x dx neexistuje

OBRAZEK 5.2. Integrdl z tg x na riznych intervalech

cos2 ~ —0.42 < 0. V ¢em je problém? Z obrazku 5.2b vidime, Ze interval integrovani
(1,2) obsahuje bod 7, v némZ se narusuje spojitost funkce (a neni funkce vibec defi-
novdna). Vzorec (4.2) zde pouZit nesmime, navic integrdl ani neexistuje; argumentovat
1ze podobné prikladu 5.2.

PRIKLAD 5.5 (integrace per partes, singularita v konci intervalu). Vypoctéme inte-

grél
1
/ In x dx.
0

Stejné jako v prikladu 4.2 pouZijeme integraci per partes:
1 1 1 1
/ Inxdx = (xInx)y —/ xd(nx) = (xInx)| —/ x—dx
0 0 o X

1
= (xlnx)|(1)—/ dx =In1— lim xInx —1 = —1. (5.7)

0 x—>0+
Rozdil je v3ak v tom, Ze dosazeni meze 0 v (x Inx)|} vyZadovalo pouZiti jednostranné
limity, protoZe hodnota In 0 neni definovédna a limy_,¢4+ In x = —o0. Zde jsme odvodili
limy—o4 xInx = limy_ o4+ %* = 0 podle 1’'Hopitalova pravidla; hodnota limity je 0,

nebot’ limy_o+ (inl—)?/ = limy_ o+ % = —limy_o+ x = 0.

Z (5.7) 1ze rov);léi odvodit, Ze p160ha rovinného tutvaru ohrani¢eného kiivkou s rov-
nici y = Inx, osou x a pifimkami x = 0, x = 1 (viz obr. 5.3b) je rovna fol |Inx|dx =
1, kde kvili nespojitosti funkce x +— Inx v okoli 0 urdity integrdl musime tlumocit v

tzv. nevlastnim smyslu: fol |Inx|dx = lime_o4 /. 81 | In x| dx.
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0 1 0

-0.14

-0.21

-0.31

0.4

-0.54

-0.6

(A) fll Inxdx = %(an —1) (B) fol Inx dx = —1 (nevlastni!)
2
OBRAZEK 5.3. Integrél z In x na riznych intervalech

§ 5.2. Zavedeni nevlastniho integralu

Myslenky pouzité pfi analyze uvedenych prikladi vedou na prirozené definice ne-
vlastnich integrald.

§ 5.2.1. Nevlastni integral s nekonecnymi mezemi. Bud’ f funkce, jez je de-
finovdna na intervalu [a, +00), kde @ € R. Necht integral | ab f(x)dx existuje pro
libovolné velké b > a.

DEFINICE 5.1. Existuje-li limita integralt fab f(x)dx pri b — +o00, pak hodnota
této limity se nazyva integralem funkce f v mezich od a do +o0:

+o00 b
j f(x)dx = bEwaa f(x)dx.

Toto je nevlastni integrdl s nekone¢nou horni mezi. Je-1i limita kone¢na, fiké se, Ze
integrél konverguje (v opacném ptipadé, tj. kdyZ limita je nekoneCna nebo neexistuje,
integral diverguje).

Podobnym zptisobem zavadime integral ffoo f(x)dx, kde je f definovana na in-
tervalu (—oo, b]. Existuji-li integraly | C+°° f(x)dx a [ f(x)dx pro n&jaké ¢ € R,
jejich souctem definujeme nevlastni integral

+o00 +oo ¢
f(x)dx = f(x)dx+/ f(x)dx.

Integraly z prikladii 5.1 a 5.2 jsou nevlastnimi integraly ve smyslu definice 5.1.

+00 dx
/; x“

[

PRIKLAD 5.6. Integral
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konverguje pro @ > 1 a diverguje v opacném piipadé.
Necht' « # 1. Pak
b dx . xl—ot b

lim — = lim = lim
b—>+oo J1 X% botoo 1 —alt  botool —«

(' —1). (5.8)

Z (5.8) plyne, Ze limp_, 1o |, 1b i—’é

a < 1. Nakonec pro o = 1 plati
b ax

lim — = lim (Inb—1Inl) = 4o0.
b—>+oco J1 X b—>+o0

dx

. b
= -Loproa > 1lalimpye [} & = +00 pro

§ 5.2.2. Nevlastni integral z neomezené funkce. Bud’ f funkce definovana na
intervalu (a, b) (—oo < a < b < 400), neomezend v pravém okoli* bodu @ a omezena
na kazdém intervalu (a + ¢, b), kde & > 0 je libovoln¢ male kladné Cislo.

DEFINICE 5.2. Existuji-li vSechny integraly fab+8 f(x) dx pro libovolné mald ¢, in-

. b L R . 1o
tegralem fa f(x) dx rozumime jednostrannou limitu téchto integrald pro ¢ — 0+:

b ' b
/a f(x)dx = 81_1)1314_ [a+8 f(x)dx.

V pripadé existence konecné limity integrdl konverguje, jinak integral diverguje.
Bod a, kde neni funkce f omezena, nazyva se singuldrnim bodem této funkce.

Podobnym zplisobem definujeme integral fab f(x)dx v pripadé, kdy je f neome-
zend v okoli bodu b:

b b—e
[ rewac=tim [T e

Jestlize obé meze a a b jsou pro f singularnimi body, zavadime integral rovnosti

/abf(x)dxZ/acf(X)dxwL/cbf(x)dx, (5.9)

kde ¢ je n&jaky bod intervalu (a, b) a integraly fac f(x)dx a [ Cb f(x)dx chapeme v
uvedeném vyse smyslu. Rikdame, Ze integrdl (5.9) konverguje, jestlize konverguji oba
integraly souctu (v opacném piipad¢ integral diverguje).

Integrily z prikladd 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 jsou nevlastnimi integraly z neomezenych
funkci tohoto typu.

PRIKLAD 5.7. Integrél
Udx
o X%
konverguje pro @ < 1 a diverguje v opacném pripadé.

3Tj. neomezend na (a, a + €), kde ¢ je malé kladné Cislo
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Necht' o # 1. Pak

ld
. X . _
lim — = lim (l—a1 “).
a—0+ J, x“ a—0 1 —«
U 1 . 1
a tudiz limg o4+ fa i—ﬁ = ﬁ proa < 1 alim;_ o+ fa fc—ﬁ = +oo pro @ > 1. Pro
o = 1 obdrzime .
lim — = lim (Inl—1Ina) = +o0.
a—>0+ J, X a—0+

§ 5.2.3. Nevlastni integral z neomezené funkce s nekonecnymi mezemi. Tento
druh nevlastnich integrald vznika kombinaci integralti dvou predchozich typt.

DEFINICE 5.3. Je-li funkce f : (a, +00) — R neomezend v pravém okoli bodu a,
. 2 400 . v
integrdlem [ " f(x)dx rozumime soudet

+o00 +o0

f(x)dx=/cf(x)dx+ f(x)dx,

a

kde ¢ je n&jaky bod* intervalu (a, 4+00).

Integrély typu [ a+°° f(x)dx, kde f je neomezena v okoli néjakého bodu b > a,

zavadime rovnosti
+o0

b
F(x)dx = / it [ feds,

kde fab f(x)dxa [, b+°° f(x) dx rozumime ve smyslu definici 5.1 a 5.3.

400
PRIKLAD 5.8. Z prikladd 5.6 a 5.7 plyne, Ze integral

oo dx

diverguje pro libovolné «.

4Pak se dokéze, Ze na volbé bodu ¢ vysledek nezavisi.
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