Zéklady elementarni teorie ¢isel
Karel Lepka

Uvodni slovo autora

Vyznamny némecky matematik Karl Friedrich Gauss napsal, ze ma-
tematika je kralovnou véd a teorie cisel je kralovnou matematiky:.
Jeho neméné slavny kolega Kronecker pak tvrdil, Ze prirozena cisla
jsou od Boha a vse ostatni je dilem lidskym. Je skutecnosti, ze bez
¢isel by matematika nebyla matematikou. Samoziejmé Ze jiz ne-
povazujeme ¢isla za zéklad svéta jako Pythagoras a jeho skola, ale je
pravdou, ze ¢isla maji v matematice hlubsi vyznam nez je pocitani.
V tomto textu se zaméifime predevSsim na mnozinu prirozenych
a celych ¢isel, pricemz se pro zacatek nebudeme poustét do slozitych
teorii, jak tyto ¢iselné mnoziny definovat. Mnozinu prirozenych ¢isel,
kterou v textu budeme oznacovat symbolem N, budeme definovat
intuitivné jako pocet prvka koneéné mnoziny. Mnozinu ¢&isel celych
budeme v textu uvadét symbolem Z a budeme ji rozumét puvodni
mnozinu N, kterou doplnime o ¢isla zaporna a o nulu. Zaporna cisla
budeme opét interpretovat intuitivné, napiiklad jako dluh ¢i teploty,
pii nichz se voda méni za norméalnich podminek v led. Opravdovou
matematickou teorii ¢iselnych mnozin si naznac¢ime az v zavéru to-
hoto textu.

V naésledujicich kapitolach si ukdzeme nékteré vlastnosti mnozi-
ny c¢isel prirozenych a celych. Jelikoz je tento text primarné urcen
studentum pedagogické fakulty, budeme se snazit, aby text byl
ctivy, ackoliv se nebudeme piilis odchylovat od letitych zvyklosti,
podle nichz se podobné texty pisi, tedy ono eukleidovské definice,
véta, dukaz. Text je doplnén i ilustraé¢nimi ¢i motivacnimi priklady
a také praktickymi aplikacemi. Moznd bude ¢tenar prekvapen, jak
blizko mé tato teorie blizko kazdodennim zivotu. Ctendi zde sa-
moziejmé najde i feSené priklady a také fadu uloh, aby si mohl te-
orii procvi¢it. Nezapomeneme ani na historické odkazy, jelikoz kdo
neznd historii néjakého oboru, muze mu tézko porozumét. V zave-
recné kapitole jsou uvedeny i nékteré véci, které s teorii ¢isel piimo
nesouviseji, ale pii vyuce matematiky na zdkladnich skolach mo-



hou byt uciteluim uzitecné, neb podle minéni autora je nutnou
podminou dobré vyuky matematiky této védé vdechnout poezii a
humor. Autor nepredpoklada, ze se tento spisek dostane do rukou
ortodoxnim matematikum. Pokud se tak presto stane, tak se jim ve-
lice omlouva. Ponoime se tedy do tajemného svéta ¢isel a zacnéme
hledat zajimavé vlastnosti a prekvapujici souvislost.

Nez tak uc¢inime, slusi se na tomto misté podékovat vsem, kdo
mi byli ndpomocni pfi sestavovani tohoto textu. Jmenovité uvadim
prof. RNDr. Ladislava Skulu, DrSc. a RNDr. Helenu Durnovou,
PhD, kteti pozorné text precetli a svymi pripominkami notné piispéli
k jeho zlepseni.

V Brné na svatek Tii kralu 2021 Karel Lepka



Kapitola 1

Teorie délitelnosti

Tuto kapitolu zacneme letitou zertovnou hadankou. Babicka ma pét
vnoucat a dvanact jablicek. Jak to ma udélat, aby vSechna vnoucata
byla spravedlivé podélena? Spravnd odpovéd je, Ze jim udéla strudl.
Ve vyse uvedeném piipadé babicka jinou moznost nema, pokud by
vSak ptikoupila dalsi tii jablicka, tak by kazdému vnouckovi dala tti
jablicka a mohla by si usetfit praci se strudlem. Babicka ovsem muze
dvé jablicka détem zatajit, ta zbudou a opét vnuky spravedlivé
podeéli, tentokrat ovSsem kazdého jen dvéma jablicky. Jak vyplyva z
uvedeného prikladu, nékdy se nam podafi mnozinu prvku rozdeélit
na nékolik disjunktnich podmnozin, z nichz kazda obsahuje stejny,
predem dany pocet prvku, nékdy vsak takové rozdéleni mozné neni.

Pojem délitelnost bude hlavnim tématem této kapitoly. Seznami-
me se i s dalsimi dulezitymi pojmy jako prvocislo a ¢islo slozené, nej-
mensi spoleény nasobek a nejveétsi spolecny délitel. Dale se seznami-
me s kritérii délitelnosti a pozname i Eukleiduv algoritmus.

1.1 Zakladni pojmy a véty

Jak jiz bylo feceno v iivodnim slové, budeme prirozené ¢islo chapat
jako pocet prvku jisté kone¢né mnoziny. Pojem délitelnosti lze vzta-
hnout i na éisla zdporné, nebot i velky dluh muZeme rozdélit na
nékolik mensich.! Dosti vsak jiz ptikladi, zacnéme s vlastnim tex-

'V matematice je nutné i piirozené &islo piesné definovat. Jednu moznost
ukdzal italsky matematik Giuseppe Peano (1858-1932), viz napf. [12], str. 168.
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tem. Start vSak bude netradi¢ni, nezahajime ani axiomy ani definici,
nybrz rovnou vétou.

Véta 1.1 Necht a,b € Z, pricemz b > 0. Pak existuji celd &isla q,
r s vlastnosti
a=bqg+r, 0<r<hb. (1.1)

Cisla q,r s uvedenymi vlastnostmi jsou uréena jednoznacneé.

Dikaz: Dukaz provedeme ve dvou krocich. Nejdrive dokazeme exis-
tenci ¢isel g 7, pro néz plati vztah (1. 1). Ozna¢me symbolem M
mnozinu vsech celych ¢isel m tvaru

m = a — bt,

kde t je celé cislo s vlastnosti a — bt > 0. Ziejmé je mnozina M
podmnozinou mnoziny celych nezapornych ¢isel. Snadno se presvéd-
¢ime, ze je neprazdna. Je-li @ > 0, polozime ¢ = 0 a mame m =
a—00 =a > 0. Pro a < 0 staci polozit t = a. Pak je m =
a —b.a =a(l —b) > 0. Mnozina celych nezapornych ¢isel je dobte
uspotradand, proto mnozina M mé nejmensi prvek, ozna¢me ho r,
je r > 0 a existuje celé ¢islo ¢ =t tak, ze plati

0<r=a—-b-gq=—a=b-q+r.
Pokud by bylo » > b, pak bychom méli
0<r—b=a-0b-(g—1) € M.

Avsak je r — b < r, coz je spor s tim, ze 1 je nejmensi prvek (¢islo)
mnoziny M.

Dukaz jednoznac¢nosti provedeme opét sporem. Predpokladejme,
ze plati a = bq, + r1 a soucasné a = bgs + 9. Odecteme-li od druhé
rovnice prvni, obdrzime 0 = b(qs — q1) + 7o — 11, tedy 9 — 11 je
nasobkem b. Jelikoz vsak je |ro — 71| < b, musi platit 71 = 75 a tedy
g1 = qo.

Uloze, ve které se ma k dané dvojici celych ¢isel a, b najit dvojici
¢isel ¢, v spliujici vztah (1. 1), se tika déleni; ¢islo a nazyvame

Jiny zpusob lze najit napifklad v publikaci [10]. Jak zavést ¢isla celd se lze
do¢ist mj. v ¢lanku [4].
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délenec, ¢islo b deélitel. Zaméirme nyni svou pozornost na ¢islo r. Pro
r > 0 mluvime o déleni se zbytkem. V tomto pripadé je q castecny
podil a r je zbytek. Je-li r = 0, mluvime o délent beze zbytku; ¢islo
q se nazyva podil. Rikdme téz, ze ¢islo a je délitelné éfslem b, coz
budeme znacit b|a a ¢ist b déli a. Stejny smysl ma i formulace a je
nasobkem b.

Poznamka 1.1 Pozor! Zbytek je vidy cislo nezdaporné, tedy —41 =
11.(—4) + 3, nikoliv —41 = (=3).11 — 8.

Poznamka 1.2 Predpoklad b > 0 neni pro délitelnost celijch cisel
nezbytny. Pokud bychom vsak predpoklddali pouze b # 0, pak musime
vyZadovat platnost nerovnosti 0 < r < |b|

Plati néasledujici véty:

Veéta 1.2 Je-li a nasobkem m a je-li soucasné m nasobkem b, pak
a je nasobkem b.

Véta 1.3 Jsou-li v rovnosti typu a; +as+. .. +a, = by +bs+...+0bs
vsechny cleny s vijjimkou jednoho ndsobkem cisla k, pak i tento clen
je nasobkem tohoto cisla k.

Poznamka 1.3 Této vety se nekdy vyuzZiva pri reseni ulohy typu
dokazte, Ze jisty vyraz je délitelny cislem k. Je-li V.= Vi + V4 +
...+ Vi a vsechny scitance na prvé strané jsou deélitelné cislem k,
jge v vyraz V- délitelny cislem k.

Véta 1.4 Necht alb a a|c. Pak a|(bx + cy) pro libovolnd celd ¢isla
Tay.

Duslekem této véty je skutecnost, ze pokud ¢islo a déli cisla b
a ¢, pak déli i jejich soucet a rozdil.

Véta 1.5 Necht alb. Pak albc, kde ¢ je libovolné celé cislo.

Véta 1.6 Necht alb a soucasné blc. Pak alc.
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Této vlastnosti se ika tranzitivita. Dukazy téchto tvrzeni jsou
snadné a doporucujeme, aby si je ctenai udélal jako cviceni.

Naskytd se otdzka, jak poznat je-li ¢islo a délitelné ¢islem b. Ve
véku poéitacu a kalkulacek se zdd byt nejjednodussi tato cisla prosté
vydélit. Autor ma sice velky obdiv k moderni vypocetni technice,
presto vSak ani tato si neumi s mnoha otézkami teorie ¢isel poradit.
V nékterych piipadech by bylo nasazeni této techniky zbytecné, asi
jako jit s kanonem na vrabce, nebot délitelnost muZeme poznat
mnohem snadnéji. Uvedeme si proto nékolik kritérii pro délitelnost
¢isel, zejména pro piipady, kdy je délitel malé cislo.

Veéta 1.7 Prirozené cislo n je délitelné:

a) dvéma, je-li posledni cifra sudd,

b) tremi, je-li jeho ciferny soucet délitelny trems,

c) étyrmi, je-li jeho posledni dvojcisli délitelné ctyrmi,
d) péti, je-li jeho posledni cifra 0 nebo 5,

e) Sesti, je-li sudé a deélitelné 3,

f) sedmi, je-li dvojndsobek poctu stovek zvétseny o posledni dvojcisli
délitelny 7,

g) osmi, je-li posledni trojéisli délitelné 8,

h) deviti, je-li jeho ciferny soucet délitelny 9,

i) desiti, je-li jeho posledni cifra 0.

Dikaz: Kazdé prirozené cislo n lze v dekadické ¢iselné soustave
vyjadrit nasledujicim zpusobem:
n = Cklok + -4 62102 + 6110 + Co,
kde ¢; € {0,1,2,...,9} a ¢t # 0. Z tohoto vyjadireni okamzité
plynou tvrzeni a), ¢), d), g) a i).

Necht
S=c,+--+tctc+t+o

je ciferny soucet ¢isla n. Pak je
n—s= (10" —1)cg + -+ 99¢; + 9c;.

Jelikoz kazdy scitanec na pravé strané je délitelny deviti a stejné
tak je délitelné deviti ¢islo s, musi byt délitelné deviti i ¢islo n. Tim
je dokazéno h) a soucsné i b).
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Zbyva dokazat kritérium pro délitelnost sedmi. Dvojnasobek
stovek cisla n zvétseny o posledni dvojéisli je roven

m = 20k10k_2 + -+ 202 + 1001 + Cp-

Rozdil
n—m=98¢,10"2 4+ ... + 98¢,

je délitelny sedmi, protoze 7|98. Jestlize plati 7|m, je i ¢islo n
délitelné sedmi.

Kritérium délitelnosti sedmi je oproti zbyvajicim pomérné kom-
plikované a pro praxi neptilis vhodné. Uvedeme jednoduchy ptiklad.
Chceme-li zjistit, zda je ¢islo 7056 délitelné sedmi, musime postu-
povat nasledujicim zptisobem. 70.24+56=196. 196:7=28. Cislo m je
délitelné sedmi, je tedy i 7056 délitelné sedmi. Existujii jind kritéria
pro délitelnost sedmi, le¢ problematiku slozitosti nefesi. Kritéria pro
délitelnost dvojcifernymi prvocisly mensimi nez dvacet muze ¢tendar
najit napt. v 2| na str. 31 resp. 164.

Nyni si uvedeme nékolik 1loh na délitelnost c¢isel.

Priklad 1.1 Urcete, jaky den bude za 39 dni, je-li dnes streda.
Reseni: 39=7.5+4. Za 39 dni bude nedéle.

Piiklad 1.2 Dokazte, Ze vjraz a(a + 1)(2a + 1) je délitelny 6 pro
libovolné celé cislo a.

Resent: a(a+1)(2a+1) =ala+1)(a+2+a—1) =
a(a+1)(a+2) + a(a + 1)(a — 1). Oba scitance jsou sou¢inem tif
po sobé jdoucich ¢isel, jedno z nich musi byt délitelné 3 a nejméné
jedno musi byt délitelné 2.

Piiklad 1.3 Dokaste, Ze pro kazdé n € N plati 169|333 — 26n —
27.

Reseni: Upravme nejdtive prvni ¢len daného vyrazu.

33n+3 — 27n+1 — (26 + 1)n+1
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. Pouzitim binomické véty pak obdrzime

| 1 1
(26 + 1) = (”g )26”+1+ (”Jlr >26”+...+ (Zfl)%%r

1 1
+<n+ >26+ ("+ )260
n n—+1

Je ztejmé, ze vSechny cleny tohoto rozvoje s vyjimkou poslednich
jsou délitelné 169, nebot obsahuji minimalné druhou mocninu éisla
26 = 2.13. Posledni dva cleny pak davaji 26m + 27 a tudiz se vyrusi
s poslednimi dvéma ¢leny daného vyrazu.

1.2 Nejvétsi spoleény délitel, nejmensi
spolecny nasobek

V této casti budeme tesit dva problémy. Budeme hledat nejvétsi
¢islo, které soucasné déli nékolik ruznych ¢isel a naopak nejmensi
¢islo, které je soucasné délitelné nékolika ruznymi ¢isly.

Def. 1.1 Kazdé celé cislo, délici soucasné cela ¢isla a,b, ..., se
nazyvad jejich spolecnym délitelem. Je-li aspon jedno z uvedengch
cisel ruzné od nuly, pak je pocet jejich spolecnijch déliteli konecny,
a tedy jeden z nich je nejvétsi. Ten se nazyjvd nejvétsim spolecnym

delitelem éisel a,b, ... 1l a budeme ho znadcit (a,b, ..., 1). Tato ¢isla
a,b,... 1 se nazgvaji nesoudélnd, je-li (a,b,... 1) = 1. Je-li kazdé
z ¢isel a,b,...,l nesoudélné s kaZdym druhych z nich, pak cisla
a,b,....l se nazyvaji po dvou nesoudélnd. Zreyme cisla po dvou

nesoudélnd jsou vidy nesoudélnd; v pripadé dvou cisel se pojmy
nesoudeélnd a po dvou nesoudélnd shoduyi.

Piiklad 1.4 a) (15,18,63) = 3 b)(15,21,28) =1 ¢)(11,18,25) =1
V pripadé b) jsou uvedend cisla nesoudélnd, avsak ne po dvou ne-
soudélna. Je totiz (15,21) = 3, (21,35) = 7 a (15,35) = 5.
Naproti tomu v pripadé c) jsou i po dvou nesoudélnd, nebot je
(11,18) = (11,25) = (18,25) = 1.
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V dalsich tvahéch se budeme zabyvat jen nejvétsim spolecnym
délitelem dvou cisel, pro jednoduchost a z tspornych duvodu bu-
deme pouzivat zkratky NSD. Pokud tato ¢isla nejsou prilis velka,
pak obycejné nalezeni NSD nebyva piilis slozité, nebotf se ndm
podaii rozlozit obé ¢isla na soucin prvocinitelu (viz dusledek véty 1.
8) a pak vybereme vybereme ty, které jsou pro obé éisla spolecné.
NSD je pak jejich souéin.

Piiklad 1.5 Urcete NSD ¢isel 153 a 258. Plati 153 = 32.17 a 258 =
2.3.43. Je tedy (153,258) = 3.

Ne vzdy se nam podafi najit NSD tak jednoduse, zejména pro
velkd éfsla je mnohdy obtizné najit byt jednoho délitele, natoz
provést jeho rozklad na prvocinitele, prikladem budiz ¢isla Ferma-
tova, o nichz se vice dozvite v oddile 5. 2. Ptejme se tedy, zda pro
nalezeni NSD neexistuje néjaky jiny postup; idealni by bylo, po-
kud by se jednalo o algoritmus. Odpovéd zni, Ze takovy algoritmus
existuje a je pojmenovan po feckém matematikovi Eukleidovi.?

Méjme tedy prirozend Cisla a a b, bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze a > b. Podle véty (1. 1) plati a = bqg + r. Spole¢ny
délitel ¢isel a a b musi délit také zbytek » = a — gb a tedy kazdy
spolecny délitel cisel b a r je rovnéz délitelem cisla a. Plati

(a,b) = (b, q).
Zavedeme-li oznaceni a = ng, b = ny a r = ny, ma tato rovnice tvar
(TL(), nl) - (nh n2>-

Nyni mohou nastat dva pripady: Je-li no = 0, je n; hledany nejvétsi
spolecny délitel ¢isel ng = a any = b. Je-li ny # 0, musime délit ¢islo
ny Cislem ny a cely proces zopakovat. Obdrzime systém rovnosti

(no,m1) = (n1,n2)

(n1,m9) = (n2,n3)

(ng,m3) = (n3,n4)
(nk—l, nk) = (nk> Nit1)

2Eukleides z Alexandrie zil ve 3. stoleti pi. Kr. Ptisobil v alexandrijském
Museionu (domu Miz). Je autorem dila Zaklady, v némz shrnul veskeré tehdejsi
matematické védomosti.
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Jelikoz je n; 41 je zbytek po déleni n,;_; ¢islem n; pro (i =1,2,... k)
a mnozina N je dobte usporadana, musi platit

ny>ng...> 0.

Musi byt ng1 = 0 a (ng_1,n%) = ng. Podle predchozich tvah
obdrzime
(n()?nl) - (nl,nQ) - ... = (nkfljnk)) = nk);
odkud
(n07 nl) = (a, b) = Ng.

NSD je tedy nejvétsi nenulovy zbytek v Eukleidové algoritmu.
Piiklad 1.6 Urcete nejvétsi spolecny deélitel ¢isel 1512 a 110.

Reseni: Pouzijeme Eukleidiv algoritmus postupného déleni, ¢imz
obdrzime 1512 = 13 x 110+ 82; 110 = 1 x 82+ 28; 82 = 2 x 28 4 26;
28=1x26+42;26 =2 x 13. (1512,110) = 2.

Piiklad 1.7 Urcete nejuétsi spolecny delitel cisel 988 a 35.

Reseni: Podobné jako v predchozim piikladé vyuzijeme Eukleidiv
algoritmus. 988 = 28 x 354+ 8; 35 = 4 x 8+ 3; 8 = 2 x 3 + 2;
3=1x2+1;2=1x1+4+1;1=1x1+0.(988,35) = 1, tato ¢isla
jsou nesoudélna.

Priklad 1.8 Dokazte, Ze dvé po sobé jdouci cisla jsou nesoudélnd.

Reseni: (a,a + 1)=(a,a + 1 — a)=(a,1)=1.

1.3 Prvocisla a c¢isla slozena

V této casti se seznamime s pojmem prvocislo a ¢islo slozené. Dale
uvedeme zékladni vétu aritmetiky a nékteré aplikace.

Def. 1.2 Uvazujme prirozend cisla vetsi nez jedna. Kazdé ma ale-
spon dva délitele, totiz jednicku a sebe sama. Nenajdeme-li jiZ Zad-
ného dalsiho délitele, pak se toto ¢islo nazyjvd prvocislo. V opacném
pripadé mluvime o cislech slozenych.
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Jednicku nezarazujeme ani do jedné skupiny, presné v souladu
s pythagorejskou skolou. Ackoliv se zda, ze se jednd jen o matema-
tickou hifcku, byt velmi krdsnou, neni tomu tak. Uméni rozeznat
prvocislo a ¢islo slozené ma v praxi velky vyznam, jak o tom bude
pojednéano v dalsim textu. Pouziti slova uméni neni od véci, ne-
bot zejména ma-li ¢islo velky pocet cifer, je jeho rozklad na soucin
prvocinitelu (faktorizace) mnohdy velmi obtizny.

Pro mal4 éfsla muzeme vyuzit Eratosthenova sita®. Dejme tomu,
ze mame nalézt vSechna prvocisla mensi nez 100. VSechna cisla
sefadime podle velikosti a nejprve ponechame dvojku a vyskrtame
vSechny jeji nasobky. Po této operaci je prvnim nevySkrtnutym
¢islem trojka, vyskrtdme tedy vSechny jeji ndsobky (pokud nejsou
jiz vyskrtnuty pii predchozi operaci). Timto zpusobem postupujeme
tak dlouho, az narazime na nevyskrtnuté c¢islo vétsi nez deset, to
jiz skrtani konéi a vSechna nevyskrtnuta ¢isla jsou prvocisla. Mozna
se ptate, pro¢ neskrtame nasobky ¢isla jedenact. Inu je to proto,
ze mame jistotu, ze jsou jiz Skrtnuty. Obecné lze fici, ze hledame-li
prvocisla timto zpusobem, tak eliminace konci pii nalezeni prvocisla
vétstho nez je v/n, kde n je nejvétsi ¢islo na seznamu.

Véta 1.8 (Pruni véta Eukleidova). Necht a,b € N, p je prvocislo
a plab. Pak pla nebo plb.

Dikaz: Jestlize pla, jsme s dukazem hotovi. Pokud p nedéli a, je
(a,p) = 1. Pak existuji celd ¢isla = a y tak, ze plati ax + py = 1.
Vynasobime-li obé strany této rovnice ¢islem b, obdrzime abx +
pby = b. Jelikoz oba scitance na levé strané jsou délitelné p, musi
byt délitelné cislem p i ¢islo b.

Dusledkem je skutecnost, ze kazdé prirozené ¢islo n > 1 lze
jednoznacné rozlozit na soucin prirozenych mocnin prvocisel p; <
P2 < ... < p,. Plati tedy

.

_ k1 ke kr ;i

n = p;' P -"p/—sz-’
i=1

3Eratosthenes z Kyrény, mezi 272 a 276-194 pi. Kr., fecky matematik, astro-
nom, geograf, ale téz basnik a spravce alexandrijské knihovny. Hledani prvocisel
provadél na voskovych tabulkach, ¢isla nevyskrtaval, ale vymazaval, takze ta-
bulka pak skutecné pripominala sito. Zméfil téz zemsky polomér.
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Prvocislo p; se nazyva prvocinitel. Nasleduje véta o jednoznacnosti
rozkladu ¢isla na prvocinitele.

Véta 1.9 Jestlize

pepsE e =gy
kde p1 < po < -+ < Prqn < @2 < --- < (s jSou prvocisla
a rs,a; P €N, pakr=s,p;=q, aq =0; prokaZdéi=1,...,r.

Diikaz: Nechf m = pips2---por n = ¢'¢8* - ¢% a nechf m =
n. Jestlize néjaké prvocislo p déli m, pak podle Prvni Eukleidovy
véty prvocislo p musi délit p, pro néjaké k € {1,...,r}. Z definice
prvocisla vsak plyne, ze p = px. Protoze m = n, musi p délit také

néjaké ¢ pro [ € {1,...,s} a stejnym zpusobem dostaneme, ze
p = q. Odtud plyne, Ze p, = ¢. Jelikoz prvocisla p; a g; jsou
sefazena podle velikosti, musi platit py =¢1,...,p, = ¢ ar =s.

Predpokladejme déle, ze ay > [; pro néjaké ¢ € {1,...,r}.
Vydélime-li rovnost m = n ¢&islem p”, obdrzime

i—Bi

p?l...pqu ...p?T:pll...pg...pr7

coZ je spor, nebot leva strana rovnice je délitelnd p;, zatimco prava
strana timto ¢islem délitelnd neni. Analogicky postupujeme v pii-
padé, ze oy < B;. Je tedy a; = f3; pro vSechna i € {1,...,7}.

Véta o jednoznacnosti rozkladu prirozeného ¢isla na prvocinitele
se nam zda samoziejma, existuji vsak algebraické struktury, v nichz
neplati. Napiiklad v télese Q(i\/g) tato véta neplati, nebot 21 = 3.7
a (14 2iv/5)(1 — 2iy/5). Zakladni véta aritmetiky je také jednfm
z duvodu, pro¢ nepovazujeme jednicku za prvocislo. Pokud by tomu
tak bylo, tak by v rozkladu nebyla jednoznacnost exponentu.

Polozime-li si otdzku, kolik je prvocisel, odpovéd nalezneme
v Eukleidovych zakladech, kniha 9, tvrzeni 20. Toto tvrzeni uve-
deme nejdiive v modernim znéni.

Véta 1.10 (Druhd Eukleidova véta.) Prvocisel je nekonecéné mnoho.

Dukaz: Dukaz provedeme sporem. Budeme predpokladat, ze prvo-
¢isel je konecné mnoho. V tom piipadé je muzeme vyjmenovat, bu-
dou to ¢isla py, pa, ..., ps. Vynasobme je mezi sebou a pripoc¢téme
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jednicku. Takto vzniklé ¢islo m = pips---p, + 1 neni ani jedno
z uvedenych prvocisel, ani neni nékterym z téchto prvocisel délitel-
né. Délime-li totiz ¢islo m kterymkoliv z uvedenych prvocisel p;,
obdrzime vzdy zbytek jedna. Je zde spor a proto je prvocisel ne-
konecné mnoho.

Poznamenejme, ze zkonstruované c¢islo m je nékdy prvocislo
(2.3.5.7+1=211), jindy je to zase ¢islo slozené (2.3.5.7.11.134+1=
30 031=59.509). Podivame-li se do Zakladu, zjistime, ze Eukleides
tuto vétu uvedl v ponékud jiném tvaru. Jelikoz fec¢ti matematikové
pojem nekonecna ve smyslu jak ho chapeme dnes nepouzivali, mu-
seli vety formulovat opisem. Tvrzeni tedy zni: Prvocisel je vic, nez
dané mnozstvi prvocisel. Dukaz pak je stejny, jak je uvedeno vyse,
jen pocet znamych prvocisel je mnohem nizsi, Eukleides si vystacil
se tremi.

1.3.1 Pythagorejské trojice

Pythagorovu vétu ovlada kazdy, kdo se jen trochu potkal s geome-
trii. Kazdy zednik si umi udélat vingl (pravy uhel) tak, ze tii laté
s délkami v poméru 3 : 4 : 5 spoji v trojihelnik a vi, ze hledany
pravy uhel je oproti nejdelsi lati. Pythagorova véta se obvykle uvadi
slovné, fikame ze obsah ¢tverce nad preponou se rovnd souctu ob-
sahu ¢tvercu nad obéma odvésnami. Takto formulované tvrzeni ma
ovsem tvar implikace a Pythagorova véta nés ke konstrukei pravého
uhlu vyse uvedenym zpusobem neopraviuje. Da se vSsak dokazat,
ze 1 obracenda implikace je spravna, plati tedy nasledujici véta:

Véta 1.11 Trojuhelnik s délkami stran a, b, ¢ je pravouhly s pre-
ponou délky ¢ pravé tehdy, kdyz plati ¢ = a* + b2.

Def. 1.3 Necht pro usporddanou trojici ¢isel [a, b, c] plati a*+b* =
c2. Tuto trojici nazjvdme pythagorejskd trojice a trojihelnik s témi-
to délkami stran pythagorejsky trojuhelnik. JestliZe navic tato ¢isla
nemaji spolecného délitele d > 1, mluvime o primitivni pythago-
rejské trojici.

Odpovéd na otdzku jak sestavit libovolnou pythagorejskou tro-
jici nalezneme jiz u Diofanta.?.

4Diofantos z Alexandrie 7l ve 3. stoleti. Z jeho hlavniho difla Aritmetika se
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Veéta 1.12 Usporddand trojice prirozengch cisel [a,b, c| je primi-
tivnt pythagorejskou trojici tehdy a jen tehdy, existuji-li nesoudélnd
prirozend ¢isla m > n opacné parity tak, Ze bud

a=m?—n? b= 2mn, c=m?+n?

nebo

a = 2mn, b=m?—n? c=m?+n’

Cisla m a n jsou uréena jednoznacneé.

Dikaz neni obtizny, avsak pro jeho délku odkazujeme Ctenéte
napf. na publikaci [2]. Ani Diofantos nebyl prvni, kdo se zabyval
témito trojicemi, jejich tabulky byly pouzivany jiz ve staré Ba-
bylénii. S pythagorejskymi trojicemi se v teorii ¢isel setkdvame
pomérné casto. Zavérem uvedeme jednu jejich aplikaci, kterou po-
prvé uvedl (a ziejmé i dokdzal) P. Fermat.

Véta 1.13 Zddné cislo tvaru 4k — 1 pro k € N nend souctem dvou
Ctvercu celych cisel.

Dikaz: Dukaz je snadny, pokud si uvédomime, ze sudé cislo je
tvaru 2/ a liché 2m + 1. Jejich ¢tverce jsou pak 412, resp. 4m? +
4m + 1 = 4n + 1. Soucet dvou Ctvercu muze byt tvaru 4k, 4k + 1
¢i 4k + 2, nikdy nemuze byt tvaru 4k + 3 = 4(k + 1) — 1. Z vyse
uvedeného vyplyva, ze ¢islo tvaru 4k — 1 neni ani ¢tvercem celého
¢isla.

1.4 Vlastnosti prvocisel

Uvodem rozsitime definici délitelnosti.

Def. 1.4 Pro prirozend c¢isla j, m a n vekneme, Ze m? presné deli
n, a budeme psdt m?||n, jestlize m’|n, ale m’*' fn. Pro j =0 bude
symbol m®||n znamenat, Ze m fn.

Dokazeme vétu, kterd uvadi vztah mezi prvocisly a binomickymi
koeficienty (kombina¢nimi ¢isly).

zachovala jen Cast.
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Veéta 1.14 Prirozené cislo n je prvocislem pravé tehdy, kdyzn déli
(Z) pro kazdé k € {1,...,n—1}.

Dukaz: Necht n je prvocislo. Pro k € {1,...,n — 1} je n — k mezi
¢isly 1 an— 1. Cislo n nedéli ani k! ani (n — k)!, ale déli n!. Jelikoz
(Z) = #lk),, je toto cislo délitelné n. Predpokladejme naopak, ze
n je sloZzené a necht p je nejmensi prvocislo, které deli n. Tedy je

l<p<na
(n)zn(n—l)---(n—pqu). (1.2)
p plp—=1)---2-1
Dale predpoklddejme, Ze p’||n pro néjaké piirozené &islo j. Mezi
p postupné jdoucimi ¢&isly n,n — 1,...,n — p + 1 je pravé jedno

deélitelné p. Protoze p | n, plati p/ (n — 1)(n — 2)---(n — p + 1).
Plati tedy p/|n(n —1)---(n —p+1) aziejmé i p||p(p — 1) ---2- 1.
Podle (1. 2) dostaneme, ze p’~*||("). Ale n f (7), protoze p/||n.

1.5 Ijlohy k procviceni

1.1. Druhou mocninu kazdého piirozeného ¢isla je mozné napsat
bud ve tvaru 4k nebo 4k + 1. Dokazte.

1.2. Jestlize soucasné plati a|b a b|a, pak je |a| = |b|. Dokazte.

1.3. Otec se synem jeli na dovolenou z Brna do Chorvatska autem.
Jelikoz cesta je dlouha, rozhodli se, ze se budou kazdych 80
km v Tizeni stiidat. Kdo tidil auto pti ptijezdu do Splitu, je-li
vzdalenost Brno - Split 888 km?

1.4. Necht a — b je ndsobkem ¢isla c. Pak i a® — b" je nasobkem c.
1.5. Dokazte, ze pro libovolné prirozené ¢islo n plati 9|4™ +15n—1.

1.6. Dokazte, ze rozdil ¢tvercti dvou po sobé jdoucich lichych ¢isel
je délitelny osmi.

1.7. Soucet ti{ po sobé jdoucich tfetich mocnin pfirozenych cisel
je nasobkem ¢isla 9. Dokazte.
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1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.
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Soucet ¢tvercu dvou po sobé jdoucich ¢isel zmenseny o jednu
je délitelny ¢tyimi. Dokazte.

Cislo n® + 11n je délitelné Sesti pro libovolné n. Dokazte.
Cislo 22"+ 41 je délitelné tiemi. Dokaite.

25/1 Vyraz n(n* + 35n2 4 24) je délitelny 60 pro kazdé celé
n. Dokazte.

Dokazte, ze vyraz 22713 7" 4 375" je délitelny 13.

Dokazte, ze vyraz V = n*(n* — 4)(n?> — 16) je pro sudé n
délitelné 11520.

Dokazte, ze zadné prvocislo vétsi nez 5 nelze uvést na tvar
N = m* + 4n*.

Dokazte, ze éisla tvaru 344 — 4373 jsou délitelnd 17.

54+ (n+2)®
2

Dokazte, ze ¢islo ™ je pro celd n vzdy celé a slozené.

Dokazte, ze vyraz V = 241 — 227 _ 1 je délitelny deviti pro
vsechna n € N.

Dokazte, ze zadné ¢islo A,, = 4" + 5 neni soucasné délitelné 7
a9.

Vysledky

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Staci si uvédomit, Ze prirozend ¢isla jsou bud sudd tvaru 2k
nebo licha tvaru 2k — 1, k € N.

alb = b = ka, bla = a = Ib. Je tedy b = k(Ib). Cisla a a b
jsou tedy bud stejnd nebo opac¢na.

888=11x80+38. Pti prijezdu do Splitu tidil ten, kdo nefidil pti
odjezdu z Brna.

a® = b= (a—b)(a"t +a" 2+ -+ "),
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1.5. Dukaz provedeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Volba
n = k+1 dava po tprave 4¥+15k—1+43.4¥4+-15. Prvni t¥i cleny
jsou podle predpkoladu délitelné deviti, dalsi dva upravime
nasledovné. 3(4F —1+6) =3(4 — 1)(4" 1+ 42+ ... +1)

1.6. (2k+1)2 — (2k — 1)? = 8k

1.7. (n—1+n3+(n+1)* = 3n(n?+2). Je-li 3|n, jsme s dikazem
hotovi. V opa¢ném piipadé je n =3k + 1, resp. n =3k +2 a
snadno se dokaze, ze vyraz v zavorce je délitelny tfemi.

1.8. (n+1)>+n*—1=2n(n+1)

1.9. n® +11ln = n(n* =1+ 12) = (n — 1)n(n + 1) + 12n. Lze
pouzit i matematickou indukeci. Prvni krok je zfejmy, volba
n = k+ 1 dava po tpravé k® + 3k? + 3k + 1 + 11k + 11.
Vyraz 3(k* + k + 4) je délitelny Sesti, nebot druhd mocnina
zachovava paritu a soucet dvou lichych ¢isel stejné jako soucet
dvou sudych ¢isel je ¢islo sudé.

1.10. 22141 = 2(2" —1)(2"+1)+3. Cisla v zdvorkach se lisi o dvé
a jsou lichd. S vyuzitim znamych vzorcu pro rozklad souctu
druhych mocnin zjistime, ze pravé jedno z nich je délitelné
tfemi. Pro n sudé je to to mensi, pro n liché to vétsi.

1.11. Vyrazy A =n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) aB=n(n—1)(n—
2)(n — 3)(n — 4) jsou délitelné 120, nebot predstavuji soucin
péti po sobé jdoucich celych cisel. Jejich aritmeticky prumeér
je roven zadanému vyrazu a ten je tudiz délitelny 60.

1.12. Vyraz upravime 8.4".7"+5.3".5"=13.28"—5.28"+5.13"=13.28" —
5(28™ — 15™). Oba scitance jsou délitelné 13.

1.13. n = 2k. V = 64k*(k* — 1)(k* — 4) = 64k*(k — 1)(k — 2)(k +
1)(k+2).Soucin péti po sobé jdoucich ¢isel je délitelny 3, 4, 5.
Navic trojka je v ném obsazena dvakrat. Bud je k = 3 nebo
jsou trojkou délitelné soucasné vyrazy k—2ak+1¢ k—2a
k+1. Vyraz V je tedy délitelny ¢islem 64 x 9 x4 x 5 = 11520.
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1.14.

1.15.
1.16.

1.17.

1.18.
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Cislo N = (m? + 2n?)? — 4m?®n?, coz lze psat jako N = [(m +
n)? +n?|[(m —n)? +n?]. Jelikoz N je prvocislo, musi byt bud
prvni nebo druhé zavorka rovna 1. To je mozné jen pro n = 0
am = 1nebom =mn = 1. Prvni moznost dava N = 1, druha
pak N =5.

BdnHd _ g3n48— 1nHl _G4nH (81— 64) (81" +81" 1 x 64+.. ).

Pouzijeme-li znamy vzorec pro rozklad souctu tietich mocnin,
3 3
obdrzime %:(n +1)(n? + 2n + 4).

Vo=2.2n_222n4 92 _1=(22"—1)(2?"*1+1). Opét vyuzijeme
vzorce pro rozklad souctu ¢i rozdilu mocnin. Navic pro n = 3k
an = 3k+1 je délitelny 27.

Je-li ¢fslo soucasné délitelné 7 a 9, je délitelné 63 = 43 — 1.
Plat{ 4" +5 = 43(4"345)—5(43—1), tedy A,, = 64A,,_3—5.63.
A, tedy bude délitelno 63 kdyz i A,_3 bude délitelno 63. Ale
ani jedno z ¢isel Ag =6, A =9 a Ay = 21 neni délitelno 63.



Kapitola 2

Neékteré funkce pouzivané
v teorii ¢isel

V této kapitole se zminime o nékterych funkcich, které se zhusta
pouzivaji v teorii ¢isel. I my se v tomto textu budeme s témito
funkcemi setkavat, je proto nutné, abychom poznali jejich definici
a zakladni vlastnosti.

2.1 Funkce [z], {z}

Prvni funkci, s niz se seznamime, je celd cadst, kterou oznacujeme
[] a kterd je definovana nésledujicim zpusobem:

Def. 2.1 Cela cast redlného cisla x jako nejvétsi celé cislo, které
neni vetsi neZ x.

Tak napiiklad [10]=10, [16,12]=16 a [r]=3. Uvedeme i piiklady pro
¢isla zaporna. [-4]=-4, [-5,2]=-6. Vsimnéme si, ze pro ¢isla kladnd
je cela cast v absolutni hodnoté vzdy mensi nebo rovna absolutni
hodnoté daného c¢isla, kdezto u ¢isel zadpornych je tomu naopak. Je
to obdobné jako v pripadé délitelnosti ¢isel. Délime-li dvé kladna
¢isla, je soucin délitele a (netdplného) podilu vzdy mensi nebo ro-
ven délenci. Délime-li naproti tomu zaporné ¢islo kladnym, je abso-
lutni hodnota souc¢inu délitele a (netiplného) podilu vzdy vétsi nebo
rovna absolutni hodnoté délitele.

19
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Aby se desetinnd ¢ast realného cisla necitila odstrcend, definu-
jeme i lomenou ¢dst ¢isla x.

Def. 2.2 Lomend c¢dst redlného éisla x je rozdil x — [x]. Lomenou
¢ast znacime {x}.

Jako piiklady uvedeme ¢isla {4} = 0, {1,6} = 0,6 a {—6,26} =

0,74.7Z definice celé a lomené ¢asti plyne, ze lomena cast je vzdy

nezaporné ¢islo (podobné jako zbytek), zde navic plati 0 < {z} < 1.
Jako priklad vyuziti této funkce uvedeme nasledujici vétu.

Veéta 2.1 Mocnitel, s kterym je dané prvocislo p obsazeno v soucinu

n!, je roven
n n n
-BlBl
p p p

Dikaz: Pocet soucinitelu sou¢inu n! je [%}, mezi nimi je [17}

nasobku ¢isla p?, mezi témito pak zase _5 | ndsobki cisla p? atd.

Soucet uvedenych éisel tedy d4 uvedeného mocnitele, nebot kazdy
¢initel soucinu n!, ktery je ndsobkem ¢isla p™, avsak ne &isla p™*1,
pocita se uvedenym zptisobem m—krat jako ndsobek prvocisel p, p?,
pmt

Piiklad 2.1 V é&isle 5! je prvocislo 2 s exponentem 3, nebot [g] +
[2] =241 =3. Snadno se vidi, Ze 5! = 600 = 23.3.5%. V ¢isle 57!
je pétka s exponentem [%7] + [%} = 11+2 = 13. JelikoZ trinactka je
povazovdna za ¢islo nestastné, ovéreni pres kanonicky rozklad délat
nebudeme, ¢tenari v tom vsak nebranime.

2.2 Soucty vztahujici se na délitele ¢isla

Velmi dulezitou tlohu v teorii ¢isel hraji multiplikationi funkce.
Tyto funkce muzeme definovat néasledujicim zpusobem:

Def. 2.3 Funkce ¥(a) se nazjvd multiplikationt, je-li definovdna
pro wvsechna prirozend cisla, pricemz alespon pro jednu hodnotu
a je nenulovd. Soucasné musi platit ¥(ajas) = 9(a1)¥(aq), je-li
((ll, 0,2) =1.

1V publikaci [11] jsou exponenty mylné uvedeny jako koeficienty.
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Piikladem multiplikativni funkce je mocnina pfirozeného ¢isla,
nebot plati ajai = (a1a2)®. S dalsimi multiplikativnimi funkcemi
seznamime c¢tenare v dalsi ¢asti kapitoly, nez vSak k tomu dojde,
uvedeme jesté nekteré dalsi vlastnosti multiplikativni funkce.

Véta 2.2 Necht 9(a) je multiplikationd funkce. Pak plati 9(1) = 1.

Diikaz: Podle definice musi existovat alespon jedno prirozené ¢islo,

pro néz je funkce nenulovd, necht je to ag. Pak mame 9(ag) =
Y(1.ag) = (1) (ay).

Véta 2.3 Necht ¥1(a) a92(a) jsou multiplikationd funkce. Pak také
funkce ¥o(a) = V91(a)V2(a) je funkce multiplikativnd.

Dukaz: 1) 190(1) = 191(].)’[92(1) =1
2) Predpokladejme, ze je (ai,as) = 1. pak je

190((11&2) = 191(611@2)192(a1a2) = 191(&1)?91(&2)192(@1)192(@2) =

= 791 (al)ﬁg(al)ﬁl (ag)’ﬁg(ag) = 190(&1)’[90((12).

Véta 2.4 Necht ¥(a) je multiplikationi funkce a a = p}*ps? ... po*
je kanonicky rozklad ¢isla a. Pak plati

D () = (L+0(p1) + 9(p7) + ... + () ...
dla

(L+9(pe) +9(0}) + - .. +9(pp*))- (2.1)
Je-li a =1, pak v prava strana je rovna jedné.

Diikaz: Roznasobime-li vyraz na pravé strané, dostaneme soucet
sCitancu tvaru

I(P)I(P5?) .. O(pF) = I ps? ... (F);
0<p < a, 0< B <ay,..., 0 < Bk < ayg,

pricemz ani jeden takovy s¢itanec nebude vynechén a ani se nebude
opakovat, takze soucty na levé i na pravé strané budou stejné.
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Je-li ¥(a) = a®, ma predchozi rovnost tvar

S od = (14pi+p 4. +p0) (Lo P+ ) (2:2)
dla

Polozime-li s = 1, je levd strana rovnice (2.1) rovna sou¢tu vsech
deélitelu ¢isla a, ktery oznacime o(a). Pravou stranu lze zjednodusit,
takze obdrzime vztah pro soucet vSech délitelu cisla a:

aj+1 1 s+l 1 ap+1 -1
U(a):pl — P2 — L Pe — (2.3)
p1—1 p2—1 pe—1
Polozime-li s = 0, je leva strana rovnice (2.1) rovna poctu

delitelu cisla a, ktery oznac¢ime 7(a). Pocet vsech délitelu tedy
ur¢ime podle vzorce

7(a) = (aq + D)(ag+1)...(ag + 1) (2.4)

Piiklad 2.2 Necht a = 36. Pak jeho kanonicky rozklad je 36 =
2232 q jeho délitelé jsou ¢isla 1,2, 3,4,6,9,12, 18, 36. Secteme-li tato
¢isla, obdrzime 91. Nu a toto cislo dostaneme i pouzijeme-li pravou
stranu predchoziho vzorce 223%11333%11 Secteme-li vsechny délitele jako
kusy, dostaneme se k ¢islu 9. Ale také je (2+1)(2+ 1) = 0.

S funkcemi o(a) a 7(a) se budeme setkdavat v dalsim textu.

2.3 Mobiova funkce

2

Po piecteni definice Mobiovy?® funkce miuze se zdat, Ze je pro
teorii ¢isel zbytecnou. Nasledujici text ukaze, ze tomu tak neni.

2August Ferdinand Mébius (1790-1868), némecky matematik a astronom.
vzdéalenym potomkem Martina Luthera

3 August Ferdinand Mébius (1790-1868), némecky matematik a astronom.
Nejznaméjsi je po ném pojmenovand péaska, kterd ma jen jednu stranu. Je
vzdalenym potomkem Martina Luthera
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Def. 2.4 Necht a je celé kladné ¢islo. Mobiova funkce u(a) je de-
finovdna ndsledugicimi rovnostmi: u(a) = 0 je-li a délitelné druhou
mocminou prirozeného ¢isla n > 1 a p(a) = (=1)% v opacném
pripadé. Cislo k uddvd pocet prvociniteli ¢isla a.

Piiklad 2.3 Mobiova funkce ma pro vsechna prvocisla hodnotu —1,
napt. pu(2) = —1. Pro libovolnou mocninu prvocisla je tato funkce
rovna nule, ke stejnému vysledku se dobereme i v pripadé, Ze ka-
nonicky rozklad c¢isla a obsahuje alespon jednu mocninu prvocisia.
Je tedy u(9) = 0, u(343) = 0, u(245) = 0. V ostatnich pripadech
uZ musime pocitat prvocinitele, je tedy u(39) = 1, u(110) = —1
atd. JelikoZ ¢islo jedna na soucin prvocisel byt rozloZeno nemiize,
je u(1) = 0.

Véta 2.5 Necht ¥(a) je multiplikationi funkce a a = pJ*p3? ... po*
je kanonicky rozklad ¢isla a. Pak plati

Y dd(d) = (1= 9(p))(1 = 9(@)) ... (1= 9(py). (2.5
dla
Je-li a =1, pak @ pravd strana je rovna jedné.
Dikaz: Funkce u(a) je ziejmé multiplikativni, proto je multiplika-
tivni i funkce ¥ (a) = p(a)d(a). Vyuzijeme-li na tuto funkei identitu

(2.1) a uvazime-li, ze ¥1(p) = —V(p) a V1(p*) = 0 pro s > 1, jsme
s dukazem hotovi.

Dasledek 2.1 Volime-li 9(a) = 1, obdrzime

Su={ 07 20

dla ’

Dusledek 2.2 Volime-li ¥(a) = %, obdrzime

Z@: (1=5) (1=5) (1=5) 0 o (2.7)
dla

a=1
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2.4 FEulerova funkce

Tato funkce se bude v tomto textu vyskytovat velmi casto, je tedy
nejvyssi cas, abychom ji definovali a uvedli nékteré jeji vlastnosti.

Def. 2.5 FEulerova funkce p(a) je definovdna pro viechna prirozend
cisla a jako pocet téch cisel posloupnosti 0,1,...,a — 1 kterd jsou
nesoudélnd s a.

Priklad 2.4 ¢(1) =1, (2) =1, p(6) = 2, p(7) = 6, p(9) = 6,
0(13) = 12.

Ve vyse uvedenych piikladech jsme hodnotu Eulerovy funkce
stanovili pifimo z definice. V piipadé velkych ¢isel by tento po-
stup nebyl vhodny, je tedy na misté otazka, zda nelze hodnotu
této funkce stanovit jinym zpusobem. Tento problém fesi nasledujici
véta.

Véta 2.6 Necht a = p{'ps*...pe* je kanonicky rozklad éisla a.

Pak plati
()R () e

Dausledek 2.3 Je-li p prvocislo, pak je p(p) = p—1 a p(p*) =
pa _ pa—l.
Priklad 2.5 ¢(14) = 14(1 — 3)(1 —

p(512) = 83 — 82 = 448
p(11) =11 —1=10

) =6

Disledek 2.4 FEulerova funkce je multiplikations.

2.5 Priklady k procviceni

2.1. Vypoctéte mocnitele, s nimz je ¢islo 3 obsazeno v kanonickém
rozkladu 1024!

2.2. Naleznéte kanonicky rozklad ¢isla 18!
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2.3.
2.4.

2.5.

2.6.

Vypoctéte o(51450) a 7(51450)
Vypoctéte ¢(41) a ¢(1786050)

Kanonicky rozklad éisla je tvaru 29.7°, soucet délitelit pak
6000. Urcete ono c¢islo.

Stanovte nejmensi kladné ¢islo n = 22.p;.p, . . ., tak aby soucet
jejich délitelu byl 2n, 3n, 5n. p; jsou lichd prvocisla. 18/34.
Névod k feseni: Pro soucet délitelu plati

207 1 p2—1 p2—1
S(n): p1 Y25

ey

po uprave
e —D)(pr+1D).(pa+1)....

Vzhledem k tomu, ze cislo n je délitelné 29, je ziejmé, ze
prvocisel p; musi byt praveé o. Provéiime jednotlivé moznosti.

Vysledky

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

2.5.

508

216 38 5.7.11.13.17

o (51450) = 148800, 7(514500) = 48
40, 408240

6000 = (257)(Z57). Po tipravé mame 2°5.3%.52 = (2¢+1)(70+1),
Prvni zavorka musi byt liché ¢islo a navic o jednu mensi nez li-
bovolnd mocnina 2. Tomuto vyhovuje ¢islo 15 a a = 4. Zbyvaji
4000, coz je zase ¢islo o jednicku mensi nez ¢tvrta mocnina

sedmi, tedy b = 3.
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Kapitola 3

Diofantické rovnice

V nejstarsi cesky psané matematické ucebnici, jejimz autorem je
Ondrej Klatovsky a ktera vysla v roce 1530, nalezneme tuto tlohu:
Duvacet Sest osob na jednom kvasu propilo 88 penizkiu bilych. Pri
tom kvase byli muzi, Zeny a panny. Z muzu jedna osoba ddti méla
Sest penizki, z Zen ¢tyri penizky a z pannen dva. Kolik jest pii tom
cechu aneb kvasu muzu bylo, kolik Zen a kolik pannen. Potlacme
rozhoféeni, Ze se tohoto kvasu zicastnily i nevinné panny a pustme
se chuté do teseni. Tak jak je dnes zvykem, ozna¢me pocet muzi
x, pocet zen y a koneéné pocet pannen z. Timto ziskame prvni
rovnici * + y + z = 26. Spocitame-li této povedené spolecnosti
utratu, dojdeme k druhé rovnici 6x + 4y + 2z = 88. Vyjadiime-
li z prvni rovnice z a dosadime-li do rovnice druhé, obdrzime po
Upravé rovnici 2x + y = 18. Vidime, Zze a¢ mame jednu rovnici,
neznamé jsou dvé. Takovym rovnicim, v nichz se vyskytuje vice
neznamych, budeme tikat rovnice neurcité. Daleko castéji se vSak
uziva nazev rovnice diofantické, a to na pocest feckého matematika
Diofanta z Alexandrie, ktery se jimi zabyval.

3.1 Linearni diofantické rovnice

Abychom dovedli problém staroc¢eské hostiny ke zdarnému konci,
budeme se v této ¢asti zabyvat rovnicemi tvaru

ar + by = c, (3.1)

27
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kde a, b, ¢ jsou celd ¢isla, a,b # 0. Oznac¢me déle (a,b) = d nejvetsi
spolecny délitel ¢isel a a b.
Nejdiive se budeme zabyvat nejjednodussim piipadem, kdy ¢ =

0. Polozme A =%, B =% Rovnici (3.1) pievedeme na tvar
b B
a A’

pricemz posledni zlomek je v zakladnim tvaru.

Véta 3.1 Vsechna celociselnd reseni rovnice ax +by = 0 jsou dvo-
jgice c¢isel tvaru x = Bt, y = —At, kde t je libovolné celé cislo.

Dukaz tvrzeni prenechdvame ¢tenaium jako cviceni.

Piiklad 3.1 Reste rovnici 10z — 6y = 0.
Jelikoz (10,6) = 2, jsou TeSenim vSechny dvojice cisel x = —gt =
—3t, y= —%t = —bt, kde t je libovolné celé cislo.

Nyni obratime svou pozornost k piipadu ¢ # 0. Nejprve se
podivame, kdy mé rovnice feSeni.

Véta 3.2 Rowvnice ax+by = ¢ md teseni pravé tehdy, kdyz (a,b)|c.

Dikaz: Piedpokladejme nejdiive, ze dand rovnice ma feSeni, které
oznacime xy a o, plati tedy axg + byy = c. Z vlastnosti ¢isla d =
(a,b) plyne, ze déli levou stranu rovnice, musi tedy délit i pravou.

Predpokladejme nyni, Ze d|c. V tom pfipadé musi existovat celd
¢isla zg a yo takovd, ze plati axy + byg = d. Déle plati ¢ = de, kde
e je néjaké cislo. Polozme x1 = exy a y, = eyy. Ziejmé plati

axi + by = e(axg + byg) = ed = c.

Cisla 2, a y; jsou fesenim rovnice (3.1), ¢imz je dikaz ukoncen.
Hledejme nyni zpusob, jak rovnici (3.1) vyfesit. Jednou z mozno-

sti je vyuziti Eukleidova algoritmu a postup ukazeme na konkrétnim

piikladé. Nejprve si ukdzeme, jak vypada teseni, je-li ¢ = (a,b).
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Piiklad 3.2 Reste rovnici 21z + 15y = 3.
Jelikoz (21,15) = 3, md tato rovnice Teseni. Nejuétsi spolecny délitel
cisel 21 a 15 nalezneme Fukleidovym algoritmem.

21=15.1+6
15=62+3
6=32+0

Z predposledni rovnice vyjddrime 3, tedy nejvetsiho spolecného deélitele
cisel 21 a 15. Mame

3=151+6.(—2) (3.2)
Nyni vyjadiime z prond rovnice 6 a dosadime do (3.2), ¢imz obdrzime
3=15.1+[21.1 + 15(—-1)].(=2) = 21.(—2) + 15.3.
Jednim z Teseni dané rovnice je tedy x = —2 a y = 3.

Mnozina feseni diofantické rovnice se nezmeéni, vydélime-li vSechny
jejich koeficienty jejich spole¢nym délitelem. Pokud na pravé strané
je jiné ¢islo nez d a je-li rovnice feSitelna, musi byt ¢ = ed. Najdeme
tedy nejprve feSeni rovnice kdy prava strana je d a nalezené feseni
pak vynasobime cislem e.

Piiklad 3.3 Reste rovnici 21z + 15y = —6.

V predchozim prikladu jsme nalezli resent rovnice, kdy pravad strana
je rovna 3. Mdme —6 = 3(—2), je e = —2 a TeSeni nasi rovnice je
r=(-2)(-2)=4ay=3(—-2)=6.

Piiklad 3.4 Uved'te alespori jeden zpiisob, kterym lze vyplatit édstku
37 K¢ pouze dvoukorunovymi a pétikorunovymi mincemi. Mdame
resit diofantickou rovnici 2x + by = 37. ProtoZe cisla a a b jsou
nesoudeélnd, tak md rovnice vidy reseni. Dame-li na pravou stranu
jednicku, je 5 =22+ 1, tedy 1 =51+2(-2) axz = -2, y = 1.
Vyndsobime-li toto teseni cislem 37, ziskdme x = —T4 a y = 37.
Resend jsme tedy nasli, jenze je pro danou tlohu nepouZitelné. Je
nad slunce jasné, Ze se nemuzZeme spokojit s tim, Ze umime nalézt
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jedno teSend diofantické rovnice a musime se pokusit nalézt zpisob,
jak najit vSechna jeji resent.

Jedno tesent rovnice (3.1) nalézt umime, feknéme, Ze je to uspo-
Fadand dvojice (xo;yo). Necht i usporddand dvojice (r;s) je Fesenim
rovnice (3.1). V tom pripadé plati

ar + bs = ¢ = axg + by,
coZ muzeme uvést na tvar

a(r —xzg) = —b(s — yo)
a po vydéleni ¢islem d = (a,b) mdme

a b
Sr—20) = —=(s = o). (3.3)

Protoze (‘C—ll, C%) = 1, je zlomek § délitelem cisla s — yo a tedy

je s —yo = u§. Podobnou tivahou zjistime, Ze plati r — xy = t%,
pricemz u a t jsou celd ¢isla. Po dosazeni do (3.3) mdme

()b

tedy t = —u. Resenim rovnice (3.1) jsou tedy c¢isla
=1z + bt = 4 teZ (3.4)
r=xy+ — S=1Yp— — : .
0 d ) Yo d )

Necht naopak r a s jsou dvé libovolnd ¢isla tvaru (3.4). Dosadime-li
je do rovnice (3.1), mdme

b a ab,  ab
a (a:o + 3t) +b (yo - Et> = (ax0+byo)+gt—gt = azo+byy = c.

Ponékud jsme piehodili obvykly matematicky postup, nebot
vyse uvedené uvahy jsou dukazem nasledujici véty:

Véta 3.3 Necht xo;yo je redenim rovnice (3.1). Pak dvojice cisel
(r,s) je jejim Tesenim tehdy a jen tehdy, md-li tvar (3.4).
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Poznamka 3.1 Jsou-li oba koeficienty rovnice (3.1) zdporné, je
treba ji vyndsobit ¢islem (—1). Je-li zaporny jen jeden, dejme tomu
a, zavedeme substituci x = —z, ¢imzZ dostaneme rovnici s kladnyms
koeficienty. Po jejim vyreSeni se pak vrdtime k puvodni nezndmé.

Takto jsouce vyzbrojeni teorii, muzeme se pustit do vyreseni obou
predchozich tloh. Zaénéme ulohou penézni. Podle véty (3.3) budou
vSechna TeSeni ve tvaru

= —T4+5t  y=37—2t,

kde t je libovolné celé ¢islo. Jelikoz feSenim tlohy mohou byt pouze
c¢isla ptirozena, snadno se presvédcime, ze takova feseni dostaneme
pouze prot = 15,16, 17, 18. Ukolem bylo nalézt jakékoliv feseni, my
jako spravni ¢iselni teoretici si vybereme jediné prvocislo z nabizenych
moznosti. V tomto ptripadé muzeme 37 K¢ vyplatit pomoci je-
denacti dvoukorun a tii pétikorun.

Nyni jiz mame penize, a tak se muzeme vydat na kvas. I zde
pripadaji jako teseni tlohy pouze pfirozena cisla. Jelikoz snadno
zjistime, ze jedno z Teseni rovnice je x = 0, y = 18, muzeme obecné
feSeni psat ve tvaru z = ¢, y = 18 — 2¢. Snadno zjistime, ze tloze
vyhovuji pouze ¢éisla t = 1, ..., 8. Resen{ uvedeme ve formé tabulky.

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 16 14 12 10 8 6 4 2
z 9 10 11 12 13 14 15 16

Je zajimavé, ze Klatovsky uvadi pouze dvé teSeni, a to pripady
se Sesti a osmi muzi. Zarazejici je ovSsem skutecnost, kolik pan-
nen se onoho kvasu zicastnilo, vzdyt ve vice nez poloviné piipadi
panny kvasu kralovaly a vubec: Podle naseho minéni bylo mnohem

3.2 Diofantické rovnice vyssiho stupné
V predchozi ¢asti jsme se naucili Tesit diofantické rovnice linearni.

Muzeme s klidnym svédomim prohlasit, ze dovedeme vytesit kazdou
linearni diofantickou rovnici o dvou neznamych, pokud ovsem teseni
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ma. Ale i o TeSitelnosti téchto rovnic umime rozhodnout jedno-

znacné. S feSenim rovnic vysstho stupné je to ovSem mnohem ob-

nout je-li rovnice vubec TesSitelnd a jasame, nalezneme-li alespon

néjaké feseni. Z tohoto duvodu uvedeme jen dva typy rovnic, ovSem

kvantitu nahradime kvalitou a uvedeme uplné feseni téchto typu.
Nékteré rovnice lze prevést na tvar

(ax +by)(cx +dy) =k (3.5)

Predtim nez ukazeme zpusob reSeni této rovnice, zavedeme na-
sledujici pojem:

Def. 3.1 Celd cisla u a v se nazyvaji sdruZeni délitelé ¢isla w,
plati-li uw.v = w.

Prikladem budiz ¢isla 2 a 5, ktera jsou sdruzenymi déliteli ¢isla 10,
nebot 10=5.2. Nebo ¢isla -7 a 4 jsou sdruzenymi déliteli ¢isla -28,
jelikoz -28=(-7).4.

Jsou-li ¢isla x a y celo¢iselnym feSenim rovnice (3.5), tak cisla
ax + by a cx + dy jsou cela a navic jsou to sdruzeni délitelé cisla k.
Proto feSeni rovnice (3.5) najdeme nasledujicim zpusobem. Uréime
néjakého délitele cisla k, dejme tomu ze to bude k;. Nalezneme
sdruzeného délitele ky a polozime

ar + by = ky cr + dy = ko

To je ovSsem soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamych. Je-
li tato soustava fesitelnd, pak jsou ¢isla x a y urcena jednoznacné
a jsou to soucasné feseni rovnice (3.5).

Z uvedené metody vyplyvé, Ze rovnice typu (3.5) mohou mit
nejvys konecny pocet teseni. Pocet dvojic sdruzenych délitelu cisla
k je koneény a ke kazdé dvojici sdruzenych délitelt pifslusi bud
jedno, nebo zadné feseni.

Podivejme se na rovnici

-y =k (3.6)

Snadno se presvédéime, ze tato rovnice neni feSitelnd v pripadé
k = 4t + 2. Kazd4 mocnina celého &fsla je totiz bud’ tvaru 4s nebo
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4s+1. Pokud jsou obé mocniny stejného tvaru, je jejich rozdil tvaru

4t. Je-li 22 = 4s + 1 a y = 4v, je jejich rozdil 4t + 1. Je-li naopak

22 = 4s ay = 4v+1, je jejich rozdil 4t — 1 = 4w + 3. Naopak neni-li

k = 4t + 2, je rovnice vzdy teSitelna. Pro sudé k = 4t je x = %—l— la

Yy = %— 1. Pro liché k = 2s+ 1 jsou feSenim ¢islax = s+ 1 ay = s.
Podivejme se jesté na rovnici

a2 + ...+ ayx + ag = ky, (3.7)

kde a; a k jsou celd ¢isla. Skutecnost, ze jedna neznama se vyskytuje
pouze v prvni mocniné, bude pro dalsi ivahy dulezita.

Ne kazdé takova rovnice ma feseni, jak si ukazeme v nésledujicim
prikladu. Zkusme vyftesit rovnici

2 42 = 4y.

Jiz bylo zminéno, Ze druhd mocnina celého &isla je bud tvaru 4t
¢i 4t 4+ 1. Pricteme-li k obéma tvarum dvojku, nikdy nedostaneme
¢islo délitelné ctyrmi.

Nyni dokézeme jednu vétu, kterou budeme potiebovat pro feseni
rovnice (3.7).

Véta 3.4 Necht v = a+kt, kde a,k, t jsou celd ¢isla. Je-lim € N,
je x™ tvaru kKT 4 a™, kde T je celé cislo.

Diikaz: Dikaz provedeme matematickou indukei. Je-li m = 1, tak
tvrzeni evidentné plati. Budeme tedy predpokladat, ze tvrzeni plati
pro m = n a dokazeme, ze za tohoto predpokladu plati i pro m =
n—+ 1.

2" = (o + kt)" = (a + kt)"(a + kt).

Podle indukéntho predpokladu je (a + kt)™ rovno kL + a™, muzeme
tedy pokracovat v ipravach.

(kL +a")(a + kt) = kLa + k*Lt + kta™ + o™

Vytkneme-li z prvnich t¥i ¢lent k a oznac¢ime-li T' = La+ kLt +ta”,
je dukaz hotov.

Véta 3.5 Necht (zo,yo) je Tesenim rovnice (3.7) a t je celé éislo.
Pak ke kazdému cislu tvaru x = xo + kt existuje takové y, Ze (z,y)
je resenim rovnice (3.7).
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Dikaz: Pri dukazu vyuzijeme predchozi véty. Je-li (xg, yo) FeSenim
rovnice (3.7), mé mocnina tvar 7 = (xo+kt)’ tvar KT 4. Méme
tedy

an (o + kt)" + ...+ a(xo + kt) + ag =

an (KT, + 25) + ... + a1 (xo + kt) +ap =
k(a, T+ ... +art)+ (apxg+. ..+ a1zo+ag) = kT +kyo = k(T +yo).

Dvojice xo+kt, T +yo je FeSenim rovnice (3.7), ¢imz je dukaz hotov.

Tato véta nam tikda, ze zndme-li jedno feseni, umime najit ne-
konecné mnoho teseni, které tvoii tiidu. To je sice hezké, ale umime
néjakym zpusobem najit alespon jedno feseni rovnice (3.7)?7 Véta
(3.5) m4 jeden pro nas dulezity dusledek. Je-li rovnice (3.7) fesitelna,
pak existuje takové feseni, ze | X |<| k |. Skutecné, k danym
nezapornym celym ¢&islum g a k existuji nezdporna ¢isla s a r
takova, ze plati

xo = |k|s +, 0<r<|kl
tedy
0<wxzy—lkls =1 <|k|
Je-li £ > 0, polozime t = —s, pro k < 0 dame ¢t = s a obdrzime

¢islo X = 9 + kt < |k|. Nu a podle véty (3.5) existuje k tomuto
¢islu 1Y takové, ze dvojice (X,Y) je feSenim rovnice (3.7).

Diky tomuto dusledku muzeme odehnat chmury z cela. Staci
zjistit, zda nékteré z ¢isel 0,1, ..., |k| — 1 je feSenim rovnice (3.7).
Pokud se ndm to podaii, ma rovnice (3.7) nekone¢né mnoho fesent,
pokud ne, feSeni tato rovnice nema.

Piiklad 3.5 Reste rovnici 2° + 3z + 1 = 4y.

Do levé strany dosadime postupné ¢isla 0,1, 2,3. Vysledkem jsou
¢isla 1,5,11,19 z nichz ani jedno neni délitelné ¢tyrmi, tato rovnice
feSeni nema.

Piiklad 3.6 Reste rovnici 2° 4 2z + 4 = 4y.

Zde budeme mit jiz vice stésti. Dosadime-li do levé strany postupné
c¢isla 0, 1,2, 3, obdrzime 4,7,12,19; prvni a treti ¢isla v této radé
jsou nasobky ¢tyt, mame tedy dvé tridy teseni 4¢, 4t + 2.
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3.3 Ijlohy k procviceni

1

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

7 uvedenych rovnic vyberte ty, které jsou resitelné:
a) 7x + 3y = 2 b)18z + 40y = 3 c) 64z — T2y = 44
d) 15z + 35y = 100

Reste rovnici 152 — 20y = 100 Z3/40

172—2
15

Pro ktera z je vyraz celé cislo?

Jisty stafeSina vedl stoclenny rod. Po sklizni se jim rozhodl
dat 100 métic obili, pricemz muzi méli dostat 3 mérice, zeny
dvé a kazdé dité pul méfice. At fekne, kdo se domniva, ze vi,
kolik bylo muzu, kolik zen a kolik déti.

Ne¢jaky muz chtél za sto zlatych koupit sto zvirat. Naridil
svému sluhovi, at je velbloud koupen za pét zlatych, osel za
jeden zlaty a dvacet ovci za jeden zlaty. Rekni kdo chees, kolik
bylo za sto zlatych koupeno velbloudi, kolik osli a kolik ovei.

Ani mezi kleriky nepanovala rovnost, jak se muzeme presvéd-
¢it v této tloze: Néjaky biskup kézal rozdeélit klerikum 12
chlebu. Naridil, aby kazdy knéz dostal dva chleby, kazdy jahen
polovinu chleba a kazdy lektor ¢tvrtinu chleba, pricemz kle-
riktt bylo stejné jako chlebii. Rekni, kdo jsi s to, kolik muselo
byt knézi, kolik jahnu a kolik lektort.

Najdéte vsechny dvojice navzajem ruznych sdruzenych délite-
lu éisla 36.

Reste rovnici 622 — 5zy + y? = 21
Reste rovnici 222 + 3zy + y* = 35

Najdéte viechna celociselnd feseni rovnice 22 — 4 = 11y.

1Ulohy 3. 4. az 3. 6. nalezl jsem v publikaci [5]. Tuto pivabnou knfzecku
doporucuji vasi pozornosti nejen kvuli diofantickym rovnicim.
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3.11.

3.12.

3.13.
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Pro jaka z je vyraz x® + 2x + 2 ndsobkem ¢isla 1257
Pro jaké n je 6n + 2 tfeti mocninou celého ¢isla?

Cvicenci nastoupili do obdélniku, pficemz na jedné strané je o
pét cvicencu vic nez na druhé. Po skonc¢eni cviceni nastoupili
do c¢tyfstupu a odpochodovali z plochy. V posledni fadé vsak
jeden cvicenec chybél. Kolik cvicencu vystoupilo?

Vysledky

3.1.

3.2.
3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
3.8.
3.9.

3.10.

Resitelné jsou rovnice a) a d). Ve zbyvajicich pifpadech (a,b) J
c

r=-20+4t,y=-2043t,t € Z
r=1+15t,t€Z

m = —100 4 3t, z = 200 — 5¢, t = 34,...,39. Litera z znaci
zeny, tech na pismena s hackem nadava, caparty si laskaveé
dopoctéte sami.

Uloha vede na feseni rovnice 992+ 19y = 1900, kde x predstavuje
velbloudy a y ovce. Reseni mé tedy tvar & = zg + 19¢, y =
Yo — 99¢. Snadno uhodneme, ze g = 0 a yy = 100. Uloha
ma jediné Teseni pro t = 1, tedy 19 velbloudu, osel a 80 ovci.
Zejména v pousti feSeni rozumné.

Resfme rovnici 7Tk +j =36. k=541t j=1—Tt. Prot =0
je feSenim 5 knézi, jeden jahen a Sest lektoru. Formalné by
mohlo byt i feseni pro ¢ = —1, ale ze by pan biskup chtél
krmit neexistujici lektory?

236, -1; -18, -2; -12, -3; -9, -4: 9, 4: 12, 3; 18, 2; 36, 1.
[20,61], [4, 15], [4, 5], [20, 39] a dvojice ¢isel s opacnymi znaménky.
[—34,69]; [34, —33]; [-2, 9]; [2, 3] a dvojice ¢isel s opacnymi znaménky.

e =241ty =4t + 112 ax =9+ 11t,y = 7+ 18¢ + 112,
teZ
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3.11. © = 125t+ 113, t € Z. Tém, ktet{ provérili vSech 24 moznosti,
skldadam poklonu pro pracovitost. Jinak je zfejmé, ze x musi
byt liché. Vyjadiime-li x pomoci dekadického rozvoje a spoc-
teme-li vyraz na levé strané, zjistime, ze nekonci-li pétkou,
nema cenu takové ¢islo zkouset. Navic musime vyradit vSechna
x, ktera konci jednickou, protoze predposledni cifra je 0 nebo
5 a leva strana tudiz neni délitelna 125. Zbyva provérit jen
licha cisla konéici 3. Lenost je k nezaplaceni.

3.12. n=36t3+ 362 + 12t + 1, t € Z

3.13. Uloha nema feseni.
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Kapitola 4

Kongruence

V této kapitole se budeme zabyvat kongruencemi. Tento pojem za-
vedl do teorie ¢isel Gauss' a umozituje ndm zkracené zapsat dilezité
vztahy mezi ¢isly.

Def. 4.1 Nechf a,b,m € Z, pricemim > 1. Rekneme, Ze ¢islo a je
kongruentni s ¢islem b podle modulu m, jestlize m|(a — b), neboli
¢isla a a b ddvaji po deleni cislem m tyz zbytek. PiSeme a = b
(mod m).

Plat{ tedy, ze 14 = 39 (mod 5), nebot 5/(39 — 14). Naproti tomu
5 ) (27 — 14), piseme tedy 27 # 14 (mod 5).

4.1 Vlastnosti kongruenci podobné vlast-
nostem rovnic

7 definice plyne, ze kongruence jsou tranzitivni, tedy plati véta

Véta 4.1 Necht plati a = b (mod m) a soucasné b = ¢ (mod m).
Pak je a = ¢ (mod m).

Veéta 4.2 Kongruence podle téhoZ modulu je mozné clen po ¢lenu
scitat.

!Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl némecky matematik, fyzik a
astronom. Jeho dilo Disquisitiones arithmeticae, publikované v roce 1801, patii
ke stézejnim dilim ele mentarni teorie ¢isel-

39
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Dukaz: Necht a; = b; (mod m) a ay = by (mod m). V tomto
pﬁpadéje a; = b1+mt1 a g = b2+mt2 aaitas = b1+b2+m(t1+t2),
tedy a; + as = by + by (mod m). Dusledkem je, ze podobné jako u
rovnic lze v kongruenci prevadét z jedné strany na druhou. Jinymi
slovy ke kazdé strané kongruence lze pricist totéz cislo.

Veéta 4.3 Kongruence podle téhoZ modulu lze navzdjem nasobit.

Dikaz: Vyjadiime opét a; a as stejnym zpusobem jako v predcho-
zim pripadé, pak plati ajay = b1by + mN, kde N je celé ¢islo. Je
tedy ajas = biby (mod m). Dusledkem je, ze obé strany kongruence
muzeme umocnit tymz exponentem. Dalsim dusledkem je, ze obé
strany kongruence muzeme vynasobit tymz ¢islem, ndsobime totiz
evidentné spravnou kongruenci k = k£ (mod m). Na rozdil od rovnic
muze byt k£ = 0, i kdyz o smysluplnosti této operace lze s tispéchem
pochybovat.

Véta 4.4 Obé strany kongruence je mozno vydélit jejich spolecnym
delitelem, je-li nesoudélny s modulem.

Dukaz: Z podminek a = b (mod m), a = ayd,b = byd, (d,m) = 1
plyne,ze rozdil a — b, rovny (a; — b1)d, je délitelny ¢islem m. Proto
je a; — by je délitelné ¢islem m, tedy a; = by (mod p).

4.2 Dalsi vlastnosti kongruenci

Veéta 4.5 Obé strany kongruence i modul je mozno vyndsobit tymz
celym cislem.

Dikaz: Z a = b (mod p) plyne a = b+ mt, ak = bk + mkt a tedy
je ak = bk (mod bk).

Veéta 4.6 Obé strany kongruence © modul je mozno vydélit jejich
libovolnym spolecnym delitelem.

Diikaz: Necht a = b (mod p), a = a1d, b = byd, m = myd. Mame
a="b+mt, ayd = byd + mydt, a; = by + mqt, z cehoz plyne a; = by
(mod my).
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Véta 4.7 Plati-li kongruence a = b podle nékolika modulu, pak
plati i podle modulu, ktery je roven nejmensimu spolecnému nasobku
téchto modulil.

Dukaz je ziejmy, rozdil a — b je délitelny vSemi moduly, je tedy
délitelny i jejich nejmensim spolecnym nésobkem.

Véta 4.8 Plati-li kongruence podle modulu m, pak plati i podle mo-
dulu d, kde d je libovolny delitel c¢isla m.

Ditkaz je ziejmy nebot je-li rozdil a — b délitelny &islem m, je
délitelny i jeho libovolnym délitelem.

Veéta 4.9 Jsou-li jedna strana kongruence a modul délitelné kte-
rymkoliv c¢islem, pak je @ druhd strana kongruence délitelnda timto
cislem.

Diukaz: Plati a = b+ mt. Je-li m a a délitelné d, musi byt timto
Cislem délitelné i b.

Véta 4.10 Je-li a =b (mod m), pak (a,m) = (b,m).

Dikaz: Dukaz plyne z faktu, ze je-li a = b (mod m), pak mame
a = b+ mt. Kazdé cislo, které déli soucasné a a m musi délit i b.
Naopak kazdé cislo, které déli b a m musi délit a. Jelikoz to plati
pro libovolné ¢islo, plati to i pro nejvétsiho spolecného délitele.

4.3 Upln4 soustava zbytkua

Cisla kongruentni podle modulu m vytvéiejl tiidu ¢isel podle mo-
dulu m. Z této definice plyne, ze vem ¢islum tiidy odpovida jeden
a tyz zbytek r a ze vSechna cisla tiidy dostaneme, kdyz ve vyrazu
mq + r bude ¢ probihat vSechna celd ¢isla. V souhlasu s tim, ze r
muze nabyvat m ruznych hodnot, mame m tiid podle modulu m.

Libovolné ¢islo tiidy se nazyva zbytkem podle modulu m. Zbytek
ziskany pro ¢ = 0, ktery je roven samotnému zbytku r se nazyva
nejmensi nezaporny zbytek. Zbytek o s nejmensi absolutni hodnotou
se nazyva absolutné nejmensi zbytek. Pro r < % je zfejmé ¢ = r;
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pror > 7 je 0 = r—m; konecné je-li m sudé a r = 7 je za ¢ mozné
vzit kterékoliv ze dvou cisel § a —7.

Vezmeme-li z kazdé tridy po jednom zbytku, dostaneme upinou
soustavu zbytku podle modulu m. Nejcastéji se pouzivaji jako tplna
soustavu zbytkll nejmensi nezaporné zbytky, pripadné absolutné
nejmensi zbytky. Priklad: Uplnou soustavu zbytku podle modulu 5

miuzeme vyjadiit bud’ jako 0,1,2,3,4 nebo —2,—1,0,1,2.

Veéta 4.11 Libovolnych m cisel po dvou nekongruentnich podle mo-
dulu m vytvdri dplnou soustavu zbytku podle modulu m.

Véta 4.12 Necht (a,m) = 1 a x probihd tplnou soustavu zbytki
podle modulu m, pak ax + b, kde b je libovolné celé c¢islo, probihd
také uplnou soustavu zbytki podle modulu m.

Diikazy obou tvrzeni jsou snadné a ponechavame je na ¢tenari jako
cviceni.

4.4 Redukovana soustava zbytku

Cisla jedné a téze zbytkové tiidy podle modulu m maji s modu-
lem jednoho a téhoz nejvétsiho spoleéného délitele. TTidy obsahujici
zbytky nesoudélné s modulem tvoti redukovanou soustavu zbytka.
Redukovanou soustavu zbytku tedy muzeme sestavit z cisel iplné
soustavy, které jsou nesoudélné s modulem. Redukovanou soustavu
obvykle vytvaiime ze soustavy nejmensich nezapornych zbytku.
Ponévadz mezi ¢isly tiplné soustavy je jich pravé ¢(m) nesoudélnych
s modulem m, je pocet ¢isel redukované soustavy stejné jako pocet
tiid obsahujici ¢isla nesoudélnd s modulem ¢(m). Piiklad: Reduko-
vana soustava zbytku podle modulu 16 je 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,
jelikoz je modul mocninou dvojky, musime vynechat vSechny sudé
zbytky. Je-li modul prvociselny, pak je redukovana soustava zbytku
totozna s iplnou soustavou zbytku.

Véta 4.13 Libovolnijch p(m) cisel, po dvou nekongruentnich podle
modulu m a nesoudélnych s modulem, tvori redukovanou soustavu
zbytku podle modulu m.
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Véta 4.14 Je-li (a,m) = 1 a x probihd redukovanou soustavu zbyt-
ki podle modulu m, pak ax rovnéZ probihd redukovanou soustavu
zbytkd podle modulu m.

Dukazy obou vét jsou analogické dukazum vét 4. 11 a 4. 12 a
rovnéz je prenechdvame ¢tenafi jako cviceni.

4.5 Kongruence o jedné neznamé

V této kapitole budeme studovat kongruence obecného tvaru
f(x)=0 (mod m); f(z)=an2"+an 12" "+ ... +ap. (4.1)

Neni-li a,, délitelné ¢islem m, pak se n nazyva stupen kongru-
ence. Resit kongruenci znamend najit véechny hodnoty z, které ji
vyhovuji. Dvé kongruence, kterym vyhovuji stejné hodnoty z, se
nazyvaji ekvivalentni.

Poznamka 4.1 V pripadé polynomu musi byt koeficient u nejuyssi
mocniny ruzny od nuly. Zkuste si rozmyslet, co by se stalo, kdyby
mlay,.

Vyhovuje-li kongruenci (4.1) jist4 hodnota xq, pak ji vyhovuji
i vSechna ¢isla x spliujici kongruenci z = zy (mod m). Cela tato
ttida se povazuje za jedno feseni. Za této umluvy bude mit kongru-
ence (4.1) tolik feSeni, kolik zbytku tiplné soustavy ji vyhovuje.

Priklad 4.1 Kongruenci x®+32?+3 =0 (mod 5) vyhovuje x = 4.

Kongruence md jediné reseni x = 4 (mod 5).

4.5.1 Linearni kongruence

Budeme nyni studovat linearni kongruenci, tedy kongruenci tvaru
ar=b (mod m). (4.2)

Predpokladejme, ze je (a,m) = 1. Tato kongruence ma prave tolik
feSeni, kolik zbytku uplné soustavy ji vyhovuje. Probiha-li x iplnou
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soustavu zbytku podle modulu m, pak i ax probiha iplnou soustavu
zbytku podle modulu m. Z tohoto diivodu bude ax kongruentni s b
praveé pro jednu hodnotou x z iplné soustavy zbytku, jinymi slovy
kongruence (4.2) ma praveé jedno reseni.

Necht nynf je (a,m) = d > 1. Aby kongruence (4.2) méla
feeni, je nutné, aby b bylo délitelné ¢islem d, jinak kongruence (4.2)
nemuze pltit pro zadné celé ¢islo z. Budeme proto predpokladat,
ze b je nasobkem d a polozime a = a;d, m = myd a b = byd. V
tomto pripadé muzeme kongruenci zkratit ¢islem d a nové vznikla
kongruence a;x = b; (mod m;) bude mit jedno feseni podle mo-
dulu my, nebot je (a;,m;) = 1. Necht x; je nejmensi nezdporny
zbytek tohoto feseni podle modulu my, pak vSechna ¢isla z, tvotici
toto Teseni, jsou tvaru

r=2z; (modm). (4.3)

Podle modulu m vsak ¢isla (4.3) netvoii jedno feseni, ale pravée
tolik teseni, kolik se najde v tadé 0,1,2,...,m — 1 nejmensich
nezapornych zbytku podle modulu m. Sem patii vSechna tato ¢isla
(4.3):

1, T +myxy +2m, ...,z + (d— 1)m, (4.4)

tedy celkem d ¢isel (4.3), a tudiz kongruence (4.2) ma d feSeni.
Vyse uvedené uvahy dokazuji tuto vétu:

Véta 4.15 Necht (a,m) = d. Kongruence ax = b (mod m) nemd
resent, neni-li prava strana délitelnd d. V pripadé, Ze je b ndsobkem
d, ma kongruence d resent.

Nyni si ukdzeme nékteré metody teseni kongruenci.

Piiklad 4.2 Reste kongruenci 4z = 1 (mod 6).
Tato kongruence nemd resend, nebot (4,6) =2 a2 1.

Pokud neni modul ptilis velky, lze kongruenci tesit tak, ze zjistime,
ktera ¢isla ji vyhovuji, obvykle ze soustavy nejmensich nezapornych
zbytku.
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Piiklad 4.3 Reste kongruenci 3z = 2 (mod 5). Jelikoz (3,5) = 1,
ma kongruence prdve jedno reseni. Soustava nejmensich nezdapornijch
zbytkd md tvar 0, 1, 2,3,4. Snadno se presvédcime, Ze této kongru-
enci vyhovuje pravé éislo 4. Resenim kongruence jsou tedy viechna
¢isla x =4 (mod 5).

Piiklad 4.4 Reste kongruenci 6z = 9 (mod 15).

Jelikoz (6,15) = 3 a 3 | 9, bude mit kongruence 3 fesend.
Vydeélime-lv obé strany kongruence 3, obdrZime novou kongruenci
2x = 3 (mod 5). Vzhledem k tomu, Ze modul je pomérné malé ¢islo,
lze Tesent urcit postupnym dosazovdnim cisel ze soustavy nejmensich
nezdpornych zbytku. Snadno zjistime, Ze jejim tesenim je ¢islo x1 =
4. Dalsim reSenim jsou cisla xo = x1 +5 a x3 = x1 + 2.5. Resent
puvodni kongruence lze wvést ve tvaru x = 4;9;14 (mod 15).

Pii feseni kongruenci, kde (a, m) = 1, Ize vyuzit Eulerovu vétu?
(4. 27). Skutecné, je-li a¥™ =1 (mod m), jeia?™b=0b (mod m).
Odsud méme azx = a?™b, a proto je x = a?"™~1b. Staci tedy
vypocitat ¢islo a?™~1h. Toto ¢islo sice nebude patfit mezi nejmensi
nezaporné zbytky, neni vsak problém nejmensi nezaporny zbytek
najit.

Piiklad 4.5 Reste kongruenci 6z = 2 (mod 7).
Jelikoz o(7) = 6, je x = 6° -2 = 2221 x T+ 5 a kvili eleganci a
jednoduchosti ho zapiseme ve tvaru x =5 (mod 7).

4.5.2 Soustava linearnich kongruenci

Jelikoz nékteré vlastnosti kongruenci jsou stejné ¢i analogické vlast-
nostem rovnic, je namisté si polozit otazku, zda lze Tesit i soustavu
linearnich kongruenci. Omezime se na soustavu kongruenci o jedné
neznamé s ruznymi, po dvou nesoudélnymi moduly, tedy na sou-
stavu tvaru

r=0b (modmy), ...,z =0, (mod my). (4.5)

Resit soustavu (4.5) je mozno podle nésledujici véty.

2Leonhard Euler (1707==1783), §vycarsky matematik a fyzik, ptsobil v
Petrohradé a v Berliné. Vyznamné zasahl do mnoha odvétvi matematiky.
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Véta 4.16 Necht ¢isla M, a M; jsou definovdna podminkami
mims ... my = Myms, MS/mS =1 (modmy) s=1,2,...,k

a necht
w0 = MyMby + MyMyby + . .. + My M, by.

Pak souhrn hodnot x vyhovujicich soustavé (4.5) je urcen kongru-
enci
r=x9 (mod mymsy...mg). (4.6)

Dikaz: Vskutku, vzhledem k délitelnosti vSech ¢isel M;, ruznych
od Mj, ¢islem myg pri libovolném s = 1,2, ...k je

ro = MM, = b, (mod my),

a tedy soustavé (4.5) vyhovuje z = zp. Odtud piimo plyne, ze
soustava (4.5) je ekvivalentni se soustavou

r=xy (modmy), ...,v =129 (modmy), (4.7)
tedy soustavam (4.5) a (4.7) vyhovuji tytéz hodnoty x. Soustavé
(4.7) pak vyhovuji jen ty hodnoty z, které vyhovuji kongruenci
(4.6).

Véta 4.17 Necht by, b, . .., by probihaji nezdvisle jedno na druhém

uplné soustavy zbytkiu podle moduli my, ms, ..., my, pak xog probihd
uplnou soustavu zbytku podle moduli mq, ma, ..., M.

Dikaz: Vskutku, zg probthd mq, ms, . .., my hodnot, vzhledem k (4.6)
nekongruentnich podle modulu my, ms, ..., my.

Piiklad 4.6 Reste soustavu kongruenci
r=0b; (mod 4), x=by (mod 5), x=bg (mod7)
Plati 4.5.7 = 4.35 = 5.28 = 7.20, pricemZ

35.3=1 (mod 4), 282=1 (mod 5), 206 =1 (mod 7).
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Proto je
o = 353b1 + 282b2 —+ 206[)3 = 105b1 + 56b2 + 120b3,

a tedy souhrn hodnot x vyhovujicich soustavé muze byt vyjddren ve

tvaru
x = 105b; + 56b9 + 12003  (mod 140).

tak napt. souhrn hodnot x, vyhovujicich soustave
r=1 (mod4), z=3 (modb), z=2 (mod7),

je
x =105.1+56.3+120.2 =93 (mod 140).

a souhrn hodnot x, vyhovujicich soustave
r=3 (mod4), =2 (modb), z=6 (mod?7),

Jje
r =105.3 +56.2 + 120.6 = 27 (mod 140).

4.6 Kongruence libovolného stupné podle
prvociselného modulu

Budeme se zabyvat kongruenci tvaru
ana" + a2+ .. +ap = (mod p), (4.8)
kde p je prvocislo.

Véta 4.18 Kongruence tvaru (4.8) je ekvivalentni s kongruenci
stupné nejuys p — 1.

Dikaz: Toto tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze f(x) lze psat jako
f(z) = (2" = 2)Q(z) + R(x),

kde R(z) je zbytek po déleni f(x) polynomem z? — z, jehoz stupen
nemuze prevysit p — 1. Podle Malé Fermatovy véty (viz 4. 26) zase
méame 2?7 — x =0 (mod p), je tedy f(z) = R(z) (mod p).
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Véta 4.19 Necht kongruence (4.8) md vice nezn tesend. Pak plati,
Ze vsechny koeficienty a; jsou ndsobky p.

Duikaz:

Oznacéme zbytky vsech teseni kongruence (4.8) pismeny

X1, T2, ... Ty, Tny1. Polynom f(x) muzeme vyjadrit jako
flz) =a(z—x1)(x —x9)...(x — xp_1(x — 2,)+
b(x —x1)(x —x9) ... (x —xp_1+
+...+
+H(x — 1)
+m.

S¢itance na pravé strané preménime v mnohocleny a zvolime b
tak, aby soucet koeficientti dvou prvych mnohoélenii u z"~! byl
ay; zname-li b, zvolime c tak, aby soucet koeficientu prvych tii
mnohoélentt u %2 byl ay atd. Klademe-li postupné z = x;, v =
Xy ..., X = Ty, T = Tpyq, presvédcime se, ze vSechna ¢islam, [, k, . . .,
¢, b, a jsou nasobky p. Protoze a; jsou soucty ¢isel délitelnych p, jsou
také délitelna p.

4.7 Kongruence druhého stupné
V tomto oddile budeme vysetiovat kongruence tvaru
#?=a (modp);  (a,p)=1, (4.9)

kde p je liché prvocislo. Pokud mé tato kongruence feseni, nazyvame
¢islo a kvadratickym zbytkem, v opacném ptipadé kvadratickym ne-
zbytkem podle modulu p.

Poznamka 4.2 Kvadraticky zbytek i nezbytek muzZeme definovat
pro libovolny modul. Pripad sloZeného modulu je naznacen v po-
jednani o Jacobiho symbolu. Prvociselny modul m = 2 je pripad
trividini. Ctverec sudého cisla je opét ¢islo sudé a lichého liché.
Kazdad dvé éisla, které maji stejnou paritu (obé jsou sudd ¢i lichd),
jsou kongruentni podle modulu 2.

Piiklad 4.7 Cislo étyri je kvadraticky zbytek podle modulu pét, ne-
bot kongruence z*> = 4 (mod 5) md reseni x; = 2+5k a w5 = 3+5k.
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Naproti tomu ¢islo dva je kvadraticky nezbytek podle modulu pét,
nebot kongruuence x* = 2 (mod 5) nemd resent.

Véta 4.20 Necht a je kvadraticky zbytek podle modulu p. Pak kon-
gruence (4.9) md prdavé dvé resend.

Dukaz: Jelikoz a je kvadraticky zbytek, musi mit kongruence (4.9)
alespon jedno feSeni, feknéme, Ze je to z;. Protoze je (—z)? = z3,
ma tato kongruence i druhé feseni © = —z; (mod p). Déle nemuze
platit ;1 = —z; (mod p), nebot pak by bylo 2z; = 0 (mod p).
Toto vsak neni mozné, protoze (2,p) = (z1,p) = 1. Dalsi feseni jiz
tato kongruence nemuze mit, jak bylo dokdzano ve véte 4. 19.

Veéta 4.21 Redukovand soustava zbytkiu podle modulu p se skladd
z ’%1 kvadratickych zbytkii, které jsou kongruentni s ¢isly 12,22, ..,

(’%1)2 a ’%1 kvadratickych nezbytka.
Dikaz: Mezi zbytky redukované soustavy podle modulu p jsou
kvadratickymi zbytky ty a jenom ty, které jsou kongruentni s ¢tverci
Cisel . )
p— p—
—_ ., 2,112, —— 4.10
5 5 (4.10)

podle modulu p. Pfitom ¢tverce cisel (4.10) nejsou kongruentni

podle modulu p, nebot z podminek k* = [* (mod p), 0 < k <

[ < 7%1 by plynulo, Ze kongruenci z*> = [*> (mod p) z ¢isel (4.10)

vyhovuji ¢tyti: x = —1, —k, [, k, coz je spor.

Véta 4.22 Necht a je kvadraticky zbytek podle modulu p. Pak plati
T =1 (mod p); (4.11)

Je-li a kvadraticky nezbytek podle modulu p, plati

a?z =-1 (mod p). (4.12)

Dukaz: Mald Fermatova véta nam k4, ze a?~! =1 (mod p). Tuto
kongruenci lze psat také ve tvaru

(aT — 1) (a%l + 1) =0 (mod p).
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Jelikoz rozdil obou zavorek je roven dvéma, tak plati pouze jedna
z kongruenci (4.11), (4.12). Kazdy kvadraticky zbytek a vyhovuje
pri nékterém z kongruenci

a=2* (mod p), (4.13)

a proto vyhovuje i kongruenci (4.11), kterou obdrzime, umocnime-li
obé strany kongruence na 7%1. Kvadratickymi zbytky jsou vycerpana
vSechna feseni kongruence (4.11). Kvadratické nezbytky musi tedy
vyhovovat kongruenci (4.12).

4.8 Legendretv symbol

Legendreuv symbol (%) je roven 1 je-li a kvadraticky zbytek a je
roven -1, je-li a kvadraticky nezbytek podle modulu p, pricemz je
(a,p) = 1. Cislo a se nazyva citatel a éislo p jmenovatel Legendreova
symbolu. Cteme a vzhledem k p. Zfejmé plati

(%) =a"7 (mod p).

Jelikoz ¢isla jedné a téze tiidy jsou soucasné kvadratické zbytky
nebo nezbytky, plati dale nésledujici tvrzeni.

Véta 4.23 Necht a = a; (mod p). Pak plati (%) = (‘Ll)

p

Diikaz: Jelikoz 1 = 12, je jednicka kvadraticky zbytek pro kazdy
modul a tedy plati:
a
9
p

Lich4 prvocisla muzeme vyjadiit bud ve tvaru 4k + 1 nebo 4k + 3.
V prvnim pripadé je ale vyraz p%l vzdy ¢islo sudé, ve druhém pak
liché. Cislo —1 je proto kvadratickym zbytkem prvocisel tvaru 4k+1
a kvadratickym nezbytkem prvocisel tvaru 4k + 3. Plati tedy

()=
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Veéta 4.24 Pro Legendreuv symbol plati:

(%57)-6) G

Dukaz Vskutku mame

(“b"'l> = (ab... )" = (@)@ () =

00 e

Dusledek 4.1 V citateli Legendreova symbolu miuzeme vypustit kazdj
kvadraticky cinitel, tedy plati

(5)-6)

Véta 4.25 Necht p a q jsou lichd prvocisla. Pak plati

£

Tato véta je v teorii Cisel znama jako Gaussuv zdkon kvadratické
reciprocity. Jako prvni ho dokazal Gauss, ktery ho nazval theorema
aurea (zlatd véta). Tento zdkon ndm umoznuje ve spojeni s vyse
uvedenymi vlastnostmi znacné zjednodusSit vypocet Legendreova
symbolu jak ukazeme nize. Dukaz zakona kvadratické reciprocity
neuvadime pro jeho délku, ¢tendf ho muze najit napf. v [11]

Priklad 4.8 Vypoctéte Legendreiuv symbol L = (%).

Nejpre st vsimneme, Ze 111 je c¢islo sloZené a Ze plati 111 = 3.37.

Plati tedy
11\ [ 3 37
1999 ) \ 1999 ) \ 1999 /

Nyni vyuZijeme zdkon kvadratické reciprocity, c¢imz v citateli Le-
gendreova symbolu obdrzime vétsi ¢islo neZ ve jmenovateli. Mame

tedy
L= (=)™ 1999 « (—1)0%918 1999
3 37
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Pokud délime cislo 1999 tremi ¢i triceti sedmi, dostaneme v obou
pripadech zbytek jedna. Jinyma slovy 1999 je kongruentni s jednickou
jak podle modulu 37, tak i podle modulu 3. Muzeme tedy vypocet

ukonéit. | |
b= fs) () -

Naskyta se otazka, zda by neslo zavést podobny symbol i v ptipadé,
ze ve jmenovateli neni prvocislo. Timto problémem se zabyval némecky
matematik C. G. Jacobi, ktery Legendreuv symbol rozsitil nasledujicim
zpusobem.

Def. 4.2 Nechf a je celé ¢islo a necht n > 3 je liché. Necht ddle
n = pips...py, kde p; jsou lichd prvocisla, nikoliv nutné riznd.
Jacobiho symbol je definovdn vztahem

(%) - H (5) , (4.14)

i=1
kde (f) je Legendreuv symbol.

Vlastnosti Jacobiho symbolu jsou analogické vlastnostem sym-
bolu Legendreova véetné zakona kvadratické reciprocity, jeden vy-
znamny rozdil vSak pfece najdeme. Je-li Legendreuv symbol roven
jedné, je vzdy a kvadraticky zbytek modulo p, to plyne z jeho de-
finice. V piipadé Jacobiho symbolu to vsak platit nemusi, jak se
muzeme presveédcit z nasledujiciho prikladu.

(5)-6) ()

dvojka vsak neni kvadraticky zbytek modulo 15.

4.9 Neékteré dulezité véty z teorie cisel
Zavérem této kapitoly uvedeme nékolik vét z teoreie cisel.

Véta 4.26 Mald Fermatova véta. Necht p je prvocislo a plati (a,p) =
1. Pak je
a”'=1 (mod p). (4.15)
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Dnes je znamo nékolik dukazu této véty, autor si dovoli prihiat
svou polivéicku a odkdzat ¢tendfe na publikaci [3]. Aby ctenari
nebyli zcela oSizeni, uvedeme elegantni dukaz pro specialni pripad
kdy a = 2. Jednou z nejdulezitéjsich vét turbodidaktiky je wvéta
Tesdkova, ktera pravi, ze 1 + 1 = 2. Vyuzijeme-li tuto vétu, mame

=0 () (1))

Jelikoz p je prvocislo, jsou vSechny binomické koeficienty (i) délitelné
p s vyjimkou k = 0 a k = p. Muzeme tedy od rovnosti prejit ke
kongruenci, ¢imz obdrzime

=2 (modp)=2""'=1 (mod p).

Posledni tuprava plyne ze skutecnosti, ze podle predpokladu Malé
Fermatovy véty je (2,p) = 1.
Dusledkem Malé Fermatovy véty je skutecnost, ze podil
|
qla) = ———
p

je celé ¢islo. Podil g(a) se nazyva Fermativ kvocient.
Malou Fermatovu vétu pozdéji zobecnil Euler.

Véta 4.27 (Euler). Necht a a n jsou prirozend ¢isla a (a,n) = 1.
Pak plati
a?™ =1 (mod n), (4.16)

kde o(n) je Eulerova funkce, kterou jsme definovali v kapitole druhé.

Ptripomeneme, ze vyraz n! = n.(n — 1)...2.1 nazyvdme n fak-
torial. D4 se dokazat véta

Véta 4.28 (Wilson) Necht p je prvocislo. pak plati
(p—1!=-1 (mod p). (4.17)

Jelikoz byla uvedena Mala Fermatova véta, slusi se téz uvést i
Velkou Fermatovu vétu, i kdyz tato piimo do tematiky tohoto textu
nezapada.
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Veéta 4.29 Diofantickd rovnice

a4yt =" (4.18)

nemd pro n > 2 reseni v oboru celych cisel.

Jak jiz bylo fec¢eno, tato véta se piimo netyka probirané proble-
matiky, avsak jednd se o velmi znamy problém, takze pokud by se
s nim chtél nékdo blize seznamit, doporucujeme knihu [8].

4.10 Priklady k procviceni

4.1. Zjistéte, které z nésledujicich kongruenci jsou fesitelné
a) 6z =1 (mod 9) b) 9z =3 (mod 6) ¢) 142 = 21 (mod 70)

4.2. Reste kongruence
a) 20x =4 (mod 30) b) 20z =30 (mod 4) c¢) 353z = 254
(mod 400)

4.3. Najdéte nejmensi prirozené ¢islo vétsi nez 1, které vyhovuje
kongruencim x =1 (mod 3), z =1 (mod 5), z =1 (mod 7).

4.4. Reste soustavu kongruenci = 2 (mod 3), z = 3 (mod 5),
r =5 (mod 2).

4.5. Reste soustavu kongruenci = 1 (mod 4), z = 0 (mod 3),
=5 (mod 7).

4.6. Najdéte vSechna celd cisla, ktera pti déleni ¢isly 3, 4 a 5 davaji
zbytky 1, 2 a 3.

Vysledky

4.1. Resitelnd je pouze kongruence b).

4.2. ¢) z = —88 (mod 400). Ostatni dvé nemaji Feseni.

4.3. z =106

44, 1 =23+ 10t t€Z

4.5. x =33 (mod 8)4

46. n=60t—2,tcZ



Kapitola 5

Specialni typy prirozenych
Cisel

V této kapitole uvedeme nékteré specidlni typy ¢isel, a to jak pr-
vocisel, tak ¢isel slozenych. Tato kapitola nebude mit charakter
ucebniho textu jako predchozi, ¢tenar se v ni seznami s nékterymi
specidlnimi typy c¢isel a poznd ruzné zajimavosti, které pak bude
moci uplatnit ve vyuce. Cisla jsou totiz velmi zajimava a muzeme
fici ze i tajuplna. Jednotlivé podkapitoly budeme radit podle abe-
cedy.

5.1 Dokonala cisla

Jak jiz bylo feceno, mé kazdé prirozené ¢islo n > 1 prinejmensim
dva délitele, a sice 1 a n. Oznacme o(n) soucet vsech délitelt
¢isla n. Zrejmé plati o(n) > 1, porovnejme vsak soucet délitelu
s dvojnésobkem ¢isla n. Zvolime-li tuto hranici, tak se mnozina
prirozenych ¢isel n > 1 rozlozi na tifi navzdjem disjunkntni pod-
mnoziny. Do prvni zafadime ta ¢isla, pro néz o(n) < 2n a bu-
deme je nazyvat deficientni (numeri deficientes). Tato mnozina je
nekoneénd, nebot sem patif mj. viechna prvocisla. Cisla pro néz
o(n) > 2n nazveme abundatni (numeri abundantes). I tato mnozina
je nekoneénd, muzeme sem zaiadit éisla tvaru n = 28 -3, k > 1.
Diikaz je snadny pro toho, kdo ovldda vzorec pro soucet prvnich

95
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n ¢lenu geometrické posloupnosti. Plati

2k+1_132_1
o(n) =
2—1 3-1

Treti mnozinu pak tvoii ¢islan > 1, pro néz je o(n) = 2n. Tato ¢isla
nazyvame c¢isla dokonald (numeri perfecti), nékdy téz pouzivame
nézev dokonald ¢isla prvniho druhu. Nékdy se dokonalé ¢islo (prvni-
ho druhu) také definuje tak, Ze je rovno souctu vsech svych pravych
delitelu, tedy délitelu mensich nez je ¢éislo samo. Nejmensi doko-
nalé cislo je 6=142+3. Ve starovéku byla znama jesté tii dalsi
dokonala c¢isla, a to 28, 496 a 8128. Je zajimavé, ze jiz v Euk-
leidovych Zakladech je uvedena postacujici podminka pro to, aby
sudé cislo bylo dokonalé, ovérovani vsak bylo ziejmé nad sily teh-
dejsich poctaru. Jak si jisté ¢tendari vSimli, tak uvedena dokonald
¢isla jsou suda. Uvedeme proto nutnou a postacujici podminku pro
to, aby sudé ¢islo bylo dokonalé.

= (28! —1).4>2.(2F.3) = 2n.

Véta 5.1 Sudé ¢islon > 1 je dokonalé pravé tehdy, kdyz je tvaru
n=21(2% - 1), (5.1)
kde s > 1 je prirozené cislo a My = 2° — 1 je prvocislo.

Cisla M, se nazyvaji Mersennova ¢isla'. V nésledujicim dikazu je
vSak pro zjednoduseni zapisu budeme oznacovat pismenem p.
Dikaz: Dukaz postacujici podminky je snazsi, proto jim zacneme.
Necht néjaké ¢islo je tvaru (5.1); tento tvar piedstavuje zdrovefi
jeho kanonicky rozklad. Proto je

22 —1 pP-1
S 2—-1 p—1°

a(n)

Odtud jednoduchou tipravou zjistime, ze o(n) = 2°p = 2(2°71p),
tedy n je dokonalé.

Dokézeme dale podminku nutnou. Nechf n je sudé dokonalé
¢islo. Snadno nahlédneme, ze jeho kanonicky rozklad musi obsaho-
vat piinejmensim jedno liché prvoéislo, nebot pak by bylo tvaru

'P. Marin Mersenne ((1588-1648), francouzsky knéz, matematik, fyzik, te-
olog, filozof a organizator védeckého zivota. Po ném pojmenovanych prvocisel
bylo zatim objeveno 51, nevi se, zda je jich kone¢ny pocet ¢i nekoneéné mnoho.
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28k > 1 a o(n) = 2t — 1 a ¢islo n by tedy nebylo dokonalé.
Kanonicky rozklad ¢fsla n necht je n = 2%p{* - pg? - - - pi*. Polozme
l=pi"-p3?---pp* aa=s—1. Jelikoz n je dokonalé, musi byt

23_1'p(i‘t1+1_1”.p?k+1_1

o(n) =(2°=1)o(l) = 2°l,

T 2-1 p-1 pr—1
protoze
a1+1 _ 1 ap+1 _ 1
p1—1 pr— 1
Rovnost
(25 — 1).0(1) =2°%1 (5.2)

ukazuje, ze 2° délf soucin (2° — 1).0(1). Cislo 2° je vsak délitelné
pouze cisly £1, 42", kde 1 < r < s. Jelikoz 2° — 1 je liché, pak je
ziejmé, ze ¢isla 2° a 2° — 1 jsou nesoudélnd, tedy 2° | o(l). Musi
tedy existovat ¢islo ¢ > 1 takové, ze o(l) = 2°.q. Dosadime-li do
predchozi rovnosti (5.2.), obdrzime po zkréceni 2°

(2° —1).q =1 (5.3)

neboli
2.q=o0()=1+q. (5.4)

Cislo [ > 1 je délitelné [ a podle (5.3) i q. Z rovnosti (5.4) vyplyva,
ze | # q, rovnost (5.3) pak fikd, ze ¢islo [ nemuze mit jiné délitele
nez [ a q. Pokud by totiz existovalo ¢islo d > 1 a soucasné by d bylo
ruzné od ¢isel [ a g, byl by soucet délitelu ¢isla [ roven pfinejmensim
[+ q+d, coz je v rozporu s (5.2). Proto [ ma pouze dva délitele, a
to sebe sama a ¢ = 1, je to tedy prvoéislo. Podle (5.3.) je l =25 —1,
dokonalé ¢islo n je pak tvaru 2571.(2°—1), s > 1 a 2°—1 je prvocislo.

Dokonalé cislo druhého druhu je takové cislo, které je rovno
soucinu v8ech svych pravych délitelu. Prikladem je ¢islo 6 (6=1.2.3),
které je dokonalé i prvniho druhu. I pro dokonald ¢isla druhého
druhu existuje jednoduchy vzorec pro jejich urceni, navic z ného
vyplyva, ze je jich nekoneéné mnoho.

Véta 5.2 Cislon > 1 je dokonalé ¢islo druhého druhu prdvé tehdy,
kdyz je bud’ treti mocninou prvocisla, nebo je soucinem dvou prvo-
cisel.
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Je-li n = p3, jsou jeho délitelé 1, p a p? a jejich soucin je roven
n. Je-li n = py.po, pak jsou tato prvocisla spolu s jednickou jedini
délitelé a jejich soucin je roven ¢islu n.

Necht naopak je n > 1 dokonalé ¢islo druhého druhu. Predpo-
klddejme, ze jeho kanonicky rozklad je n = pi*p3? ... pp*. Vsechny
delitele c¢isla n sefadime podle velikosti, je tedy 1 =d; < dy... <
ds = n. Polozme 7(n) = s. Jetedy n = d;.dy . . . ds—;. Vynasobime-li
tuto rovnost ¢islem n = d,, obdrzime

TL2 = dl.dg N d5~ (55)

Je-li d délitelem cisla n, je jeho délitelem i %. Proto muzeme psat
s, Mmoon n

=— . — - —. 5.6

" di ny ds (5.6)

Vynésobime-li piedchozi dvé rovnosti, mame n* = n*, z é¢ehoz plyne
s = 4. Jelikoz je 7(n) = (a1 + 1) ... (ag + 1), jsou vsechny zdvorky
vétsi nebo rovny dvéma, proto je k < 2. Jsou tedy mozné pouze dva
kanonické rozklady ¢isla n. Bud je n = p¢t, nebo je n = p{*.py2.
V' prvnim piipadé je oy = 3, ve druhém a3 = ay = 1.

5.2 Fermatova c¢isla

V této casti se opét setkavame se jménem Fermat. Tento pan stu-
doval také cisla tvaru

F, =2"" +1, m=0,1,2,....

Fermat byl pfesvédcen o tom, ze jsou to prvocisla, pres veskeré usili
se mu to vSak nepodarilo ani dokazat, ani vyvratit, ackoliv nastroje
k tomu mél. Prvnich pét téchto ¢isel jsou skuteéné prvocisla, usly-
Sime-li pojem Fermatovo prvocislo, pak se bude jednat pravé o tato
cisla.

Zdalo by se, ze zapis téchto ¢isel je zbyteéné komplikovany,
nasledujici tvrzeni vsak ukaze, ze Fermat dobfe védél, pro¢ zvo-
lil tento tvar.

Véta 5.3 Necht n je prirozené ¢islo. Je-li k = 2™ + 1 prvoéislo,
pak n. = 2™ pro néjaké m € {0,1,2,...}.
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Necht k a [ jsou piirozena &isla, pricemz [ je liché a soucasné je
[ > 3. V tomto pripadé plati formule

oM 11 = (28 +1)(2F0-D —k(=2) Lok 4 ),

Cislo tvaru 2" + 1 je vady slozené, je-li exponent délitelny lichym
prirozenym ¢islem vétsim nez jedna. Formule pro Fermatova cisla
tedy zabezpecuje splnéni nutné podminky pro to, aby tato cisla
byla prvocisla.

Nyni si od ¢isel odpocineme a podivame se do geometrie ¢i
chcete-li do planimetrie. Eukleidovské konstrukce kruzitkem a pra-
vitkem patii mezi krdsné partie matematiky. Na jedné strané mame
v hlavé absolutné presné ivahy, tyto vsak nelze nikdy v praxi reali-
zovat. Je to vlastné pékny ptiklad platonské filozofie, kdy na papir
davame jen stiny ¢i odlesky idealni geometrie. Takové ofezavatko
jesté vynalezeno nebylo a v budoucnu ani nebude, aby jim ostrou-
hana tuzka narysovala piimku, tedy délku bez sitky ¢i jiné idedlni
geometrické utvary. Z velkého mnozstvi geometrickych konstrukei
si vybereme sestrojeni pravidelného n-tihelnika. Narysovat rovno-
stranny trojuhelnik, ¢tverec ¢i pravidelny Sestitihelnik je prochazka
ruzovym sadem, s mensimi problémy zvladneme i pravidelny péti-
thelnik. Ackoliv sedmicka je povazovana za stastné ¢islo, v pripadé
pravidelného sedmitihelnika to neplati. Generace geometru se o ta-
kovou konstrukci pokousely, le¢ marné. Teprve Gaussovi se podaiilo
tento ofisek rozlousknout, kdyz dokazal néasledujici vétu:

Véta 5.4 Pravidelny n-uhelnik lze sestrojit pravitkem a kruZitkem
prdavé tehdy kdyz, n = 2'Fo Fry - Fp kden > 3,1 >0, 7 >0
a Funy,... Ey, jsou navzdjem riznd Fermatova proocisla.

Dukaz této véty presahuje ramec tohoto textu, sdélime jen, ze pro-
blém geometricky je preveden na algebraicky. Napriklad pro stredo-
vy uhel pravidelného pétitihelnika plati cos %’T = ‘/i’l. Nu a kosinus
je roven délce prilehlé odvésny pravouhlého trojuhelnika s preponou
jedna a tuto usecku dovedeme sestrojit kruzitkem a pravitkem. Je-
likoz jedind dosud znaméa Fermatova prvocisla jsou 3, 5, 17, 257
a 65537, je ziejmé, ze eukleidovska konstrukce pravidelného sed-

mithelnika (a samozfejmé mnoha dalsich s lichym poctem stran)
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z principu neni mozna. Existuji i dalsi souvislosti mezi Ferma-
tovymi prvocisly a geometrii, jelikoz presahuji rozsah obvykle pro-
birané latky na zakladnich ¢i stfednich skolach, tak je neuvadime
a zdjemce odkazujeme napi. na publikaci [2].

Po navratu z geometrického vyletu uzavieme ¢ast vénovanou
Fermatovym ¢&islum. Je tak trochu zahada, pro¢ Fermat nezjistil,
ze F5 = 641.6700417, to se podafrilo az Eulerovi. Na druhou stranu
dnes chapeme, ze tento genialni Francouz nenasSel v tomto sméru
zadny dukaz. Ten se totiz nenaSel dodnes, prestoze je témto ¢islum
vénovana soucasnymi matematiky velka pozornost. Tato cisla jsou
totiz velka, ¢i presnéji jejich dekadicky zapis obsahuje mnoho cifer
(napt. Fig jich ma témér 80 000). Byly zapojeny i pocitace a vy-
vinuty metody na faktorizaci velkych ¢isel, zatim mame jedinou
jistotu, a sice ze pro b > m > 32 se jedna o cisla slozend, prestoze
pro Fyy a Fyy nezname zadného netrivialniho délitele. Nepodarilo
se zatim ani najit néjakou zakonitost, ktera by v tomto sméru néco
napovédeéla. Teorie ¢isel tedy pred nas stavi dalsi vyzvu.

5.3 Spratelena cisla

Def. 5.1 Dvé ruznd prirozend cisla a a b nazgyvame sprdtelend,
jestlize soucet pravijch délitelu ¢isla a je roven b a soucasné je soucet
pravijch deélitelu ¢isla b roven a.

Piikladem budiz dvojice 220 a 284, kterou znali jiz pythagorejci.
Skutecné, pravi délitelé prvniho z nich jsou éisla 1, 2, 4, 5, 10, 11,
20, 22, 44, 55 a 110; soucet téchto cisel je 284. Cislo 284 nemé
tolik pravych délitelu jsou jen ¢isla 1, 2, 4, 71 a 142 a jejich soucet
je 220. Do publikace [9], kterd byla urCena predevsim fesitelum
matematické olympiady, se vloudila mala chybicka, kdy misto 71 je
uvedeno 7.

Véta 5.5 Cisla a a b jsou spidtelend prdvé tehdy, kdyz o(a) =
o(b) =a+0.

Dukaz: Je ziejmé, ze pocet pravych délitelu éisla m je o(m) — m.
Jsou-li @ a b sptételend je soucasné o(a) —a = b a o(b) —b =
a. Vypocitame-li z druhé rovnice b a dosadime do prvni, mame
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o(a) = o(b). Je-li naopak o(a) = o(b) = a+ b, snadno nahlédneme,
ze o(a) —a = b a soucasné o(b) —b = a a ze tedy ¢isla a a b jsou
spratelena.

I v pripadé spratelenych ¢isel nebylo zatim vse objasnéno. Ne-
vime napiiklad, zda je jich konec¢né ¢i nekonecné mnoho. Zatim
vSechny dvojice sptratelenych ¢isel maji nejvétsi spolecny délitel
vetsi nez jedna. Zname vsak dvojici lichych spratelenych cisel a =
33.5.7.11 a b = 3.5.7.139.

Hledat spratelend ¢isla muzeme podle navodu, ktery udal v 9. stol.
arabsky matematik Ben Korrah a ktery je uveden v nasledujici véte.

Véta 5.6 Necht existuji pro n > 1 prvoéisla tvaru p = 3.2 — 1,
q=32"—1ar=92""1_1. Pak ¢isla k = 2"pq a | = 2".r jsou
spratelend.

Dikaz: Jako prvni krok dokézeme, ze soucet vSech délitelu cisla k
je roven souctu délitelu éisla [. Pro soucet délitelu o (k) plati

o(2"p.q) = 2" = 1D.(p+1.(¢g+1) = (2" —1).9.22"" 1.
Pro soucet délitelu o (1) zase plati
o(2hr) = (2" —D)(r+1) = (2" - 1)9.22" 1,
Jako druhy krok musime dokézat, Ze tento soucet je roven k + (.

k+1=2"pg+2"r =2"(pg+7r) = 9.2 12" —1) = o(k) = 0)l).

5.4 Zaveér kapitoly

V zavérem této kapitoly uvedeme strucéné néktera dalsi specidlni
prvocisla. Pripomenme si nejdiive Eukleiduv dukaz o nekonetném
poctu prvocisel, v némz stézejni ilohu hrédl vyraz n = pips ... prp+1.
Cislo n muze, ale také nemusi byt prvocislo. Je-li prvocislo, pak je
budeme nazyvat Fukleidovo prvocislo. Eukleiduv dukaz muzeme
lehce pozménit tak, ze misto ¢isla n sestavime ¢islo m = p! + 1, kde
p je nejvétsi prvocislo, jichz predpokladame konecny pocet. Ani v
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tomto pifpadé neni éislo m délitelné Zadnym prvoéislem, nebot pro
kazdé q < p je zbytek po déleni ¢isla m ¢islem ¢ vzdy roven jedné.
To jsme ale zkonstruovali prvocislo vétsi nez p, nebo je m délitelné
prvocislem vétsi nez p, v kazdém ptipadé jsme se dostali do sporu
s predpokladem. Prvocisla tvaru k!4 1 nazyvame faktoridlni. Tymz
nazvem se oznacuji i prvoéisla tvaru k! — 1. V. obou pripadech
nevyzadujeme, aby k& bylo prvocislo.



Kapitola 6

Aplikace teorie cisel

Pokud se ¢tenar v tomto textu propracoval az k této kapitole, tak
si mohl myslet nésledujici. Teorie ¢isel je velmi hezkou soucasti
matematiky, obsahuje fadu zajimavych tvrzeni, nékteré dukazy jsou
velmi elegantni, fada poznatku se da vyuzit pro zpestieni vyuky,
zajimava jsou i néktera dosud nedokazana ani nevyvracena tvrzeni,
ale jaky to ma vyznam pro praxi? Nejedna se zde jen o sice krasnou,
ale jinak neuzitecnou védu? V této kapitole se pokusime dokazat,
ze tomu tak neni, Ze teorie ¢isel je pro praxi velice vyznamna a jeji
dulezitost posledni dobou neustéle roste. A za¢neme tim, s ¢im je
spojen kazdy obcan naSeho statu od kolébky az po rakev. Ano,
zacneme rodnym cislem.

6.1 Rodna cisla

Kazdy ob¢an Ceské republiky mé jiz od narozeni pfidélené rodné
c¢islo, které se sestavi tak, ze prvnich Sest ¢isel je dano datem na-
rozeni. Prvni dvojéisli udava rok, druhé meésic a tieti den narozeni.
Kvuli rozliseni pohlavi se k druhému dvojcisli u divek pricita pa-
desatka. Rodné ¢islo hochu, ktefi se narodili napriklad 10. prosince
1996 zacina Sesticislim 961210, u dévcat je to 966210. Protoze se
denné rodi vice déti, pridavaji se za tuto Sestici jesté dalsi cisla.
U nas se od roku 1986 pridavaji ¢tyfti cisla, rodna cisla jsou tedy
deseticiferna. Posledni ctytcisli se vSak nevoli ndhodné, nybrz tak,
aby celé rodné ¢islo bylo délitelné jedenécti. Jaky je k tomu duvod,
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nestacilo by naptiklad sefadit déti narozené v jednom dni naptiklad
podle casu, kdy prisly na svét a pak jim priradit c¢isla odpovidajici
poradi?

Abychom mohli zodpovédét tuto otdzku, dokdzeme nejdiive kri-
térium pro délitelnost jedenacti.

Véta 6.1 Nechf ke {0,1,2,...} am = SF_ ¢,10" pricems je
cn € {0,1,2,...,9}, ¢ # 0, tedy cy, ..., co jsou cifry prirozeného
cisla m v desitkové soustavé. Pak

11|m e 11| (Z(—l)"cn> : (6.1)

n=0

Dikaz: Podle vzorce pro rozdil dvou n-tych mocnin plati

10" —(=1)" = (104+1)[10™ 10" 2(=1)+- - -+10(—=1)"2+(=1)""1],

(6.2)
kde hranatd zavorka obsahuje pravé n s¢itancu. Rozdil 10" — (—1)"
je tedy délitelny 11. Pouzijeme-li nyni vzorec (6.2) na kazdy s¢itanec
v (6.1) kromé posledniho, pak dostaneme

1] ((=DFe, + (=) epy + -+ + 1+ o). (6.3)

Podobneé zjistime, ze kdyz plati (6.3), je splnén i vztah (6.1).

Vratme se nyni k nasemu chlapci, jehoZ rodné ¢islo muze byt
9612107032. Dejme tomu, ze se pii jeho zadavéani spleteme v jedné
cifre. Pak rozdil mezi spravnym a Spatné zadanym c¢islem bude
+c- 10", kde ¢ € {1,2,...,9}. Tento rozdil neni nikdy délitelny
¢islem 11, ale muze byt délitelny slozenymi ¢isly 12, 14, 15 atd.
Napiseme-li v nasem rodném ¢isle misto sedmicky jednicku, je rozdil
mezi spravnym a Spatnym rodnym ¢islem 6 000. Nalezeni vSech jeho
dvojcifernych délitelu pak prenechavame c¢tenari. Protoze ¢islo 11
nam umoznuje odhalit chybu, hovoiime o jedendctkovém samode-
tekujicim kodu.

Pti pouziti jednocifernych prvocisel se obecné neda odhalit chyba
pii vlozeni jedné nespravné cifry. Pouziti vétsich dvojcifernych prvo-
¢isel nam zase snizuje pocet pouzitelnych rodnych ¢isel. Jedenactka
je tedy pro potireby rodného cisla optimélni. Zavérem pridame jesté
jednu zajimavost. Ceskd dvoukoruna je pravidelny jedendctiihelnik.
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Polozime minci do zakladni polohy a pak ji stfidavé otacime po a
proti sméru hodinovych rucicek o tolik vrcholu, kolik je ptislusna
cifra. Po poslednim pootoceni se mince musi vratit do puvodni po-
lohy.

Na podobném principu funguji rovnéz koédy ISBN a ISSN pro
knihy ¢ ¢asopisy, identifikaéni ¢isla organizaci (ICO), bankovn{ téty
a pod. Vice se lze docist napiiklad v [14]. Samodetekujici kédy
dovedou chybu najit, nikoliv opravit. Z tohoto duvodu byly vy-
vinuty kédy samoopravné. Ty ndm umoznuji pomoci redundantni
(nadbytecné) informace obsazené v kédovych slovech stanovit, ve
kterém znaku doslo k chybé, a opravit ji. Velkd budoucnost je
vkladana do tzv. dvourozmérnych kédu s vysokou informaéni kapa-
citou a schopnosti detekce a opravy chyb. Tyto kédy se pouzivaji
mj. v americkych tidi¢skych prikazech ¢i ruznych identifikacnich
kartach. Také u nés jsou tyto kédy postupné zavadény, vidél jsem
je na jizdenkach, vstupenkach a je jisté, ze se jejich pouziti bude
rozsitovat. Maji tu vyhodu, Ze se tisknou a prenaseji na papiru a ze
zde neni nutnost vkladat data z kldvesnice.

6.2 Sifrovani zprav pomoci prvocisel

Potreba utajit pisemna sdéleni je patrné tak stara, jako pismo samo.
V prubéhu tisicileti lidé vynalezli fadu zptusobu, jak zabranit nepo-
volané osobé, které se dostala do rukou tajna zprava, aby ji precetla.
Jako ptiklad muzeme uvést sifrovani pomoci miizky, které pouzival
Matyés Sandorf a jeho ptratelé. Stacilo vsak, aby se padouch Sarkany
dostal k mfiizce a prec¢teni zprav jiz pro néj nepiedstavovalo zadny
problém. Jindy k rozlusténi stacilo logické uvazovani. Genidlni de-
tektiv Sherlock Holmes takové &ifry lustil bézné. Sifru spocivajici
v tom, ze kazdé pismeno bylo nahrazeno tancici figurkou, rozlustil
pomoci frekvence vyskytu jednotlivych pismen. Zatimco v ceské
abecedé je to pismeno a, v angli¢tiné to je litera e. Stejny postup
voli i lustitelé tzv. ¢iselnych kiizovek. Jind metoda spociva v tom,
ze se slovo nahradi ¢islem, urcujicim poradi slova na jisté strance
knihy, kterou maji obé strany k dispozici. V tomto ptipadé se ne-
doporucuje, aby klicem byly kniha o vice dilech. Dobry vojak Svejk
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logicky nafasoval pro pany oficiry prvni dil knihy Hiichy otcu, jenze
klicem byl dil druhy a jedenactda marskumpanie nemohla tuto Sifru
pouzivat.

Uvedené pripady jsou starsiho data, kdy si lustitel Sifry mu-
sel vystacit jen se svym intelektem. V dobé pocitacu se zda, ze
neni v lidskych sildch vymyslet takovou Sifru, ktera by pred fesiteli
obstdlo, nebot co jeden ¢lovék vymysli, druhy rozlusti, jak pravil
Sherlock Holmes. Avsak matematika neni nadarmo povazovana za
kralovnu véd. Panové Rivest, Shamir a Adelman objevili v roce
1978 metodu, kterd se podle pocatecnich pismen jejich ptrijmeni
nazyva RSA. O¢ je metoda jednodussi, o to je uc¢innéjsi, dokonce
neni nutné tajit sifrovaci klic, sifrovat muze kazdy. Zatim vsak bez
znalosti desifrovaciho klice neni a vypada to, ze ani v budoucnu ne-
bude mozné tyto Sifry rozlustit. Jadrem pudla je totiz skutecnost,
inverzni proces, tedy rozlozit ¢islo slozené na soucin prvocinitelu.

Popiseme nyni postup pfi Sifrovani a desifrovani zpravy. Uta-
jované sdéleni prevedeme nejprve na prirozené ¢islo z. K tomu
nam mohou poslouzit naptiklad kédy ASCII, ale jejich pouziti neni
podminkou, existuji i jiné a moznd i efektivnéjsi zpusoby. Daéle
budeme predpokladat, ze * < n, kde n je sou¢in dvou ruznych
prvocisel, kterd nejsou vefejné znama a maji vice nez 100 cifer.
Psavci musi samoziejmé rozdeélit zpravu na nékolik kratsich tak, aby
pro kazdou z nich byla splnéna predchozi nerovnost. Zasifrovanou
zpravu oznacime symbolem xx. Toto prirozené ¢islo je jednoznacéné
déno nerovnosti zx < n a kongruenci

rx =2° (mod n), (6.4)

kde e se nazyvé Sifrovaci exponent (z anglického encryption). Cisla
e a n jsou verejné znama a k zaSifrovani staci.

Odsifrovani probiha zcela analogicky. Znovu se definuje ¢islo
(x%)° € N splitujicf nerovnost (zx)° < n tak, aby (zx)° = (zx)¢
(mod n). Desifrovaci exponent d (z anglického decryption) vsak
neni vefejné znam. Je vsak nutno vytesit otdzku, jak zvolit ex-
ponenty e a d tak, aby (x%)? = z, tedy aby zaSifrovand zprava byla
po odsifrovani totozna s puvodni zpravou x.

Nejdiive dokédzeme nasledujici vétu:
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Véta 6.2 Necht pro prirozené c¢islo n plati

(€, 0(n)) = 1. (6.5)
Potom existuje prdvé jedno prirozené c¢islo d < ¢(n) takové, Ze
ed=1 (mod p(n)). (6.6)

Dukaz: Pro pfirozena ¢isla k = 1,...,¢(n) — 1 definujeme zbytky
2z €{1,...,¢(n)1} pomoci kongruence

ek =z, (mod p(n)).

Pokud se dva zbytky rovnaji, napiiklad je zz, = 2i,, je spravna
kongruence
e(ky —k2) =0 (mod ¢(n)).

Pak podle predpokladu a véty 1. 3. v publikaci [2] existuji celd
¢isla v a ytak, ze ev+ p(n)y = 1, tedy je e(ky — k2)v + @(n)(ky —
k2)y = k1 — ko. Odsud plyne ky — ko = 0 (mod ¢(n)), ¢ili ky = k.
Vsechny zbytky 2, jsou navzajem ruznd cisla a proto existuje prave
jedno d odpovidajici zbytku 1, které splinuje (6.4).

Déle dokazeme, Ze zasifrovana zprava x* je po odsifrovani totozna
s puvodni zpravou x.

Véta 6.3 Necht plati (e, p(n)) = 1. Pak
(%) = . (6.7)
Dikaz: Z kongruence (6.6) plyne existence takového ¢isla r, ze
ed=1+rp(n) (6.8)

Rozlisujeme dva pripady:
1. Necht plati (z,n) = 1. Potom lze Euleruv vztah umocnit na
r-tou a vynasobit jej poté xz, ¢imz obdrzime

2™ = ¢ (mod n) (6.9)
Nyni postupné z (6.7), (6.6), (6.8), a (6.9), plyne, ze

I+reo(n)

(z+) = (zx) =2 =2 =z (mod n). (6.10)
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Vztah (6.10) tedy plati, nebot obé piirozend ¢isla z i (z)° jsou
mensi nez n.

2. Necht je (z,n) # 1. Potom je bud = p nebo z = ¢. Bez
ujmy na obecnosti muzeme predpokladat druhou moznost. Jelikoz
(p,q) = 1 muzeme umocnit Fermatuv vztah umocnit na r(q¢ — 1),
¢imz obdrzime

2P V6D =1 (mod p).

Jelikoz p(n) = (p — 1)(¢ — 1), plati

pltren)

=z (mod px)
To je opét vztah (6.10), protoze pr = pg = n. DAl postupujeme
jako v bodeé 1.

Sifrovaci exponent e se volf tak, aby 3 < e < ¢(n) a aby platilo
(e,)n)) = 1. Navic je tfeba zvolit e tak, aby €™ # 1 (mod ¢(n))
pro mald m, aby nebylo mozno odsifrovat zpravu pro d = e — 1.
Pokud neznédme hodnoty p a ¢, je témér nemozné stanovit hodnotu
desifrovactho exponentu d. Z véty (6.1) vsak vime, ze existuje pravé
jedno prirozené ¢islo d < ¢(n) splaujici kongruenci (6.11). Naskyta
se otazka jak stanovit jeho hodnotu, zname-li p a q.

Pokud umime rozlozit ¢(n) na prvocisla, pak lze jednoduse
vypoéitat hodnotu ¢(p(n)). Z Eulerovy véty plyne implikace

(e,0(n)) =1= ¢ =1 (mod ¢(n)).

Vynéasobime-li predchozi kongruenci d a vyuzijeme-li (6. 6), pak
dostaneme explicitni vyjadieni pro desifrovaci exponent d < ¢(n),

d = de?#™) = ede?PM)=1 = 2D =L (mod p(n)).  (6.11)

Pokud ¢(n) neumime rozlozit na prvocisla, 1ze d pocitat primo
z kongruence (6.6), a to tfebas Eukleidovym algoritmem ¢i prosté
zvolime jiné p ¢i q.

Pro lepsi pochopeni si ukazeme uziti na velmi jednoduchém
piikladé. Dejme tomu, zZe jsme pisemnou zpravu pievedli na cisla
a obdrzeli jsme sedm. Volime n = 15, coz dava p = 3 a ¢ = 5.
Jako Sifrovaci kli¢ muzeme zvolit ¢islo 3, nebot p(15) = (3—1)(5 —
1) = 8 a (3,8) = 1. Zpravu zasifrujeme, vyfesime-li kongruenci
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7 =Y (mod 15). Mdme 343 = 13 (mod 15), muzeme tedy ad-
resatovi napsat trinact. Desifrovaci kli¢ je opét ¢islo 3, jak se snadno
presvédcime vyfesenim kongruence ed = 1 (mod ¢(p(n))) = 8.
Pro desifrovan{ musime vyfesit kongruenci Y? = X (mod 15), ¢ili
13* = X (mod 15). Snadno se presvédéime, ze 2197 = 7 (mod 15),
tedy jsme obdrzeli opét puvodni zpravu.

6.3 Kouzla s ¢isly

Kdyz jsem byl jesté maly hosik, bylo vzdy obrovskou udalosti, kdyz
na dédinu pfijel kouzelnik. Vsichni jsme byli nadSeni z jeho triki, at
jiz to byla kouzla s kartami, mizeni ¢i naopak necekané objevovani
se veci a jiné a jiné zazraky, které nés fascinovaly. Kouzelnik ob-
vykle v ramci predstaveni jeden trik prozradil, potom vsichni zasli,
jak je to vlastné jednoduché. Takovym iluzionistou vsak muze byt
kazdy a nebude k tomu ani potiebovat hbité prsty, staci jen vyuzit
nekteré zajimavé vlastnosti ¢isel. Ostatné v predchozim textu jsme
se mohli presvédcit, ze c¢isla pred nami ukryvaji spoustu tajem-
stvi a je otazkou, zda se ndm je vubec podari objasnit. Zavérem si
proto uvedeme nékteré ¢ary s ¢isly. Dalsi pak muze ¢tenar nalézt
v publikacich zamétenych na rekreac¢ni matematiku a pokud bude
mit i dost ¢asu na listovani starymi novinami, tak i v zdbavnych
okenkach nedélnich ¢ pozdéji sobotnich ptiloh deniki.

Kouzlo prvni: Zvolte si libovolné trojciferné cislo tak, aby se
prvni a posledni c¢islice lisily alespon o dvé. Utvorte ¢islo, jehoz
cifry jsou v opacéném potradi a od vétstho ¢isla odectéte mensi.
Ve vysledku opét zaménime poradi ¢islic a tato dvé ¢isla secteme.
Dejme tomu, ze si vybereme ¢islo 115. Pak je tieba spocitat 511-
115=396. Dale musime secist ¢isla a 396 a 693. V nasem pripadeé
obdrzime 1089. My narozdil od kouzelniku vysvétlime kazdy trik,
budeme proto predpokladat, ze zvolime ¢islo 100a+ 10b+ ¢, pricemz
a > c+2. Pak 100a+10b+c¢—100c—10b—a = 100(a —¢) —a+c =
100(a—c—1)+90+(10—a+c). Pficteme-li k tomuto vysledku ¢islo
100(10—a+¢)+90+ (a—c—1), obdrzime 900+180+9=1089. Tento
vysledek nezavisi na volbé cifer a vysledek 1089 bude pii libovolné
volbé puvodniho ¢isla.
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Kouzlo druhé: Zvolme dvé libovolna ¢isla. Utvorme posloup-
nost podobnym zpusobem jak to udélal Fibonacci, tedy kazdy dalsi
¢len je souctem dvou predchozich. Sectéme prvnich deset ¢lenu této
posloupnosti a vydélme ho ¢lenem sedmym. Naptiklad si zvolime
3 a 7. Prvnich deset ¢lenu posloupnosti bude 3, 7, 10, 17, 27, 44,
71, 115, 186, 301 a jejich soucet pak 781. Vydélime-li toto ¢islo 71,
obdrzime 11. Toto ¢islo musi vyjit vzdy. Je-li totiz f1 = m a fo = n,
je fr="5m+8na Y2, fi = 55m+88n = 11 f;. Ke kouzlu lze pouzit
i komplexni ¢isla, je vsak tieba dat pozor, aby f; # 0.

Kouzlo tieti: Vezméme libovolné ptirozené cislo, které je deé-
litelné tremi. Cifry umocnime na treti a secteme, ¢imz obdrzime
nové prirozené ¢islo. Tento postup opakujeme, avsak zjistime, ze az
dospéjeme k c¢islu 153, se cely proces zacykli. Ucené feceno budeme-
li opakované s¢itat tfeti mocniny cifer prirozeného ¢isla délitelného
tremi, vzdy dospéjeme k ¢islu 153. Mysleme si ¢islo 1422. Pak plati
13 +43 4254+ 25 =81+ 8 +1% =513 — 5+ 13+ 3% = 153.
Oznacime-li n = ¢, 10* + -+ + 10 +cgam =c; +---+ ¢ + ¢,
pak z predpokladu 3|n plyne 3|m. Z kritéria pro délitelnost trojkou
plyne, ze n = YF ¢} (mod 3). Podle Malé Fermatovy véty je ¢ =
¢; (mod 3). Je tedy

k

_ 3

m = E c;
i=0

k
Zci =n (mod 3).
i=0

Déle je

k k
n=>Y ¢l0’ > 10" > 10" > (k+ 1)9° > > " =m.
1=0 =0

Je-li tedy n > 10%, je soucet tietich mocnin cifer vidy mensi nez
puvodni cislo. Zbyva tedy provérit, jak se fetézec bude chovat po
prekroceni této hranice. Vyuzitim vypocetni techniky lze ovérit,
ze je zde koneény pocet moznosti aze vSechny vedou k éislu 153.
Zavérem dodejme, zZe existuji i jina c¢isla, ktera se rovnaji souctu
tfetich mocnin prirozenych ¢isel. Kromeé singularniho pripadu jed-
nicky jsou to i ¢isla 370, 371 a 407, zadné z nich vSak neni délitelné
tremi.
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Kouzlo ¢étvrté: Zvolme libovolné trojciferné ¢islo, jehoz cifry
nejsou viechny stejné. Sefad'me cifry podle velikosti v obou smérech
a odectéme tato dveé ¢isla. Po koneéném poctu kroku dojdeme k ¢islu
495. Zvolime-li 169, mame 961-169=792; 972-279=693; 963-369=594;
954-459=495. Pokud by rozdil mél dveé cifry, je nutno ho doplnit ho
zepiredu nulou. Stejnda vlastnost plati i pro ¢tytciferna ¢isla, kdy se
dostaneme k ¢islu 6174. Toto c¢islo se na pocest objevitele nazyva
Kaprekarova konstanta. Vzhledem ke koneénému poctu cisel 1ze
tuto zajimavost ovérit na pocitaci.

Kouzla s ¢isly nejsou jedinou skutecnosti, které mohou zaky
upoutat. Podivame se i na stranku estetickou. Jednicku pythagorej-
ce nepovazovali za ¢islo, ale za zadkladni stavebni kamen ¢isel ostat-
nich. Co ale druhé mocniny ¢isel, v jejichz dekadickém zapisu se
jind cifra nevyskytuje? Toz se na to podivejme. 12 = 1, 112 =
121, 1112 = 12321, 11112 = 1234321 atd. tato krdsnd symetrie se
nam podaii az po ¢islo 111111111. Je samoziejmé, ze pro clovéka
znalého dekadického zapisu a nasobeni mnohoc¢lenu to prekvapeni
neni. Muzeme si vytvorit hezkou pyramidu

Ix8 +1 =9
12x8 +2 =98
123x8 +3 =987
1234x8 +4 =9876
12345x8 +5 =98765
123456x8 46 =987654
12345678 +7 =9876543
12345678x8 +8 =98765432
123456789x8 +9 =987654321

Podobny krasné symetricky obrazec si muzete vytvorit sami
podle navodu 9x9+7=88, 98x9+6=888, 987x9+5=8888 atd. Samymi
jednickami jsme tento odstavec zacinali, proto skon¢ime navodem,
jak si vytvorit krasné vysvédceni, a to timto zpusobem: 1x9+2=11,
12x9+43=111, 123x9+4+4=1111 atd.

Zavérem této kapitoly zabrousime do turbodidaktiky. Euler od-
vodil vzorec ™ + 1 = 0. V tomto vzorci se vyskytuji vechny arit-
matematické konstanty (0, 1,4, e, ) pravé jednou a je proto mate-
matickymi estéty povazovan za nejkrasnéjsi. (Pokud bychom pouzili
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synonymum formule, mohli bychom psat Miss formule.) Proved me
turbodidaktické kouzlo a upravujme tento vztah.

ei7r — 1= (_1>3 — (eiw)S — 6317r.

Jelikoz leva strana rovna se pravé, muzeme odlogaritmovat a mame
ir=3im ¢i 1=3. Znalec funkce komplexni proménné rozdil mezi ma-
tematikou a turbodidaktikou odhali hned; pro jistotu vsak doda-
vame, ze pro komplexni proménnou neni logaritmus jednoznacna
funkce, takze logaritmovéani nebylo korektni.

6.4 leohy na procviceni

Publikum si urc¢ité zada dalsi kouzla, jejichz podstata bude utajena,
aby se mohlo bavit. Nuze zde jsou.

6.1. Myslete si libovolné ¢islo od Sesti do Sedesati. Toto ¢islo po-
stupné délte tfemi, ctyimi a péti a nahlaste zbytky. Znalec
¢isel podle zbytku urci puvodni ¢islo. Jak je to mozné?

6.2. Vynésobte svij vék deseti od tohoto ¢isla odectéte devitina-
sobek libovolného jednociferného éisla. Reknéte vysledek a jé
uhadnu, jak dlouho jiz putujete po tomto svété. Jak je to
mozné?

6.3. A jesté jednu na vék. Své mladi (stafi) vyndsobte dvéma,
prictéte pét, soucet opét vynasobte péti a feknéte vysledek.
I z tohoto ¢isla poznam, kolik let jste se dozil. Jak je to
mozné?

6.4. Nedosti vsak na tom, umime uhodnout i pfesné datum na-
rozeni, a to ndsledujicim zpusobem. Potradové cislo mésice
véku vynasobime stem. K vysledku pricteme ¢islo znacici den
a vysledek vyndsobime dvéma. K vysledku pridame osm.
Déle nésobime péti a pridame c¢tyti. Tento vysledek vynéso-
bime desiti a pridame ¢tyti. Posledni operaci je pricteni véku
v rocich. Odecteme 444 a vysledek rozdélime na skupiny po
dvou cifrach od pravé strany. Kvili vyvazenosti to ted vez-
meme zleva; prvni dvojice urcuje meésic, druhd den a tieti vék
zkoumaného clovéka.
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Také umime uhodnout dané ¢islo. Od mysleného cisla ode-
¢teme jednicku, zbytek nasobime dvéma a pticteme myslené
¢islo. Z  tohoto vysledku uhodneme myslené cislo tak, ze
pricteme dvé a vydélime tiemi.

Mysli si libovolné ¢islo, pokud ma lichy pocet ¢islic, dopln si
doptedu nulu. Libovolnym zpusobem ptesun cifry na lichych
pozicich na suda mista a naopak. Toto nové vzniklé ¢islo pricti
k puvodnimu. Soucet napis v opacném poradi ¢islic a odecti
od souctu puvodniho. Vysledek rozdél na dvojciferné skupiny
a az na jednu mi je prozrad. J4 pak uhodnu zbyvajici skupinu.

Vysledky

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Je-li myslené ¢islo x, pak mame x = 3a + r1, * = 4b + ro,
x = 5c + r3. Vyjadiime jednotlivé zbytky a spocitdme vyraz
S =407 4+ 45ry + 3673 = 1212 — 120a — 180b — 180c. Vyraz
S = 120k + z, proto staci podélit S 120 a zbytek je roven
myslenému ¢islu.

Oznacme vék z a myslené cislo k. Podle postupu jsme obdrzeli
102 — 9k = 10(z — k) + k. Cislo k je na misté jednotek, zbytek
tvori rozdil x — k. Z uvedeného je ziejmé, ze vas oponent musi
byt starsi deviti let.

Nezndmy vék oznacime opét z. Upravy jsou tyto: (2z+5)-5 =
10z + 25 = 10(z + 2) + 5. DAl postupujeme jako v predchozim
piipadé, na rozdil od ptredchoziho piipadu to funguje i pro
mimina.

Poc¢itame vlastné {[(100m + d).2 4+ 8].5 + 4}.10 +4 + r —
444=10000m + 100d + .

Pocitdme takto: x = 1; 2(z — 1); 2(x — 1) + 2 = 32 — 2;
3r — 2+ 2.

Vyjadrime-li ¢islo v dekadickém zapisu, snadno se vidi, ze
soucet je délitelny 11. Timto ¢islem je délitelny i soucet na-
psany v obraceném potadi. Jedenactkou je tedy délitelny i roz-
dil, ktery je navic délitelny deviti. Rozdil je tedy délitelny
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¢islem 99. Cislo je délitelné 99 je-li soucet dvojcifernych sku-
pin délitelny 99. Sec¢teme-li vSechny prozrazené dvojciferné
skupiny a doplnime-li soucet do nasobku 99, mame zbyvajici
skupinu. Uloha nenf jednoznacnd, pokud je jiz soucet skupin
délitelny 99. Zatajené dvojécisli muze byt 00 nebo 99.
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