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Základy elementárńı teorie č́ısel
Karel Lepka

Úvodńı slovo autora

Významný německý matematik Karl Friedrich Gauss napsal, že ma-
tematika je královnou věd a teorie č́ısel je královnou matematiky.
Jeho neméně slavný kolega Kronecker pak tvrdil, že přirozená č́ısla
jsou od Boha a vše ostatńı je d́ılem lidským. Je skutečnost́ı, že bez
č́ısel by matematika nebyla matematikou. Samozřejmě že již ne-
považujeme č́ısla za základ světa jako Pýthágorás a jeho škola, ale je
pravdou, že č́ısla maj́ı v matematice hlubš́ı význam než je poč́ıtáńı.
V tomto textu se zaměř́ıme předevš́ım na množinu přirozených
a celých č́ısel, přičemž se pro začátek nebudeme pouštět do složitých
teoríı, jak tyto č́ıselné množiny definovat. Množinu přirozených č́ısel,
kterou v textu budeme označovat symbolem N, budeme definovat
intuitivně jako počet prvk̊u konečné množiny. Množinu č́ısel celých
budeme v textu uvádět symbolem Z a budeme j́ı rozumět p̊uvodńı
množinu N, kterou doplńıme o č́ısla záporná a o nulu. Záporná č́ısla
budeme opět interpretovat intuitivně, např́ıklad jako dluh či teploty,
při nichž se voda měńı za normálńıch podmı́nek v led. Opravdovou
matematickou teorii č́ıselných množin si naznač́ıme až v závěru to-
hoto textu.

V následuj́ıćıch kapitolách si ukážeme některé vlastnosti množi-
ny č́ısel přirozených a celých. Jelikož je tento text primárně určen
student̊um pedagogické fakulty, budeme se snažit, aby text byl
čtivý, ačkoliv se nebudeme př́ılǐs odchylovat od letitých zvyklost́ı,
podle nichž se podobné texty ṕı̌śı, tedy ono eukleidovské definice,
věta, d̊ukaz. Text je doplněn i ilustračńımi či motivačńımi př́ıklady
a také praktickými aplikacemi. Možná bude čtenář překvapen, jak
bĺızko má tato teorie bĺızko každodenńım životu. Čtenář zde sa-
mozřejmě najde i řešené př́ıklady a také řadu úloh, aby si mohl te-
orii procvičit. Nezapomeneme ani na historické odkazy, jelikož kdo
nezná historii nějakého oboru, může mu těžko porozumět. V závě-
rečné kapitole jsou uvedeny i některé věci, které s teoríı č́ısel př́ımo
nesouvisej́ı, ale při výuce matematiky na základńıch školách mo-
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hou být učitel̊um užitečné, neb podle mı́něńı autora je nutnou
podmı́nou dobré výuky matematiky této vědě vdechnout poezii a
humor. Autor nepředpokládá, že se tento spisek dostane do rukou
ortodoxńım matematik̊um. Pokud se tak přesto stane, tak se jim ve-
lice omlouvá. Ponořme se tedy do tajemného světa č́ısel a začněme
hledat zaj́ımavé vlastnosti a překvapuj́ıćı souvislost.

Než tak učińıme, sluš́ı se na tomto mı́stě poděkovat všem, kdo
mi byli nápomocni při sestavováńı tohoto textu. Jmenovitě uvád́ım
prof. RNDr. Ladislava Skulu, DrSc. a RNDr. Helenu Durnovou,
PhD, kteř́ı pozorně text přečetli a svými připomı́nkami notně přispěli
k jeho zlepšeńı.

V Brně na svátek Tř́ı král̊u 2021 Karel Lepka



Kapitola 1

Teorie dělitelnosti

Tuto kapitolu začneme letitou žertovnou hádankou. Babička má pět
vnoučat a dvanáct jabĺıček. Jak to má udělat, aby všechna vnoučata
byla spravedlivě podělena? Správná odpověd’ je, že jim udělá štr̊udl.
Ve výše uvedeném př́ıpadě babička jinou možnost nemá, pokud by
však přikoupila daľśı tři jabĺıčka, tak by každému vnoučkovi dala tři
jabĺıčka a mohla by si ušetřit práci se štr̊udlem. Babička ovšem může
dvě jabĺıčka dětem zatajit, ta zbudou a opět vnuky spravedlivě
poděĺı, tentokrát ovšem každého jen dvěma jabĺıčky. Jak vyplývá z
uvedeného př́ıkladu, někdy se nám podař́ı množinu prvk̊u rozdělit
na několik disjunktńıch podmnožin, z nichž každá obsahuje stejný,
předem daný počet prvk̊u, někdy však takové rozděleńı možné neńı.

Pojem dělitelnost bude hlavńım tématem této kapitoly. Seznámı́-
me se i s daľśımi d̊uležitými pojmy jako prvoč́ıslo a č́ıslo složené, nej-
menš́ı společný násobek a největš́ı společný dělitel. Dále se seznámı́-
me s kritérii dělitelnosti a poznáme i Eukleid̊uv algoritmus.

1.1 Základńı pojmy a věty

Jak již bylo řečeno v úvodńım slově, budeme přirozené č́ıslo chápat
jako počet prvk̊u jisté konečné množiny. Pojem dělitelnosti lze vztá-
hnout i na č́ısla záporná, nebot’ i velký dluh můžeme rozdělit na
několik menš́ıch.1 Dosti však již př́ıklad̊u, začněme s vlastńım tex-

1V matematice je nutné i přirozené č́ıslo přesně definovat. Jednu možnost
ukázal italský matematik Giuseppe Peano (1858–1932), viz např. [12], str. 168.
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4 KAPITOLA 1. TEORIE DĚLITELNOSTI

tem. Start však bude netradičńı, nezaháj́ıme ani axiomy ani definićı,
nýbrž rovnou větou.

Věta 1.1 Necht’ a, b ∈ Z, přičemž b > 0. Pak existuj́ı celá č́ısla q,
r s vlastnost́ı

a = bq + r, 0 ≤ r < b. (1.1)

Čı́sla q, r s uvedenými vlastnostmi jsou určena jednoznačně.

Důkaz: Důkaz provedeme ve dvou kroćıch. Nejdř́ıve dokážeme exis-
tenci č́ısel q r, pro něž plat́ı vztah (1. 1). Označme symbolem M
množinu všech celých č́ısel m tvaru

m = a− bt,

kde t je celé č́ıslo s vlastnost́ı a − bt ≥ 0. Zřejmě je množina M
podmnožinou množiny celých nezáporných č́ısel. Snadno se přesvěd-
č́ıme, že je neprázdná. Je-li a ≥ 0, polož́ıme t = 0 a máme m =
a − b.0 = a ≥ 0. Pro a < 0 stač́ı položit t = a. Pak je m =
a− b.a = a(1− b) ≥ 0. Množina celých nezáporných č́ısel je dobře
uspořádaná, proto množina M má nejmenš́ı prvek, označme ho r,
je r ≥ 0 a existuje celé č́ıslo q = t tak, že plat́ı

0 ≤ r = a− b · q =⇒ a = b · q + r.

Pokud by bylo r ≥ b, pak bychom měli

0 ≤ r − b = a− b · (q − 1) ∈M.

Avšak je r− b < r, což je spor s t́ım, že r je nejmenš́ı prvek (č́ıslo)
množiny M .

Důkaz jednoznačnosti provedeme opět sporem. Předpokládejme,
že plat́ı a = bq1 + r1 a současně a = bq2 + r2. Odečteme-li od druhé
rovnice prvńı, obdrž́ıme 0 = b(q2 − q1) + r2 − r1, tedy r2 − r1 je
násobkem b. Jelikož však je |r2− r1| < b, muśı platit r1 = r2 a tedy
i q1 = q2.

Úloze, ve které se má k dané dvojici celých č́ısel a, b naj́ıt dvojici
č́ısel q, r splňuj́ıćı vztah (1. 1), se ř́ıká děleńı; č́ıslo a nazýváme

Jiný zp̊usob lze naj́ıt např́ıklad v publikaci [10]. Jak zavést č́ısla celá se lze
doč́ıst mj. v článku [4].
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dělenec, č́ıslo b dělitel. Zaměřme nyńı svou pozornost na č́ıslo r. Pro
r > 0 mluv́ıme o děleńı se zbytkem. V tomto př́ıpadě je q částečný
pod́ıl a r je zbytek. Je-li r = 0, mluv́ıme o děleńı beze zbytku; č́ıslo
q se nazývá pod́ıl. Ř́ıkáme též, že č́ıslo a je dělitelné č́ıslem b, což
budeme značit b|a a č́ıst b děĺı a. Stejný smysl má i formulace a je
násobkem b.

Poznámka 1.1 Pozor! Zbytek je vždy č́ıslo nezáporné, tedy −41 =
11.(−4) + 3, nikoliv −41 = (−3).11− 8.

Poznámka 1.2 Předpoklad b > 0 neńı pro dělitelnost celých č́ısel
nezbytný. Pokud bychom však předpokládali pouze b 6= 0, pak muśıme
vyžadovat platnost nerovnosti 0 ≤ r < |b|

Plat́ı následuj́ıćı věty:

Věta 1.2 Je-li a násobkem m a je-li současně m násobkem b, pak
a je násobkem b.

Věta 1.3 Jsou-li v rovnosti typu a1+a2+. . .+an = b1+b2+. . .+bs
všechny členy s výjimkou jednoho násobkem č́ısla k, pak i tento člen
je násobkem tohoto č́ısla k.

Poznámka 1.3 Této věty se někdy využ́ıvá při řešeńı úlohy typu
dokažte, že jistý výraz je dělitelný č́ıslem k. Je-li V = V1 + V2 +
. . .+ Vm a všechny sč́ıtance na prvé straně jsou dělitelné č́ıslem k,
je i výraz V dělitelný č́ıslem k.

Věta 1.4 Necht’ a|b a a|c. Pak a|(bx + cy) pro libovolná celá č́ısla
x a y.

Důslekem této věty je skutečnost, že pokud č́ıslo a děĺı č́ısla b
a c, pak děĺı i jejich součet a rozd́ıl.

Věta 1.5 Necht’ a|b. Pak a|bc, kde c je libovolné celé č́ıslo.

Věta 1.6 Necht’ a|b a současně b|c. Pak a|c.
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Této vlastnosti se ř́ıká tranzitivita. Důkazy těchto tvrzeńı jsou
snadné a doporučujeme, aby si je čtenář udělal jako cvičeńı.

Naskýtá se otázka, jak poznat je-li č́ıslo a dělitelné č́ıslem b. Ve
věku poč́ıtač̊u a kalkulaček se zdá být nejjednodušš́ı tato č́ısla prostě
vydělit. Autor má sice velký obdiv k moderńı výpočetńı technice,
přesto však ani tato si neumı́ s mnoha otázkami teorie č́ısel poradit.
V některých př́ıpadech by bylo nasazeńı této techniky zbytečné, asi
jako j́ıt s kanonem na vrabce, nebot’ dělitelnost můžeme poznat
mnohem snadněji. Uvedeme si proto několik kritéríı pro dělitelnost
č́ısel, zejména pro př́ıpady, kdy je dělitel malé č́ıslo.

Věta 1.7 Přirozené č́ıslo n je dělitelné:
a) dvěma, je-li posledńı cifra sudá,
b) třemi, je-li jeho ciferný součet dělitelný třemi,
c) čtyřmi, je-li jeho posledńı dvojč́ısĺı dělitelné čtyřmi,
d) pěti, je-li jeho posledńı cifra 0 nebo 5,
e) šesti, je-li sudé a dělitelné 3,
f) sedmi, je-li dvojnásobek počtu stovek zvěťsený o posledńı dvojč́ısĺı
dělitelný 7,
g) osmi, je-li posledńı trojč́ısĺı dělitelné 8,
h) dev́ıti, je-li jeho ciferný součet dělitelný 9,
i) deśıti, je-li jeho posledńı cifra 0.

Důkaz: Každé přirozené č́ıslo n lze v dekadické č́ıselné soustavě
vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

n = ck10k + · · ·+ c2102 + c110 + c0,

kde ci ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} a ck 6= 0. Z tohoto vyjádřeńı okamžitě
plynou tvrzeńı a), c), d), g) a i).

Necht’

s = ck + · · ·+ c2 + c1 + c0

je ciferný součet č́ısla n. Pak je

n− s = (10k − 1)ck + · · ·+ 99c2 + 9c1.

Jelikož každý sč́ıtanec na pravé straně je dělitelný dev́ıti a stejně
tak je dělitelné dev́ıti č́ıslo s, muśı být dělitelné dev́ıti i č́ıslo n. T́ım
je dokázáno h) a součsně i b).
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Zbývá dokázat kritérium pro dělitelnost sedmi. Dvojnásobek
stovek č́ısla n zvětšený o posledńı dvojč́ısĺı je roven

m = 2ck10k−2 + · · ·+ 2c2 + 10c1 + c0.

Rozd́ıl

n−m = 98ck10k−2 + · · ·+ 98c2

je dělitelný sedmi, protože 7|98. Jestliže plat́ı 7|m, je i č́ıslo n
dělitelné sedmi.

Kritérium dělitelnosti sedmi je oproti zbývaj́ıćım poměrně kom-
plikované a pro praxi nepř́ılǐs vhodné. Uvedeme jednoduchý př́ıklad.
Chceme-li zjistit, zda je č́ıslo 7056 dělitelné sedmi, muśıme postu-
povat následuj́ıćım zp̊usobem. 70.2+56=196. 196:7=28. Č́ıslo m je
dělitelné sedmi, je tedy i 7056 dělitelné sedmi. Existuj́ı i jiná kritéria
pro dělitelnost sedmi, leč problematiku složitosti neřeš́ı. Kritéria pro
dělitelnost dvojcifernými prvoč́ısly menš́ımi než dvacet může čtenář
naj́ıt např. v [2] na str. 31 resp. 164.

Nyńı si uvedeme několik úloh na dělitelnost č́ısel.

Př́ıklad 1.1 Určete, jaký den bude za 39 dńı, je-li dnes středa.

Řešeńı: 39=7.5+4. Za 39 dńı bude neděle.

Př́ıklad 1.2 Dokažte, že výraz a(a + 1)(2a + 1) je dělitelný 6 pro
libovolné celé č́ıslo a.

Řešeńı: a(a+ 1)(2a+ 1) = a(a+ 1)(a+ 2 + a− 1) =
a(a + 1)(a + 2) + a(a + 1)(a − 1). Oba sč́ıtance jsou součinem tř́ı
po sobě jdoućıch č́ısel, jedno z nich muśı být dělitelné 3 a nejméně
jedno muśı být dělitelné 2.

Př́ıklad 1.3 Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı 169|33n+3 − 26n−
27.

Řešeńı: Upravme nejdř́ıve prvńı člen daného výrazu.

33n+3 = 27n+1 = (26 + 1)n+1
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. Použit́ım binomické věty pak obdrž́ıme

(26 + 1)n+1 =

(
n+ 1

0

)
26n+1 +

(
n+ 1

1

)
26n + . . .+

(
n+ 1

n− 1

)
262+

+

(
n+ 1

n

)
26 +

(
n+ 1

n+ 1

)
260

Je zřejmé, že všechny členy tohoto rozvoje s výjimkou posledńıch
jsou dělitelné 169, nebot’ obsahuj́ı minimálně druhou mocninu č́ısla
26 = 2.13. Posledńı dva členy pak dávaj́ı 26n+ 27 a tud́ıž se vyruš́ı
s posledńımi dvěma členy daného výrazu.

1.2 Největš́ı společný dělitel, nejmenš́ı

společný násobek

V této části budeme řešit dva problémy. Budeme hledat největš́ı
č́ıslo, které současně děĺı několik r̊uzných č́ısel a naopak nejmenš́ı
č́ıslo, které je současně dělitelné několika r̊uznými č́ısly.

Def. 1.1 Každé celé č́ıslo, děĺıćı současně celá č́ısla a, b, . . . , l se
nazývá jejich společným dělitelem. Je-li aspoň jedno z uvedených
č́ısel r̊uzné od nuly, pak je počet jejich společných dělitel̊u konečný,
a tedy jeden z nich je nejvěťśı. Ten se nazývá nejvěťśım společným
dělitelem č́ısel a, b, . . . , l a budeme ho značit (a, b, . . . , l). Tato č́ısla
a, b, . . . , l se nazývaj́ı nesoudělná, je-li (a, b, . . . , l) = 1. Je-li každé
z č́ısel a, b, . . . , l nesoudělné s každým druhých z nich, pak č́ısla
a, b, . . . , l se nazývaj́ı po dvou nesoudělná. Zřejmě č́ısla po dvou
nesoudělná jsou vždy nesoudělná; v př́ıpadě dvou č́ısel se pojmy
nesoudělná a po dvou nesoudělná shoduj́ı.

Př́ıklad 1.4 a) (15, 18, 63) = 3 b)(15, 21, 28) = 1 c)(11, 18, 25) = 1
V př́ıpadě b) jsou uvedená č́ısla nesoudělná, avšak ne po dvou ne-
soudělná. Je totǐz (15, 21) = 3, (21, 35) = 7 a (15, 35) = 5.
Naproti tomu v př́ıpadě c) jsou i po dvou nesoudělná, nebot’ je
(11, 18) = (11, 25) = (18, 25) = 1.
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V daľśıch úvahách se budeme zabývat jen největš́ım společným
dělitelem dvou č́ısel, pro jednoduchost a z úsporných d̊uvod̊u bu-
deme použ́ıvat zkratky NSD. Pokud tato č́ısla nejsou př́ılǐs velká,
pak obyčejně nalezeńı NSD nebývá př́ılǐs složité, nebot’ se nám
podař́ı rozložit obě č́ısla na součin prvočinitel̊u (viz d̊usledek věty 1.
8) a pak vybereme vybereme ty, které jsou pro obě č́ısla společné.
NSD je pak jejich součin.

Př́ıklad 1.5 Určete NSD č́ısel 153 a 258. Plat́ı 153 = 32.17 a 258 =
2.3.43. Je tedy (153, 258) = 3.

Ne vždy se nám podař́ı naj́ıt NSD tak jednoduše, zejména pro
velká č́ısla je mnohdy obt́ıžné naj́ıt byt’ jednoho dělitele, natož
provést jeho rozklad na prvočinitele, př́ıkladem budiž č́ısla Ferma-
tova, o nichž se v́ıce dozv́ıte v odd́ıle 5. 2. Ptejme se tedy, zda pro
nalezeńı NSD neexistuje nějaký jiný postup; ideálńı by bylo, po-
kud by se jednalo o algoritmus. Odpověd’ zńı, že takový algoritmus
existuje a je pojmenován po řeckém matematikovi Eukleidovi.2

Mějme tedy přirozená č́ısla a a b, bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že a > b. Podle věty (1. 1) plat́ı a = bq+ r. Společný
dělitel č́ısel a a b muśı dělit také zbytek r = a − qb a tedy každý
společný dělitel č́ısel b a r je rovněž dělitelem č́ısla a. Plat́ı

(a, b) = (b, q).

Zavedeme-li označeńı a = n0, b = n1 a r = n2, má tato rovnice tvar

(n0, n1) = (n1, n2).

Nyńı mohou nastat dva př́ıpady: Je-li n2 = 0, je n1 hledaný největš́ı
společný dělitel č́ısel n0 = a a n1 = b. Je-li n2 6= 0, muśıme dělit č́ıslo
n1 č́ıslem n2 a celý proces zopakovat. Obdrž́ıme systém rovnost́ı

(n0, n1) = (n1, n2)
(n1, n2) = (n2, n3)
(n2, n3) = (n3, n4)

. . . .. . . .
(nk−1, nk) = (nk, nk+1)

2Eukleides z Alexandrie žil ve 3. stolet́ı př. Kr. Působil v alexandrijském
Múseionu (domu Múz). Je autorem d́ıla Základy, v němž shrnul veškeré tehdeǰśı
matematické vědomosti.
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Jelikož je ni+1 je zbytek po děleńı ni−1 č́ıslem ni pro (i = 1, 2, . . . , k)
a množina N je dobře uspořádaná, muśı platit

n1 > n2 . . . ≥ 0.

Muśı být nk+1 = 0 a (nk−1, nk) = nk. Podle předchoźıch úvah
obdrž́ıme

(n0, n1) = (n1, n2) = . . . = (nk−1, nk) = nk,

odkud
(n0, n1) = (a, b) = nk.

NSD je tedy největš́ı nenulový zbytek v Eukleidově algoritmu.

Př́ıklad 1.6 Určete nejvěťśı společný dělitel č́ısel 1512 a 110.

Řešeńı: Použijeme Eukleid̊uv algoritmus postupného děleńı, č́ımž
obdrž́ıme 1512 = 13×110+82; 110 = 1×82+28; 82 = 2×28+26;
28 = 1× 26 + 2; 26 = 2× 13. (1512, 110) = 2.

Př́ıklad 1.7 Určete nejvěťśı společný dělitel č́ısel 988 a 35.

Řešeńı: Podobně jako v předchoźım př́ıkladě využijeme Eukleid̊uv
algoritmus. 988 = 28 × 35 + 8; 35 = 4 × 8 + 3; 8 = 2 × 3 + 2;
3 = 1× 2 + 1; 2 = 1× 1 + 1; 1 = 1× 1 + 0. (988, 35) = 1, tato č́ısla
jsou nesoudělná.

Př́ıklad 1.8 Dokažte, že dvě po sobě jdoućı č́ısla jsou nesoudělná.

Řešeńı: (a, a+ 1)=(a, a+ 1− a)=(a, 1)=1.

1.3 Prvoč́ısla a č́ısla složená

V této části se seznámı́me s pojmem prvoč́ıslo a č́ıslo složené. Dále
uvedeme základńı větu aritmetiky a některé aplikace.

Def. 1.2 Uvažujme přirozená č́ısla věťśı než jedna. Každé má ale-
spoň dva dělitele, totǐz jedničku a sebe sama. Nenajdeme-li jǐz žád-
ného daľśıho dělitele, pak se toto č́ıslo nazývá prvoč́ıslo. V opačném
př́ıpadě mluv́ıme o č́ıslech složených.
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Jedničku nezařazujeme ani do jedné skupiny, přesně v souladu
s pythagorejskou školou. Ačkoliv se zdá, že se jedná jen o matema-
tickou hř́ıčku, byt’ velmi krásnou, neńı tomu tak. Uměńı rozeznat
prvoč́ıslo a č́ıslo složené má v praxi velký význam, jak o tom bude
pojednáno v daľśım textu. Použit́ı slova uměńı neńı od věci, ne-
bot’ zejména má-li č́ıslo velký počet cifer, je jeho rozklad na součin
prvočinitel̊u (faktorizace) mnohdy velmi obt́ıžný.

Pro malá č́ısla můžeme využ́ıt Eratosthenova śıta3. Dejme tomu,
že máme nalézt všechna prvoč́ısla menš́ı než 100. Všechna č́ısla
seřad́ıme podle velikosti a nejprve ponecháme dvojku a vyškrtáme
všechny jej́ı násobky. Po této operaci je prvńım nevyškrtnutým
č́ıslem trojka, vyškrtáme tedy všechny jej́ı násobky (pokud nejsou
již vyškrtnuty při předchoźı operaci). T́ımto zp̊usobem postupujeme
tak dlouho, až naraźıme na nevyškrtnuté č́ıslo větš́ı než deset, to
již škrtáńı konč́ı a všechna nevyškrtnutá č́ısla jsou prvoč́ısla. Možná
se ptáte, proč neškrtáme násobky č́ısla jedenáct. Inu je to proto,
že máme jistotu, že jsou již škrtnuty. Obecně lze ř́ıci, že hledáme-li
prvoč́ısla t́ımto zp̊usobem, tak eliminace konč́ı při nalezeńı prvoč́ısla
větš́ıho než je

√
n, kde n je největš́ı č́ıslo na seznamu.

Věta 1.8 (Prvńı věta Eukleidova). Necht’ a, b ∈ N , p je prvoč́ıslo
a p|ab. Pak p|a nebo p|b.

Důkaz: Jestliže p|a, jsme s d̊ukazem hotovi. Pokud p neděĺı a, je
(a, p) = 1. Pak existuj́ı celá č́ısla x a y tak, že plat́ı ax + py = 1.
Vynásob́ıme-li obě strany této rovnice č́ıslem b, obdrž́ıme abx +
pby = b. Jelikož oba sč́ıtance na levé straně jsou dělitelné p, muśı
být dělitelné č́ıslem p i č́ıslo b.

Důsledkem je skutečnost, že každé přirozené č́ıslo n > 1 lze
jednoznačně rozložit na součin přirozených mocnin prvoč́ısel p1 <
p2 < . . . < pr. Plat́ı tedy

n = pk11 p
k2
2 · · · pkrr =

r∏
i=1

pαi
i

3Eratosthenes z Kyrény, mezi 272 a 276–194 př. Kr., řecký matematik, astro-
nom, geograf, ale též básńık a správce alexandrijské knihovny. Hledáńı prvoč́ısel
prováděl na voskových tabulkách, č́ısla nevyškrtával, ale vymazával, takže ta-
bulka pak skutečně připomı́nala śıto. Změřil též zemský poloměr.
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Prvoč́ıslo pi se nazývá prvočinitel. Následuje věta o jednoznačnosti
rozkladu č́ısla na prvočinitele.

Věta 1.9 Jestlǐze

pα1
1 p

α2
2 · · · pαr

r = qβ11 q
β2
2 · · · qβss ,

kde p1 < p2 < · · · < pr, q1 < q2 < · · · < qs jsou prvoč́ısla
a r, s, αi, βi ∈ N , pak r = s, pi = qi, αi = βi pro každé i = 1, . . . , r.

Důkaz: Necht’ m = pα1
1 p

α2
2 · · · pαr

r , n = qβ11 q
β2
2 · · · qβss a necht’ m =

n. Jestliže nějaké prvoč́ıslo p děĺı m, pak podle Prvńı Eukleidovy
věty prvoč́ıslo p muśı dělit pk pro nějaké k ∈ {1, . . . , r}. Z definice
prvoč́ısla však plyne, že p = pk. Protože m = n, muśı p dělit také
nějaké ql pro l ∈ {1, . . . , s} a stejným zp̊usobem dostaneme, že
p = ql. Odtud plyne, že pk = ql. Jelikož prvoč́ısla pi a qj jsou
seřazena podle velikosti, muśı platit p1 = q1, . . . , pr = qr a r = s.

Předpokládejme dále, že α1 > β1 pro nějaké i ∈ {1, . . . , r}.
Vyděĺıme-li rovnost m = n č́ıslem pβi , obdrž́ıme

pα1
1 · · · p

αi−βi
i · · · pαr

r = pβ11 · · · p0
i · · · pβrr ,

což je spor, nebot’ levá strana rovnice je dělitelná pi, zat́ımco pravá
strana t́ımto č́ıslem dělitelná neńı. Analogicky postupujeme v př́ı-
padě, že αi < βi. Je tedy αi = βi pro všechna i ∈ {1, . . . , r}.

Věta o jednoznačnosti rozkladu přirozeného č́ısla na prvočinitele
se nám zdá samozřejmá, existuj́ı však algebraické struktury, v nichž
neplat́ı. Např́ıklad v tělese Q(i

√
5) tato věta neplat́ı, nebot’ 21 = 3·7

a (1 + 2i
√

5)(1 − 2i
√

5). Základńı věta aritmetiky je také jedńım
z d̊uvod̊u, proč nepovažujeme jedničku za prvoč́ıslo. Pokud by tomu
tak bylo, tak by v rozkladu nebyla jednoznačnost exponent̊u.

Polož́ıme-li si otázku, kolik je prvoč́ısel, odpověd’ nalezneme
v Eukleidových základech, kniha 9, tvrzeńı 20. Toto tvrzeńı uve-
deme nejdř́ıve v moderńım zněńı.

Věta 1.10 (Druhá Eukleidova věta.) Prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

Důkaz: Důkaz provedeme sporem. Budeme předpokládat, že prvo-
č́ısel je konečně mnoho. V tom př́ıpadě je můžeme vyjmenovat, bu-
dou to č́ısla p1, p2, . . . , pn. Vynásobme je mezi sebou a připočtěme
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jedničku. Takto vzniklé č́ıslo m = p1p2 · · · pn + 1 neńı ani jedno
z uvedených prvoč́ısel, ani neńı některým z těchto prvoč́ısel dělitel-
né. Děĺıme-li totiž č́ıslo m kterýmkoliv z uvedených prvoč́ısel pi,
obdrž́ıme vždy zbytek jedna. Je zde spor a proto je prvoč́ısel ne-
konečně mnoho.

Poznamenejme, že zkonstruované č́ıslo m je někdy prvoč́ıslo
(2.3.5.7+1=211), jindy je to zase č́ıslo složené (2.3.5.7.11.13+1=
30 031=59.509). Pod́ıváme-li se do Základ̊u, zjist́ıme, že Eukleides
tuto větu uvedl v poněkud jiném tvaru. Jelikož řečt́ı matematikové
pojem nekonečna ve smyslu jak ho chápeme dnes nepouž́ıvali, mu-
seli věty formulovat opisem. Tvrzeńı tedy zńı: Prvoč́ısel je v́ıc, než
dané množstv́ı prvoč́ısel. Důkaz pak je stejný, jak je uvedeno výše,
jen počet známých prvoč́ısel je mnohem nižš́ı, Eukleides si vystačil
se třemi.

1.3.1 Pythagorejské trojice

Pythagorovu větu ovládá každý, kdo se jen trochu potkal s geome-
tríı. Každý zedńık si umı́ udělat vingl (pravý úhel) tak, že tři latě
s délkami v poměru 3 : 4 : 5 spoj́ı v trojúhelńık a v́ı, že hledaný
pravý úhel je oproti nejdeľśı lati. Pythagorova věta se obvykle uvád́ı
slovně, ř́ıkáme že obsah čtverce nad přeponou se rovná součtu ob-
sah̊u čtverc̊u nad oběma odvěsnami. Takto formulované tvrzeńı má
ovšem tvar implikace a Pythagorova věta nás ke konstrukci pravého
úhlu výše uvedeným zp̊usobem neopravňuje. Dá se však dokázat,
že i obrácená implikace je správná, plat́ı tedy následuj́ıćı věta:

Věta 1.11 Trojúhelńık s délkami stran a, b, c je pravoúhlý s pře-
ponou délky c právě tehdy, když plat́ı c2 = a2 + b2.

Def. 1.3 Necht’ pro uspořádanou trojici č́ısel [a, b, c] plat́ı a2 +b2 =
c2. Tuto trojici nazýváme pythagorejská trojice a trojúhelńık s těmi-
to délkami stran pythagorejský trojúhelńık. Jestlǐze nav́ıc tato č́ısla
nemaj́ı společného dělitele d > 1, mluv́ıme o primitivńı pythago-
rejské trojici.

Odpověd’ na otázku jak sestavit libovolnou pythagorejskou tro-
jici nalezneme již u Diofanta.4.

4Diofantos z Alexandrie žil ve 3. stolet́ı. Z jeho hlavńıho d́ıla Aritmetika se
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Věta 1.12 Uspořádaná trojice přirozených č́ısel [a, b, c] je primi-
tivńı pythagorejskou trojićı tehdy a jen tehdy, existuj́ı-li nesoudělná
přirozená č́ısla m > n opačné parity tak, že bud’

a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2

nebo
a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2.

Čı́sla m a n jsou určena jednoznačně.

Důkaz neńı obt́ıžný, avšak pro jeho délku odkazujeme čtenáře
např. na publikaci [2]. Ani Diofantos nebyl prvńı, kdo se zabýval
těmito trojicemi, jejich tabulky byly použ́ıvány již ve staré Ba-
bylónii. S pythagorejskými trojicemi se v teorii č́ısel setkáváme
poměrně často. Závěrem uvedeme jednu jejich aplikaci, kterou po-
prvé uvedl (a zřejmě i dokázal) P. Fermat.

Věta 1.13 Žádné č́ıslo tvaru 4k− 1 pro k ∈ N neńı součtem dvou
čtverc̊u celých č́ısel.

Důkaz: Důkaz je snadný, pokud si uvědomı́me, že sudé č́ıslo je
tvaru 2l a liché 2m + 1. Jejich čtverce jsou pak 4l2, resp. 4m2 +
4m + 1 = 4n + 1. Součet dvou čtverc̊u může být tvaru 4k, 4k + 1
či 4k + 2, nikdy nemůže být tvaru 4k + 3 = 4(k + 1) − 1. Z výše
uvedeného vyplývá, že č́ıslo tvaru 4k − 1 neńı ani čtvercem celého
č́ısla.

1.4 Vlastnosti prvoč́ısel

Úvodem rozš́ı̌ŕıme definici dělitelnosti.

Def. 1.4 Pro přirozená č́ısla j, m a n řekneme, že mj přesně děĺı
n, a budeme psát mj‖n, jestlǐze mj|n, ale mj+1 6 | n. Pro j = 0 bude
symbol m0‖n znamenat, že m 6 | n.

Dokážeme větu, která uvád́ı vztah mezi prvoč́ısly a binomickými
koeficienty (kombinačńımi č́ısly).

zachovala jen část.
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Věta 1.14 Přirozené č́ıslo n je prvoč́ıslem právě tehdy, když n děĺı(
n
k

)
pro každé k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Důkaz: Necht’ n je prvoč́ıslo. Pro k ∈ {1, . . . , n− 1} je n− k mezi
č́ısly 1 a n− 1. Č́ıslo n neděĺı ani k! ani (n− k)!, ale děĺı n!. Jelikož(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
, je toto č́ıslo dělitelné n. Předpokládejme naopak, že

n je složené a necht’ p je nejmenš́ı prvoč́ıslo, které děĺı n. Tedy je
1 < p < n a (

n

p

)
=
n(n− 1) · · · (n− p+ 1)

p(p− 1) · · · 2 · 1
. (1.2)

Dále předpokládejme, že pj‖n pro nějaké přirozené č́ıslo j. Mezi
p postupně jdoućımi č́ısly n, n − 1, . . . , n − p + 1 je právě jedno
dělitelné p. Protože p | n, plat́ı p 6 | (n − 1)(n − 2) · · · (n − p + 1).
Plat́ı tedy pj‖n(n− 1) · · · (n− p+ 1) a zřejmě i p‖p(p− 1) · · · 2 · 1.
Podle (1. 2) dostaneme, že pj−1‖

(
n
p

)
. Ale n 6 |

(
n
p

)
, protože pj‖n.

1.5 Úlohy k procvičeńı

1.1. Druhou mocninu každého přirozeného č́ısla je možné napsat
bud’ ve tvaru 4k nebo 4k + 1. Dokažte.

1.2. Jestliže současně plat́ı a|b a b|a, pak je |a| = |b|. Dokažte.

1.3. Otec se synem jeli na dovolenou z Brna do Chorvatska autem.
Jelikož cesta je dlouhá, rozhodli se, že se budou každých 80
km v ř́ızeńı stř́ıdat. Kdo ř́ıdil auto při př́ıjezdu do Splitu, je-li
vzdálenost Brno - Split 888 km?

1.4. Necht’ a− b je násobkem č́ısla c. Pak i an− bn je násobkem c.

1.5. Dokažte, že pro libovolné přirozené č́ıslo n plat́ı 9|4n+15n−1.

1.6. Dokažte, že rozd́ıl čtverc̊u dvou po sobě jdoućıch lichých č́ısel
je dělitelný osmi.

1.7. Součet tř́ı po sobě jdoućıch třet́ıch mocnin přirozených č́ısel
je násobkem č́ısla 9. Dokažte.
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1.8. Součet čtverc̊u dvou po sobě jdoućıch č́ısel zmenšený o jednu
je dělitelný čtyřmi. Dokažte.

1.9. Č́ıslo n3 + 11n je dělitelné šesti pro libovolné n. Dokažte.

1.10. Č́ıslo 22n+1 + 1 je dělitelné třemi. Dokažte.

1.11. 25/1 Výraz n(n4 + 35n2 + 24) je dělitelný 60 pro každé celé
n. Dokažte.

1.12. Dokažte, že výraz 22n+3.7n + 3n.5n+1 je dělitelný 13.

1.13. Dokažte, že výraz V = n2(n2 − 4)(n2 − 16) je pro sudé n
dělitelné 11520.

1.14. Dokažte, že žádné prvoč́ıslo větš́ı než 5 nelze uvést na tvar
N = m4 + 4n4.

1.15. Dokažte, že č́ısla tvaru 34n+4 − 43n+3 jsou dělitelná 17.

1.16. Dokažte, že č́ıslo n3+(n+2)3

2
je pro celá n vždy celé a složené.

1.17. Dokažte, že výraz V = 24n+1 − 22n − 1 je dělitelný dev́ıti pro
všechna n ∈ N.

1.18. Dokažte, že žádné č́ıslo An = 4n + 5 neńı současně dělitelné 7
a 9.

Výsledky

1.1. Stač́ı si uvědomit, že přirozená č́ısla jsou bud’ sudá tvaru 2k
nebo lichá tvaru 2k − 1, k ∈ N.

1.2. a|b ⇒ b = ka, b|a ⇒ a = lb. Je tedy b = k(lb). Č́ısla a a b
jsou tedy bud’ stejná nebo opačná.

1.3. 888=11x80+8. Při př́ıjezdu do Splitu ř́ıdil ten, kdo neř́ıdil při
odjezdu z Brna.

1.4. an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ bn−1).
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1.5. Důkaz provedeme indukćı. Pro n = 1 tvrzeńı plat́ı. Volba
n = k+1 dává po úpravě 4k+15k−1+3.4k+15. Prvńı tři členy
jsou podle předpkoladu dělitelné dev́ıti, daľśı dva uprav́ıme
následovně. 3(4k − 1 + 6) = 3(4− 1)(4k−1 + 4k−2 + · · ·+ 1)

1.6. (2k + 1)2 − (2k − 1)2 = 8k

1.7. (n−1)3 +n3 +(n+1)3 = 3n(n2 +2). Je-li 3|n, jsme s d̊ukazem
hotovi. V opačném př́ıpadě je n = 3k + 1, resp. n = 3k + 2 a
snadno se dokáže, že výraz v závorce je dělitelný třemi.

1.8. (n+ 1)2 + n2 − 1 = 2n(n+ 1)

1.9. n3 + 11n = n(n2 − 1 + 12) = (n − 1)n(n + 1) + 12n. Lze
použ́ıt i matematickou indukci. Prvńı krok je zřejmý, volba
n = k + 1 dává po úpravě k3 + 3k2 + 3k + 1 + 11k + 11.
Výraz 3(k2 + k + 4) je dělitelný šesti, nebot’ druhá mocnina
zachovává paritu a součet dvou lichých č́ısel stejně jako součet
dvou sudých č́ısel je č́ıslo sudé.

1.10. 22n+1+1 = 2(2n−1)(2n+1)+3. Č́ısla v závorkách se lǐśı o dvě
a jsou lichá. S využit́ım známých vzorc̊u pro rozklad součtu
druhých mocnin zjist́ıme, že právě jedno z nich je dělitelné
třemi. Pro n sudé je to to menš́ı, pro n liché to větš́ı.

1.11. Výrazy A = n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4) a B = n(n−1)(n−
2)(n− 3)(n− 4) jsou dělitelné 120, nebot’ představuj́ı součin
pěti po sobě jdoućıch celých č́ısel. Jejich aritmetický pr̊uměr
je roven zadanému výrazu a ten je tud́ıž dělitelný 60.

1.12. Výraz uprav́ıme 8.4n.7n+5.3n.5n=13.28n−5.28n+5.13n=13.28n−
5(28n − 15n). Oba sč́ıtance jsou dělitelné 13.

1.13. n = 2k. V = 64k2(k2 − 1)(k2 − 4) = 64k2(k − 1)(k − 2)(k +
1)(k+2).Součin pěti po sobě jdoućıch č́ısel je dělitelný 3, 4, 5.
Nav́ıc trojka je v něm obsažena dvakrát. Bud’ je k = 3l nebo
jsou trojkou dělitelné současně výrazy k− 2 a k+ 1 či k− 2 a
k+1. Výraz V je tedy dělitelný č́ıslem 64×9×4×5 = 11520.
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1.14. Č́ıslo N = (m2 + 2n2)2− 4m2n2, což lze psát jako N = [(m+
n)2 +n2][(m−n)2 +n2]. Jelikož N je prvoč́ıslo, muśı být bud’

prvńı nebo druhá závorka rovna 1. To je možné jen pro n = 0
a m = 1 nebo m = n = 1. Prvńı možnost dává N = 1, druhá
pak N = 5.

1.15. 34n+4−43n+3= 81n+1−64n+1=(81−64)(81n+81n−1×64+. . .).

1.16. Použijeme-li známý vzorec pro rozklad součtu třet́ıch mocnin,

obdrž́ıme n3+(n+2)3

2
=(n+ 1)(n2 + 2n+ 4).

1.17. V = 2.24n−2.22n+22n−1=(22n−1)(22n+1+1). Opět využijeme
vzorce pro rozklad součtu či rozd́ılu mocnin. Nav́ıc pro n = 3k
a n = 3k + 1 je dělitelný 27.

1.18. Je-li č́ıslo současně dělitelné 7 a 9, je dělitelné 63 = 43 − 1.
Plat́ı 4n+5 = 43(4n−3+5)−5(43−1), tedy An = 64An−3−5.63.
An tedy bude dělitelno 63 když i An−3 bude dělitelno 63. Ale
ani jedno z č́ısel A0 = 6, A1 = 9 a A2 = 21 neńı dělitelno 63.



Kapitola 2

Některé funkce použ́ıvané
v teorii č́ısel

V této kapitole se zmı́ńıme o některých funkćıch, které se zhusta
použ́ıvaj́ı v teorii č́ısel. I my se v tomto textu budeme s těmito
funkcemi setkávat, je proto nutné, abychom poznali jejich definici
a základńı vlastnosti.

2.1 Funkce [x], {x}
Prvńı funkćı, s ńıž se seznámı́me, je celá část, kterou označujeme
[x] a která je definována následuj́ıćım zp̊usobem:

Def. 2.1 Celá část reálného č́ısla x jako nejvěťśı celé č́ıslo, které
neńı věťśı než x.

Tak např́ıklad [10]=10, [16,12]=16 a [π]=3. Uvedeme i př́ıklady pro
č́ısla záporná. [-4]=-4, [-5,2]=-6. Všimněme si, že pro č́ısla kladná
je celá část v absolutńı hodnotě vždy menš́ı nebo rovna absolutńı
hodnotě daného č́ısla, kdežto u č́ısel záporných je tomu naopak. Je
to obdobné jako v př́ıpadě dělitelnosti č́ısel. Děĺıme-li dvě kladná
č́ısla, je součin dělitele a (neúplného) pod́ılu vždy menš́ı nebo ro-
ven dělenci. Děĺıme-li naproti tomu záporné č́ıslo kladným, je abso-
lutńı hodnota součinu dělitele a (neúplného) pod́ılu vždy větš́ı nebo
rovna absolutńı hodnotě dělitele.

19
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Aby se desetinná část reálného č́ısla nećıtila odstrčená, definu-
jeme i lomenou část č́ısla x.

Def. 2.2 Lomená část reálného č́ısla x je rozd́ıl x− [x]. Lomenou
část znač́ıme {x}.
Jako př́ıklady uvedeme č́ısla {4} = 0, {1, 6} = 0, 6 a {−6, 26} =
0, 74.Z definice celé a lomené části plyne, že lomená část je vždy
nezáporné č́ıslo (podobně jako zbytek), zde nav́ıc plat́ı 0 ≤ {x} < 1.

Jako př́ıklad využit́ı této funkce uvedeme následuj́ıćı větu.

Věta 2.1 Mocnitel, s kterým je dané prvoč́ıslo p obsaženo v součinu
n!, je roven [

n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ · · ·

Důkaz: Počet součinitel̊u součinu n! je
[
n
p

]
, mezi nimi je

[
n
p2

]
násobk̊u č́ısla p2, mezi těmito pak zase

[
n
p3

]
násobk̊u č́ısla p3 atd.

Součet uvedených č́ısel tedy dá uvedeného mocnitele, nebot’ každý
činitel součinu n!, který je násobkem č́ısla pm, avšak ne č́ısla pm+1,
poč́ıtá se uvedeným zp̊usobem m−krát jako násobek prvoč́ısel p, p2,
. . . , pm. 1

Př́ıklad 2.1 V č́ısle 5! je prvoč́ıslo 2 s exponentem 3, nebot’
[

5
2

]
+[

5
4

]
= 2 + 1 = 3. Snadno se vid́ı, že 5! = 600 = 23.3.52. V č́ısle 57!

je pětka s exponentem
[

57
5

]
+
[

57
25

]
= 11+2 = 13. Jelikož třináctka je

považována za č́ıslo nešt’astné, ověřeńı přes kanonický rozklad dělat
nebudeme, čtenáři v tom však nebráńıme.

2.2 Součty vztahuj́ıćı se na dělitele č́ısla

Velmi d̊uležitou úlohu v teorii č́ısel hraj́ı multiplikativńı funkce.
Tyto funkce můžeme definovat následuj́ıćım zp̊usobem:

Def. 2.3 Funkce ϑ(a) se nazývá multiplikativńı, je-li definována
pro všechna přirozená č́ısla, přičemž alespoň pro jednu hodnotu
a je nenulová. Současně muśı platit ϑ(a1a2) = ϑ(a1)ϑ(a2), je-li
(a1, a2) = 1.

1V publikaci [11] jsou exponenty mylně uvedeny jako koeficienty.
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Př́ıkladem multiplikativńı funkce je mocnina přirozeného č́ısla,
nebot’ plat́ı as1a

s
2 = (a1a2)s. S daľśımi multiplikativńımi funkcemi

seznámı́me čtenáře v daľśı části kapitoly, než však k tomu dojde,
uvedeme ještě některé daľśı vlastnosti multiplikativńı funkce.

Věta 2.2 Necht’ ϑ(a) je multiplikativńı funkce. Pak plat́ı ϑ(1) = 1.

Důkaz: Podle definice muśı existovat alespoň jedno přirozené č́ıslo,
pro něž je funkce nenulová, necht’ je to a0. Pak máme ϑ(a0) =
ϑ(1.a0) = ϑ(1)ϑ(a0).

Věta 2.3 Necht’ ϑ1(a) a ϑ2(a) jsou multiplikativńı funkce. Pak také
funkce ϑ0(a) = ϑ1(a)ϑ2(a) je funkce multiplikativńı.

Důkaz: 1) ϑ0(1) = ϑ1(1)ϑ2(1) = 1
2) Předpokládejme, že je (a1, a2) = 1. pak je

ϑ0(a1a2) = ϑ1(a1a2)ϑ2(a1a2) = ϑ1(a1)ϑ1(a2)ϑ2(a1)ϑ2(a2) =

= ϑ1(a1)ϑ2(a1)ϑ1(a2)ϑ2(a2) = ϑ0(a1)ϑ0(a2).

Věta 2.4 Necht’ ϑ(a) je multiplikativńı funkce a a = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k

je kanonický rozklad č́ısla a. Pak plat́ı∑
d|a

ϑ(d) = (1 + ϑ(p1) + ϑ(p2
1) + . . .+ ϑ(pαk

1 )) . . .

(1 + ϑ(pk) + ϑ(p2
k) + . . .+ ϑ(pαk

k )). (2.1)

Je-li a = 1, pak i pravá strana je rovna jedné.

Důkaz: Roznásob́ıme-li výraz na pravé straně, dostaneme součet
sč́ıtanc̊u tvaru

ϑ(pβ11 )ϑ(pβ22 ) . . . ϑ(pβkk ) = ϑ(pβ11 p
β2
2 . . . (pβkk );

0 ≤ β1 ≤ α1, 0 ≤ β2 ≤ α2, . . . , 0 ≤ βk ≤ αk,

přičemž ani jeden takový sč́ıtanec nebude vynechán a ani se nebude
opakovat, takže součty na levé i na pravé straně budou stejné.
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Je-li ϑ(a) = as, má předchoźı rovnost tvar∑
d|a

ds = (1+ps1 +p2s
1 + . . .+pα1s

1 ) . . . (1+psk+p2s
k + . . .+pαks

k ) (2.2)

Polož́ıme-li s = 1, je levá strana rovnice (2.1) rovna součtu všech
dělitel̊u č́ısla a, který označ́ıme σ(a). Pravou stranu lze zjednodušit,
takže obdrž́ıme vztah pro součet všech dělitel̊u č́ısla a:

σ(a) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· · · p

αk+1
k − 1

pk − 1
. (2.3)

Polož́ıme-li s = 0, je levá strana rovnice (2.1) rovna počtu
dělitel̊u č́ısla a, který označ́ıme τ(a). Počet všech dělitel̊u tedy
urč́ıme podle vzorce

τ(a) = (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1) (2.4)

Př́ıklad 2.2 Necht’ a = 36. Pak jeho kanonický rozklad je 36 =
2232 a jeho dělitelé jsou č́ısla 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36. Sečteme-li tato
č́ısla, obdrž́ıme 91. Nu a toto č́ıslo dostaneme i použijeme-li pravou
stranu předchoźıho vzorce 23−1

2−1
33−1
3−1

. Sečteme-li všechny dělitele jako
kusy, dostaneme se k č́ıslu 9. Ale také je (2 + 1)(2 + 1) = 9.

S funkcemi σ(a) a τ(a) se budeme setkávat v daľśım textu.

2.3 Möbiova funkce

2

Po přečteńı definice Möbiovy3 funkce může se zdát, že je pro
teorii č́ısel zbytečnou. Následuj́ıćı text ukáže, že tomu tak neńı.

2August Ferdinand Möbius (1790–1868), německý matematik a astronom.
Nejznáměǰśı je po něm pojmenovaná páska, která má jen jednu stranu. Je
vzdáleným potomkem Martina Luthera

3August Ferdinand Möbius (1790–1868), německý matematik a astronom.
Nejznáměǰśı je po něm pojmenovaná páska, která má jen jednu stranu. Je
vzdáleným potomkem Martina Luthera
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Def. 2.4 Necht’ a je celé kladné č́ıslo. Möbiova funkce µ(a) je de-
finována následuj́ıćımi rovnostmi: µ(a) = 0 je-li a dělitelné druhou
mocminou přirozeného č́ısla n > 1 a µ(a) = (−1)k v opačném
př́ıpadě. Čı́slo k udává počet prvočinitel̊u č́ısla a.

Př́ıklad 2.3 Möbiova funkce má pro všechna prvoč́ısla hodnotu −1,
např. µ(2) = −1. Pro libovolnou mocninu prvoč́ısla je tato funkce
rovna nule, ke stejnému výsledku se dobereme i v př́ıpadě, že ka-
nonický rozklad č́ısla a obsahuje alespoň jednu mocninu prvoč́ısla.
Je tedy µ(9) = 0, µ(343) = 0, µ(245) = 0. V ostatńıch př́ıpadech
už muśıme poč́ıtat prvočinitele, je tedy µ(39) = 1, µ(110) = −1
atd. Jelikož č́ıslo jedna na součin prvoč́ısel být rozloženo nem̊uže,
je µ(1) = 0.

Věta 2.5 Necht’ ϑ(a) je multiplikativńı funkce a a = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k

je kanonický rozklad č́ısla a. Pak plat́ı∑
d|a

µ(d)ϑ(d) = (1− ϑ(p1))(1− ϑ(p2
1)) . . . (1− ϑ(pk)). (2.5)

Je-li a = 1, pak i pravá strana je rovna jedné.

Důkaz: Funkce µ(a) je zřejmě multiplikativńı, proto je multiplika-
tivńı i funkce ϑ1(a) = µ(a)ϑ(a). Využijeme-li na tuto funkci identitu
(2.1) a uváž́ıme-li, že ϑ1(p) = −ϑ(p) a ϑ1(ps) = 0 pro s > 1, jsme
s d̊ukazem hotovi.

Důsledek 2.1 Voĺıme-li ϑ(a) = 1, obdrž́ıme

∑
d|a

µ(d) =

{
0, a > 1
1, a = 1

(2.6)

Důsledek 2.2 Voĺıme-li ϑ(a) = 1
d
, obdrž́ıme

∑
d|a

µ(d)

d
=


(

1− 1
p1

)(
1− 1

p2

)
·
(

1− 1
pk

)
, a > 1

1, a = 1

(2.7)
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2.4 Eulerova funkce

Tato funkce se bude v tomto textu vyskytovat velmi často, je tedy
nejvyšš́ı čas, abychom ji definovali a uvedli některé jej́ı vlastnosti.

Def. 2.5 Eulerova funkce ϕ(a) je definována pro všechna přirozená
č́ısla a jako počet těch č́ısel posloupnosti 0, 1, . . . , a − 1 která jsou
nesoudělná s a.

Př́ıklad 2.4 ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(6) = 2, ϕ(7) = 6, ϕ(9) = 6,
ϕ(13) = 12.

Ve výše uvedených př́ıkladech jsme hodnotu Eulerovy funkce
stanovili př́ımo z definice. V př́ıpadě velkých č́ısel by tento po-
stup nebyl vhodný, je tedy na mı́stě otázka, zda nelze hodnotu
této funkce stanovit jiným zp̊usobem. Tento problém řeš́ı následuj́ıćı
věta.

Věta 2.6 Necht’ a = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k je kanonický rozklad č́ısla a.
Pak plat́ı

ϕ(a) = a

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
. (2.8)

Důsledek 2.3 Je-li p prvoč́ıslo, pak je ϕ(p) = p − 1 a ϕ(pα) =
pα − pα−1.

Př́ıklad 2.5 ϕ(14) = 14(1− 1
2
)(1− 1

7
) = 6

ϕ(512) = 83 − 82 = 448
ϕ(11) = 11− 1 = 10

Důsledek 2.4 Eulerova funkce je multiplikativńı.

2.5 Př́ıklady k procvičeńı

2.1. Vypočtěte mocnitele, s ńımž je č́ıslo 3 obsaženo v kanonickém
rozkladu 1024!

2.2. Nalezněte kanonický rozklad č́ısla 18!
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2.3. Vypočtěte σ(51450) a τ(51450)

2.4. Vypočtěte ϕ(41) a ϕ(1786050)

2.5. Kanonický rozklad č́ısla je tvaru 2a.7b, součet dělitel̊u pak
6000. Určete ono č́ıslo.

2.6. Stanovte nejmenš́ı kladné č́ıslo n = 2%.p1.p2 . . ., tak aby součet
jejich dělitel̊u byl 2n, 3n, 5n. pi jsou lichá prvoč́ısla. 18/34.
Návod k řešeńı: Pro součet dělitel̊u plat́ı

S(n) =
2%+1 − 1

2− 1
.
p2

1 − 1

p1 − 1
.
p2

2 − 1

p2 − 1
. . . ,

po úpravě
(2%+1 − 1)(p1 + 1).(p2 + 1) . . . .

Vzhledem k tomu, že č́ıslo n je dělitelné 2%, je zřejmé, že
prvoč́ısel pi muśı být právě %. Prověř́ıme jednotlivé možnosti.

Výsledky

2.1. 508

2.2. 216.38.5.7.11.13.17

2.3. σ(51450) = 148800, τ(514500) = 48

2.4. 40, 408240

2.5. 6000 = (2a+1

2−1
)(7b+1

7−1
). Po úpravě máme 25.32.52 = (2a+1)(7b+1).

Prvńı závorka muśı být liché č́ıslo a nav́ıc o jednu menš́ı než li-
bovolná mocnina 2. Tomuto vyhovuje č́ıslo 15 a a = 4. Zbývaj́ı
4000, což je zase č́ıslo o jedničku menš́ı než čtvrtá mocnina
sedmi, tedy b = 3.
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Kapitola 3

Diofantické rovnice

V nejstarš́ı česky psané matematické učebnici, jej́ımž autorem je
Ondřej Klatovský a která vyšla v roce 1530, nalezneme tuto úlohu:
Dvacet šest osob na jednom kvasu propilo 88 peńızk̊u b́ılých. Při
tom kvase byli muži, ženy a panny. Z muž̊u jedna osoba dáti měla
šest peńızk̊u, z žen čtyři peńızky a z pannen dva. Kolik jest při tom
cechu aneb kvasu muž̊u bylo, kolik žen a kolik pannen. Potlačme
rozhořčeńı, že se tohoto kvasu zúčastnily i nevinné panny a pust’me
se chutě do řešeńı. Tak jak je dnes zvykem, označme počet muž̊u
x, počet žen y a konečně počet pannen z. T́ımto źıskáme prvńı
rovnici x + y + z = 26. Spoč́ıtáme-li této povedené společnosti
útratu, dojdeme k druhé rovnici 6x + 4y + 2z = 88. Vyjádř́ıme-
li z prvńı rovnice z a dosad́ıme-li do rovnice druhé, obdrž́ıme po
úpravě rovnici 2x + y = 18. Vid́ıme, že ač máme jednu rovnici,
neznámé jsou dvě. Takovým rovnićım, v nichž se vyskytuje v́ıce
neznámých, budeme ř́ıkat rovnice neurčité. Daleko častěji se však
už́ıvá název rovnice diofantické, a to na počest řeckého matematika
Diofanta z Alexandrie, který se jimi zabýval.

3.1 Lineárńı diofantické rovnice

Abychom dovedli problém staročeské hostiny ke zdárnému konci,
budeme se v této části zabývat rovnicemi tvaru

ax+ by = c, (3.1)

27
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kde a, b, c jsou celá č́ısla, a, b 6= 0. Označme dále (a, b) = d největš́ı
společný dělitel č́ısel a a b.

Nejdř́ıve se budeme zabývat nejjednodušš́ım př́ıpadem, kdy c =
0. Položme A = a

d
, B = b

d
. Rovnici (3.1) převedeme na tvar

x

y
= − b

a
= −B

A
,

přičemž posledńı zlomek je v základńım tvaru.

Věta 3.1 Všechna celoč́ıselná řešeńı rovnice ax+ by = 0 jsou dvo-
jice č́ısel tvaru x = Bt, y = −At, kde t je libovolné celé č́ıslo.

Důkaz tvrzeńı přenecháváme čtenář̊um jako cvičeńı.

Př́ıklad 3.1 Řešte rovnici 10x− 6y = 0.
Jelikož (10, 6) = 2, jsou řešeńım všechny dvojice č́ısel x = −6

2
t =

−3t, y = −10
2
t = −5t, kde t je libovolné celé č́ıslo.

Nyńı obrát́ıme svou pozornost k př́ıpadu c 6= 0. Nejprve se
pod́ıváme, kdy má rovnice řešeńı.

Věta 3.2 Rovnice ax+by = c má řešeńı právě tehdy, když (a, b)|c.

Důkaz: Předpokládejme nejdř́ıve, že daná rovnice má řešeńı, které
označ́ıme x0 a y0, plat́ı tedy ax0 + by0 = c. Z vlastnost́ı č́ısla d =
(a, b) plyne, že děĺı levou stranu rovnice, muśı tedy dělit i pravou.

Předpokládejme nyńı, že d|c. V tom př́ıpadě muśı existovat celá
č́ısla x0 a y0 taková, že plat́ı ax0 + by0 = d. Dále plat́ı c = de, kde
e je nějaké č́ıslo. Položme x1 = ex0 a y1 = ey0. Zřejmě plat́ı

ax1 + by1 = e(ax0 + by0) = ed = c.

Č́ısla x1 a y1 jsou řešeńım rovnice (3.1), č́ımž je d̊ukaz ukončen.

Hledejme nyńı zp̊usob, jak rovnici (3.1) vyřešit. Jednou z možno-
st́ı je využit́ı Eukleidova algoritmu a postup ukážeme na konkrétńım
př́ıkladě. Nejprve si ukážeme, jak vypadá řešeńı, je-li c = (a, b).
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Př́ıklad 3.2 Řešte rovnici 21x+ 15y = 3.
Jelikož (21, 15) = 3, má tato rovnice řešeńı. Nejvěťśı společný dělitel
č́ısel 21 a 15 nalezneme Eukleidovým algoritmem.

21 = 15.1 + 6

15 = 6.2 + 3

6 = 3.2 + 0

Z předposledńı rovnice vyjádř́ıme 3, tedy nejvěťśıho společného dělitele
č́ısel 21 a 15. Máme

3 = 15.1 + 6.(−2) (3.2)

Nyńı vyjádř́ıme z prvńı rovnice 6 a dosad́ıme do (3.2), č́ımž obdrž́ıme

3 = 15.1 + [21.1 + 15(−1)].(−2) = 21.(−2) + 15.3.

Jedńım z řešeńı dané rovnice je tedy x = −2 a y = 3.

Množina řešeńı diofantické rovnice se nezměńı, vyděĺıme-li všechny
jejich koeficienty jejich společným dělitelem. Pokud na pravé straně
je jiné č́ıslo než d a je-li rovnice řešitelná, muśı být c = ed. Najdeme
tedy nejprve řešeńı rovnice kdy pravá strana je d a nalezené řešeńı
pak vynásob́ıme č́ıslem e.

Př́ıklad 3.3 Řešte rovnici 21x+ 15y = −6.
V předchoźım př́ıkladu jsme nalezli řešeńı rovnice, kdy pravá strana
je rovna 3. Máme −6 = 3(−2), je e = −2 a řešeńı naš́ı rovnice je
x = (−2)(−2) = 4 a y = 3(−2) = 6.

Př́ıklad 3.4 Uved’te alespoň jeden zp̊usob, kterým lze vyplatit částku
37 Kč pouze dvoukorunovými a pětikorunovými mincemi. Máme
řešit diofantickou rovnici 2x + 5y = 37. Protože č́ısla a a b jsou
nesoudělná, tak má rovnice vždy řešeńı. Dáme-li na pravou stranu
jedničku, je 5 = 2.2 + 1, tedy 1 = 5.1 + 2(−2) a x = −2, y = 1.
Vynásob́ıme-li toto řešeńı č́ıslem 37, źıskáme x = −74 a y = 37.
Řešeńı jsme tedy našli, jenže je pro danou úlohu nepoužitelné. Je
nad slunce jasné, že se nem̊užeme spokojit s t́ım, že umı́me nalézt
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jedno řešeńı diofantické rovnice a muśıme se pokusit nalézt zp̊usob,
jak naj́ıt všechna jej́ı řešeńı.

Jedno řešeńı rovnice (3.1) nalézt umı́me, řekněme, že je to uspo-
řádaná dvojice (x0; y0). Necht’ i uspořádaná dvojice (r; s) je řešeńım
rovnice (3.1). V tom př́ıpadě plat́ı

ar + bs = c = ax0 + by0,

což m̊užeme uvést na tvar

a(r − x0) = −b(s− y0)

a po vyděleńı č́ıslem d = (a, b) máme

a

d
(r − x0) = − b

d
(s− y0). (3.3)

Protože
(
a
d
, b
d

)
= 1, je zlomek a

d
dělitelem č́ısla s − y0 a tedy

je s − y0 = ua
d
. Podobnou úvahou zjist́ıme, že plat́ı r − x0 = t b

d
,

přičemž u a t jsou celá č́ısla. Po dosazeńı do (3.3) máme

a

d

(
b

d
t

)
= − b

d

(a
d
u
)
,

tedy t = −u. Řešeńım rovnice (3.1) jsou tedy č́ısla

r = x0 +
b

d
t, s = y0 −

a

d
t, t ∈ Z. (3.4)

Necht’ naopak r a s jsou dvě libovolná č́ısla tvaru (3.4). Dosad́ıme-li
je do rovnice (3.1), máme

a

(
x0 +

b

d
t

)
+b
(
y0 −

a

d
t
)

= (ax0+by0)+
ab

d
t−ab

d
t = ax0+by0 = c.

Poněkud jsme přehodili obvyklý matematický postup, nebot’

výše uvedené úvahy jsou d̊ukazem následuj́ıćı věty:

Věta 3.3 Necht’ x0; y0 je řešeńım rovnice (3.1). Pak dvojice č́ısel
(r, s) je jej́ım řešeńım tehdy a jen tehdy, má-li tvar (3.4).



3.2. DIOFANTICKÉ ROVNICE VYŠŠÍHO STUPNĚ 31

Poznámka 3.1 Jsou-li oba koeficienty rovnice (3.1) záporné, je
třeba ji vynásobit č́ıslem (−1). Je-li záporný jen jeden, dejme tomu
a, zavedeme substituci x = −z, č́ımž dostaneme rovnici s kladnými
koeficienty. Po jej́ım vyřešeńı se pak vrát́ıme k p̊uvodńı neznámé.

Takto jsouce vyzbrojeni teoríı, můžeme se pustit do vyřešeńı obou
předchoźıch úloh. Začněme úlohou peněžńı. Podle věty (3.3) budou
všechna řešeńı ve tvaru

x = −74 + 5t, y = 37− 2t,

kde t je libovolné celé č́ıslo. Jelikož řešeńım úlohy mohou být pouze
č́ısla přirozená, snadno se přesvědč́ıme, že taková řešeńı dostaneme
pouze pro t = 15, 16, 17, 18. Úkolem bylo nalézt jakékoliv řešeńı, my
jako správńı č́ıselńı teoretici si vybereme jediné prvoč́ıslo z nab́ızených
možnost́ı. V tomto př́ıpadě můžeme 37 Kč vyplatit pomoćı je-
denácti dvoukorun a tř́ı pětikorun.

Nyńı již máme peńıze, a tak se můžeme vydat na kvas. I zde
připadaj́ı jako řešeńı úlohy pouze přirozená č́ısla. Jelikož snadno
zjist́ıme, že jedno z řešeńı rovnice je x = 0, y = 18, můžeme obecné
řešeńı psát ve tvaru x = t, y = 18 − 2t. Snadno zjist́ıme, že úloze
vyhovuj́ı pouze č́ısla t = 1, . . . , 8. Řešeńı uvedeme ve formě tabulky.

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 16 14 12 10 8 6 4 2
z 9 10 11 12 13 14 15 16

Je zaj́ımavé, že Klatovský uvád́ı pouze dvě řešeńı, a to př́ıpady
se šesti a osmi muži. Zarážej́ıćı je ovšem skutečnost, kolik pan-
nen se onoho kvasu zúčastnilo, vždyt’ ve v́ıce než polovině př́ıpad̊u
panny kvasu kralovaly a v̊ubec: Podle našeho mı́něńı bylo mnohem
výstižněǰśı mluvit ne o kvasu, nýbrž o dámské j́ızdě.

3.2 Diofantické rovnice vyšš́ıho stupně

V předchoźı části jsme se naučili řešit diofantické rovnice lineárńı.
Můžeme s klidným svědomı́m prohlásit, že dovedeme vyřešit každou
lineárńı diofantickou rovnici o dvou neznámých, pokud ovšem řešeńı



32 KAPITOLA 3. DIOFANTICKÉ ROVNICE

má. Ale i o řešitelnosti těchto rovnic umı́me rozhodnout jedno-
značně. S řešeńım rovnic vyšš́ıho stupně je to ovšem mnohem ob-
t́ıžněǰśı, mnohdy se spokoj́ıme s t́ım, že umı́me alespoň rozhod-
nout je-li rovnice v̊ubec řešitelná a jásáme, nalezneme-li alespoň
nějaké řešeńı. Z tohoto d̊uvodu uvedeme jen dva typy rovnic, ovšem
kvantitu nahrad́ıme kvalitou a uvedeme úplné řešeńı těchto typ̊u.

Některé rovnice lze převést na tvar

(ax+ by)(cx+ dy) = k (3.5)

Předt́ım než ukážeme zp̊usob řešeńı této rovnice, zavedeme ná-
sleduj́ıćı pojem:

Def. 3.1 Celá č́ısla u a v se nazývaj́ı sdružeńı dělitelé č́ısla w,
plat́ı-li u.v = w.

Př́ıkladem budiž č́ısla 2 a 5, která jsou sdruženými děliteli č́ısla 10,
nebot’ 10=5.2. Nebo č́ısla -7 a 4 jsou sdruženými děliteli č́ısla -28,
jelikož -28=(-7).4.

Jsou-li č́ısla x a y celoč́ıselným řešeńım rovnice (3.5), tak č́ısla
ax+ by a cx+ dy jsou celá a nav́ıc jsou to sdružeńı dělitelé č́ısla k.
Proto řešeńı rovnice (3.5) najdeme následuj́ıćım zp̊usobem. Urč́ıme
nějakého dělitele č́ısla k, dejme tomu že to bude k1. Nalezneme
sdruženého dělitele k2 a polož́ıme

ax+ by = k1 cx+ dy = k2

To je ovšem soustava dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých. Je-
li tato soustava řešitelná, pak jsou č́ısla x a y určena jednoznačně
a jsou to současně řešeńı rovnice (3.5).

Z uvedené metody vyplývá, že rovnice typu (3.5) mohou mı́t
nejvýš konečný počet řešeńı. Počet dvojic sdružených dělitel̊u č́ısla
k je konečný a ke každé dvojici sdružených dělitel̊u př́ısluš́ı bud’

jedno, nebo žádné řešeńı.
Pod́ıvejme se na rovnici

x2 − y2 = k (3.6)

Snadno se přesvědč́ıme, že tato rovnice neńı řešitelná v př́ıpadě
k = 4t+ 2. Každá mocnina celého č́ısla je totiž bud’ tvaru 4s nebo
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4s+1. Pokud jsou obě mocniny stejného tvaru, je jejich rozd́ıl tvaru
4t. Je-li x2 = 4s + 1 a y = 4v, je jejich rozd́ıl 4t + 1. Je-li naopak
x2 = 4s a y = 4v+1, je jejich rozd́ıl 4t−1 = 4w+3. Naopak neńı-li
k = 4t+ 2, je rovnice vždy řešitelná. Pro sudé k = 4t je x = k

4
+ 1 a

y = k
4
−1. Pro liché k = 2s+ 1 jsou řešeńım č́ısla x = s+ 1 a y = s.

Pod́ıvejme se ještě na rovnici

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = ky, (3.7)

kde ai a k jsou celá č́ısla. Skutečnost, že jedna neznámá se vyskytuje
pouze v prvńı mocnině, bude pro daľśı úvahy d̊uležitá.

Ne každá taková rovnice má řešeńı, jak si ukážeme v následuj́ıćım
př́ıkladu. Zkusme vyřešit rovnici

x2 + 2 = 4y.

Již bylo zmı́něno, že druhá mocnina celého č́ısla je bud’ tvaru 4t
či 4t + 1. Přičteme-li k oběma tvar̊um dvojku, nikdy nedostaneme
č́ıslo dělitelné čtyřmi.

Nyńı dokážeme jednu větu, kterou budeme potřebovat pro řešeńı
rovnice (3.7).

Věta 3.4 Necht’ x = a+kt, kde a,k, t jsou celá č́ısla. Je-li m ∈ N ,
je xm tvaru kT + am, kde T je celé č́ıslo.

Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukćı. Je-li m = 1, tak
tvrzeńı evidentně plat́ı. Budeme tedy předpokládat, že tvrzeńı plat́ı
pro m = n a dokážeme, že za tohoto předpokladu plat́ı i pro m =
n+ 1.

xn+1 = (a+ kt)n+1 = (a+ kt)n(a+ kt).

Podle indukčńıho předpokladu je (a+ kt)n rovno kL+ an, můžeme
tedy pokračovat v úpravách.

(kL+ an)(a+ kt) = kLa+ k2Lt+ ktan + an+1.

Vytkneme-li z prvńıch tř́ı člen̊u k a označ́ıme-li T = La+kLt+tan,
je d̊ukaz hotov.

Věta 3.5 Necht’ (x0, y0) je řešeńım rovnice (3.7) a t je celé č́ıslo.
Pak ke každému č́ıslu tvaru x = x0 + kt existuje takové y, že (x, y)
je řešeńım rovnice (3.7).
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Důkaz: Při d̊ukazu využijeme předchoźı věty. Je-li (x0, y0) řešeńım
rovnice (3.7), má mocnina tvar xj = (x0 +kt)j tvar kTj +xj0. Máme
tedy

an(x0 + kt)n + . . .+ a1(x0 + kt) + a0 =

an(kTn + xn0 ) + . . .+ a1(x0 + kt) + a0 =

k(anTn+ . . .+a1t)+(anx
n
0 + . . .+a1x0 +a0) = kT+ky0 = k(T+y0).

Dvojice x0+kt, T+y0 je řešeńım rovnice (3.7), č́ımž je d̊ukaz hotov.
Tato věta nám ř́ıká, že známe-li jedno řešeńı, umı́me naj́ıt ne-

konečně mnoho řešeńı, které tvoř́ı tř́ıdu. To je sice hezké, ale umı́me
nějakým zp̊usobem naj́ıt alespoň jedno řešeńı rovnice (3.7)? Věta
(3.5) má jeden pro nás d̊uležitý d̊usledek. Je-li rovnice (3.7) řešitelná,
pak existuje takové řešeńı, že | X |<| k |. Skutečně, k daným
nezáporným celým č́ısl̊um x0 a k existuj́ı nezáporná č́ısla s a r
taková, že plat́ı

x0 = |k|s+ r, 0 ≤ r < |k|,

tedy
0 ≤ x0 − |k|s = r < |k|.

Je-li k > 0, polož́ıme t = −s, pro k < 0 dáme t = s a obdrž́ıme
č́ıslo X = x0 + kt < |k|. Nu a podle věty (3.5) existuje k tomuto
č́ıslu i Y takové, že dvojice (X, Y ) je řešeńım rovnice (3.7).

Dı́ky tomuto d̊usledku můžeme odehnat chmury z čela. Stač́ı
zjistit, zda některé z č́ısel 0, 1, . . . , |k| − 1 je řešeńım rovnice (3.7).
Pokud se nám to podař́ı, má rovnice (3.7) nekonečně mnoho řešeńı,
pokud ne, řešeńı tato rovnice nemá.

Př́ıklad 3.5 Řešte rovnici x2 + 3x+ 1 = 4y.

Do levé strany dosad́ıme postupně č́ısla 0, 1, 2, 3. Výsledkem jsou
č́ısla 1, 5, 11, 19 z nichž ani jedno neńı dělitelné čtyřmi, tato rovnice
řešeńı nemá.

Př́ıklad 3.6 Řešte rovnici x2 + 2x+ 4 = 4y.

Zde budeme mı́t již v́ıce štěst́ı. Dosad́ıme-li do levé strany postupně
č́ısla 0, 1, 2, 3, obdrž́ıme 4, 7, 12, 19; prvńı a třet́ı č́ısla v této řadě
jsou násobky čtyř, máme tedy dvě tř́ıdy řešeńı 4t, 4t+ 2.
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3.3 Úlohy k procvičeńı

1

3.1. Z uvedených rovnic vyberte ty, které jsou řešitelné:
a) 7x+ 3y = 2 b)18x+ 40y = 3 c) 64x− 72y = 44
d) 15x+ 35y = 100

3.2. Řešte rovnici 15x− 20y = 100 Z3/40

3.3. Pro která x je výraz 17x−2
15

celé č́ıslo?

3.4. Jistý stařešina vedl stočlenný rod. Po sklizni se jim rozhodl
dát 100 měřic obiĺı, přičemž muži měli dostat 3 měřice, ženy
dvě a každé d́ıtě p̊ul měřice. At’ řekne, kdo se domńıvá, že v́ı,
kolik bylo muž̊u, kolik žen a kolik dět́ı.

3.5. Nějaký muž chtěl za sto zlatých koupit sto zv́ı̌rat. Nař́ıdil
svému sluhovi, at’ je velbloud koupen za pět zlatých, osel za
jeden zlatý a dvacet ovćı za jeden zlatý. Řekni kdo chceš, kolik
bylo za sto zlatých koupeno velbloud̊u, kolik osl̊u a kolik ovćı.

3.6. Ani mezi kleriky nepanovala rovnost, jak se můžeme přesvěd-
čit v této úloze: Nějaký biskup kázal rozdělit klerik̊um 12
chleb̊u. Nař́ıdil, aby každý kněz dostal dva chleby, každý jáhen
polovinu chleba a každý lektor čtvrtinu chleba, přičemž kle-
rik̊u bylo stejně jako chleb̊u. Řekni, kdo jsi s to, kolik muselo
být kněž́ı, kolik jáhn̊u a kolik lektor̊u.

3.7. Najděte všechny dvojice navzájem r̊uzných sdružených dělite-
l̊u č́ısla 36.

3.8. Řešte rovnici 6x2 − 5xy + y2 = 21

3.9. Řešte rovnici 2x2 + 3xy + y2 = 35

3.10. Najděte všechna celoč́ıselná řešeńı rovnice x2 − 4 = 11y.

1Úlohy 3. 4. až 3. 6. nalezl jsem v publikaci [5]. Tuto p̊uvabnou kńıžečku
doporučuji vaš́ı pozornosti nejen kv̊uli diofantickým rovnićım.
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3.11. Pro jaká x je výraz x3 + 2x+ 2 násobkem č́ısla 125?

3.12. Pro jaké n je 6n+ 2 třet́ı mocninou celého č́ısla?

3.13. Cvičenci nastoupili do obdélńıku, přičemž na jedné straně je o
pět cvičenc̊u v́ıc než na druhé. Po skončeńı cvičeńı nastoupili
do čtyřstupu a odpochodovali z plochy. V posledńı řadě však
jeden cvičenec chyběl. Kolik cvičenc̊u vystoupilo?

Výsledky

3.1. Řešitelné jsou rovnice a) a d). Ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech (a, b) 6 |
c

3.2. x = −20 + 4t, y = −20 + 3t, t ∈ Z

3.3. x = 1 + 15t, t ∈ Z

3.4. m = −100 + 3t, z = 200 − 5t, t = 34, . . . , 39. Litera z znač́ı
ženy, tech na ṕısmena s háčkem nadává, caparty si laskavě
dopočtěte sami.

3.5. Úloha vede na řešeńı rovnice 99x+19y = 1900, kde x představuje
velbloudy a y ovce. Řešeńı má tedy tvar x = x0 + 19t, y =
y0 − 99t. Snadno uhodneme, že x0 = 0 a y0 = 100. Úloha
má jediné řešeńı pro t = 1, tedy 19 velbloud̊u, osel a 80 ovćı.
Zejména v poušti řešeńı rozumné.

3.6. Řeš́ıme rovnici 7k + j = 36. k = 5 + t, j = 1− 7t. Pro t = 0
je řešeńım 5 kněž́ı, jeden jáhen a šest lektor̊u. Formálně by
mohlo být i řešeńı pro t = −1, ale že by pan biskup chtěl
krmit neexistuj́ıćı lektory?

3.7. -36, -1; -18, -2; -12, -3; -9, -4; 9, 4; 12, 3; 18, 2; 36, 1.

3.8. [20, 61], [4, 15], [4, 5], [20, 39] a dvojice č́ısel s opačnými znaménky.

3.9. [−34, 69]; [34,−33]; [−2, 9]; [2, 3] a dvojice č́ısel s opačnými znaménky.

3.10. x = 2 + 11t, y = 4t + 11t2 a x = 9 + 11t, y = 7 + 18t + 11t2,
t ∈ Z
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3.11. x = 125t+113, t ∈ Z. Těm, kteř́ı prověřili všech 24 možnost́ı,
skládám poklonu pro pracovitost. Jinak je zřejmé, že x muśı
být liché. Vyjádř́ıme-li x pomoćı dekadického rozvoje a spoč-
teme-li výraz na levé straně, zjist́ıme, že nekonč́ı-li pětkou,
nemá cenu takové č́ıslo zkoušet. Nav́ıc muśıme vyřadit všechna
x, která konč́ı jedničkou, protože předposledńı cifra je 0 nebo
5 a levá strana tud́ıž neńı dělitelna 125. Zbývá prověřit jen
lichá č́ısla konč́ıćı 3. Lenost je k nezaplaceńı.

3.12. n = 36t3 + 36t2 + 12t+ 1, t ∈ Z

3.13. Úloha nemá řešeńı.
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Kapitola 4

Kongruence

V této kapitole se budeme zabývat kongruencemi. Tento pojem za-
vedl do teorie č́ısel Gauss1 a umožňuje nám zkráceně zapsat d̊uležité
vztahy mezi č́ısly.

Def. 4.1 Necht’ a, b,m ∈ Z, přičemž m > 1. Řekneme, že č́ıslo a je
kongruentńı s č́ıslem b podle modulu m, jestlǐze m|(a − b), neboli
č́ısla a a b dávaj́ı po děleńı č́ıslem m týž zbytek. Ṕı̌seme a ≡ b
(mod m).

Plat́ı tedy, že 14 ≡ 39 (mod 5), nebot’ 5|(39 − 14). Naproti tomu
5 6 | (27− 14), ṕı̌seme tedy 27 6≡ 14 (mod 5).

4.1 Vlastnosti kongruenćı podobné vlast-

nostem rovnic

Z definice plyne, že kongruence jsou tranzitivńı, tedy plat́ı věta

Věta 4.1 Necht’ plat́ı a ≡ b (mod m) a současně b ≡ c (mod m).
Pak je a ≡ c (mod m).

Věta 4.2 Kongruence podle téhož modulu je možné člen po členu
sč́ıtat.

1Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl německý matematik, fyzik a
astronom. Jeho d́ılo Disquisitiones arithmeticae, publikované v roce 1801, patř́ı
ke stěžejńım d́ıl̊um ele mentárńı teorie č́ısel-

39
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Důkaz: Necht’ a1 ≡ b1 (mod m) a a2 ≡ b2 (mod m). V tomto
př́ıpadě je a1 = b1+mt1 a a2 = b2+mt2 a a1+a2 = b1+b2+m(t1+t2),
tedy a1 + a2 ≡ b1 + b2 (mod m). Důsledkem je, že podobně jako u
rovnic lze v kongruenci převádět z jedné strany na druhou. Jinými
slovy ke každé straně kongruence lze přič́ıst totéž č́ıslo.

Věta 4.3 Kongruence podle téhož modulu lze navzájem násobit.

Důkaz: Vyjádř́ıme opět a1 a a2 stejným zp̊usobem jako v předcho-
źım př́ıpadě, pak plat́ı a1a2 = b1b2 + mN , kde N je celé č́ıslo. Je
tedy a1a2 ≡ b1b2 (mod m). Důsledkem je, že obě strany kongruence
můžeme umocnit týmž exponentem. Daľśım d̊usledkem je, že obě
strany kongruence můžeme vynásobit týmž č́ıslem, násob́ıme totiž
evidentně správnou kongruenćı k ≡ k (mod m). Na rozd́ıl od rovnic
může být k = 0, i když o smysluplnosti této operace lze s úspěchem
pochybovat.

Věta 4.4 Obě strany kongruence je možno vydělit jejich společným
dělitelem, je-li nesoudělný s modulem.

Důkaz: Z podmı́nek a ≡ b (mod m), a = a1d,b = b1d, (d,m) = 1
plyne,že rozd́ıl a− b, rovný (a1 − b1)d, je dělitelný č́ıslem m. Proto
je a1 − b1 je dělitelné č́ıslem m, tedy a1 ≡ b1 (mod p).

4.2 Daľśı vlastnosti kongruenćı

Věta 4.5 Obě strany kongruence i modul je možno vynásobit týmž
celým č́ıslem.

Důkaz: Z a ≡ b (mod p) plyne a = b+mt, ak = bk +mkt a tedy
je ak ≡ bk (mod bk).

Věta 4.6 Obě strany kongruence i modul je možno vydělit jejich
libovolným společným dělitelem.

Důkaz: Necht’ a ≡ b (mod p), a = a1d, b = b1d, m = m1d. Máme
a = b+mt, a1d = b1d+m1dt, a1 = b1 +m1t, z čehož plyne a1 ≡ b1

(mod m1).
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Věta 4.7 Plat́ı-li kongruence a ≡ b podle několika modul̊u, pak
plat́ı i podle modulu, který je roven nejmenš́ımu společnému násobku
těchto modul̊u.

Důkaz je zřejmý, rozd́ıl a − b je dělitelný všemi moduly, je tedy
dělitelný i jejich nejmenš́ım společným násobkem.

Věta 4.8 Plat́ı-li kongruence podle modulu m, pak plat́ı i podle mo-
dulu d, kde d je libovolný dělitel č́ısla m.

Důkaz je zřejmý nebot’ je-li rozd́ıl a − b dělitelný č́ıslem m, je
dělitelný i jeho libovolným dělitelem.

Věta 4.9 Jsou-li jedna strana kongruence a modul dělitelné kte-
rýmkoliv č́ıslem, pak je i druhá strana kongruence dělitelná t́ımto
č́ıslem.

Důkaz: Plat́ı a = b + mt. Je-li m a a dělitelné d, muśı být t́ımto
č́ıslem dělitelné i b.

Věta 4.10 Je-li a ≡ b (mod m), pak (a,m) = (b,m).

Důkaz: Důkaz plyne z faktu, že je-li a ≡ b (mod m), pak máme
a = b + mt. Každé č́ıslo, které děĺı současně a a m muśı dělit i b.
Naopak každé č́ıslo, které děĺı b a m muśı dělit a. Jelikož to plat́ı
pro libovolné č́ıslo, plat́ı to i pro největš́ıho společného dělitele.

4.3 Úplná soustava zbytk̊u

Č́ısla kongruentńı podle modulu m vytvářej́ı tř́ıdu č́ısel podle mo-
dulu m. Z této definice plyne, že všem č́ısl̊um tř́ıdy odpov́ıdá jeden
a týž zbytek r a že všechna č́ısla tř́ıdy dostaneme, když ve výrazu
mq + r bude q prob́ıhat všechna celá č́ısla. V souhlasu s t́ım, že r
může nabývat m r̊uzných hodnot, máme m tř́ıd podle modulu m.

Libovolné č́ıslo tř́ıdy se nazývá zbytkem podle modulu m. Zbytek
źıskaný pro q = 0, který je roven samotnému zbytku r se nazývá
nejmenš́ı nezáporný zbytek. Zbytek % s nejmenš́ı absolutńı hodnotou
se nazývá absolutně nejmenš́ı zbytek. Pro r < m

2
je zřejmě % = r;
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pro r > m
2

je % = r−m; konečně je-li m sudé a r = m
2

je za % možné
vźıt kterékoliv ze dvou č́ısel m

2
a −m

2
.

Vezmeme-li z každé tř́ıdy po jednom zbytku, dostaneme úplnou
soustavu zbytk̊u podle modulu m. Nejčastěji se použ́ıvaj́ı jako úplná
soustavu zbytk̊u nejmenš́ı nezáporné zbytky, př́ıpadně absolutně
nejmenš́ı zbytky. Př́ıklad: Úplnou soustavu zbytk̊u podle modulu 5
můžeme vyjádřit bud’ jako 0, 1, 2, 3, 4 nebo −2,−1, 0, 1, 2.

Věta 4.11 Libovolných m č́ısel po dvou nekongruentńıch podle mo-
dulu m vytvář́ı úplnou soustavu zbytk̊u podle modulu m.

Věta 4.12 Necht’ (a,m) = 1 a x prob́ıhá úplnou soustavu zbytk̊u
podle modulu m, pak ax + b, kde b je libovolné celé č́ıslo, prob́ıhá
také úplnou soustavu zbytk̊u podle modulu m.

Důkazy obou tvrzeńı jsou snadné a ponecháváme je na čtenáři jako
cvičeńı.

4.4 Redukovaná soustava zbytk̊u

Č́ısla jedné a téže zbytkové tř́ıdy podle modulu m maj́ı s modu-
lem jednoho a téhož největš́ıho společného dělitele. Tř́ıdy obsahuj́ıćı
zbytky nesoudělné s modulem tvoř́ı redukovanou soustavu zbytk̊u.
Redukovanou soustavu zbytk̊u tedy můžeme sestavit z č́ısel úplné
soustavy, které jsou nesoudělné s modulem. Redukovanou soustavu
obvykle vytvář́ıme ze soustavy nejmenš́ıch nezáporných zbytk̊u.
Poněvadž mezi č́ısly úplné soustavy je jich právě ϕ(m) nesoudělných
s modulem m, je počet č́ısel redukované soustavy stejně jako počet
tř́ıd obsahuj́ıćı č́ısla nesoudělná s modulem ϕ(m). Př́ıklad: Reduko-
vaná soustava zbytk̊u podle modulu 16 je 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,
jelikož je modul mocninou dvojky, muśıme vynechat všechny sudé
zbytky. Je-li modul prvoč́ıselný, pak je redukovaná soustava zbytk̊u
totožná s úplnou soustavou zbytk̊u.

Věta 4.13 Libovolných ϕ(m) č́ısel, po dvou nekongruentńıch podle
modulu m a nesoudělných s modulem, tvoř́ı redukovanou soustavu
zbytk̊u podle modulu m.
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Věta 4.14 Je-li (a,m) = 1 a x prob́ıhá redukovanou soustavu zbyt-
k̊u podle modulu m, pak ax rovněž prob́ıhá redukovanou soustavu
zbytk̊u podle modulu m.

Důkazy obou vět jsou analogické d̊ukaz̊um vět 4. 11 a 4. 12 a
rovněž je přenecháváme čtenáři jako cvičeńı.

4.5 Kongruence o jedné neznámé

V této kapitole budeme studovat kongruence obecného tvaru

f(x) ≡ 0 (mod m); f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0. (4.1)

Neńı-li an dělitelné č́ıslem m, pak se n nazývá stupeň kongru-
ence. Řešit kongruenci znamená naj́ıt všechny hodnoty x, které j́ı
vyhovuj́ı. Dvě kongruence, kterým vyhovuj́ı stejné hodnoty x, se
nazývaj́ı ekvivalentńı.

Poznámka 4.1 V př́ıpadě polynomu muśı být koeficient u nejvyšš́ı
mocniny r̊uzný od nuly. Zkuste si rozmyslet, co by se stalo, kdyby
m|an.

Vyhovuje-li kongruenci (4.1) jistá hodnota x0, pak j́ı vyhovuj́ı
i všechna č́ısla x splňuj́ıćı kongruenci x ≡ x0 (mod m). Celá tato
tř́ıda se považuje za jedno řešeńı. Za této úmluvy bude mı́t kongru-
ence (4.1) tolik řešeńı, kolik zbytk̊u úplné soustavy j́ı vyhovuje.

Př́ıklad 4.1 Kongruenci x3+3x2+3 ≡ 0 (mod 5) vyhovuje x = 4.
Kongruence má jediné řešeńı x ≡ 4 (mod 5).

4.5.1 Lineárńı kongruence

Budeme nyńı studovat lineárńı kongruenci, tedy kongruenci tvaru

ax ≡ b (mod m). (4.2)

Předpokládejme, že je (a,m) = 1. Tato kongruence má právě tolik
řešeńı, kolik zbytk̊u úplné soustavy j́ı vyhovuje. Prob́ıhá-li x úplnou
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soustavu zbytk̊u podle modulu m, pak i ax prob́ıhá úplnou soustavu
zbytk̊u podle modulu m. Z tohoto d̊uvodu bude ax kongruentńı s b
právě pro jednu hodnotou x z úplné soustavy zbytk̊u, jinými slovy
kongruence (4.2) má právě jedno řešeńı.

Necht’ nyńı je (a,m) = d > 1. Aby kongruence (4.2) měla
řešeńı, je nutné, aby b bylo dělitelné č́ıslem d, jinak kongruence (4.2)
nemůže pltit pro žádné celé č́ıslo x. Budeme proto předpokládat,
že b je násobkem d a polož́ıme a = a1d, m = m1d a b = b1d. V
tomto př́ıpadě můžeme kongruenci zkrátit č́ıslem d a nově vzniklá
kongruence a1x ≡ b1 (mod m1) bude mı́t jedno řešeńı podle mo-
dulu m1, nebot’ je (a1,m1) = 1. Necht’ x1 je nejmenš́ı nezáporný
zbytek tohoto řešeńı podle modulu m1, pak všechna č́ısla x, tvoř́ıćı
toto řešeńı, jsou tvaru

x ≡ x1 (mod m1). (4.3)

Podle modulu m však č́ısla (4.3) netvoř́ı jedno řešeńı, ale právě
tolik řešeńı, kolik se najde v řadě 0, 1, 2, . . . ,m − 1 nejmenš́ıch
nezáporných zbytk̊u podle modulu m. Sem patř́ı všechna tato č́ısla
(4.3):

x1, x1 +m,x1 + 2m, . . . , x1 + (d− 1)m, (4.4)

tedy celkem d č́ısel (4.3), a tud́ıž kongruence (4.2) má d řešeńı.

Výše uvedené úvahy dokazuj́ı tuto větu:

Věta 4.15 Necht’ (a,m) = d. Kongruence ax ≡ b (mod m) nemá
řešeńı, neńı-li pravá strana dělitelná d. V př́ıpadě, že je b násobkem
d, má kongruence d řešeńı.

Nyńı si ukážeme některé metody řešeńı kongruenćı.

Př́ıklad 4.2 Řešte kongruenci 4x ≡ 1 (mod 6).

Tato kongruence nemá řešeńı, nebot’ (4, 6) = 2 a 2 6 | 1.

Pokud neńı modul př́ılǐs velký, lze kongruenci řešit tak, že zjist́ıme,
která č́ısla j́ı vyhovuj́ı, obvykle ze soustavy nejmenš́ıch nezáporných
zbytk̊u.
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Př́ıklad 4.3 Řešte kongruenci 3x ≡ 2 (mod 5). Jelikož (3, 5) = 1,
má kongruence právě jedno řešeńı. Soustava nejmenš́ıch nezáporných
zbytk̊u má tvar 0, 1, 2, 3, 4. Snadno se přesvědč́ıme, že této kongru-
enci vyhovuje právě č́ıslo 4. Řešeńım kongruence jsou tedy všechna
č́ısla x ≡ 4 (mod 5).

Př́ıklad 4.4 Řešte kongruenci 6x ≡ 9 (mod 15).
Jelikož (6, 15) = 3 a 3 | 9, bude mı́t kongruence 3 řešeńı.

Vyděĺıme-li obě strany kongruence 3, obdrž́ıme novou kongruenci
2x ≡ 3 (mod 5). Vzhledem k tomu, že modul je poměrně malé č́ıslo,
lze řešeńı určit postupným dosazováńım č́ısel ze soustavy nejmenš́ıch
nezáporných zbytk̊u. Snadno zjist́ıme, že jej́ım řešeńım je č́ıslo x1 =
4. Daľśım řešeńım jsou č́ısla x2 = x1 + 5 a x3 = x1 + 2.5. Řešeńı
p̊uvodńı kongruence lze uvést ve tvaru x ≡ 4; 9; 14 (mod 15).

Při řešeńı kongruenćı, kde (a,m) = 1, lze využ́ıt Eulerovu větu2

(4. 27). Skutečně, je-li aϕ(m) ≡ 1 (mod m), je i aϕ(m)b ≡ b (mod m).
Odsud máme ax ≡ aϕ(m)b, a proto je x ≡ aϕ(m)−1b. Stač́ı tedy
vypoč́ıtat č́ıslo aϕ(m)−1b. Toto č́ıslo sice nebude patřit mezi nejmenš́ı
nezáporné zbytky, neńı však problém nejmenš́ı nezáporný zbytek
naj́ıt.

Př́ıklad 4.5 Řešte kongruenci 6x ≡ 2 (mod 7).
Jelikož ϕ(7) = 6, je x = 65 · 2 = 2221× 7 + 5 a kv̊uli eleganci a

jednoduchosti ho zaṕı̌seme ve tvaru x ≡ 5 (mod 7).

4.5.2 Soustava lineárńıch kongruenćı

Jelikož některé vlastnosti kongruenćı jsou stejné či analogické vlast-
nostem rovnic, je namı́stě si položit otázku, zda lze řešit i soustavu
lineárńıch kongruenćı. Omeźıme se na soustavu kongruenćı o jedné
neznámé s r̊uznými, po dvou nesoudělnými moduly, tedy na sou-
stavu tvaru

x ≡ b1 (mod m1), . . . , x ≡ bk (mod mk). (4.5)

Řešit soustavu (4.5) je možno podle následuj́ıćı věty.

2Leonhard Euler (1707==1783), švýcarský matematik a fyzik, p̊usobil v
Petrohradě a v Berĺıně. Významně zasáhl do mnoha odvětv́ı matematiky.
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Věta 4.16 Necht’ č́ısla Ms a M
′
s jsou definována podmı́nkami

m1m2 . . .mk = Msms, M
′

sms ≡ 1 (mod ms) s = 1, 2, . . . , k

a necht’

x0 = M1M
′

1b1 +M2M
′

2b2 + . . .+MkM
′

kbk.

Pak souhrn hodnot x vyhovuj́ıćıch soustavě (4.5) je určen kongru-
enćı

x ≡ x0 (mod m1m2 . . .mk). (4.6)

Důkaz: Vskutku, vzhledem k dělitelnosti všech č́ısel Mj, r̊uzných
od Ms, č́ıslem ms při libovolném s = 1, 2, . . . , k je

x0 ≡MsM
´
sbs ≡ bs (mod ms),

a tedy soustavě (4.5) vyhovuje x = x0. Odtud př́ımo plyne, že
soustava (4.5) je ekvivalentńı se soustavou

x ≡ x0 (mod m1), . . . , x ≡ x0 (mod mk), (4.7)

tedy soustavám (4.5) a (4.7) vyhovuj́ı tytéž hodnoty x. Soustavě
(4.7) pak vyhovuj́ı jen ty hodnoty x, které vyhovuj́ı kongruenci
(4.6).

Věta 4.17 Necht’ b1, b2, . . . , bk prob́ıhaj́ı nezávisle jedno na druhém
úplné soustavy zbytk̊u podle modul̊u m1,m2, . . . ,mk, pak x0 prob́ıhá
úplnou soustavu zbytk̊u podle modul̊u m1,m2, . . . ,mk.

Důkaz: Vskutku, x0 prob́ıhám1,m2, . . . ,mk hodnot, vzhledem k (4.6)
nekongruentńıch podle modulu m1,m2, . . . ,mk.

Př́ıklad 4.6 Řešte soustavu kongruenćı

x ≡ b1 (mod 4), x ≡ b2 (mod 5), x ≡ b3 (mod 7)

Plat́ı 4.5.7 = 4.35 = 5.28 = 7.20, přičemž

35.3 ≡ 1 (mod 4), 28.2 ≡ 1 (mod 5), 20.6 ≡ 1 (mod 7).
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Proto je

x0 = 35.3b1 + 28.2b2 + 20.6b3 = 105b1 + 56b2 + 120b3,

a tedy souhrn hodnot x vyhovuj́ıćıch soustavě m̊uže být vyjádřen ve
tvaru

x ≡ 105b1 + 56b2 + 120b3 (mod 140).

tak např. souhrn hodnot x, vyhovuj́ıćıch soustavě

x ≡ 1 (mod 4), x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 2 (mod 7),

je
x ≡ 105.1 + 56.3 + 120.2 ≡ 93 (mod 140).

a souhrn hodnot x, vyhovuj́ıćıch soustavě

x ≡ 3 (mod 4), x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 6 (mod 7),

je
x = 105.3 + 56.2 + 120.6 ≡ 27 (mod 140).

4.6 Kongruence libovolného stupně podle

prvoč́ıselného modulu

Budeme se zabývat kongruenćı tvaru

anx
n + a1x

n−1 + . . .+ a0 ≡ (mod p), (4.8)

kde p je prvoč́ıslo.

Věta 4.18 Kongruence tvaru (4.8) je ekvivalentńı s kongruenćı
stupně nejvýš p− 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı plyne ze skutečnosti, že f(x) lze psát jako

f(x) = (xp − x)Q(x) +R(x),

kde R(x) je zbytek po děleńı f(x) polynomem xp−x, jehož stupeň
nemůže převýšit p− 1. Podle Malé Fermatovy věty (viz 4. 26) zase
máme xp − x ≡ 0 (mod p), je tedy f(x) ≡ R(x) (mod p).
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Věta 4.19 Necht’ kongruence (4.8) má v́ıce než n řešeńı. Pak plat́ı,
že všechny koeficienty ai jsou násobky p.

Důkaz:
Označme zbytky všech řešeńı kongruence (4.8) ṕısmeny

x1, x2, . . . xn, xn+1. Polynom f(x) můžeme vyjádř́ıt jako
f(x) =a(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1(x− xn)+

b(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1+
+ . . .+
+l(x− x1)
+m.

Sč́ıtance na pravé straně přeměńıme v mnohočleny a zvoĺıme b
tak, aby součet koeficient̊u dvou prvých mnohočlen̊u u xn−1 byl
a1; známe-li b, zvoĺıme c tak, aby součet koeficient̊u prvých tř́ı
mnohočlen̊u u xx−2 byl a2 atd. Klademe-li postupně x = x1, x =
x2, . . . , x = xn, x = xn+1, přesvědč́ıme se, že všechna č́ıslam, l, k, . . . ,
c, b, a jsou násobky p. Protože ai jsou součty č́ısel dělitelných p, jsou
také dělitelná p.

4.7 Kongruence druhého stupně

V tomto odd́ıle budeme vyšetřovat kongruence tvaru

x2 ≡ a (mod p); (a, p) = 1, (4.9)

kde p je liché prvoč́ıslo. Pokud má tato kongruence řešeńı, nazýváme
č́ıslo a kvadratickým zbytkem, v opačném př́ıpadě kvadratickým ne-
zbytkem podle modulu p.

Poznámka 4.2 Kvadratický zbytek i nezbytek m̊užeme definovat
pro libovolný modul. Př́ıpad složeného modulu je naznačen v po-
jednáńı o Jacobiho symbolu. Prvoč́ıselný modul m = 2 je př́ıpad
triviálńı. Čtverec sudého č́ısla je opět č́ıslo sudé a lichého liché.
Každá dvě č́ısla, které maj́ı stejnou paritu (obě jsou sudá či lichá),
jsou kongruentńı podle modulu 2.

Př́ıklad 4.7 Čı́slo čtyři je kvadratický zbytek podle modulu pět, ne-
bot’ kongruence x2 ≡ 4 (mod 5) má řešeńı x1 = 2+5k a x2 = 3+5k.
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Naproti tomu č́ıslo dva je kvadratický nezbytek podle modulu pět,
nebot’ kongruuence x2 ≡ 2 (mod 5) nemá řešeńı.

Věta 4.20 Necht’ a je kvadratický zbytek podle modulu p. Pak kon-
gruence (4.9) má právě dvě řešeńı.

Důkaz: Jelikož a je kvadratický zbytek, muśı mı́t kongruence (4.9)
alespoň jedno řešeńı, řekněme, že je to x1. Protože je (−x1)2 = x2

1,
má tato kongruence i druhé řešeńı x ≡ −x1 (mod p). Dále nemůže
platit x1 ≡ −x1 (mod p), nebot’ pak by bylo 2x1 ≡ 0 (mod p).
Toto však neńı možné, protože (2, p) = (x1, p) = 1. Daľśı řešeńı již
tato kongruence nemůže mı́t, jak bylo dokázáno ve větě 4. 19.

Věta 4.21 Redukovaná soustava zbytk̊u podle modulu p se skládá
z p−1

2
kvadratických zbytk̊u, které jsou kongruentńı s č́ısly 12, 22, . . .,(

p−1
2

)2
a p−1

2
kvadratických nezbytk̊u.

Důkaz: Mezi zbytky redukované soustavy podle modulu p jsou
kvadratickými zbytky ty a jenom ty, které jsou kongruentńı s čtverci
č́ısel

−p− 1

2
, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . ,

p− 1

2
(4.10)

podle modulu p. Přitom čtverce č́ısel (4.10) nejsou kongruentńı
podle modulu p, nebot’ z podmı́nek k2 ≡ l2 (mod p), 0 < k <
l ≤ p−1

2
by plynulo, že kongruenci x2 ≡ l2 (mod p) z č́ısel (4.10)

vyhovuj́ı čtyři: x ≡ −l,−k, l, k, což je spor.

Věta 4.22 Necht’ a je kvadratický zbytek podle modulu p. Pak plat́ı

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p); (4.11)

Je-li a kvadratický nezbytek podle modulu p, plat́ı

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p). (4.12)

Důkaz: Malá Fermatova věta nám ř́ıká, že ap−1 ≡ 1 (mod p). Tuto
kongruenci lze psát také ve tvaru(

a
p−1
2 − 1

)(
a

p−1
2 + 1

)
≡ 0 (mod p).
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Jelikož rozd́ıl obou závorek je roven dvěma, tak plat́ı pouze jedna
z kongruenćı (4.11), (4.12). Každý kvadratický zbytek a vyhovuje
při některém x kongruenci

a ≡ x2 (mod p), (4.13)

a proto vyhovuje i kongruenci (4.11), kterou obdrž́ıme, umocńıme-li
obě strany kongruence na p−1

2
. Kvadratickými zbytky jsou vyčerpána

všechna řešeńı kongruence (4.11). Kvadratické nezbytky muśı tedy
vyhovovat kongruenci (4.12).

4.8 Legendre̊uv symbol

Legendre̊uv symbol
(
a
p

)
je roven 1 je-li a kvadratický zbytek a je

roven -1, je-li a kvadratický nezbytek podle modulu p, přičemž je
(a, p) = 1. Č́ıslo a se nazývá čitatel a č́ıslo p jmenovatel Legendreova
symbolu. Čteme a vzhledem k p. Zřejmě plat́ı(

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Jelikož č́ısla jedné a téže tř́ıdy jsou současně kvadratické zbytky
nebo nezbytky, plat́ı dále následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4.23 Necht’ a ≡ a1 (mod p). Pak plat́ı
(
a
p

)
=
(
a1
p

)
.

Důkaz: Jelikož 1 = 12, je jednička kvadratický zbytek pro každý
modul a tedy plat́ı: (

a

p

)
= 1.

Lichá prvoč́ısla můžeme vyjádřit bud’ ve tvaru 4k + 1 nebo 4k + 3.
V prvńım př́ıpadě je ale výraz p−1

2
vždy č́ıslo sudé, ve druhém pak

liché. Č́ıslo −1 je proto kvadratickým zbytkem prvoč́ısel tvaru 4k+1
a kvadratickým nezbytkem prvoč́ısel tvaru 4k + 3. Plat́ı tedy(

−1

p

)
= (−1)

p−1
2
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Věta 4.24 Pro Legendre̊uv symbol plat́ı:(
ab . . . l

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
· · ·
(
l

p

)
.

Důkaz Vskutku máme(
ab . . . l

p

)
≡ (ab . . . l)

p−1
2 ≡ (a)

p−1
2 (b

p−1
2 . . . (l)

p−1
2 ≡

≡
(
a

p

)(
b

p

)
. . .

(
l

p

)
(mod p).

Důsledek 4.1 V čitateli Legendreova symbolu m̊užeme vypustit každý
kvadratický činitel, tedy plat́ı(

ab2

p

)
=

(
a

p

)
.

Věta 4.25 Necht’ p a q jsou lichá prvoč́ısla. Pak plat́ı(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Tato věta je v teorii č́ısel známa jako Gauss̊uv zákon kvadratické
reciprocity. Jako prvńı ho dokázal Gauss, který ho nazval theorema
aurea (zlatá věta). Tento zákon nám umožňuje ve spojeńı s výše
uvedenými vlastnostmi značně zjednodušit výpočet Legendreova
symbolu jak ukážeme ńıže. Důkaz zákona kvadratické reciprocity
neuvád́ıme pro jeho délku, čtenář ho může naj́ıt např. v [11]

Př́ıklad 4.8 Vypočtěte Legendre̊uv symbol L =
(

111
1999

)
.

Nejpre si všimneme, že 111 je č́ıslo složené a že plat́ı 111 = 3.37.
Plat́ı tedy (

111

1999

)
=

(
3

1999

)(
37

1999

)
.

Nyńı využijeme zákon kvadratické reciprocity, č́ımž v čitateli Le-
gendreova symbolu obdrž́ıme věťśı č́ıslo než ve jmenovateli. Máme
tedy

L = (−1)999

(
1999

3

)
× (−1)999·18

(
1999

37

)
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Pokud děĺıme č́ıslo 1999 třemi či třiceti sedmi, dostaneme v obou
př́ıpadech zbytek jedna. Jinými slovy 1999 je kongruentńı s jedničkou
jak podle modulu 37, tak i podle modulu 3. M̊užeme tedy výpočet
ukončit.

L = (−1)

(
1

3

)(
1

37

)
= −1.

Naskýtá se otázka, zda by nešlo zavést podobný symbol i v př́ıpadě,
že ve jmenovateli neńı prvoč́ıslo. T́ımto problémem se zabýval německý
matematik C. G. Jacobi, který Legendre̊uv symbol rozš́ı̌ril následuj́ıćım
zp̊usobem.

Def. 4.2 Necht’ a je celé č́ıslo a necht’ n ≥ 3 je liché. Necht’ dále
n = p1p2 . . . pr, kde pi jsou lichá prvoč́ısla, nikoliv nutně r̊uzná.
Jacobiho symbol je definován vztahem(a

n

)
=

r∏
i=1

(
a

pi

)
, (4.14)

kde
(
a
pi

)
je Legendre̊uv symbol.

Vlastnosti Jacobiho symbolu jsou analogické vlastnostem sym-
bolu Legendreova včetně zákona kvadratické reciprocity, jeden vý-
znamný rozd́ıl však přece najdeme. Je-li Legendre̊uv symbol roven
jedné, je vždy a kvadratický zbytek modulo p, to plyne z jeho de-
finice. V př́ıpadě Jacobiho symbolu to však platit nemuśı, jak se
můžeme přesvědčit z následuj́ıćıho př́ıkladu.(

1

15

)
=

(
2

3

)(
2

5

)
= (−1)(−1) = 1,

dvojka však neńı kvadratický zbytek modulo 15.

4.9 Některé d̊uležité věty z teorie č́ısel

Závěrem této kapitoly uvedeme několik vět z teoreie č́ısel.

Věta 4.26 Malá Fermatova věta. Necht’ p je prvoč́ıslo a plat́ı (a, p) =
1. Pak je

ap−1 ≡ 1 (mod p). (4.15)
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Dnes je známo několik d̊ukaz̊u této věty, autor si dovoĺı přihřát
svou poĺıvčičku a odkázat čtenáře na publikaci [3]. Aby čtenáři
nebyli zcela ošizeni, uvedeme elegantńı d̊ukaz pro speciálńı př́ıpad
kdy a = 2. Jednou z nejd̊uležitěǰśıch vět turbodidaktiky je věta
Tesákova, která prav́ı, že 1 + 1 = 2. Využijeme-li tuto větu, máme

2p = (1 + 1)p =

(
p

0

)
+

(
p

1

)
+ · · ·+

(
p

p− 1

)
+

(
p

p

)
.

Jelikož p je prvoč́ıslo, jsou všechny binomické koeficienty
(
p
k

)
dělitelné

p s výjimkou k = 0 a k = p. Můžeme tedy od rovnosti přej́ıt ke
kongruenci, č́ımž obdrž́ıme

2p ≡ 2 (mod p)⇒ 2p−1 ≡ 1 (mod p).

Posledńı úprava plyne ze skutečnosti, že podle předpokladu Malé
Fermatovy věty je (2, p) = 1.

Důsledkem Malé Fermatovy věty je skutečnost, že pod́ıl

q(a) =
ap−1 − 1

p

je celé č́ıslo. Pod́ıl q(a) se nazývá Fermat̊uv kvocient.
Malou Fermatovu větu později zobecnil Euler.

Věta 4.27 (Euler). Necht’ a a n jsou přirozená č́ısla a (a, n) = 1.
Pak plat́ı

aϕ(n) ≡ 1 (mod n), (4.16)

kde ϕ(n) je Eulerova funkce, kterou jsme definovali v kapitole druhé.

Připomeneme, že výraz n! = n.(n − 1) . . . 2.1 nazýváme n fak-
toriál. Dá se dokázat věta

Věta 4.28 (Wilson) Necht’ p je prvoč́ıslo. pak plat́ı

(p− 1)! ≡ −1 (mod p). (4.17)

Jelikož byla uvedena Malá Fermatova věta, sluš́ı se též uvést i
Velkou Fermatovu větu, i když tato př́ımo do tematiky tohoto textu
nezapadá.



54 KAPITOLA 4. KONGRUENCE

Věta 4.29 Diofantická rovnice

xn + yn = zn (4.18)

nemá pro n > 2 řešeńı v oboru celých č́ısel.

Jak již bylo řečeno, tato věta se př́ımo netýká prob́ırané proble-
matiky, avšak jedná se o velmi známý problém, takže pokud by se
s ńım chtěl někdo bĺıže seznámit, doporučujeme knihu [8].

4.10 Př́ıklady k procvičeńı

4.1. Zjistěte, které z následuj́ıćıch kongruenćı jsou řešitelné
a) 6x ≡ 1 (mod 9) b) 9x ≡ 3 (mod 6) c) 14x ≡ 21 (mod 70)

4.2. Řešte kongruence
a) 20x ≡ 4 (mod 30) b) 20x ≡ 30 (mod 4) c) 353x ≡ 254
(mod 400)

4.3. Najděte nejmenš́ı přirozené č́ıslo větš́ı než 1, které vyhovuje
kongruenćım x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 1 (mod 5), x ≡ 1 (mod 7).

4.4. Řešte soustavu kongruenćı x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 5),
x ≡ 5 (mod 2).

4.5. Řešte soustavu kongruenćı x ≡ 1 (mod 4), x ≡ 0 (mod 3),
x ≡ 5 (mod 7).

4.6. Najděte všechna celá č́ısla, která při děleńı č́ısly 3, 4 a 5 dávaj́ı
zbytky 1, 2 a 3.

Výsledky

4.1. Řešitelná je pouze kongruence b).

4.2. c) x ≡ −88 (mod 400). Ostatńı dvě nemaj́ı řešeńı.

4.3. x = 106

4.4. x = 23 + 10t, t ∈ Z

4.5. x ≡ 33 (mod 8)4

4.6. n = 60t− 2, t ∈ Z



Kapitola 5

Speciálńı typy přirozených
č́ısel

V této kapitole uvedeme některé speciálńı typy č́ısel, a to jak pr-
voč́ısel, tak č́ısel složených. Tato kapitola nebude mı́t charakter
učebńıho textu jako předchoźı, čtenář se v ńı seznámı́ s některými
speciálńımi typy č́ısel a pozná r̊uzné zaj́ımavosti, které pak bude
moci uplatnit ve výuce. Č́ısla jsou totiž velmi zaj́ımavá a můžeme
ř́ıci že i tajuplná. Jednotlivé podkapitoly budeme řadit podle abe-
cedy.

5.1 Dokonalá č́ısla

Jak již bylo řečeno, má každé přirozené č́ıslo n > 1 přinejmenš́ım
dva dělitele, a sice 1 a n. Označme σ(n) součet všech dělitel̊u
č́ısla n. Zřejmě plat́ı σ(n) ≥ 1, porovnejme však součet dělitel̊u
s dvojnásobkem č́ısla n. Zvoĺıme-li tuto hranici, tak se množina
přirozených č́ısel n > 1 rozlož́ı na tři navzájem disjunkntńı pod-
množiny. Do prvńı zařad́ıme ta č́ısla, pro něž σ(n) < 2n a bu-
deme je nazývat deficientńı (numeri deficientes). Tato množina je
nekonečná, nebot’ sem patř́ı mj. všechna prvoč́ısla. Č́ısla pro něž
σ(n) > 2n nazveme abundatńı (numeri abundantes). I tato množina
je nekonečná, můžeme sem zařadit č́ısla tvaru n = 2k · 3, k > 1.
Důkaz je snadný pro toho, kdo ovládá vzorec pro součet prvńıch

55



56 KAPITOLA 5. SPECIÁLNÍ TYPY PŘIROZENÝCH ČÍSEL

n člen̊u geometrické posloupnosti. Plat́ı

σ(n) =
2k+1 − 1

2− 1

32 − 1

3− 1
= (2k+1 − 1) · 4 > 2 · (2k · 3) = 2n.

Třet́ı množinu pak tvoř́ı č́ısla n > 1, pro něž je σ(n) = 2n. Tato č́ısla
nazýváme č́ısla dokonalá (numeri perfecti), někdy též použ́ıváme
název dokonalá č́ısla prvńıho druhu. Někdy se dokonalé č́ıslo (prvńı-
ho druhu) také definuje tak, že je rovno součtu všech svých pravých
dělitel̊u, tedy dělitel̊u menš́ıch než je č́ıslo samo. Nejmenš́ı doko-
nalé č́ıslo je 6=1+2+3. Ve starověku byla známa ještě tři daľśı
dokonalá č́ısla, a to 28, 496 a 8128. Je zaj́ımavé, že již v Euk-
leidových Základech je uvedena postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby
sudé č́ıslo bylo dokonalé, ověřováńı však bylo zřejmě nad śıly teh-
deǰśıch počtář̊u. Jak si jistě čtenáři všimli, tak uvedená dokonalá
č́ısla jsou sudá. Uvedeme proto nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro
to, aby sudé č́ıslo bylo dokonalé.

Věta 5.1 Sudé č́ıslo n > 1 je dokonalé právě tehdy, když je tvaru

n = 2s−1(2s − 1), (5.1)

kde s > 1 je přirozené č́ıslo a Ms = 2s − 1 je prvoč́ıslo.

Č́ısla Ms se nazývaj́ı Mersennova č́ısla1. V následuj́ıćım d̊ukazu je
však pro zjednodušeńı zápisu budeme označovat ṕısmenem p.
Důkaz: Důkaz postačuj́ıćı podmı́nky je snazš́ı, proto j́ım začneme.
Necht’ nějaké č́ıslo je tvaru (5.1); tento tvar představuje zároveň
jeho kanonický rozklad. Proto je

σ(n) =
2s − 1

2− 1
· p

2 − 1

p− 1
.

Odtud jednoduchou úpravou zjist́ıme, že σ(n) = 2sp = 2(2s−1p),
tedy n je dokonalé.

Dokážeme dále podmı́nku nutnou. Necht’ n je sudé dokonalé
č́ıslo. Snadno nahlédneme, že jeho kanonický rozklad muśı obsaho-
vat přinejmenš́ım jedno liché prvoč́ıslo, nebot’ pak by bylo tvaru

1P. Marin Mersenne ((1588–1648), francouzský kněz, matematik, fyzik, te-
olog, filozof a organizátor vědeckého života. Po něm pojmenovaných prvoč́ısel
bylo zat́ım objeveno 51, nev́ı se, zda je jich konečný počet či nekonečně mnoho.
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2k, k ≥ 1 a σ(n) = 2k+1 − 1 a č́ıslo n by tedy nebylo dokonalé.
Kanonický rozklad č́ısla n necht’ je n = 2αpα1

1 · pα2
2 · · · p

αk
k . Položme

l = pα1
1 · pα2

2 · · · p
αk
k a α = s− 1. Jelikož n je dokonalé, muśı být

σ(n) =
2s − 1

2− 1
· p

α1+1
1 − 1

p1 − 1
· · · p

αk+1
1 − 1

p1 − 1
= (2s − 1)σ(l) = 2sl,

protože

σ(l) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· · · p

αk+1
1 − 1

pk − 1
.

Rovnost
(2s − 1).σ(l) = 2s.l (5.2)

ukazuje, že 2s děĺı součin (2s − 1).σ(l). Č́ıslo 2s je však dělitelné
pouze č́ısly ±1,±2r, kde 1 ≤ r ≤ s. Jelikož 2s − 1 je liché, pak je
zřejmé, že č́ısla 2s a 2s − 1 jsou nesoudělná, tedy 2s | σ(l). Muśı
tedy existovat č́ıslo q ≥ 1 takové, že σ(l) = 2s.q. Dosad́ıme-li do
předchoźı rovnosti (5.2.), obdrž́ıme po zkráceńı 2s

(2s − 1).q = l (5.3)

neboli
2s.q = σ(l) = l + q. (5.4)

Č́ıslo l > 1 je dělitelné l a podle (5.3) i q. Z rovnosti (5.4) vyplývá,
že l 6= q, rovnost (5.3) pak ř́ıká, že č́ıslo l nemůže mı́t jiné dělitele
než l a q. Pokud by totiž existovalo č́ıslo d ≥ 1 a současně by d bylo
r̊uzné od č́ısel l a q, byl by součet dělitel̊u č́ısla l roven přinejmenš́ım
l + q + d, což je v rozporu s (5.2). Proto l má pouze dva dělitele, a
to sebe sama a q = 1, je to tedy prvoč́ıslo. Podle (5.3.) je l = 2s−1,
dokonalé č́ıslo n je pak tvaru 2s−1.(2s−1), s > 1 a 2s−1 je prvoč́ıslo.

Dokonalé č́ıslo druhého druhu je takové č́ıslo, které je rovno
součinu všech svých pravých dělitel̊u. Př́ıkladem je č́ıslo 6 (6=1.2.3),
které je dokonalé i prvńıho druhu. I pro dokonalá č́ısla druhého
druhu existuje jednoduchý vzorec pro jejich určeńı, nav́ıc z něho
vyplývá, že je jich nekonečně mnoho.

Věta 5.2 Čı́slo n > 1 je dokonalé č́ıslo druhého druhu právě tehdy,
když je bud’ třet́ı mocninou prvoč́ısla, nebo je součinem dvou prvo-
č́ısel.
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Je-li n = p3, jsou jeho dělitelé 1, p a p2 a jejich součin je roven
n. Je-li n = p1.p2, pak jsou tato prvoč́ısla spolu s jedničkou jedińı
dělitelé a jejich součin je roven č́ıslu n.

Necht’ naopak je n > 1 dokonalé č́ıslo druhého druhu. Předpo-
kládejme, že jeho kanonický rozklad je n = pα1

1 p
α2
2 . . . pαk

k . Všechny
dělitele č́ısla n seřad́ıme podle velikosti, je tedy 1 = d1 < d2 . . . <
ds = n. Položme τ(n) = s. Je tedy n = d1.d2 . . . ds=1. Vynásob́ıme-li
tuto rovnost č́ıslem n = ds, obdrž́ıme

n2 = d1.d2 . . . ds. (5.5)

Je-li d dělitelem č́ısla n, je jeho dělitelem i n
d
. Proto můžeme psát

n2 =
n

d1

· n
n2

· · · n
ds
. (5.6)

Vynásob́ıme-li předchoźı dvě rovnosti, máme n4 = ns, z čehož plyne
s = 4. Jelikož je τ(n) = (α1 + 1) . . . (αk + 1), jsou všechny závorky
větš́ı nebo rovny dvěma, proto je k ≤ 2. Jsou tedy možné pouze dva
kanonické rozklady č́ısla n. Bud’ je n = pα1

1 , nebo je n = pα1
1 .p

α2
2 .

V prvńım př́ıpadě je α1 = 3, ve druhém α1 = α2 = 1.

5.2 Fermatova č́ısla

V této části se opět setkáváme se jménem Fermat. Tento pán stu-
doval také č́ısla tvaru

Fm = 22m + 1, m = 0, 1, 2, . . . .

Fermat byl přesvědčen o tom, že jsou to prvoč́ısla, přes veškeré úsiĺı
se mu to však nepodařilo ani dokázat, ani vyvrátit, ačkoliv nástroje
k tomu měl. Prvńıch pět těchto č́ısel jsou skutečně prvoč́ısla, usly-
š́ıme-li pojem Fermatovo prvoč́ıslo, pak se bude jednat právě o tato
č́ısla.

Zdálo by se, že zápis těchto č́ısel je zbytečně komplikovaný,
následuj́ıćı tvrzeńı však ukáže, že Fermat dobře věděl, proč zvo-
lil tento tvar.

Věta 5.3 Necht’ n je přirozené č́ıslo. Je-li k = 2n + 1 prvoč́ıslo,
pak n = 2m pro nějaké m ∈ {0, 1, 2, . . .}.
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Necht’ k a l jsou přirozená č́ısla, přičemž l je liché a současně je
l ≥ 3. V tomto př́ıpadě plat́ı formule

2kl + 1 = (2k + 1)(2k(l−1) − 2k(l−2) + · · · − 2k + 1).

Č́ıslo tvaru 2n + 1 je vždy složené, je-li exponent dělitelný lichým
přirozeným č́ıslem větš́ım než jedna. Formule pro Fermatova č́ısla
tedy zabezpečuje splněńı nutné podmı́nky pro to, aby tato č́ısla
byla prvoč́ısla.

Nyńı si od č́ısel odpočineme a pod́ıváme se do geometrie či
chcete-li do planimetrie. Eukleidovské konstrukce kruž́ıtkem a pra-
v́ıtkem patř́ı mezi krásné partie matematiky. Na jedné straně máme
v hlavě absolutně přesné úvahy, tyto však nelze nikdy v praxi reali-
zovat. Je to vlastně pěkný př́ıklad platónské filozofie, kdy na paṕır
dáváme jen st́ıny či odlesky ideálńı geometrie. Takové ořezávátko
ještě vynalezeno nebylo a v budoucnu ani nebude, aby j́ım ostrou-
haná tužka narýsovala př́ımku, tedy délku bez š́ı̌rky či jiné ideálńı
geometrické útvary. Z velkého množstv́ı geometrických konstrukćı
si vybereme sestrojeńı pravidelného n-úhelńıka. Narýsovat rovno-
stranný trojúhelńık, čtverec či pravidelný šestiúhelńık je procházka
r̊užovým sadem, s menš́ımi problémy zvládneme i pravidelný pěti-
úhelńık. Ačkoliv sedmička je považována za št’astné č́ıslo, v př́ıpadě
pravidelného sedmiúhelńıka to neplat́ı. Generace geometr̊u se o ta-
kovou konstrukci pokoušely, leč marně. Teprve Gaussovi se podařilo
tento oř́ı̌sek rozlousknout, když dokázal následuj́ıćı větu:

Věta 5.4 Pravidelný n-úhelńık lze sestrojit prav́ıtkem a kruž́ıtkem
právě tehdy když, n = 2iFm1Fm2 · · ·Fmj

, kde n ≥ 3, i ≥ 0, j ≥ 0
a Fm1 , . . . Fmj

jsou navzájem r̊uzná Fermatova prvoč́ısla.

Důkaz této věty přesahuje rámec tohoto textu, sděĺıme jen, že pro-
blém geometrický je převeden na algebraický. Např́ıklad pro středo-
vý úhel pravidelného pětiúhelńıka plat́ı cos 2π

5
=
√

5−1
4

. Nu a kosinus
je roven délce přilehlé odvěsny pravoúhlého trojúhelńıka s přeponou
jedna a tuto úsečku dovedeme sestrojit kruž́ıtkem a prav́ıtkem. Je-
likož jediná dosud známá Fermatova prvoč́ısla jsou 3, 5, 17, 257
a 65537, je zřejmé, že eukleidovská konstrukce pravidelného sed-
miúhelńıka (a samozřejmě mnoha daľśıch s lichým počtem stran)
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z principu neńı možná. Existuj́ı i daľśı souvislosti mezi Ferma-
tovými prvoč́ısly a geometríı, jelikož přesahuj́ı rozsah obvykle pro-
b́ırané látky na základńıch či středńıch školách, tak je neuvád́ıme
a zájemce odkazujeme např. na publikaci [2].

Po návratu z geometrického výletu uzavřeme část věnovanou
Fermatovým č́ısl̊um. Je tak trochu záhada, proč Fermat nezjistil,
že F5 = 641.6700417, to se podařilo až Eulerovi. Na druhou stranu
dnes chápeme, že tento geniálńı Francouz nenašel v tomto směru
žádný d̊ukaz. Ten se totiž nenašel dodnes, přestože je těmto č́ısl̊um
věnována současnými matematiky velká pozornost. Tato č́ısla jsou
totiž velká, či přesněji jejich dekadický zápis obsahuje mnoho cifer
(např. F18 jich má téměř 80 000). Byly zapojeny i poč́ıtače a vy-
vinuty metody na faktorizaci velkých č́ısel, zat́ım máme jedinou
jistotu, a sice že pro 5 ≥ m ≥ 32 se jedná o č́ısla složená, přestože
pro F20 a F24 neznáme žádného netriviálńıho dělitele. Nepodařilo
se zat́ım ani naj́ıt nějakou zákonitost, která by v tomto směru něco
napověděla. Teorie č́ısel tedy před nás stav́ı daľśı výzvu.

5.3 Spřátelená č́ısla

Def. 5.1 Dvě r̊uzná přirozená č́ısla a a b nazýváme spřátelená,
jestlǐze součet pravých dělitel̊u č́ısla a je roven b a současně je součet
pravých dělitel̊u č́ısla b roven a.

Př́ıkladem budiž dvojice 220 a 284, kterou znali již pythagorejci.
Skutečně, prav́ı dělitelé prvńıho z nich jsou č́ısla 1, 2, 4, 5, 10, 11,
20, 22, 44, 55 a 110; součet těchto č́ısel je 284. Č́ıslo 284 nemá
tolik pravých dělitel̊u jsou jen č́ısla 1, 2, 4, 71 a 142 a jejich součet
je 220. Do publikace [9], která byla určena předevš́ım řešitel̊um
matematické olympiády, se vloudila malá chybička, kdy mı́sto 71 je
uvedeno 7.

Věta 5.5 Čı́sla a a b jsou spřátelená právě tehdy, když σ(a) =
σ(b) = a+ b.

Důkaz: Je zřejmé, že počet pravých dělitel̊u č́ısla m je σ(m)−m.
Jsou-li a a b spřátelená je současně σ(a) − a = b a σ(b) − b =
a. Vypoč́ıtáme-li z druhé rovnice b a dosad́ıme do prvńı, máme
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σ(a) = σ(b). Je-li naopak σ(a) = σ(b) = a+ b, snadno nahlédneme,
že σ(a) − a = b a současně σ(b) − b = a a že tedy č́ısla a a b jsou
spřátelená.

I v př́ıpadě spřátelených č́ısel nebylo zat́ım vše objasněno. Ne-
v́ıme např́ıklad, zda je jich konečně či nekonečně mnoho. Zat́ım
všechny dvojice spřátelených č́ısel maj́ı největš́ı společný dělitel
větš́ı než jedna. Známe však dvojici lichých spřátelených č́ısel a =
33.5.7.11 a b = 3.5.7.139.

Hledat spřátelená č́ısla můžeme podle návodu, který udal v 9. stol.
arabský matematik Ben Korrah a který je uveden v následuj́ıćı větě.
.

Věta 5.6 Necht’ existuj́ı pro n > 1 prvoč́ısla tvaru p = 3.2n−1 − 1,
q = 3.2n − 1 a r = 9.22n−1 − 1. Pak č́ısla k = 2npq a l = 2n.r jsou
spřátelená.

Důkaz: Jako prvńı krok dokážeme, že součet všech dělitel̊u č́ısla k
je roven součtu dělitel̊u č́ısla l. Pro součet dělitel̊u σ(k) plat́ı

σ(2n.p.q) = (2n+1 − 1).(p+ 1).(q + 1) = (2n+1 − 1).9.22n−1.

Pro součet dělitel̊u σ(l) zase plat́ı

σ(2n.r) = (2n+1 − 1)(r + 1) = (2n+1 − 1)9.22n−1.

Jako druhý krok muśıme dokázat, že tento součet je roven k + l.

k+ l = 2npq+ 2nr = 2n(pq+ r) = 9.22n−1(2n+1− 1) = σ(k) = σ)l).

5.4 Závěr kapitoly

V závěrem této kapitoly uvedeme stručně některá daľśı speciálńı
prvoč́ısla. Připomeňme si nejdř́ıve Eukleid̊uv d̊ukaz o nekonečném
počtu prvoč́ısel, v němž stěžejńı úlohu hrál výraz n = p1p2 . . . pk+1.
Č́ıslo n může, ale také nemuśı být prvoč́ıslo. Je-li prvoč́ıslo, pak je
budeme nazývat Eukleidovo prvoč́ıslo. Eukleid̊uv d̊ukaz můžeme
lehce pozměnit tak, že mı́sto č́ısla n sestav́ıme č́ıslo m = p! + 1, kde
p je největš́ı prvoč́ıslo, jichž předpokládáme konečný počet. Ani v
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tomto př́ıpadě neńı č́ıslo m dělitelné žádným prvoč́ıslem, nebot’ pro
každé q ≤ p je zbytek po děleńı č́ısla m č́ıslem q vždy roven jedné.
To jsme ale zkonstruovali prvoč́ıslo větš́ı než p, nebo je m dělitelné
prvoč́ıslem větš́ı než p, v každém př́ıpadě jsme se dostali do sporu
s předpokladem. Prvoč́ısla tvaru k!+1 nazýváme faktoriálńı. Týmž
názvem se označuj́ı i prvoč́ısla tvaru k! − 1. V obou př́ıpadech
nevyžadujeme, aby k bylo prvoč́ıslo.



Kapitola 6

Aplikace teorie č́ısel

Pokud se čtenář v tomto textu propracoval až k této kapitole, tak
si mohl myslet následuj́ıćı. Teorie č́ısel je velmi hezkou součást́ı
matematiky, obsahuje řadu zaj́ımavých tvrzeńı, některé d̊ukazy jsou
velmi elegantńı, řada poznatk̊u se dá využ́ıt pro zpestřeńı výuky,
zaj́ımavá jsou i některá dosud nedokázaná ani nevyvrácená tvrzeńı,
ale jaký to má význam pro praxi? Nejedná se zde jen o sice krásnou,
ale jinak neužitečnou vědu? V této kapitole se pokuśıme dokázat,
že tomu tak neńı, že teorie č́ısel je pro praxi velice významná a jej́ı
d̊uležitost posledńı dobou neustále roste. A začneme t́ım, s č́ım je
spojen každý občan našeho státu od kolébky až po rakev. Ano,
začneme rodným č́ıslem.

6.1 Rodná č́ısla

Každý občan České republiky má již od narozeńı přidělené rodné
č́ıslo, které se sestav́ı tak, že prvńıch šest č́ısel je dáno datem na-
rozeńı. Prvńı dvojč́ısĺı udává rok, druhé měśıc a třet́ı den narozeńı.
Kv̊uli rozlǐseńı pohlav́ı se k druhému dvojč́ısĺı u d́ıvek přič́ıtá pa-
desátka. Rodné č́ıslo hoch̊u, kteř́ı se narodili např́ıklad 10. prosince
1996 zač́ıná šestič́ısĺım 961210, u děvčat je to 966210. Protože se
denně rod́ı v́ıce dět́ı, přidávaj́ı se za tuto šestici ještě daľśı č́ısla.
U nás se od roku 1986 přidávaj́ı čtyři č́ısla, rodná č́ısla jsou tedy
deseticiferná. Posledńı čtyřč́ısĺı se však nevoĺı náhodně, nýbrž tak,
aby celé rodné č́ıslo bylo dělitelné jedenácti. Jaký je k tomu d̊uvod,
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nestačilo by např́ıklad seřadit děti narozené v jednom dni např́ıklad
podle času, kdy přǐsly na svět a pak jim přǐradit č́ısla odpov́ıdaj́ıćı
pořad́ı?

Abychom mohli zodpovědět tuto otázku, dokážeme nejdř́ıve kri-
térium pro dělitelnost jedenácti.

Věta 6.1 Necht’ k∈ {0, 1, 2, . . .} a m =
∑k

n=0 cn10n přičemž je
cn ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, ck 6= 0, tedy ck, . . . , c0 jsou cifry přirozeného
č́ısla m v deśıtkové soustavě. Pak

11 | m⇔ 11 |

(
k∑

n=0

(−1)ncn

)
. (6.1)

Důkaz: Podle vzorce pro rozd́ıl dvou n-tých mocnin plat́ı

10n−(−1)n = (10+1)[10n−1+10n−2(−1)+· · ·+10(−1)n−2+(−1)n−1],
(6.2)

kde hranatá závorka obsahuje právě n sč́ıtanc̊u. Rozd́ıl 10n− (−1)n

je tedy dělitelný 11. Použijeme-li nyńı vzorec (6.2) na každý sč́ıtanec
v (6.1) kromě posledńıho, pak dostaneme

11 | ((−1)kck + (−1)k−1ck−1 + · · ·+ c1 + c0). (6.3)

Podobně zjist́ıme, že když plat́ı (6.3), je splněn i vztah (6.1).
Vrat’me se nyńı k našemu chlapci, jehož rodné č́ıslo může být

9612107032. Dejme tomu, že se při jeho zadáváńı spleteme v jedné
cif̌re. Pak rozd́ıl mezi správným a špatně zadaným č́ıslem bude
±c · 10n, kde c ∈ {1, 2, . . . , 9}. Tento rozd́ıl neńı nikdy dělitelný
č́ıslem 11, ale může být dělitelný složenými č́ısly 12, 14, 15 atd.
Naṕı̌seme-li v našem rodném č́ısle mı́sto sedmičky jedničku, je rozd́ıl
mezi správným a špatným rodným č́ıslem 6 000. Nalezeńı všech jeho
dvojciferných dělitel̊u pak přenecháváme čtenáři. Protože č́ıslo 11
nám umožňuje odhalit chybu, hovoř́ıme o jedenáctkovém samode-
tekuj́ıćım kódu.

Při použit́ı jednociferných prvoč́ısel se obecně nedá odhalit chyba
při vložeńı jedné nesprávné cifry. Použit́ı větš́ıch dvojciferných prvo-
č́ısel nám zase snižuje počet použitelných rodných č́ısel. Jedenáctka
je tedy pro potřeby rodného č́ısla optimálńı. Závěrem přidáme ještě
jednu zaj́ımavost. Česká dvoukoruna je pravidelný jedenáctiúhelńık.
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Polož́ıme minci do základńı polohy a pak ji stř́ıdavě otáč́ıme po a
proti směru hodinových ručiček o tolik vrchol̊u, kolik je př́ıslušná
cifra. Po posledńım pootočeńı se mince muśı vrátit do p̊uvodńı po-
lohy.

Na podobném principu funguj́ı rovněž kódy ISBN a ISSN pro
knihy či časopisy, identifikačńı č́ısla organizaćı (IČO), bankovńı účty
a pod. Vı́ce se lze doč́ıst např́ıklad v [14]. Samodetekuj́ıćı kódy
dovedou chybu naj́ıt, nikoliv opravit. Z tohoto d̊uvodu byly vy-
vinuty kódy samoopravné. Ty nám umožňuj́ı pomoćı redundantńı
(nadbytečné) informace obsažené v kódových slovech stanovit, ve
kterém znaku došlo k chybě, a opravit ji. Velká budoucnost je
vkládána do tzv. dvourozměrných kód̊u s vysokou informačńı kapa-
citou a schopnost́ı detekce a opravy chyb. Tyto kódy se použ́ıvaj́ı
mj. v amerických řidičských pr̊ukazech či r̊uzných identifikačńıch
kartách. Také u nás jsou tyto kódy postupně zaváděny, viděl jsem
je na j́ızdenkách, vstupenkách a je jisté, že se jejich použit́ı bude
rozšǐrovat. Maj́ı tu výhodu, že se tisknou a přenášej́ı na paṕıru a že
zde neńı nutnost vkládat data z klávesnice.

6.2 Šifrováńı zpráv pomoćı prvoč́ısel

Potřeba utajit ṕısemná sděleńı je patrně tak stará, jako ṕısmo samo.
V pr̊uběhu tiśıcilet́ı lidé vynalezli řadu zp̊usob̊u, jak zabránit nepo-
volané osobě, které se dostala do rukou tajná zpráva, aby ji přečetla.
Jako př́ıklad můžeme uvést šifrováńı pomoćı mř́ıžky, které použ́ıval
Matyáš Sandorf a jeho přátelé. Stačilo však, aby se padouch Sarkany
dostal k mř́ıžce a přečteńı zpráv již pro něj nepředstavovalo žádný
problém. Jindy k rozluštěńı stačilo logické uvažováńı. Geniálńı de-
tektiv Sherlock Holmes takové šifry luštil běžně. Šifru spoč́ıvaj́ıćı
v tom, že každé ṕısmeno bylo nahrazeno tanč́ıćı figurkou, rozluštil
pomoćı frekvence výskytu jednotlivých ṕısmen. Zat́ımco v české
abecedě je to ṕısmeno a, v angličtině to je litera e. Stejný postup
voĺı i luštitelé tzv. č́ıselných kř́ıžovek. Jiná metoda spoč́ıvá v tom,
že se slovo nahrad́ı č́ıslem, určuj́ıćım pořad́ı slova na jisté stránce
knihy, kterou maj́ı obě strany k dispozici. V tomto př́ıpadě se ne-
doporučuje, aby kĺıčem byly kniha o v́ıce d́ılech. Dobrý voják Švejk
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logicky nafasoval pro pány ofićıry prvńı d́ıl knihy Hř́ıchy otc̊u, jenže
kĺıčem byl d́ıl druhý a jedenáctá marškumpanie nemohla tuto šifru
použ́ıvat.

Uvedené př́ıpady jsou starš́ıho data, kdy si luštitel šifry mu-
sel vystačit jen se svým intelektem. V době poč́ıtač̊u se zdá, že
neńı v lidských silách vymyslet takovou šifru, která by před řešiteli
obstálo, nebot’ co jeden člověk vymysĺı, druhý rozlušt́ı, jak pravil
Sherlock Holmes. Avšak matematika neńı nadarmo považována za
královnu věd. Pánové Rivest, Shamir a Adelman objevili v roce
1978 metodu, která se podle počátečńıch ṕısmen jejich př́ıjmeńı
nazývá RSA. Oč je metoda jednodušš́ı, o to je účinněǰśı, dokonce
neńı nutné tajit šifrovaćı kĺıč, šifrovat může každý. Zat́ım však bez
znalosti dešifrovaćıho kĺıče neńı a vypadá to, že ani v budoucnu ne-
bude možné tyto šifry rozluštit. Jádrem pudla je totiž skutečnost,
že neńı problém vynásobit dvě velká č́ısla. Mnohem nesnadněǰśı je
inverzńı proces, tedy rozložit č́ıslo složené na součin prvočinitel̊u.

Poṕı̌seme nyńı postup při šifrováńı a dešifrováńı zprávy. Uta-
jované sděleńı převedeme nejprve na přirozené č́ıslo x. K tomu
nám mohou posloužit např́ıklad kódy ASCII, ale jejich použit́ı neńı
podmı́nkou, existuj́ı i jiné a možná i efektivněǰśı zp̊usoby. Dále
budeme předpokládat, že x < n, kde n je součin dvou r̊uzných
prvoč́ısel, která nejsou veřejně známa a maj́ı v́ıce než 100 cifer.
Psavci muśı samozřejmě rozdělit zprávu na několik kratš́ıch tak, aby
pro každou z nich byla splněna předchoźı nerovnost. Zašifrovanou
zprávu označ́ıme symbolem x∗. Toto přirozené č́ıslo je jednoznačně
dáno nerovnost́ı x∗ < n a kongruenćı

x∗ ≡ xe (mod n), (6.4)

kde e se nazývá šifrovaćı exponent (z anglického encryption). Č́ısla
e a n jsou veřejně známa a k zašifrováńı stač́ı.

Odšifrováńı prob́ıhá zcela analogicky. Znovu se definuje č́ıslo
(x∗)0 ∈ N splňuj́ıćı nerovnost (x∗)0 < n tak, aby (x∗)0 ≡ (x∗)d
(mod n). Dešifrovaćı exponent d (z anglického decryption) však
neńı veřejně znám. Je však nutno vyřešit otázku, jak zvolit ex-
ponenty e a d tak, aby (x∗)0 = x, tedy aby zašifrovaná zpráva byla
po odšifrováńı totožná s p̊uvodńı zprávou x.

Nejdř́ıve dokážeme následuj́ıćı větu:
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Věta 6.2 Necht’ pro přirozené č́ıslo n plat́ı

(e, ϕ(n)) = 1. (6.5)

Potom existuje právě jedno přirozené č́ıslo d < ϕ(n) takové, že

ed ≡ 1 (mod ϕ(n)). (6.6)

Důkaz: Pro přirozená č́ısla k = 1, . . . , ϕ(n)− 1 definujeme zbytky
zk ∈ {1, . . . , ϕ(n)1} pomoćı kongruence

ek ≡ zk (mod ϕ(n)).

Pokud se dva zbytky rovnaj́ı, např́ıklad je zk1 = zk2 , je správná
kongruence

e(k1 − k2) ≡ 0 (mod ϕ(n)).

Pak podle předpokladu a věty 1. 3. v publikaci [2] existuj́ı celá
č́ısla v a y tak, že ev+ϕ(n)y = 1, tedy je e(k1− k2)v+ϕ(n)(k1−
k2)y = k1 − k2. Odsud plyne k1 − k2 ≡ 0 (mod ϕ(n)), čili k1 = k2.
Všechny zbytky zk jsou navzájem r̊uzná č́ısla a proto existuje právě
jedno d odpov́ıdaj́ıćı zbytku 1, které splňuje (6.4).

Dále dokážeme, že zašifrovaná zpráva x∗ je po odšifrováńı totožná
s p̊uvodńı zprávou x.

Věta 6.3 Necht’ plat́ı (e, ϕ(n)) = 1. Pak

(x∗)0 = x. (6.7)

Důkaz: Z kongruence (6.6) plyne existence takového č́ısla r, že

ed = 1 + rϕ(n) (6.8)

Rozlǐsujeme dva př́ıpady:
1. Necht’ plat́ı (x, n) = 1. Potom lze Euler̊uv vztah umocnit na

r-tou a vynásobit jej poté x, č́ımž obdrž́ıme

x1+rϕ(n) ≡ x (mod n) (6.9)

Nyńı postupně z (6.7), (6.6), (6.8), a (6.9), plyne, že

(x∗)0 ≡ (x∗)d ≡ xed ≡ x1+rϕ(n) ≡ x (mod n). (6.10)
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Vztah (6.10) tedy plat́ı, nebot’ obě přirozená č́ısla x i (x∗)0 jsou
menš́ı než n.

2. Necht’ je (x, n) 6= 1. Potom je bud’ x = p nebo x = q. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat druhou možnost. Jelikož
(p, q) = 1 můžeme umocnit Fermat̊uv vztah umocnit na r(q − 1),
č́ımž obdrž́ıme

x(p−1)(q−1) ≡ 1 (mod p).

Jelikož ϕ(n) = (p− 1)(q − 1), plat́ı

x1+rϕ(n) ≡ x (mod px)

To je opět vztah (6.10), protože px = pq = n. Dál postupujeme
jako v bodě 1.

Šifrovaćı exponent e se voĺı tak, aby 3 ≤ e < ϕ(n) a aby platilo
(e, ϕ)n)) = 1. Nav́ıc je třeba zvolit e tak, aby em 6≡ 1 (mod ϕ(n))
pro malá m, aby nebylo možno odšifrovat zprávu pro d = e − 1.
Pokud neznáme hodnoty p a q, je téměř nemožné stanovit hodnotu
dešifrovaćıho exponentu d. Z věty (6.1) však v́ıme, že existuje právě
jedno přirozené č́ıslo d < ϕ(n) splňuj́ıćı kongruenci (6.11). Naskytá
se otázka jak stanovit jeho hodnotu, známe-li p a q.

Pokud umı́me rozložit ϕ(n) na prvoč́ısla, pak lze jednoduše
vypoč́ıtat hodnotu ϕ(ϕ(n)). Z Eulerovy věty plyne implikace

(e, ϕ(n)) = 1⇒ eϕ(ϕ(n)) ≡ 1 (mod ϕ(n)).

Vynásob́ıme-li předchoźı kongruenci d a využijeme-li (6. 6), pak
dostaneme explicitńı vyjádřeńı pro dešifrovaćı exponent d < ϕ(n),

d ≡ deϕ(ϕ(n)) ≡ edeϕ(ϕ(n))−1 ≡ eφ(ϕ(n))−1 (mod ϕ(n)). (6.11)

Pokud ϕ(n) neumı́me rozložit na prvoč́ısla, lze d poč́ıtat př́ımo
z kongruence (6.6), a to třebas Eukleidovým algoritmem či prostě
zvoĺıme jiné p či q.

Pro lepš́ı pochopeńı si ukážeme užit́ı na velmi jednoduchém
př́ıkladě. Dejme tomu, že jsme ṕısemnou zprávu převedli na č́ısla
a obdrželi jsme sedm. Voĺıme n = 15, což dává p = 3 a q = 5.
Jako šifrovaćı kĺıč můžeme zvolit č́ıslo 3, nebot’ ϕ(15) = (3−1)(5−
1) = 8 a (3, 8) = 1. Zprávu zašifrujeme, vyřeš́ıme-li kongruenci
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73 ≡ Y (mod 15). Máme 343 ≡ 13 (mod 15), můžeme tedy ad-
resátovi napsat třináct. Dešifrovaćı kĺıč je opět č́ıslo 3, jak se snadno
přesvědč́ıme vyřešeńım kongruence ed ≡ 1 (mod ϕ(ϕ(n))) = 8.
Pro dešifrováńı muśıme vyřešit kongruenci Y 3 ≡ X (mod 15), čili
133 ≡ X (mod 15). Snadno se přesvědč́ıme, že 2197 ≡ 7 (mod 15),
tedy jsme obdrželi opět p̊uvodńı zprávu.

6.3 Kouzla s č́ısly

Když jsem byl ještě malý hoš́ık, bylo vždy obrovskou událost́ı, když
na dědinu přijel kouzelńık. Všichni jsme byli nadšeni z jeho trik̊u, at’

již to byla kouzla s kartami, mizeńı či naopak nečekané objevováńı
se věćı a jiné a jiné zázraky, které nás fascinovaly. Kouzelńık ob-
vykle v rámci představeńı jeden trik prozradil, potom všichni žasli,
jak je to vlastně jednoduché. Takovým iluzionistou však může být
každý a nebude k tomu ani potřebovat hbité prsty, stač́ı jen využ́ıt
některé zaj́ımavé vlastnosti č́ısel. Ostatně v předchoźım textu jsme
se mohli přesvědčit, že č́ısla před námi ukrývaj́ı spoustu tajem-
stv́ı a je otázkou, zda se nám je v̊ubec podař́ı objasnit. Závěrem si
proto uvedeme některé čáry s č́ısly. Daľśı pak může čtenář nalézt
v publikaćıch zaměřených na rekreačńı matematiku a pokud bude
mı́t i dost času na listováńı starými novinami, tak i v zábavných
okenkách nedělńıch či později sobotńıch př́ıloh deńık̊u.

Kouzlo prvńı: Zvolte si libovolné trojciferné č́ıslo tak, aby se
prvńı a posledńı č́ıslice lǐsily alespoň o dvě. Utvořte č́ıslo, jehož
cifry jsou v opačném pořad́ı a od větš́ıho č́ısla odečtěte menš́ı.
Ve výsledku opět zaměńıme pořad́ı č́ıslic a tato dvě č́ısla sečteme.
Dejme tomu, že si vybereme č́ıslo 115. Pak je třeba spoč́ıtat 511-
115=396. Dále muśıme seč́ıst č́ısla a 396 a 693. V našem př́ıpadě
obdrž́ıme 1089. My narozd́ıl od kouzelńık̊u vysvětĺıme každý trik,
budeme proto předpokládat, že zvoĺıme č́ıslo 100a+10b+c, přičemž
a ≥ c+2. Pak 100a+10b+c−100c−10b−a = 100(a−c)−a+c =
100(a−c−1)+90+(10−a+c). Přičteme-li k tomuto výsledku č́ıslo
100(10−a+c)+90+(a−c−1), obdrž́ıme 900+180+9=1089. Tento
výsledek nezáviśı na volbě cifer a výsledek 1089 bude při libovolné
volbě p̊uvodńıho č́ısla.
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Kouzlo druhé: Zvolme dvě libovolná č́ısla. Utvořme posloup-
nost podobným zp̊usobem jak to udělal Fibonacci, tedy každý daľśı
člen je součtem dvou předchoźıch. Sečtěme prvńıch deset člen̊u této
posloupnosti a vydělme ho členem sedmým. Např́ıklad si zvoĺıme
3 a 7. Prvńıch deset člen̊u posloupnosti bude 3, 7, 10, 17, 27, 44,
71, 115, 186, 301 a jejich součet pak 781. Vyděĺıme-li toto č́ıslo 71,
obdrž́ıme 11. Toto č́ıslo muśı vyj́ıt vždy. Je-li totiž f1 = m a f2 = n,
je f7 = 5m+8n a

∑10
i=1 fi = 55m+88n = 11f7. Ke kouzlu lze použ́ıt

i komplexńı č́ısla, je však třeba dát pozor, aby f7 6= 0.
Kouzlo třet́ı: Vezměme libovolné přirozené č́ıslo, které je dě-

litelné třemi. Cifry umocńıme na třet́ı a sečteme, č́ımž obdrž́ıme
nové přirozené č́ıslo. Tento postup opakujeme, avšak zjist́ıme, že až
dospějeme k č́ıslu 153, se celý proces zacykĺı. Učeně řečeno budeme-
li opakovaně sč́ıtat třet́ı mocniny cifer přirozeného č́ısla dělitelného
třemi, vždy dospějeme k č́ıslu 153. Mysleme si č́ıslo 1422. Pak plat́ı
13 + 43 + 23 + 23 = 81 7→ 83 + 13 = 513 7→ 53 + 13 + 33 = 153.
Označ́ıme-li n = ck10k + · · · + c110 + c0 a m = c3

k + · · · + c3
1 + c3

0,
pak z předpokladu 3|n plyne 3|m. Z kritéria pro dělitelnost trojkou
plyne, že n ≡

∑k
i=0 c

3
i (mod 3). Podle Malé Fermatovy věty je c3

i ≡
ci (mod 3). Je tedy

m =
k∑
i=0

c3
i ≡

k∑
i=0

ci ≡ n (mod 3).

Dále je

n =
k∑
i=0

ci10i ≥ ck10k ≥ 10k > (k + 1)93 ≥
k∑
i=0

c3
i = m.

Je-li tedy n ≥ 104, je součet třet́ıch mocnin cifer vždy menš́ı než
p̊uvodńı č́ıslo. Zbývá tedy prověřit, jak se řetězec bude chovat po
překročeńı této hranice. Využit́ım výpočetńı techniky lze ověřit,
že je zde konečný počet možnost́ı aže všechny vedou k č́ıslu 153.
Závěrem dodejme, že existuj́ı i jiná č́ısla, která se rovnaj́ı součtu
třet́ıch mocnin přirozených č́ısel. Kromě singulárńıho př́ıpadu jed-
ničky jsou to i č́ısla 370, 371 a 407, žádné z nich však neńı dělitelné
třemi.
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Kouzlo čtvrté: Zvolme libovolné trojciferné č́ıslo, jehož cifry
nejsou všechny stejné. Seřad’me cifry podle velikosti v obou směrech
a odečtěme tato dvě č́ısla. Po konečném počtu krok̊u dojdeme k č́ıslu
495. Zvoĺıme-li 169, máme 961-169=792; 972-279=693; 963-369=594;
954-459=495. Pokud by rozd́ıl měl dvě cifry, je nutno ho doplnit ho
zepředu nulou. Stejná vlastnost plat́ı i pro čtyřciferná č́ısla, kdy se
dostaneme k č́ıslu 6174. Toto č́ıslo se na počest objevitele nazývá
Kaprekarova konstanta. Vzhledem ke konečnému počtu č́ısel lze
tuto zaj́ımavost ověřit na poč́ıtači.

Kouzla s č́ısly nejsou jedinou skutečnost́ı, které mohou žáky
upoutat. Pod́ıváme se i na stránku estetickou. Jedničku pýthagorej-
ce nepovažovali za č́ıslo, ale za základńı stavebńı kámen č́ısel ostat-
ńıch. Co ale druhé mocniny č́ısel, v jejichž dekadickém zápisu se
jiná cifra nevyskytuje? Tož se na to pod́ıvejme. 12 = 1, 112 =
121, 1112 = 12321, 11112 = 1234321 atd. tato krásná symetrie se
nám podař́ı až po č́ıslo 111111111. Je samozřejmé, že pro člověka
znalého dekadického zápisu a násobeńı mnohočlen̊u to překvapeńı
neńı. Můžeme si vytvořit hezkou pyramidu

1x8 +1 =9
12x8 +2 =98

123x8 +3 =987
1234x8 +4 =9876

12345x8 +5 =98765
123456x8 +6 =987654

1234567x8 +7 =9876543
12345678x8 +8 =98765432

123456789x8 +9 =987654321

Podobný krásně symetrický obrazec si můžete vytvořit sami
podle návodu 9x9+7=88, 98x9+6=888, 987x9+5=8888 atd. Samými
jedničkami jsme tento odstavec zač́ınali, proto skonč́ıme návodem,
jak si vytvořit krásné vysvědčeńı, a to t́ımto zp̊usobem: 1x9+2=11,
12x9+3=111, 123x9+4=1111 atd.

Závěrem této kapitoly zabrouśıme do turbodidaktiky. Euler od-
vodil vzorec eiπ + 1 = 0. V tomto vzorci se vyskytuj́ı všechny arit-
metické operace (sč́ıtáńı, násobeńı, mocněńı) a též nejd̊uležitěǰśı
matematické konstanty (0, 1, i, e, π) právě jednou a je proto mate-
matickými estéty považován za nejkrásněǰśı. (Pokud bychom použili
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synonymum formule, mohli bychom psát Miss formule.) Proved’me
turbodidaktické kouzlo a upravujme tento vztah.

eiπ = −1 = (−1)3 = (eiπ)3 = e3iπ.

Jelikož levá strana rovná se pravé, můžeme odlogaritmovat a máme
iπ=3iπ či 1=3. Znalec funkce komplexńı proměnné rozd́ıl mezi ma-
tematikou a turbodidaktikou odhaĺı hned; pro jistotu však dodá-
váme, že pro komplexńı proměnnou neńı logaritmus jednoznačná
funkce, takže logaritmováńı nebylo korektńı.

6.4 Úlohy na procvičeńı

Publikum si určitě žádá daľśı kouzla, jejichž podstata bude utajena,
aby se mohlo bavit. Nuže zde jsou.

6.1. Myslete si libovolné č́ıslo od šesti do šedesáti. Toto č́ıslo po-
stupně dělte třemi, čtyřmi a pěti a nahlaste zbytky. Znalec
č́ısel podle zbytk̊u urč́ı p̊uvodńı č́ıslo. Jak je to možné?

6.2. Vynásobte sv̊uj věk deseti od tohoto č́ısla odečtěte dev́ıtiná-
sobek libovolného jednociferného č́ısla. Řekněte výsledek a já
uhádnu, jak dlouho již putujete po tomto světě. Jak je to
možné?

6.3. A ještě jednu na věk. Své mlád́ı (stář́ı) vynásobte dvěma,
přičtěte pět, součet opět vynásobte pěti a řekněte výsledek.
I z tohoto č́ısla poznám, kolik let jste se dožil. Jak je to
možné?

6.4. Nedosti však na tom, umı́me uhodnout i přesné datum na-
rozeńı, a to následuj́ıćım zp̊usobem. Pořadové č́ıslo měśıce
věku vynásob́ıme stem. K výsledku přičteme č́ıslo znač́ıćı den
a výsledek vynásob́ıme dvěma. K výsledku přidáme osm.
Dále násob́ıme pěti a přidáme čtyři. Tento výsledek vynáso-
b́ıme deśıti a přidáme čtyři. Posledńı operaćı je přičteńı věku
v roćıch. Odečteme 444 a výsledek rozděĺıme na skupiny po
dvou cifrách od pravé strany. Kv̊uli vyváženosti to ted’ vez-
meme zleva; prvńı dvojice určuje měśıc, druhá den a třet́ı věk
zkoumaného člověka.
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6.5. Také umı́me uhodnout dané č́ıslo. Od myšleného č́ısla ode-
čteme jedničku, zbytek násob́ıme dvěma a přičteme myšlené
č́ıslo. Z tohoto výsledku uhodneme myšlené č́ıslo tak, že
přičteme dvě a vyděĺıme třemi.

6.6. Mysli si libovolné č́ıslo, pokud má lichý počet č́ıslic, doplň si
dopředu nulu. Libovolným zp̊usobem přesuň cifry na lichých
pozićıch na sudá mı́sta a naopak. Toto nově vzniklé č́ıslo přičti
k p̊uvodńımu. Součet napǐs v opačném pořad́ı č́ıslic a odečti
od součtu p̊uvodńıho. Výsledek rozděl na dvojciferné skupiny
a až na jednu mi je prozrad’. Já pak uhodnu zbývaj́ıćı skupinu.

Výsledky

6.1. Je-li myšlené č́ıslo x, pak máme x = 3a + r1, x = 4b + r2,
x = 5c + r3. Vyjádř́ıme jednotlivé zbytky a spoč́ıtáme výraz
S = 40r1 + 45r2 + 36r3 = 121x − 120a − 180b − 180c. Výraz
S = 120k + x, proto stač́ı podělit S 120 a zbytek je roven
myšlenému č́ıslu.

6.2. Označme věk x a myšlené č́ıslo k. Podle postupu jsme obdrželi
10x−9k = 10(x−k)+k. Č́ıslo k je na mı́stě jednotek, zbytek
tvoř́ı rozd́ıl x−k. Z uvedeného je zřejmé, že váš oponent muśı
být starš́ı dev́ıti let.

6.3. Neznámý věk označ́ıme opět x. Úpravy jsou tyto: (2x+5)·5 =
10x+25 = 10(x+2)+5. Dál postupujeme jako v předchoźım
př́ıpadě, na rozd́ıl od předchoźıho př́ıpadu to funguje i pro
mimina.

6.4. Poč́ıtáme vlastně {[(100m + d).2 + 8].5 + 4}.10 + 4 + r −
444=10000m+ 100d+ r.

6.5. Poč́ıtáme takto: x = 1; 2(x − 1); 2(x − 1) + x = 3x − 2;
3x− 2 + 2.

6.6. Vyjádř́ıme-li č́ıslo v dekadickém zápisu, snadno se vid́ı, že
součet je dělitelný 11. T́ımto č́ıslem je dělitelný i součet na-
psaný v obráceném pořad́ı. Jedenáctkou je tedy dělitelný i roz-
d́ıl, který je nav́ıc dělitelný dev́ıti. Rozd́ıl je tedy dělitelný
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č́ıslem 99. Č́ıslo je dělitelné 99 je-li součet dvojciferných sku-
pin dělitelný 99. Sečteme-li všechny prozrazené dvojciferné
skupiny a doplńıme-li součet do násobku 99, máme zbývaj́ıćı
skupinu. Úloha neńı jednoznačná, pokud je již součet skupin
dělitelný 99. Zatajené dvojč́ısĺı může být 00 nebo 99.
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literatúry Alfa Bratislava 1977.

[14] http://www.kodys.cz


