Racionalni Cisla

Motivace. Zname obor integrity vSech celych ¢isel a zname
tedy vSechny jeho vlastnosti a pravidla pro pocitani s celymi
Cisly. Problémem ale je, Z¢ v oboru celych Ccisel nelze
neomezené délit. Problém s délenim vyfeSime zavedenim
raciondlnich ¢isel. Obor raciondlnich c¢isel musi mit tedy
nasledujici vlastnosti:

1. Musi vném platit vSechna pocetni pravidla a vlastnosti
operaci jako v oboru celych ¢isel.

2. Musi byt zajisténo neomezené¢ dé€leni kazdych dvou
racionalnich Cisel (kromé& déleni nulou).

3. Cela ¢isla musi byt soucasti (podmnoZinou) raciondlnich
Cisel. Matematicky fikame, Ze obor integrity celych Cisel 1ze
1izomorfné vnoftit do télesa racionalnich Cisel.

Konstrukce. Pifi  konstrukci télesa racionalnich ¢Cisel
postupujeme takto:

Vyjdeme z kartézského soucinu Z x Z — {0}, na kterém
definujeme pro kazdé dvé dvojice [a, b], [c, d]e Z xZ - {0}

relaci ~ vztahem:

[a,b] ~ [c,d]=a-d=Db-c.

Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni), existuje tedy rozklad tohoto kartézského soucinu
Z x Z—{0} na tridy.

Definice. Tridy rozkladu kartézského soucinu Z x Z — {0}
uréen¢ho ekvivalenci ~ se nazyvaji racionalni Cisla. Racionalni
Cisla jsou tedy tfidy navzijem ekvivalentnich uspotradanych
dvojic celych ¢isel.



Poznamka. V dalsSim budeme kartézsky sou¢in Z x Z — {0}
oznacovat M a nazyvat mnozina vSech zlomku. Protoze se
racionalni cCisla béZné vyjadiuji pomoci zlomkd, budeme
usporadané dvojice z mnoziny M zapisovat jako zlomky, tedy
misto [a, b] budeme psat %. Odtud je také ziejmé, proc se
v mnozin¢ M pro druh¢ sloZzky vSech dvojic nepfipousti Cislo
nula.

Poznamka. Racionalni ¢isla jsou podle této konstrukce ttidami

rozkladu mnoziny M urCen¢ho ekvivalenci ~, tedy tfidami
navzajem ekvivalentnich zlomkt. Vnofeni v : Z — Q oboru
integrity Z do télesa Q je definovano pro kazdé celé ¢islo z €C

piedpisem y (z) = % .

Poznamka. Analogicky jako u celych Cisel budeme rozliSovat
jeden konkrétni zlomek od raciondlniho Ccisla. Tuénym
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oznacenim — budeme oznacovat stav, kdy tento zlomek bude
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reprezentovat raciondlni ¢islo, zatimco béZnym zplisobem -

budeme oznacovat tento jeden konkrétni zlomek. Plati tedy
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napf. ~ = {-, -, — — ...}. Poznamenejme, ze v dal§im textu
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budeme pro zjednodusSeni oznacovat racionalni cCisla velkymi

tuCnymi pismeny, napt. A, B, .... Pi1 dikazech tvrzeni budeme
e

f

Véta. Operace sCitani v mnoziné Q je definovana vztahem

N~ 7 a c
vyuzivat reprezentace A = . B= - C=

¢ _ ad+bc

d~  bd

Tato operace je komutativni, asociativni, ma neutralni prvek, ke
kazdému raciondlnimu ¢islu existuje pravé jedno Cislo opacné
a jsou reSiteln¢é zakladni rovnice. Algebraicka struktura (Q, +)
je tedy komutativni grupa.

a
~+



Poznamka. V grupé (Q, +) plati analogické vlastnosti a vztahy
jako v grupé (C, +), neni tedy nutné je na tomto misté¢ znovu
dokazovat. Poznamenejme jen, Ze neutralnim prvkem je ¢islo O
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reprezentované tiidou — a opacnym racionalnim c¢islem k Cislu
a . v a y w7 —a
> Je Cislo — P které 1ze reprezentovat bud’to ttidou - nebo
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Poznamka. Stejn¢ jako pro celd Cisla lze zavést operaci

odc¢itani jako pricteni opacného prvku, tedy A —B = A + (-B).

Lze snadno odvodit béZn€ uzivany vztah pro od¢itani zlomk:
a ¢ _ ad—bc

b d bd

Poznamka. Operace od¢itani ma v mnozin¢ vSech racionalnich
Cisel tytéz vlastnosti jako v mnoziné celych Cisel (tj. neni
komutativni ani asociativni).

Véta. Operace ndsobeni v mnozin€ Q je definovana vztahem

a c _ ac

b d_bd
Tato operace je v mnozin¢ Q komutativni, asociativni a ma
neutralni prvek. Timto neutralnim prvkem je Cislo 1

reprezentované tiidou zlomku % . Algebraicka struktura (Q, -)

je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem. Operace
nasobeni je distributivni vzhledem K operaci s¢itani v mnoziné
vSech raciondlnich Cisel.

Poznamka. Budeme-li zkoumat i existenci inverznich prvki a
feSitelnost zakladnich rovnic vzhledem k operaci néasobeni
v mnoziné¢ Q, snadno zjistime, Ze jedinym prvkem, ktery
neumozinuje platnost téchto vlastnosti, je ¢islo 0. Po jeho
odstranéni z mnoziny Q miZeme vyslovit nasledujici vétu.



Véta.
(1) Algebraicka struktura (Q — {0}, -) je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (Q ,+, -) je komutativni téleso.
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Poznamka. Inverznim prvkem k racionalnimu cislu e Cislo

S . Toto ¢islo vzdy jednoznaéné existuje (b =0 podle konstrukce

racionalnich Cisel a a = 0 podle pfedpokladu z predchozi
14 4 14 A 14 14 w7 w7 a W .

poznamky), nazyva se pievracené Cislo k Cislu , @ oznacuje
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(Z) . Pfi oznaceni racionalniho Cisla A se pfevracene¢ Cislo
b4 r * J— M ° r 1 A2 4 3 14

kromé zapisu A™ zapisuje téz " V mnozin¢ Q —{0} jsme nyni

piipraveni k definici operace déleni.

Definice. Déleni v mnoziné Q - {0} je definovano jako
nasobeni pievracenym &islem, tj. A : B = A - B? . Vyjadieno

pomoci vzorce dostavame
ad

c
d bc’

a
Z .
Poznamka. Pripomenme, Ze existence prevracenc¢ho Cisla 1
operace déleni jsou neomezené definovany v mnoziné Q — {0},
tedy Ze skuteCné¢ nemize dojit k ,,déleni nulou*. Pro operace
d€leni a nasobeni plati rovnéz fada vlastnosti, z nichz uvedeme
napr.:

Véta. Necht'” A, B, C € Q. Pak plati:
M) A=A

(2) (A-B)1=A1.B7;

3) (A-BH)*'=B-AT,

4 (A-BH-C*=A-(B-O)F
5) A-B-CH1=(A.C)-BL



Relace usporadani v mnoziné racionalnich Cisel

Definice. Necht A = % je racionalni &islo. Rekneme, Ze toto

¢islo je kladné a piSeme A > 0, prave kdyz plati a 1 b jsou
bud'to ob¢ soucasné kladna cela Cisla nebo ob¢ soucasné
zaporna cela Cisla. Je-li a = 0, pak Cislo A = 0 ; ve zbyvajicim
ptipad¢ (jedno z Cisel @, b je kladné celé Cislo a jedno zaporné)
fikame, Ze racionalni Cislo A je zaporné a piSeme A < 0.

Poznamka. Je ziejmé, Ze jeden z predchozich piipada vzdy
musi nastat. Kazdé¢ racionalni Cislo je tedy bud'to kladné nebo
zaporné€ nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoziny
vSech racionalnich Cisel na ¢isla kladna, nulu a Cisla zaporna.

Definice. Necht’ A, B jsou racionalni Cisla. Rekneme, e A < B,
pravé kdyzplati A —-B < 0. Je-liA-B=0,pak A=B;ve
zbyvajicim ptipadé pro A —B > 0 pak plati A >B.

Poznamka. Je ziejme, Ze i v pfedchozi definici jeden z pripada
vZzdy musi nastat. Relace uspotadani vSech racionalnich Cisel je
tedy linearni.

Poznamka. Pro relaci usporadani v mnoziné racionalnich Cisel
a jeji spojeni s operacemi v mnozin¢ Q plati analogické vztahy
jako v mnoziné celych cisel, stejn¢ je definovana i absolutni
hodnota racionalniho ¢isla. Plati zajimava vlastnost relace
usporadani racionalnich Cisel, ktera v mnozinach ptirozenych
ani celych ¢isel platit nemohla.

Definice. Usporadani v mnoziné racionalnich Cisel je husté, tzn.
X,y € Q,x 2y, 72e Q: X< z<Y.

Poznamka. Definice hustého uspotadani tika, Ze ,,mezi kazda
dvé ruzna racionalni ¢isla lze vlozit dalsi racionalni ¢islo®.






